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Abstract. This work addresses the application of the GFEM to laminated plates under mo-
derately large transverse displacements by the von Kdrmdn’s hypothesis, in the frame of the
Kirchhoff-Love and Reissner-Mindlin kinematical plate models. The formulation admits the
general case of laminated plates composed of anisotropic layers in the elastic range. The beha-
viors of two types of GFEM formulations are compared, one based on CO continuous PoU,
and the other is based on infinitely PoU. Here, the adequate number of integration points in
the element is investigated for each degree of enrichment polynomial. For the transverse shear
stresses obtained from integration of the local equilibrium equations, a theorem is presented to
explain the reason why, in some cases, the null value is not reached at the end of the integration
across the laminate thickness. Numerical results are compared with literature results.
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Large deflection analysis of anisotropic laminated plates by continuous and non-continuous GFEM

1 INTRODUCAO

As placas e cascas sdo elementos estruturais utilizados extensivamente em muitos setores
da industria, como em equipamentos, em dutos ou vasos de pressdo, na indudstria aeroespacial
muitas vezes sob forma de compostos laminados, em navios, pontes € muitos outros. Do ponto
de vista fisico, o processo consiste em aproximar campos de deslocamentos tridimensionais
a partir da combinacdo de campos incognitos de duas dimensdes com hipdteses cinemaéticas.
Entdo, reduz-se a complexidade e o numero de varidveis do problema a ser resolvido. Sob a
Otica matemadtica, os modelos de placas e cascas apresentam um desafio interessante por di-
versos fatores, por exemplo: (1) seja pelo acoplamento das equagdes diferenciais que surgem
com nao linearidades geométricas, como quando se assume as hipoteses de von Karman; (2)
pelo surgimento de problemas numéricos, a notar o travamento por cisalhamento (Garcia et
al., 2000); (3) pela exigéncia de alta regularidade das fungdes de aproximacio (Barcellos et
al., 2009) que ndo sdo providas naturalmente pelo Método de Elementos Finitos (MEF). Ao
longo dos anos, diversos modelos foram propostos tentando superar deficiéncias dos resultados
de desclocamento ou de tensdao (Lee & Plan, 1978; Hughes et al., 1977; Reddy, 1984, 1989)
conforme o interesse de cada area.

Nos diversos modelos de placa existem hipoteses referentes as relagdes cineméaticas do mo-
vimento que levam a importantes consequéncias matematicas. Uma destas consequéncias, co-
mum a varios modelos, € o requisito da existéncia e continuidade das derivadas de ordem supe-
rior, como o modelo de Kirchhoff-Love ou Teoria Classica de Placas (Ventsel & Krauthammer,
2001; Reddy, 2006), em que, entre outras caracteristicas, as funcdes de aproximagao preci-
sam ser de classe C''. Neste contexto, o Método de Elementos Finitos Generalizados (MEFG)
(Duarte et al., 2000) se aplica muito bem, pois € possivel utilizar fun¢gdes de aproximacao de
regularidade arbitraria (Duarte et al., 2006). Com isso, esta formulacdo apresenta grande vanta-
gem em relacdo ao uso de elementos hibridos como realizado por Veiga et al. (2007). Ela nao
requer a aproximac¢ao dos campos derivados usando fun¢des de forma como em Reddy (2006),
pois o préprio campo tem diferenciabilidade suficiente, o que ird produzir campos de tensao
continuos nas interfaces entre elementos. E uma caracteristica natural do método proporcionar
refino adaptativo p, evitando a necessidade de remalhamento. De fato, alguns trabalhos j4 exis-
tem neste sentido (Garcia et al., 2000; Barcellos et al., 2009; Mendonga et al., 2011), usando a
metodologia de MEFG na implementacao de modelos de placa.

O objetivo deste trabalho € implementar os modelos de placa de Kirchhoff-Love e Reissner-
Mindlin em laminados, usando o0 MEFG com funcdes de aproximacdo de classes C° e C¥,
incluindo as hipéteses de ndo-linearidade de deformacio de von Karman, de modo a capturar
com maior precisdo grantes rotagdes e deslocamentos transversais, mas ainda com pequenas
deformacgdes.

2 PARTICAO DA UNIDADE E FUNCOES DE APROXIMACAO

A Particdo da Unidade (PU) se caracteriza por ser um conjunto de fun¢des cuja soma dos
valores € igual a unidade em qualquer ponto de seu suporte. As fungdes de aproximagdo ¢, (x)
associadas aos nés a = 1,2, ..., Nnos, se caracterizam por serem nao nulas apenas dentro de
uma regiao de suporte compacta. Neste caso, a PU com fun¢des polinomiais de enriquecimento
formam o subespaco de aproximagao.
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Para construir as fun¢des de aproximacao de MEFG, pode-se considerar a superficie média
de uma placa como um dominio aberto, 2 C %2, a qual possui uma malha de elementos trian-
gulares de arestas retas com Nel elementos K. , {/C. ;V:e{, N nés com coordenadas {x,}Y_;.
Cada um destes nods € associado a uma nuvem, w,, para @ = 1, ..., NV, a qual é formada pela
unido dos elementos triangulares adjacentes a este né « (Barcellos et al., 2009).

Considerando o conjunto de fungdes {0, (x)}2_, tendo como suporte compacto a corres-
pondente nuvem w,,, Babuska et al. (2004) definem PU como um conjunto de fun¢des formadas
de tal forma que: 1) A soma de seus valores € igual a unidade em qualquer ponto de suporte.
Zg:1 va(x) = 1,V (x) € ; 2) Todo subconjunto compacto de €2 intersecciona apenas um
numero finito de suportes; 3) A funcao ¢, € diferente de zero apenas sobre sua respectiva nu-
vem, w,, e possui diferenciabilidade requerida dentro da nuvem de pelo menos k derivadas
continuas. ¢,(x) € C¥(w,), k > 0. Assim, o conjunto de fungdes {p,(x)}Y_, pode ser
considerado como uma PU subordinada a cobertura S .

O Método de Elementos Finitos Generalizados com funcdes suaves (MEFG-C*¥) baseia-se
no emprego de PU suaves que fornecam £ derivadas continuas sobre 2. As fungdes de forma sdo
construidas pelo produto da parti¢do da unidade de Shepard com fung¢des de enriquecimento. Ja
0 MEFG-C" baseia-se no emprego de fungdes PU que sdo as préprias fungdes de forma C° do
MEF tradicional.

Particao da Unidade com Elementos Finitos Padrao

Como as fungdes de forma do MEF tradicional sdo consideradas uma PU, pode-se adotar
0 caso em que a nuvem w,, € a unido dos elementos que compartilham o mesmo né x, como
vértice de elementos de uma malha triangular linear, onde a funcdo ¢, € a propria fungdo
de forma global do MEF. Estas fun¢des tem um custo computacional baixo e sao facilmente
integrdveis por quadratura numérica, porém sua continuidade é limitada a C° (Mendonga et al.,
2011).

Particao da Unidade de Shepard

Para problemas que exigem derivadas continuas dos deslocamentos, como o caso da TCP,
a PU utilizando as fun¢des de forma do MEF € inadequada, sendo dificil atingir a continuidade
desejada. Desta forma, parte-se para a solu¢do proposta por Shepard (1968) e empregada por
Barcellos et al. (2009) e Mendonga et al. (2011).

Seja uma fungdo W, : 2 — R com um suporte compacto, w,, pertencente ao espago
C¥(w,), a fungdo peso em cada nuvem, w,, da cobertura aberta Sy do dominio 2. Entdo, a PU
de Shepard subordinada a cobertura &y € definida como:

Wa
va(X) = =7 B e{y|W,(x)#0}, (D
2500 Ws (%) !
onde a regularidade ¢, (x) depende apenas da regularidade das fung¢des peso. Logo, resta definir
as fungdes peso (ou ponderacdo) com a regularidade necessdria.

Algumas consideragdes devem ser levadas em conta na escolha das funcdes peso. Elas
precisam ter, no minimo, a continuidade desejada e serem, juntamente com suas derivadas,
razoavelmente integraveis (Barcellos et al., 2009). Para constru¢do da particao da unidade de
Shepard sao necessdrias fungdes pesos, em que para o caso de nuvens convexas utilizam-se as
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fungdes peso propostas por Edwards e descritas em Duarte et al. (2006). Neste método, define-
se uma coordenada normal a aresta do contorno da nuvem £;(x) = n,; - (x — b,,;) , onde b, ;
¢ um ponto na fronteira que € selecionado para ser o ponto central da aresta j, e n, ; € o vetor
normal a aresta apontando para o interior da nuvem. A func¢do de aresta da nuvem é escolhida
como uma func¢do que possui valor positivo dentro da nuvem e valor zero fora do suporte da
nuvem. Foram escolhidas as fun¢des com continuidade C'*° seguindo Barcellos et al. (2009).

A funcdo de aresta, que € entdo redefinida como

§ 7
. Ae™ B ;5 0 < ¢
o [€(0)] = éay = g @
0 , €aso contrario

em que os valores dos parametros sdo escolhidos como v = 0.6 ¢ § = 0.3 conforme Barcellos
et al. (2009). As fungdes peso irdo determinar qual a influéncia de cada n6 dentro de um mesmo
elemento e sdo definidas por:

M,
Wa(x) = e[ Jeas (&) 3)
j=1

sendo ¢, um parametro de escala que garanta W, = 1 no n6 x,.

As funcdes PU de Shepard, Eq. (1), como observado por Duarte et al. (2006), tem di-
ferenciabilidade C'* para nuvens convexas. Por isso, diz-se que a regularidade € arbitraria.
Adicionalmente, a implementagao pode usar qualquer ordem de derivada que a formulacao re-
quisitar. E além disso, € possivel utilizar regularidades diferentes para cada campo incognita
por meio do uso combinado de fungdes C° e C* (Mendonga et al., 2013).

Enriquecimento das Func¢oes de Aproximacao

O enriquecimento tem por objetivo aumentar a qualidade dos resultados numéricos, por
meio da expansao do espaco de aproximacao, feito na prética pelo aumento do niimero de graus
de liberdade em cada dire¢do. Isso pode ser feito multiplicando as fun¢des PU por fungdes
polinomiais, harmonicas ou parte da solucdo (Barcellos et al., 2009).

Se Lg é um conjunto de polindémios do tipo: Ls = {Lg, L1, La, -+, L,}, e 0 conjunto 3%,
€ o espaco de procura do Método de Galerkin, formalmente definido como:
Sk = {ea(@)} U{pa()Lai(2)} 0 <a <N, 0<i<p, p>k}

Para os elementos da PU e do enriquecimento pertencerem ao conjunto 3%, estes elemen-
tos necessitam idealmente ser linearmente independentes entre si (Barcellos et al., 2009). Por
este motivo, deve-se tomar cuidado na escolha das funcdes de enriquecimento quando ambas
- fun¢des PU e de enriquecimento - forem polindmios, pois o sistema de equagdes gerado se
torna positivo semi-definido (Freitas et al., 2015).

3 MODELOS DE PLACASE DISCRETIZACAO MEFG
3.1 Modelo de Placas de Kirchhoff-Love

A Teoria Classica de Placas (TCP), também conhecida como modelo de placa de Kirchhoff-
Love, que obteve-se uma equagao governante para o deslocamento transversal e duas condicoes
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de contorno independentes em placas homogéneas, isotrdpicas, eldsticas e submetidas a esforcos
perpendiculares ao plano médio. Considerando uma regido V' pertencente ao sistema cartesiano
tridimensional )3, definido por espessura constante e h > 0 e superficie média 2, que possui a
regido de contorno I'. Para x = z,y, 27, aregido V pode ser descrita por
V={xew|se[-L 2], wyea oer) (4)
Devido as hipé6teses assumidas, os campos de deslocamentos do modelo de flexdo de Kir-
chhoff para placas delgadas sdo definidos por:

0
T (I’,y,Z) = Up (:E,y) - Za_?;] (ZL‘,’y)

Uy(I,y,Z) = UO(xvy)_Zg_Z)<xay) (5)

uz (2,y,2) = w(z,y),

onde ug € vy sdo as componentes de deslocamentos na direcao x e y, w € o deslocamento trans-
versal na direcdo do eixo z, 8“’ e ‘3“’ sdo as rotagdes em relacao aos eixos y € x, respectivamente.

Adicionalmente, as fungées uo, Vo € w sdo em relacdo a superficie média z = 0.

O campo de deformacao parte da simplificagdo do Tensor de Deformacgao de Green-Lagrange
(E), em que as componentes na forma cartesianas, em notacao indicial, assumem o seguinte for-
mato:

1 0u; | Ouy | Ouy Duy,

Utilizando hipéteses de pequenas deformacgdes e pequenos deslocamentos, por meio da
consideracdo de que as deformacdes no plano (uy € vg) sdo pequenas, os termos quadraticos
tornam-se desprezveis. Por outro lado, quando as hipéteses ndo lineares de deformacgao de von
Karmén sdo utilizadas para pequenas deformagdes e moderadas rotagdes (entre 10° e 15°), os
termos nao lineares relativos as rotacdes sao pequenos porém ndo desprezaveis, 0 que exige a
permanéncia dos mesmos:  (42)? (%—Z))Q : %%_Z'

Estes termos so os responsdveis pela chamada nao linearidade geométrica. Devido a manu-
tencao destes termos quadréticos, os deslocamentos transversais sao considerados como gran-
des, w/h > 0.2 (Ventsel & Krauthammer, 2001) porém ndo arbitrariamente grandes a ponto de
serem comparaveis as outras dimensodes (largura e comprimento) da placa.

€(r,y,2) =e(x,y) + 26(z,y) (7)

onde € é a deformacdo de membrana e kK € a mudanca de curvatura devido a flexdo. A
deformagdo & pode ser decomposta em duas parcelas, uma linear €° e outra néo linear VX

e=¢4 M (8)
onde
Oug 1 (0w 2w
Oz 2 (6 ) Raq T 02
0 _ 81)0 . NL _ l 8_“) — — _82111
=9 am by Mo Q(Qy) - ~Zw S ©)
dvo auo ow Ow . 82w
+ 3_3_ 'Lixy 28x8y
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Utilizando a Lei de Hooke 0 = C'e com as relagdes N = [ odze M = [ ozdz, para
N = {N., Ny, Npy}T e M = { M, M, M, }7, obtém-se a relagio entre os esforgos gene-
ralizados e deformacdes:

o N A B € €
/ dz = - = M (10)
- F1oa M B D K K

NIy

[N

onde a matrix A é conhecida como matriz rigidez extensional, a matriz D como matriz rigidez
flexional e a matriz B representa o acoplamento entre deformac¢io de membrana e de flexao.

Define-se, respectivamente, operadores bilineares e lineares

T
o€ A B €
G(d,dd) :/ ds2, F(éw) = / gow dS) (1D
Q | ok B D K Q

tal que G(d, 6d) = F(dw).
Aplicando a relagdo Eq. (8) ao operador bilinear G(d, dd) da Eq. (11) obtém-se

T T
Yo A B |& Yo A B | Mt
G(d, 5d) = / + (12)
Q| or B D K 0K B D 0
T T
geNL A B |& geNl A B |Vt
+ + 4. (13)
0 B D K 0 B D 0

3.2 Modelo de Placas de Reissner-Mindlin

Tem-se o campo de deslocamentos dados por

Uy (l’,y,Z) = Ug (x,y)—i—z@x (ZL‘,y)
Uy (I,y,Z) = o ($7y)+29y (ﬂf,y) (14)
us (2,y,2) = w(z,y).

Assim como na teoria de Kirchhoff, o campo de deformacgdes para o modelo de Reissner-
Mindlin pode também ser expresso na forma matricial. Porém, devido ao cisalhamento trans-
versal ndo ser nulo, surge um novo vetor, representado neste trabalho por v¢ = {74,y }".
Assim, as deformacdes ndo nulas sao

Aug 1 (_w) 90y
Or 2 \ 0z Or ow 1 p
O x
el = ety 1(ow 9y Lt = e . (15)
Oy 2\ dy y dw +0
uo 4 dug dw dw 90y | aeu dy y
oz Oy y

Ao utilizar as definicdo de esforcos generalizados a Lei de Hooke Generalizada tém-se as
seguintes equagoes

N A B
ul s ol 1.p (e =[xl ac)
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Em que N e M foram definidos na Eq. (10) e Q = {Q., Q,}"

O operador linear possui a mesma definio que na TCP, enquanto que o operador bilinear
para o Modelo de Reissner-Mindlin fica como
T

GMﬂh:A i g:E Z m+zﬂ“§Tbﬁ%%M) (17)

3.3 Discretizacao do Modelo de Kirchhoff-Love

Propde-se aproximar um campo de deslocamentos incégnitos (u®) no elemento por:

nnoe nfu;
ui(z,y) = Z @i, y) § wig + Z Liji(w,y)biji ¢ = NUS, (18)
j=1 k=1

onde, nnoe € o numero de nés no elemento, ¢; as fungdes PU associadas ao n6 j, ¢ € a
direcdo de cada grau de liberdade e k£ o niimero de mondmio enriquecedor. No caso da TCP,
u = {uo, vo, w}T. E nfu é o nimero de fungdes enriquecedoras associadas ao n6 j, L, sdo as
funcdes de enriquecimento associadas a esse mesmo nd e bj;, o coeficiente de cada fungdo Ly, do
no6 j. Na formulagdo tradicional de elementos finitos para TCP, tem-se cinco campos incognitos,
Ug, Vg, W, % e ‘?9—1;’. Esta abordagem era escolhida, pois possibilitava aproximar os campos deri-
vados usando as préoprias fun¢des de forma, contornando a exigéncia da continuidade C'! quando
formulado em termos de ug, vy, w somente (Barcellos et al., 2009; Reddy ,2004). Porém, na
formulagdo proposta, as fun¢des de forma usadas para aproximar o campo de deslocamento
transversal w tem diferenciabilidade suficiente, de forma que os campos incgnitos podem ser
apenas o, Vo, w. Por conveniéncia, os parametros nodais no elemento u;;, b;;, sdo representados

apenas pelos termos U} e as fungdes ;; L j;, representadas por Ny, paral = 1, ..., ngle, tal que:
ngle

uf =Y Ny(z,y)Us = NU", (19)
j=1

onde o subindice ngle representa o nimero de graus de liberdade do elemento.

Esquematicamente a Eq. (19) para os deslocamentos generalizados para o Modelo de Pla-
cas de Kirchhoff-Love para o elemento apresentados a seguir:

Ut
ug Ny 0 0 -+ Nupu 0 0
U3
ut = US =10 N, O --- 0 anu 0 _ . (20)
w* 0 0 N1 0 0 anu '
\ ~ ngle )

E interessante definir vetores das funcdes de aproximacao associadas a cada uma das com-
ponentes de deslocamento ug, vy ou w, onde cada vetor representa uma linha da matriz, tal que
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N¢ = {N“,N",N“}T da Eq. (20), mostrada a seguir:

N* = [N;OO|Ny00| | Nupu 00] Q1)
N’ = [ON;0[ON2O|-+ |0 Ny, 0] (22)
NY = (00N, [00Ny |-+~ 00 Nup ] (23)

Assim, a aproximacao para cada componente de deslocamento fica representada por:

u; = N*U° duy = N*OU° (24)
vg = N'U° ovg = N'OU° (25)
w® = N"U° dw® = N"6U". (26)

As deformagdes da parcela linear sdo definidas como e’ = L° - u® e k = L* - u®, em que
L° e L* sdo operadores diferenciais definidos como

2 0 0 00 2%

L=|0 2 o L"=10 0 2 (27)
- dy ’ - ay®
o] 0 9?2

Sendo possivel assim definir uma matriz de derivadas B®

B’ = (28)

Zienkiewicz & Taylor (1991) utilizam matrizes auxiliares para definir a deformagao ndo-
linear, que foram adaptadas para a discretizacdo em MEFG, em que utiliza-se a Eq. (23) para a
definio da matriz G

ow ow ON®
gw g 2w g 0 0 -
(AZ)TE Ox 9y G= 0 ) (29)
0 22 %2 00 0 oNv
Y Yy By

Com as matrizes auxiliares A* e G definidas, pode-se montar o vetor 6 referente as rotagdes
das normais a placa e sua varia¢do 06,

Ul
ow HNw
)L _ | . L\ _@qu, 60 =aGsU. (30)
Jy Jy UNgl

Assim, pode-se definir o vetor de deformacdes nao-lineares de (9) em fung¢do da matriz A*
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e do vetor 0

[ w 2] [ w i
(5%) 3 0

ow 2 w

(5) nZ

eNL 1 | 22w ow 1|2 Quwi | dw 1 1
_ 5 or Oy | _— 5 oy Ox gm — §Az0 = §AZGU (31)
0 0 0 O a—’z‘j

0 0 0
0 0 0

Pode-se facilmente mostrar (Zienkiewicz & Taylor, 1991) que a variacdo da deformacdo
nao linear pode ser representada num formato mais conveniente para programacao, isto é:

seNk 1 1 1
= 5(§A29) = §5A29 + §Az<50 = A%*50 = A*GJU. (32)
0

Definindo BN = A*G e utilizando a defini¢io de (28), tem-se:

NL

€ deNL

1 € o€
= §BNL(U)U, = BY(U)sU; =B°U = B%0U(33)

0 0 K 0K

Aplicando as defini¢des de Eq. (33) e (10) ao operador bilinear (Eq. (12)), que representa
a variagao do trabalho interno (6W;,,;), tem-se a seguinte forma matricial

G(u,0u) = Wy, = /

suT (BY)" CB"U + 6U” (BY)" C%BNLU
Q

+6U” (BM)' CB°U + 6U” (BYF)" C%BNLU. (34)

Colocando os vetores dU e U em evidéncia obtém-se:

Wiy = / su” [(BO)T CB’ + (B°)" C%BNL (B¥H)' CB® + (BVF)" C%BNﬂ U d0.(35)
Q

E possivel particularizar )W,,; para um elemento. Assim a variacdo do trabalho interno
para este elemento é denotada por §W¢,, dada por §W¢, = (§U°)TF¢ .. Entdo defini-se a

int nt int*

Matriz de Rigidez do elemento (K*°) tal que F{,, = K°U*®, onde (colchetes de (35))

K = / [(BO)T CBY + (B)" OBV + (BY) CB' 4 (BY)' C%BNL} dS2.(36)
Q

O proximo passo € aplicar uma regra de quadratura para realizar a integragao numérica da
Eq. (36). No presente trabalho foi usada a regra de integragdo triangular de Wandzura & Xiao
(2003), escolhida devido a propriedade de ser simétrica no triangulo.

Genericamente, tem-se um sistema algébrico global de equagdes que, neste caso, devido
as nao linearidades geradas pela utiliza¢ao das hipdteses de von Karman, a propria matriz de
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rigidez do sistema depende do vetor solugdo, o que pode ser explicitado como K(U)U = F.
No presente trabalho € usado o Método de Newton-Raphson completo. De forma simplificada,
nomeia-se os vetores F;,,; e F.,; que representam as forgas internas e externas, respectivamente,
e define-se um vetor de residuo R como

Fint (U) - Fext =R. (37)

A partir de uma estimativa inicial, UF, calcula-se o residuo e sua derivada em relacdo
ao vetor solugdo, a qual é nomeada como Matriz de Rigidez Tangente (K”¢), sabendo que
8F€CIJ JR—

5t = 0, tem-se:
aR annt - Fe:ct aFmt aFealct a]:?mt

TG _ Y™V — _ —
K= oU ou oU oU ou -’ (38)

Essa matriz K¢ ¢ utilizada para resolver um sistema linear de equacdes e assim chegar a
um incremento AU que deve ser adicionado 2 estimativa inicial, U*, de forma que se obtenha
uma estimativa corrigida para o vetor solu¢io U**!. Como a Matriz de Rigidez Tangente se
torna mal condicionada € necessdrio um método capaz de solucionar esse sistema linear de
equagdes descrito abaixo em (b). Neste trabalho utiliza-se o procedimento de Babuska descrito
em Strouboulis et al. (2000) e Duarte et al. (2000) que necessita a defini¢do de uma constante
€ps € uma tolerancia tol.. O processo € o seguinte:

(a) Definir €, e tol., adotado neste trabalho como €,; = 107% e tol. < 1077;
(b) Resolver o sistema K7¢ (AU) = —R para AU;
(c) Corrige U*+! = U* + AU.

No préximo passo, apés encontrar U, deve-se refazer os célculos do vetor forga F,,; (U)
com U¥ = U¥*! e reiniciar os cdlculos na Eq. (37) até que as seguintes tolerincias sejam

c Faitac: |IR| 6 |AUF|| -6
satisfeitas: TF.. ||<10 e IIU’““H<1O )

Partindo da Eq. (38), na forma indicial, como F;'”t = K;;U;, para encontrar a Matriz de
Rigidez Tangente, tem-se

0K;;U; 0K, ou;  IK; _ 0K;

TG 1) 1j 7 iJ zg

» = Ui+ Kij—+ = Ui+ K0, = U; + K, 39

i au, v, Mg, T e, au, 0" %
e aplicando a Eq. (36) ao primeiro termo da Eq. (39), tem-se
OK;; 0 NL BNE BNE

: i — Q77 Bmz man' B, man' Bmz mn n] BNL mn n] a2 .(40

au, U1 = o /Q< C ;i + B, C jt C 5 + B, C 5 U;.(40)

Para desenvolver a Eq. (40), € interessante usar a defini¢cdo da matriz BV* = A*G. Deri-
vando ambos os lados da equagdo tem-se

OBNL 9 (A*G) O (A?) 0(G)
= = AP——=. 41
90 90 ou ¢ TA 9o “h
Como 8(0') = 0, ver Eq. (29), tem-se
8BNL 0 (A%)
- G. 42
ou ou (42)
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Para resolver a derivada da matriz A* em relagcdo a U, é necessdrio ainda definir a derivada

do deslocamento transversal w em relacdo a U. Para isso, utiliza-se a notagdo indicial

ow ONEUY  ,0(Uk)
= = N/—— = N 0, = N 43
U, U, ko oU, ko )
e deve-se resolver usando (29)
wy 0 AN NE, o0
0w, 0 B(J\EU—LZUIC) 0 N
4] Nw,yU- 1o} wazU w w
8(14@) _ (9 w?l} W, g _ ( gUT k) ( gUr k) Nr Y Nr ' T (44)
ou,  9U: 1 o 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Para facilitar a representacdo das equacoes da Matriz Tangente utiliza-se a nota¢ao abaixo
o(Af) _ Ar
oU, — klr-

Ap6s a definigdo da derivada da matriz BVL, pode-se escrever termo a termo da Eq. (40),
sendo apresentadas abaixo as dedugdes dos termos da Eq. (40)

0
% (Bn]\;fcman]) = agl%if Cmanj = %CWHBHJ = ArmkeriCmanj; (46)
P BNE 1 OBNE 16 (A2, Gh)
B.C.—™ | — . -2 _p O -2\ nkTk)
8Ur( mszn 9 ) mszn2 8UT mszn2 8UT
10(A? 1
= Bmicmn§ (8Unk) ij = BmiOmnéArnkerj; (47)
) 1 OBNL 1 10BYF
BNL _BNL — mi _BNL BNL - nj
8Ur( mi Cny ”J) o, Crng P Bt Cnny =5y
_ 0(GmAL) o 1 .~ LO(ALGY)
= a—U_rCmn§Aanl] + kaAk’LOmnﬁa—Ur

1 1
= kaArkiTCmn§AZlGlj + kaAZiCmnéATnerlj- (48)

A juncdo das Eq. (46) a (48) ao segundo termo da Eq. (39) forma a Matriz Tangente
utilizada pelo Método de Newton-Raphson. A Matriz Tangente na forma indicial € apresentada.

1
Kgij = Ki’r + Armk’eriOmanj + BmiCmnéArnkerj

1 1
+ kaArkirCmnEAZlGlj + kaAziCmnéATnerlj- (49)
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3.4 Discretizacao do Modelo de Reissner-Mindlin

A discretizagdo para o modelo de placa de Reissner-Mindlin € andloga ao de Kirchhoft-
Love com algumas poucas mudangas para adaptd-lo ao modelo matemético. Devido ao graus
de liberdade referentes as rotacdes 0, e 6, a representacdo da aproximagdo dos deslocamentos
fica com o seguinte formato:

(] [vo0o 0 0 o | up)
v 0O Ny O 0 0 .|| Us
uw=<uwr=10 0 N 0 0 Uus ¢, (50)
02 0 0 0 N 0 :
6] [0 0 0 0 N | (U]

Em relacdo as deformacdes, Eq. (19) sofre mudanca na parcela relativa a curvatura (k)
e acrescenta-se o termo relativo ao cisalhamento transversal (v**), as parcelas de deformagio
ficam como

2 0 000 000 &
xr xr o
0 L 00 45 10
L"=10 Z o000, <000 0 &, L= (1)
y dy )
8 9 8 9 003 01
35 o9 000 000 5% 3
em que as matrizes de derivadas B e B¢ sdo definidas por
L°N
BY = ., BY= |:L’YN:| (52)
L"N

enquanto a matriz BY? é a mesma do Modelo de Placa de Kirchhoff, a matriz B¢ é referente a
deformacao transversal, tal que

0 eNL '
= BT, o (- BY'U, ~% =B“U (53)
K

De modo semelhante a discretizag@o para placas finas, chega-se a
1
K° :/ [(BO)TCB°+ (B”)" C;B"" + (BM")" CB"
Q
NiNT ~loNE T ~cispC
+ (B™) G5B + (BY)T CBY| d. (54)

Como os termos nos quais hd alteracao de valor estdo na parcela linear de rigidez, K, da
Eq. (54), a Matriz de Rigidez Tangente para o Modelo de Reissner-Mindlin fica no mesmo
formato que a Eq. (49).
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Esta secdo abrange os resultados referentes as comparagdes entre o codigo utilizado neste
trabalho e exemplos numéricos presentes em Levy (1942) e Reddy (2004) de mesmo modelo
cinematico com distintos métodos de solacdo por expansdo de séries e MEF, respectivamente.
Sao realizadas também comparagdes entre teorias de placas de Reissner-Mindlin e Kirchhoft-
Love utilizando as hipéteses de von Kérman, assim como entre MEFG com PU lineares (C?)
ou com continuidade arbitraria (C¥).

Para andlise da convergéncia ndo linear do deslocamento maximo com o modelo de placa
de Reissner-Mindlin, na Secdo 4.1 utiliza-se um caso estudado por Levy (1942) de uma placa
fina de liga de aluminio, submetida a uma pressdo e engastada nas bordas. Na Secdo 4.2,
visando verificar e comparar os resultados obtidos no cédigo de teste, foram replicado um caso
apresentado por Reddy (2004), em que uma placa espessa estd simplesmente apoiadas, feita de
material isotropico.

4.1 Placa de Aluminio homogénea e engastada

Neste exemplo, uma solucdo da literatura (Levy, 1942) para placa fina, isotropica e en-
gastada é comparada com o Modelo de Placa de Reissner-Mindlin, que é testado utilizando
MEFG-C° ou MEFG-C* e variando os graus de enriquecimento e com uma simulacio reali-
zada em Abaqus®. Este exemplo numérico também é utilizado para analisar a convergéncia para
um caso nao-linear, além dos efeitos do refino da malha e do nimero de pontos de integracdo
numérica para diversos graus de enriquecimento.

Os valores obtidos para comparacdo envolvem a deflexdo maxima e de tensdo de membrana
(0,) no centro da placa quadrada e no ponto médio de sua borda respectivamente, ambos na
superficie inferior. Considera-se uma placa de liga de aluminio com os seguintes parametros
geométricos e de material:

a,b =254 mm (comprimento e largura); h =1,27 mm (espessura);
E = 68,947 GPa (md6dulo de elasticidade); v = 0,316 (coeficiente de poisson);
qo = 0,0138 MPa (carga uniformemente distribuida na superficie superior).

As condi¢des de contorno aplicadas sdo mostradas abaixo.

Engaste emx = a/2: u=v9=w==0,=6,=0
emy =>b/2: w=v=w=0,=60,=0 (55)
Condigdo de Simetria em x =0 : up =160, =0
emy=0: vy =0, =0 (56)

No caso que utiliza MEFG, é importante definir como as condicdes de contorno serdao
impostas pois, devido ao maior grau polinomial das funcdes utilizadas ndo basta impor impor
valor zero apenas nos coeficientes relativos a particao da unidade, assim como ocorre no MEF
tradicional. E necessario restringir os coeficientes referentes as func¢des enriquecidas, para os
coeficientes que nao se anulam naturalmente na regido com condicdo de contorno, seguindo,
para tal, os trabalhos de Barcellos et al. (2009) e Mendonca et al. (2011) para imposicao das
condicdes de contorno.

A malha escolhida é composta por elementos no formato de triangulo retangulo, onde o
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numero de elementos compondo uma borda denomina a malha. Por exemplo, a Figura 1 mostra
malhas com 1, 4 e 8 divisdes em cada borda, denominadas respectivamente, M1, M4 e M8.

YA YA YA

=Y
<Y
<Y

(a) (b) (c)

Figura 1: Malhas triangulares (a) M1; (b) M4 e (c) MS8.

No gréfico da Figura 2 observa-se a tendéncia de convergéncia do deslocamento transversal,
w, localizado no centro da placa para analise ndo linear, com o valor de referéncia wrpr =
1,7272 mm (Levy, 1942), utilizando MEFG-C? com 7 e 25 pontos de integragdo numérica para
regra de tridangulo de Wandzura & Xiao (2003). A parametrizacdo da carga € feita através da
relacio P = qoa*/Eh*. Neste caso resulta em P = 320, essa magnitude de carga resulta em
um caso com uma nao linearidade forte para os deslocamentos transversais, ja que a relagao
w/h é de aproximadamente 1,7, enquanto que casos lineares sdo considerados para w/h < 0, 5.

3

M1 Abagus 1
——p=D
25 - el Abagus

——— P=0
[ — ] 08
P2 ss==dp==== P=1
—— P=3

—_— P
npi =T

0.6 : ——a——p=2

REF

w/WREF

w/w

04

02

100 1000 10000 100 1000 10000
Graus de liberdade Graus de liberdade

Figura 2: Relacdo entre o deslocamento transversal pela referéncia iw /wrEF), no centro da placa para
MEFG-C° com refino da malha para varios graus de enriquecimento, P = 320. Com npi = 7 (A) e npi = 25
(B) pontos de integracao de triangulo.

E interessante notar que enriquecimentos com polinémio de grau 4 possui um desempenho
aparentemente inferior aos outros enriquecimentos em relagao ao nimero de graus de liberdade,
porém, essa defasagem se deve principalmente a dois fatores: O pequeno niumero de pontos de
integracdo para o elemento causa uma sub-integracao, ja que a base gerada representa até um
polindmio de grau 5; Adicionalmente, apesar do primeiro ponto da curva p=4 possuir 300 graus
de liberdade, a malha da placa possui apenas 2 elementos (M1), o que representa um efeito
negativo na precisao do resultado, pricipalmente pela predominancia dos efeitos das condicdes
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de contorno para essa malha. Por outro lado, nota-se o efeito claro do travamento no caso
sem enriquecimento (p=0) das funcdes PU. Ja para a parte B da Figura 2 mostra os desloca-
mentos transversais utilizando 25 pontos de integracdo. Observa-se que para MEFG-C° com
enriquecimento até grau 2, o aumento no numero de pontos de integracao ndo tem efeito muito
significativo. Para p > 2, o efeito do nimero de ponto € perceptivel para malhas com poucos
elementos, pois a medida que aumenta a quantidade de elementos o efeito da sub-integracao
diminui, mesmo para bases formadas de grau 4 ou 5 em MEFG-C°.

O MEFG com fung¢des PU suaves € mais sensivel a variacdo do nimero de pontos de
integracdo. A Figura 3 mostra a variagdao do deslocamento transversal para varias malhas (M4,
M8, M10, M16) com 7, 25 e 54 pontos de integragdo para o caso de MEFG-C* com enrique-
cimento p=1, p=2 e p=3. Para maiores graus de enriquecimento o efeito da sub-integragdo é
ainda maior, chegando a causar a ndo convergéncia no Método de Newton-Raphson em mui-
tos casos, como em caso de enriquecimento de grau 4 com 7 pontos de integracdo. Nota-se
claramente neste caso como uma integracao numérica adequada € importante ao MEFG com
fungdes continuas, mesmo para uma base de aproximacao de grau 1 (p = 1), pois a dificuldade
de integragdo para MEFG-C®* esta na derivada da PU suave C*. Enquanto que para MEFG-C",
7 pontos de integracdo sao suficientes para representar mesmo uma base de grau 5 (p=4) para
uma malha M4 ou superior.

110

A
1,05
1,00
095 _’
* *
090
o —— M4, p=2
82 oss5 "
= —4— ME, p=2
~ 080 o
s c
0.75 —¥— M10, p=2 —8— M4, p=3
070 —k— M16, p=2 —t— M5, p=3
0,65 —%— M8, p=3
0.60 ! k. —&— M10, p=3
=9
<]
055 &
=
050 =
B 3 \
045 —8— M4, p=1 .
0,40 —o— Mz, p=1
035 —%— M10, p=1 E :
—a— M16, p=1 '
& 030 08
X go5 7 12 17 22 27 32 37 42 47 B2
2 7 A Niimero de pontos de integragao
I 020
015
—y
0,10 >
-
0,05
T n

0,00
7 12 17 22 27 32 37 42 47 B2
Niuimero de pontos de integragao

Figura 3: Relacdo w/wrgr, no centro da placa para MEFG-CF com vérias malhas e enriquecimento p = 1
(A),p=2(B)ep=3(C)com P = 320.
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O grifico da Figura 4 mostra a tendéncia do deslocamento, w/wggr, no centro da placa,
para varios graus de enriquecimento com o acréscimo do nimero de graus de liberdade do
modelo. Como ji comentado sobre a sensibilidade do MEFG-C* a sub-integracdo, para enri-
quecimentos de grau 1 e 2 foram utilizados 25 pontos de integracdo, ja para enriquecimentos de
grau 3 e 4 foram utilizados 54 pontos.

08
Abagqus
I, 06 ¢ seeeWesen P=L npi=13
E ' c---dk---- p=2 npi=15
:_1 #—— P=3 npi =54
S04 M1 —m— p=4 npi=54
02 - d
! -
M2 M4,
Q- fprnlfmnn===== ¥
100 1000 10000

Graus de liberdade

Figura 4: Relacdo w /wrEF, No centro da placa para MEFG-C* com refino da malha para vérios graus de
enriquecimento e P = 320.

Na Figura 4 € possivel perceber que a aproximacao feita com base de grau 1 (p=1) mostrou
sinais de travamento por cisalhamento, assim como MEFG-C? de mesma base (p=0), conforme
indica a Figura 2. Apods esse levantamento de dados, analisando principalmente a Figura 4,
optou-se por utilizar, preferencialmente, uma malha M8 com enriquecimento p=2 com 25 pon-
tos de integracdo para MEFG-C? e p=3 com 54 pontos de integracdo para MEFG-C*, ambos
representando uma base de funcdes de aproximacao cubica.

4.2 Placa Espessa

Neste exemplo é reproduzido o caso encontrado em Reddy (2004), para verificar se re-
sultados de deslocamentos transvesal e tensdes coplanares estdo coerentes com a literatura, é
considera uma placa espessa, quadrada, isotrépica com Modelo de Placas de Reissner-Mindlin

€ com 0s seguintes parametros:
a,b=254mm; h=254mm; ah=10; K,=5/6; E=53779GPa; v =0,3.

Neste caso o autor considera condi¢des de contorno de placa simplesmente apoiada € utili-
zada, denominada como SS-3 (do inglés simply supported), em que os deslocamentos sdo nulos
com as rotagdes livres, com consideracdes de simetria ao longo dos eixos = e y (ver Eq. (56))

SS-3 emz=a/2: Ug=1v9g=w =10

emy =b/2: Uug=1v9g=w =20 (57)

Os resultados obtidos por Reddy (2004) sdo a deflexdo no centro da placa w = w/h e
as tensdes normalizadas &, = 0,(a*/Eh?) no ponto (15,875;15,875; —h/2) para uma malha
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uniforme com 16 elementos quadrangulares de nove nds (4x4Q9) e carga uniformemente distri-
buida, onde o pardmetro de carga é P = qoa*/ Eh*. Para MEFG utilizou-se malha M8, fomando
uma malha com 128 elementos e 81 nds, como mostrado na Figura 1. Os enriquecimentos das
fungdes PU foram feitos para formar uma base de aproximagdo de grau 3. Ou seja, para MEFG-
C" enriquecido com polindmios de grau 2 e MEFG-C* enriquecido com polindmios de grau
3. Para ilustrar o comportamento do deslocamento transversal no centro da placa e tensdo na
direcdo x, com o aumento da carga, € utilizada a Figuras 5, as quais representam, respectiva-
mente, as plotagens W e &, para MEFG-C? e Reddy (2004).

18

16

20
18

14

|z 12 16
E 1 |t:? 14
@ . _qat | g 1
e =% "TEwW B
& 06 B g
0.4 u T MEFG-C* s ® 0. MEFG-°
02 = Linear ¢ — Reddy(2014)
: —— Reddy(2014) 2
0 A 0 B
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
Parametro de carga, P Parametro de carga, P

Figura 5: Deslocamento transversal  (A) e tensdo parametrizada &, (B) para referéncia e MEFG-C° com
enriquecimento p = 2 e npi = 25 utilizando SS-3.

Como observado na Figura 5, os resultados obtidos e de referencia sdo muito préximos, o
que indica um bom funcionamento do algoritimo.

Como caracteristica a teoria de Reissner-Mindlin considera a deformacao cisalhante trans-
versal com valor constante ao longo da espessura da placa. Uma forma mais precisa de estimar
as tensoes cisalhantes € pela integracao das equagdes diferenciais de equilibrio local sem com-
ponentes de inércia, apresentada por Chaudhuri (1986) Mendonca (2005).

A Figura 6 (A) apresenta os valores da tensdo de cisalhamento transversal por integragao,
T2» (Chaudhuri, 1986), no ponto médio da borda (a/2; 0) levando em consideragio a condi¢do
de simetria utilizada para SS-3, carregamento P = 250, MEFG-C", p = 3 e 25 pontos de
integracdo. Na figura € possivel observar resultados para andlise linear de 7., com 10 pontos
através da espessura e outros dois ndo lineares com 4 e 10 pontos. Como ha uma diferenca
grande na escala dos valores de tensdes calculadas de forma linear (sem hipdteses de von
Kéarman) e nao linear na Figura 6 (A), gerou-se a parte (B), na qual s@o plotadas apenas as
tensoes calculadas de forma ndo linear.

Na Figura 6 (A), € possivel notar que a tensao 7, calculado da forma linear tem formato
simétrico através da espessura e que, nas superficies superior e inferior, as tensdes sao nulas.
O que ndo ocorre quando assumida as hipoteses de von Karman. Como ndo hd nenhum carre-
gamento cisalhante no plano, pela Lei de Conservacdo do Momento Angular em um elemento
infinitesimal préximo a superficie, as tensdes 7., deveriam ter valor igual a zero em pontos com
z = +h/2, o que é facilmente notado que ndo ocorre na Figura 6 (B).
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Figura 6: Tensdo 7,.(a/2;0) através da espessura com MEFG-C’, p = 3 utilizando SS-3 e P = 250.
Calculadas de forma linear e nao linear (A) e apenas nao linear (B).

Teorema: A condigdo para que 7 = 0 em z = +h/2 no processo de integracdo é que as
tensdes de membrana devem satisfazer exatamente as Equacoes de Equilibrio.

Para entender melhor, parte-se da recuperacdo das tensdes transversais pela integracao das

Equacdes de Equilibrio para z = —h/2 até z = +h/2 e, utilizando a condigdo de contorno
Te.(x,y, —h/2) = 0, tem-se:
, h/2 do, 0T,
( ) z=—h/2 Ox ay
, h/2 or. do
! = — WYy, )d
Tyz<x’yaz) /z:h/Z ( or + ay + y) .
. h/2 87‘i 87i
ol(r,y,2) = —/ ( Tz 4 Y2 bz) dz (58)
( ) z=—h/2 Ox ay
e multiplicando as duas primeiras equacdes de (58) por z e integrando
h/2 i h/2
/ aTmz dz = —/ (0% + Oy + bgg) zdz
z=—h/2 0z z=—h/2 Ox ay
h/2 ort h/2 o o
/ —Lrdy = —/ ( E by) zdz. (59)
z=—h/2 0z z=—h/2 Ox ay
Aplicando a defini¢do de forgas resultantes (10), as Eq. (58)
: ON, ON, h/2
T;;z T, Y, h/2) = — + Y + / bxdz = q;
(o 12) o Ty
: ON,, ON, h/2
4 h 2 — — Y Y b d - +
Tyz(xﬁ% / ) am + ay + o= h/2 yaz qy
| 0Q. | 0Q, /W
o(r,y,h/2) = — + + b.dz | =q. (60)
o 2) or t oy T

onde ¢, ,qJ e ¢. sao cargas distribuidas aplicadas na superficie superior, e considera-se a su-
perficie inferior livre de carregamentos. Aplicando, similarmente, a equacdo de momentos
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A condição suficiente para que tau = 0 em z = +h/2 no processo de extração de tensões cisalhantes transversais em placas laminadas anisotrópicas pelo processo de Chaudhuri de integração das equações locais de equilíbrio locais ao longo da espessura do laminado, é que os esforços de membrana satisfacam exatamente as equações de equilibrio de esforços de membrana do laminado.
PROVA:

Paulo
Comentário do texto
Parte-se ...


Marx Ribeiro, Paulo de Tarso R. Mendonga, Clovis S. de Barcellos, Diego Amadeu F. Torres

resultantes (10) nas Eq. (59), tem-se:

h/2 o i OM OM h/2
/ Tzzzdz:— m+—xy+/ byz dz
z=—h/2 0z Oz ay z=—h/2
h/2 aTi OM. OM h/2
/ e = — | Do | Oy +/ b,z dz (61)
a——nj2 0% xz Y z=—h/2
Integrando por partes o lado esquerdo, por exemplo
h/2 o7t h/2 ) ' ‘
/ PRal -y P / [— (z T;Z) — T;Z} dz (62)
—h/2 8Z —h/2 82
i |h/2
27l | 1y~ @ (63)
considerando
h h h . (h
—57'12 (—5) = 0 §sz (5) ~ 0
entio
h/2 ort
/ SCAE - P (64)
—h/2 0z
Consequentemente,
OM,  OM, h/2
—Qp = — + Y +/ byz dz
Oz ay z=—h/2
OM,,  OM, h/2
g, = — [ Mey y+/ byz dz | . (65)
Y Oz ay z=—h/2 y

Observou-se que as Eq. (60) e (65) contém cinco equagdes diferenciais de equilibrio do
modelo de primeira ordem, quando incorporados os efeitos de forca de corpo. Se a solugdo
aproximada satisfaz perfeitamente o equilibrio local do modelo de placa, quando se realiza a
integracdo, obtém-se automaticamente 7., Ty. € 0, que satisfazem os carregamentos externos
nas face superior da placa. Consequentemente, o campo de tensdes admissiveis por integracao
também satisfaz as condicoes de for¢as de contorno nas bordas da placa. Por outro lado, se a
solu¢do aproximada vem de uma solucao de Elementos Finitos que, geralmente, ndo satisfaz
o equilibrio local, ao fim da integracdo, as tensdes transversais nao satisfardo a distribuicao de
carregamentos na superficie superior.

5 CONCLUSOES

A implementacio foi realizada por meio de algoritmos no software MATLAB®, em que
placas, laminadas ou ndo, com diferentes materiais lineares foram testadas e os resultados com-
parados com os da literatura (Levy, 1942; Reddy, 2004) e/ou com o software comercial de
andlise por elementos finitos Abaqus®. A formulacdo discretizada para MEFG, desenvolvida
para este caso de ndo linearidade geométrica, se mostrou capaz de obter os campos de deslo-
camentos e de tensdes, tanto para placas isotropicas ou anisotrépicas, quanto para laminados
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de acordo com a literatura, apesar da dificuldade de validar o cédigo, devido a auséncia de
resultados analiticos.

A utilizacdo de MEFG-C* mostrou-se uma forma eficaz para formar base com continuidade
C1, requerida pelas equacgdes de placa fina, sem a necessidade da utilizacdo de elementos ndao
conformes como em Reddy (2004).

O MEFG permite enriquecimento polinomial hierarquico, o que facilita a eliminacdo de
patologias numéricas (como locking), de forma natural, além de permitir outros tipos especiais
de enriquecimento (para problemas de trincas, por exemplo, ou outros com altos gradientes ou
singularidades ou descontinuidades). O c6digo também permite a utilizacao de MEF, bastando
usar fun¢des PU C° sem enriquecimento.

Os esfor¢os de membrana, devido as hipdteses de von Kdrman, afetam a obtencio das
tensoes transversais pelo método de integracao de Chaudhuri (1986), tornando necessario uma
outra abordagem para tornar mais precisas essas tensoes.
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