Capitulo 5

Placa delgada isotrépica

Neste capitulo, sao apresentadas as diversas definigoes e relagoes diferenciais aplicdveis as placas
eldsticas. Consideram-se apenas as placas isotrépico-homogéneas, de forma a estabelecer as bases
conceituais ao estudo de flexao de placas laminadas, vistas a partir do Capitulo 6.

Uma vez que as defini¢oes e equagoes diferenciais que regem o problema de placa podem ser vistas
como uma generalizacao do problema de vigas, inicia-se com a derivagao dessas equagoes. Esta segao,
entretanto, pode ser considerada como uma revisao de contetido, de tal forma que, sentindo-se seguro,
o leitor pode ir diretamente para a Secao 5.3, sem prejuizo na continuidade do assunto.

Os aspectos gerais da teoria de placas delgadas isotrépicas apresentados tem como base estudos
clédssicos, desenvolvidos principalmente entre os anos de 1870 e 1920 por pesquisadores como Poisson,
Kirchhoff, Thompson, Tait e Kelvin. O assunto é bastante bem sumarizado e discutido em textos
clédssicos como os de Timoshenko [168] e Marguerre [114], por exemplo, os quais o leitor ¢ estimulado
a consultar. Da mesma forma, aquele que contar com uma base consistente de teoria cldssica de flexao
de placas pode prescindir deste capitulo.

5.1 Flexao de viga

Considere uma viga de comprimento [ e secdo transversal b x H, como vista na Figura 5.1. As equacoes
que serao desenvolvidas terao por base uma série de hipdteses, como se segue:

a) Hipdtese 1: o carregamento é tal que hd apenas cargas concentradas ou distribuidas na diregao
z e/ou momentos na dire¢ao y.

b) Hipétese 2: as deflexdes s@o pequenas quando comparadas com a espessura H.

c) Hipétese 3: as condigoes de contorno da viga, isto é, a forma como as vigas estao vinculadas
é tal que ndo ocorrem reagoes axiais (na dire¢ao x), nos apoios.

Considere um ponto genérico P na viga, nas coordenadas (z,y, z), para o qual os deslocamentos
nas direcoes x, y e z sdo designados, respectivamente, por u, v e w. Em geral, u serd uma funcao de
ponto e pode ser representado por uma fun¢ao u(z,y, z). Da mesma forma temos v(x,y, z) e w(z,y, 2).
Num problema qualquer esses trés campos sao incégnitos e representam a solucao do problema, ou
parte dela & mao. No problema particular da viga mencionada, as trés hipéteses permitem considerar
que cada ponto desloca-se apenas no plano z-z, isto é, v(x,y, z) = 0 para qualquer (z,y, z) € 2, onde
Q representa o dominio sob consideracao, isto ¢, o conjunto de pontos P(x,y,z) que define a viga.
Além disso, as hipdteses permitem aproximar os deslocamentos w como uniformes na se¢ao, ou seja,
independentemente de z.
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solucao de problemas de vigas e de alguns tipos de placas de material composto, depois de as constantes
envolvidas terem sido reinterpretadas.

Considere, por exemplo, o problema ilustrado na Figura 5.5. O problema de valor no contorno
associado a ser resolvido é composto pela equagao diferencial de equilibrio (5.34) e pelas condigoes de

contorno:
d4
—I::p(x), Vo<z<l,
ox ElL,, (5.35)
w(z)=0 em z =0, [,
M, (z)=0 emz =0, [.

Nesse problema, a distribuicao de momentos pode ser facilmente determinada, uma vez que o problema
é isostdtico. A distribuicao de momentos é dada por:

M, (z) = p;x (1—x). (5.36)
Isso permite usar diretamente a relagao constitutiva (5.27) com 9 , = —w 4, em vez da equacio
de equilibrio em (5.35):
d? M, o
R (5.37)

da? El,  2EI,

Assim, é preciso fazer apenas duas integracoes, em lugar das quatro necessarias em (5.35). Isto resulta
em:

_ Dox lz3 2
w(x) = 3BT, | 6 13 +Crz+Cof . (5.38)

Aplicando as condigoes de contorno w (z) = 0 para z = 0 e [ obtém-se a solugao:

Po
w(z) = BT, (a* = 202® + PPx) (5.39)

Essa solugao é listada como wy(x) no caso 14 da Secao 5.2. Na Secdo 8.8 e na eq.(8.165), pédgina
319, é apresentada a solucao do mesmo problema pela teoria de Timoshenko, que considera o efeito
do cisalhamento transversal. Esse efeito resulta num acréscimo nas deflexoes em relagao aos valores
obtidos em (5.39) pela teoria de Euler-Bernoulli.

5.2 Foérmulas para vigas

A seguir hd uma pequena coletdnea de casos de vigas, resolvidos pela teoria de Euler-Bernoulli,
denotados por w¢(z). Em alguns casos, sao apresentados também os resultados obtidos pela teoria de
Timoshenko, resultando nas parcelas de deflexao denotadas por w.(x). A deflexao total é entao dada
por w (z) = wy(x) + we(x). Note que, embora as solucoes apresentadas sejam para vigas homogéneo-
isotrépicas, elas sao também usadas para vigas nao-homogéneas e anisotrépicas de diversos
tipos. Essa aplicacao é possivel pelo uso dos valores equivalentes dos mdédulos de elasticidade da viga
composta, determinados pelas formulagoes mostradas no Capitulo 8.
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16. - », W Solucao de Bernoulli.
i
Ry, ( LTI Qmax =Ra= 5pol/8> Rp = 3p0l/8, Ry = polz/&
f— X
ol Ipol? 51 po(blz — 42 — [2)
R, R, Mmax = 16 emIE:g.M(J)): ] )
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M Do —Pol
- — D)2z — 30). - .
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e = AR5 Byl 16 '
17. z Qx)=Ri=Ry=0, M(z)=-M,, w.(z)=0,
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M, ( A Moz M,!? +M,l
é} X 'I,Uf($>: 2E ](.’Zj—l), wmax:_&E—I maxzﬁ'
Rl R2 ‘ .’L‘f Z'f a;f
M, My(x—1
s R=Q@) =" M@ =D =,
Mo ( T Tx MOIE _Mol
T w(z) = (3lz — 2% — 212), Omax = 0(0) = .
R R ‘ 6F, 11 3B, 1
M, 2 2 M,
-0 (322 — 2
I P(x) GEIf”(&E 6lx + 20°) + ol
- —M,I? 3
Wpax = —————— em T = (1 — £)l =~0,42261.
IV3E, I 3

5.2.1 Fatores de cisalhamento %k para vigas isotrépicas

Como serd visto em detalhes na Secao 8.8, uma das formas de inclusao do efeito do cisalhamento
transvesal no cédlculo da deflexdo de vigas sob flexdo se faz pela teoria de Timoshenko, através do
uso do fator de cisalhamento. As equacoes de deflexdo ja apresentadas sdo decompostas na forma
w = wy + w,, onde wy & a parcela da teoria de Bernoulli, e w,. a parcela do cisalhamento transversal.
Esta tltima é dependente do fator k, que, para vigas de material homogéneo-isotrépico, tem sido
estimado por diversos métodos. Mindlin [119] obteve k = 72/12 = 0,82247 para a secdo retangular e
k = 0,847 para a secao circular, enquanto Timoshenko [166] obteve k = 2/3 = 0,6667 para retangulo
e k =3/4=0,750 para o circulo. (Algumas dessas solugoes sao apresentadas na Sec¢ao 13.4.) Cowper
[56], [61] apresenta um modelo que permite a estimativa de k para diversas outras formas de secao
transversal. Algumas das solucbes sdo sumarizadas a seguir. A flexdo é tal que a linha neutra é
horizontal em relacao as figuras mostradas.

1. Retangulo sélido: /
~10(1+v) B B — (-
k—m, paray—0,3ek:—0,8497.
2. Circulo sélido:
RS0 EY) 03¢k = 0,8864.

7+6v "’
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3. Secao caixao retangular de paredes finas:

10(1 + v)(1 + 3p)? b nt 1!
k= den=—,p=—
c1 +veg + 10n2c3’ onden =" P=o5 f
c1 =12+ 72p + 150p% 4+ 90p3, c3 = (3 +v)p + 3p?, [ R
¢y = 12+ 66p + 135p* + 90p°. — = |"
Caso de tubo quadrado de espessura uniforme (H = b, t = h), * b
201 +v)
k—m, paral/—O,Sek—(),4355. *l‘

4. Tubo circular de parede espessa:
6(1+v)(1+p?)? d
k= de p=—.
TH6)(L+p2)2 + (20 + 120)p2  "9CP
v

D
Para parede fina, k = ,onde v =0,3 e £k =0,5306.

4+ 3v

5.3 Placas isotrépicas

O termo placa se refere a um elemento estrutural que pode ser caracterizado, sem demasiada precisao,
€cOmMO Um corpo que ocupa uma regiao no espago, delimitada da seguinte forma:

e um conjunto de pontos P(z,y), formando uma superficie plana 2, chamada de superficie de
referéncia;

e essa superficie de referéncia é delimitada por um contorno I';

e a cada ponto P € Q hd uma espessura associada H = H(P).

Superficie de referéncia

Figura 5.6: Coordenadas e deslocamentos numa placa.

A Figura 5.6 ilustra os parametros principais, as coordenadas e deslocamentos numa placa: as
componentes de deslocamento u(z, y, z), v(z,y, 2) e w(z,y, z) nas diregdes z-y-z, a espessura H, a carga
distribuida transversal ¢(x, y) por unidade de drea aplicada na superficie de referéncia e as rotagoes do
segmento normais & superficie de referéncia, v, e 1, em torno dos eixos y e x, respectivamente, como
indicadas na figura. Freqiientemente, a superficie de referéncia é posicionada na superficie média da
placa, embora esse procedimento nao seja necessario. A deformacao transversal da placa é identificada
com a deflexdo da superficie de referéncia. Além disso, todo o carregamento se supoe de alguma forma
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aplicado sobre ela. Isto significa que a expressao matemaética da resposta da placa depende da posigao
escolhida para a superficie de referéncia.

O termo placa implica também um significado no que se refere ao carregamento: a placa tipica-
mente suporta carregamento transversal, desenvolvendo, portanto, deformacoes de flexdao. Freqiiente-
mente, em adicao a flexdo, as placas também suportam carregamentos coplanares, denomina-
dos comportamentos de membrana. Em problemas lineares com materiais isotrépicos, os
comportamentos de flexdo e membrana sao ditos desacoplados. Isso significa que, embora uma dada
placa esteja sujeita a acao simultdnea de cargas transversais e coplanares, a resolucao do problema
pode ser feita separadamente, como se as cargas agissem de forma isolada. Posteriormente, ambas as
solucoes sao sobrepostas, resultando na solucao completa do problema. Este capitulo trata de pla-
cas isotrdpicas; assim, por motivos diddticos apresentamos primeiramente o comportamento de flexao
deixando a membrana para a tltima se¢ao. No Capitulo 6, ao tratar de laminados anisotrépicos,
os dois comportamentos serao considerados simultaneamente, como é necessdrio para esse tipo de
material.

Figura 5.7: Tensoes resultantes num elemento diferencial de placa.

5.3.1 Estatica

A Figura 5.7 mostra um elemento diferencial de placa com as tensoes distribuidas ao longo da espessura
definida pela coordenada z. De forma andloga ao que foi descrito com a viga, definem-se forgas
resultantes ou esforgos da seguinte forma. Numa superficie interna definida por = = constante, os
esforgos sao definidos por:

H/2

(Mg ; My ; Qq) :/ / (O 23 Tay2;Tez)dz (5.40)
—H/2
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5.8 Placa retangular sob carga senoidal

Considere uma placa retangular simplesmente apoiada, de dimensées a X b, com os eixos coordenados,
como na Figura 5.6. Considere-se aqui o importante caso em que o carregamento é na forma:

q(x,y) = q11 sen (%) sen (%y) , (5.101)

onde ¢;1 representa a intensidade da carga no centro da placa. Todo o contorno é simplesmente
apoiado, isto é, w = 0 e M,, = 0. Mais explicitamente, temos:

w=0 e M,=0, em z=0e z=a,

(5.102)

w=0 e M,=0, em y=0e y=0b.

Observe que, a partir da solucao desse problema, pode-se obter também a solucao da placa simples-
mente apoiada, submetida a um carregamento qualquer. Basta que se decomponha o carregamento
em série de Fourier em termos das fungoes sen (mnz/a) e cos (nmy /b).

Da teoria de equagoes diferenciais parciais, obtém-se a solu¢ao do problema na forma:

w(z,y) = Wiisen (%) sen (%) . (5.103)

Usando as relagbes constitutivas (5.54), observamos que essa funcao satisfaz a todas as condigdes de
contorno. A constante Wi; deve ser escolhida de forma a satisfazer, se possivel, a equagao diferencial
da placa delgada, Viw = q/D. Por substitui¢ao direta, verificamos que (5.103) realmente satisfaz a
equacao diferencial se W7, for tal que:

a? = b2 ="
Logo, a solucao do problema é:

w(z,y) = Cin 2 sen (%) sen (%) . (5.104)
™D (@ * sz)

Esse exemplo inicia-se com a solucdo ja em sua forma quase completa. Entretanto, a seqiiéncia
natural do processo de solucao de problemas de valor no contorno em geral envolve o uso de técnicas
que podem ser obtidas em cursos de equacoes diferenciais parciais.

Os esforgos de momento sao obtidos substituindo (5.104) nas relacoes constitutivas (5.54). Entre-
tanto, os esforcos cortantes nao podem ser obtidos a partir das relagoes constitutivas por causa das
inconsisténcias da teoria de Kirchhoff de placas finas, como comentado no texto que segue a eq.(5.34).
Assim, depois de obtidas as expressdes para os momentos, esses sdo substituidos nas equagoes de
equilibrio, (5.43), de forma que se obtenham os esforgos cortantes. Os esforgos sdo, portanto:

7)o () (3

qi11

o1 12<
W;-f—b—?

E4 Mx(x,y) =




166 Materiais Compostos e Estruturas-sanduiche — Projeto e Andélise

Caso a > b, tem-se que My > M, e 0, > 0, no centro. A determinacao das tensoes em um ponto
qualquer pode ser resumida de forma matricial:

{r} =[D]{M}, eq.(5.56),
{e} =z {x}, eq.(5.50), (5.112)
{o} =[Q] {e} =2 [Q] {x}, eq.(5.52).

Isso significa que, conhecendo os momentos {M}, pela seqiiéncia mostrada, chega-se as tensoes.

Em vez de usar (5.56), pode ser mais simples diferenciar diretamente a solugao w(x,y) e obter as
curvaturas diretamente das definicbes. No centro da placa, por exemplo,

1
—W zx 2
’ q11 a b
{k} = —W,yy = 1 1\ 2 21_2 em (r,y) = <§7 §> ) (5.113)
—2w, 2 4
,TY 4D <a2 + b2> 0

enquanto as tensoes maximas, que ocorrem nas faces, em z = +H /2, sdo:

1 v
+ q11 a2 b2 a b H
{U}max = 1 1 2 12 + b_12 em (ZL‘, Y, Z) = 57 57 :l:? . (5114)
a
mH <— * b_2> 0

Conhecidas as tensoes méximas, pode-se finalmente aplicar um dos critérios de falha para o ma-
terial, como o da méxima tensao cisalhante ou o de von Mises, para verificar a seguranca quanto ao
inicio do escoamento, por exemplo.

5.9 Foérmulas para placas retangulares isotrépicas

Apresentamos aqui uma pequena coletanea de casos de placas retangulares isotrépicas com solugoes
obtidas pela teoria de Kirchhoff. Coletaneas quase exaustivas podem ser obtidas em textos como [168]
e [148].
Nas férmulas apresentadas a seguir, usa-se a mesma notacao-padrao usada no resto do texto, mas,

para facilidade de uso, reproduzimos aqui as varidveis usadas:

a, b > lados da placa;

H > espessura da placa;

s.a. > simplesmente apoiado;

v > coeficiente de Poisson. Os valores numéricos sao obtidos usando v = 0, 3;

R > reacao no apoio, N/m.

S.a.
| Carga uniforme ¢(z,y) = ¢, sobre toda
qub2 QQOb4
1 sa s.a < a placa [168] Omax — ?, Wmax — m,
ambos no centro. Reagdo na borda, no centro
s.a. 1 do lado maior: Rpax = Y¢ob.
a
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Essa é uma equacao diferencial ordindria, de quarta ordem, cuja solugao geral tem a forma:

o _ _ _ 2 _ _
w = lg—+ sen T (Cp senh 4 Cy cosh Z) + cos % (Cs senh & 4+ Cy cosh ) (5.119)

onde T = 2Bx/L e f = \/koa/(16D). Uma vez que os coeficientes de Co e C3 trocam de sinal quando
x é substituido por —z, deve-se ter Co, = C3 = 0, uma vez que a solucdo deve ser simétrica em relacio ao
eixo y. As constantes C7 e Cy sdo determinadas aplicando as condigoes de contorno w(x = L/2) = 0 e
M,(x =L/2) =0 (isto é, w"(z = L/2) = 0). Assim, a deflexao da placa é:

oL? h 2 2 h 2 2
S <1 _ sen fi sen ﬁse ﬁmse h bz _ cos B cosh cos b cosh Ba:) (5.120)

Y S1Ds" d T d L L

onde d = (cos 23+cosh 203)/2.

5.10.2 Vigas sobre apoio elastico

As equacoes diferenciais para flexao de vigas sobre apoio eldstico podem ser obtidas das equactes de
placa, (5.116) e (5.117), substituindo D por EI/b, onde b ¢ a largura da secao da viga, de forma que
as equacoes ficam:

d4
Efd—;j =p—kq w (5.121)

onde ky = b koq, de forma que k, tem unidades N/m? e p é a forca por unidade de comprimento. Para
uma carga uniforme p, a solucao geral dessa equacao é:

w = Z—O + (C1cos Bz + Cy sen fz) P + (Czcos B + Cy sen fx) e P? (5.122)
onde:
k
4/ Ka
8=\ 1 (5.123)

Solugoes para alguns casos sao sumarizadas a seguir. Hetenyi [80] apresenta a solugdo do problema
de uma viga sem apoios nas extremidades, submetida a uma carga concentrada, como ilustrado na
Figura 5.21. A solugédo para a regiao = < a é:

Fp
= {2
w k’a(SthFT Sl2){ chx cx Sl + 52[53 + 5’4]}7
M= 5tene =) - 5.124
SA(aE sy (2 s sz Syt (cha sz — sha cx)[Ss + S}, (5.124)
F
Q= m{sl S + shx sx[Ss + Sa]}.

A segunte notagao simplificativa foi usada de forma a compactar as expressoes: S; = (shl ca chc —
sl cha cc), Sy = (chx sx + shx cx),S3 = shl(sa chc — ca shc) e Sy = sl(sha cc — cha sc), onde
¢ = cosseno, s = seno, h = hiperbdlico, a = fa, ¢ = B¢, | = Bl, x = Bx. Assim, por exemplo, chx e



Capitulo 6

Analise de um laminado

As viérias combinacOes de orientacoes, espessuras e materiais de cada lamina que compoée um lami-
nado fazem com que o comportamento deste possua caracteristicas diferentes das observadas em cada
lamina individual. A anélise macromecanica de um laminado é a modelagem do comportamento
do laminado supondo conhecidas as propriedades mecénicas e o comportamento individual de cada
lamina. Este capitulo primeiramente descreve as relacoes tensao-deformacao eldsticas de um laminado
por meio da chamada teoria cldssica de laminacao. Em seguida, é considerada a resisténcia do lami-
nado, buscando-se estimativas de cargas limites de ruptura. Adicionalmente, a Secdo 6.5 apresenta
uma aplicacao da teoria cldssica para a determinacao aproximada das propriedades eldsticas equiva-
lentes homogeneizadas de laminas com reforgo de fibras curtas aleatérias. A Secdo 6.6 apresenta um
tratamento para placas e grelhas metdlicas com enrigecedores, em que é feita a determinacao dos
parametros eldsticos de rigidez ortotrépicos aplicdveis & teoria cldssica de laminacao.

6.1 Teoria classica de laminacao — TCL

Inicialmente, adotamos para o laminado o conjunto de pressupostos que sao comumente conhecidos
como hipéteses de Kirchhoff nos estudos placas, e hip6teses de Kirchhoff-Love nos estudos
de cascas. Essas hipdteses gerais de placas e cascas isotrépicas, juntamente com outras préprias a
materiais compostos laminados, sao:

1. O laminado consiste de laminas perfeitamente coladas, isto é, sem deslizamento ou descolamento.

2. A camada de resina que é usada para unir as laminas é infinitesimalmente fina e ndo deformavel
por cisalhamento. Isso significa que os deslocamentos sao continuos através das laminas.

3. O laminado ¢é considerado delgado, ou seja, é uma placa ou casca de parede relativamente fina em
relacdo a uma das dimensoes da superficie. Normalmente isso é quantificado, de forma bastante
arbitrdria, considerando que o erro na resposta estard na faixa de até 5% em deslocamentos
usando a teoria de placa delgada se a relacgdo comprimento/espessura for maior que 100.

4. Como conseqiiéncia dessa hipétese, pode-se utilizar a chamada hipdtese das secoes planas. Ela diz
que uma linha originalmente reta e perpendicular a superficie que define a geometria da estrutura
(a chamada superficie de referéncia) permanece reta e perpendicular a essa superficie quando
o laminado for estendido e flexionado. Como conseqiiéncia v,, = 7,, = 0, onde os eixos Ozyz
estao como na Figura 6.1.

5. Os segmentos normais & superficie de referéncia sdo considerados inextensiveis, isto é, tém com-
primentos constantes. Isso significa que €, = 0 em qualquer ponto.
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Numero de lamina
zZ

e
/ /

Superficie & / Zy
média : TZ N
— )

| |

oL .

Figura 6.4: Notagoes para as laminas de um laminado.

k

M, N Qn gm gw 2k €2 Ra )
M, = Z Qa1 Qan Qo / gy ¢zt Ky 2° | dz]| . (6.17)
Mzy k=1 | Qs Qg2 Qs et Vay Kay

Nota-se que {€2} e {x} ndo sdo funcdo de z. Realizando as interagoes e os somatérios, obtemos:

(N, [ A1 A A B Bz Big | ( &% )
Ny Ag1 Agp Ags B Bz B £y
Nay \ _ | A1 As2 Aes Bsi B3z Bes Yoy (6.18)
M, By B2 Big Din D12 Dig ke [’ '
M, Boy Baa Bz D21 Do Dog Ky

\ My | Be1 Bs2 Bes De1 De2 Des | \ Kuy

onde:

N N N
— 1 — 1 —
Ay = 3T (o= 1), Bw=§[2@23 <>] Dm=g[2@i-3~ <>]
k=1 k=1

k=1
(6.19)
Definindo hj como a espessura da lamina k, pode-se demonstrar que (6.19) é equivalente a:
N N 3 N L h%
Aij = E Qi_j g, Bi; = Z Qij hi, Zy, D;; = Z Qz‘j R, Zy T+ 12 (6.20)
k=1 k=1 k=1

onde Zj ¢ a cota da superficie média da lamina k, dada por Z = (zx—1 + 2)/2. As egs.(6.18) podem
ser reescritas em notacao compacta como:

{vt=15 a5 b-ee{ S} (6:21)
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As tensoes na lamina 1 nas superficies inferior e superior sdo dadas por

7,692

. . N
{O,lllz} — [Ql] {gllll} — 0 1072 5
mm
0
0,3077 N
{Ullls} — [Ql] {81118} — 0 —, (652)
mm
0
enquanto na lamina 2 as tensoes sao:
0,1026 N
{01122} _ [QQ] {5”2’} _ 0 _,
mm
0
0,1795 N
{01123} — @Y {81128} — 0 5. (6.53)
mm
0
z z
25,6 -7,7 18,0
Lamina 2
14,6  -44 —/10,3 30,8
Lamina 1 g (1077) § g, (1077) i 5, (10 MPa)
=

3,6 -1,1 LSuperﬁcieJ 7,7

inferior

(@) (b)

Figura 6.11: Distribui¢ao de deformagoes e tensoes no bimetal do Exemplo 3.

A distribuicao das deformagdes e tensdes ao longo da espessura, dada por (6.51), é representada na Figura
6.11, juntamente com as tensoes. Observa-se que as deformacoes sao continuas, mas as tensoes sao descontinuas,
em virtude da diferenca dos médulos de elasticidade entre os dois metais.

A deflexao da barra foi obtida analiticamente no Exemplo 2, eq.(6.50). No presente caso, Cg; = 0, de forma
que a placa se flexiona nas duas dire¢des como ilustrado na Figura 6.12 (mas sem a torgao vista na Figura 6.9 do
Exemplo 2). Aqui, a curvatura na diregdo y nao é visfvel em virtude da pequena largura da barra. Relembremos
que a placa foi tracionada, porém mesmo assim desenvolve flexao, além da extensdo. Este ¢ o chamado efeito
do acoplamento membrana-flexdo, representado numericamente pelo fato de que [B] # [0].

Exemplo 4 — Laminado simétrico com 3 laminas ortotrépicas

Considere o laminado de trés laminas mostrado na Figura 6.13. As laminas externas, 1 e 3, s@o
idénticas, com hy = hg = 3,0mm e #; = 3 = 45°. A lamina central 2 tem hs = 6,0mm e 65 = 0°.
Cada lamina tem as mesmas propriedades do Exemplo 1, pdgina 194. Obtenha as matrizes de rigidez
[A], [B] e [D].
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onde [I] é a matriz identidade. Usando a eq.(4.46), temos as deformagoes nas direges principais das laminas:

3,38 997,9
{e}=m) {ehf = msa f0t e {7301 B1070
—-9,24 —396, 2
lamina 45(':37 - iiﬂ ﬂﬂﬂﬂﬂ :: iﬂ i
lamina 0 = +|56,3 6,05 -3,53 -4,0
ldmina 45i o 7:: ::7 77777 B B
22,4 15,3 -8,2 3,4 7,3 -9,2
G (o)) T2 ] &> ’Y12

Figura 6.15: Tensdes (em MPa) e deformagdes principais (x1074) nas laminas.

As tensoes principais sdo dadas por {Ull’“ } = [Qk} {Ellk } As matrizes de rigidez sdo tomadas do Exemplo

2, logo,
56,04 4,68 0 3,38 22,37
{a”l}z 468 18,71 0 |GPal 7.34 S107%={ 15,31 \MPa,
0 0 8,9 —9,24 8,92
56,04 4,68 0 9,979 56,27
{0”2}: 468 18,71 0 | GPad 0,7391 S1074={ 6,05 $MPa.
0 0 8,9 3,962 3,53

As deformagoes e tensoes principais sao representadas graficamente na Figura 6.15. Estes valores podem
ser comparados com as tensoes ou deformagoes admissiveis em cada ldmina e a anilise de resisténcia pode ser
feita, conforme o procedimento descrito na préxima segao. Observa-se que, embora as deformagoes nas diregoes
z-y sejam continuas ao longo da espessura, nas diregoes principais elas nao o sao, gracas a variagao brusca
de orientacdo entre uma lamina e outra. A Figura 6.16 mostra a orientacdo relativa dos diversos eixos e a
representacao das tensoes principais em elementos diferenciais de cada lamina.

6.4 Analise de resisténcia do laminado

6.4.1 Analise de falha inicial

A verificagdo da seguranga do laminado pode ser feita aplicando as componentes de tensao em cada
lamina a um dos critérios de falhas mostrados no Capitulo 4. As deformagoes variam linearmente ao
longo da espessura do laminado e, conseqiientemente, de cada lamina k. Desta forma, também as
tensbes principais terdo variac@o linear. Isto pode ser visto substituindo (6.10) em (4.46) e esta em
(4.23):

{ot} = Q@] T (e} + 2 {w}}. (6.54)
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Figura 6.21: Diagramas esforgos-deformacao média e tensao-deformagdo numa lamina, ilustrando

1l

esforcos e tensoes iniciais e saltos nas tensées. Na notacao aaﬂ% e o1, o Indice inferior 1 indica a
componente de tensdo na direcéo principal 1. Os indices a esquerda a e ! indicam valores de tenséo
tomados no inicio e no final do intervalo de falha R;. Como definido previamente, os indices superiores
1 e I}, indicam o sistema de eixos e o nimero da lamina.
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LER DADOS {M}, {N} = perfil de cargas
NLAM = nimero de laminas {No}, {Mo} = carga inicial de
N}, AM}, {No}, iMo} trabalho

EyE: Gy vio h
X[Xc Y, Y. S

4

R:i=1 Contador de cargas de falhas
# e de intervalos de cargas

DO A k =1, NLAM Calcula rigidez inicial

[0r] =10} ] — [ G/

Deformagdes acumuladas no

{ago} _ ]—1 { N, } inicio do intervalo de carga R;
K R devem-se aos esforcos iniciais

Percorre laminas para tensdes e

DO C k=1, NLAM deformagdes mecanicas iniciais

:

xlL iy
{SA = lﬂSR}+Z{KRI

Deformagdes nas 1aminas associadas
aos esforcos iniciais

|
\ xlul = QR 14 8\"/](!} \ Tensdes nas laminas nas direcdes

R . oo 0g
& X -y, associadas aos esforgos iniciais

Uk, = [ 7,14, le l} Tensdes nas laminas nas diregdes
k principais, associadas aos esforcos iniciais
I 11“1 _ [ T ] xzm Deformacdes iniciais, nas diregdes
k] atri s principais

Figura 6.22: Fluxograma de anglise de resisténcia de um laminado.
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b) Em seguida, considere que o laminado é constituido por N = 7 laminas unidirecionais de iguais
espessuras, orientadas em [0°/30°/60°/90°/120°/150°/180°], ou seja, com angulos defasados de
30°.

c) Calcule Aj; e Ajo e use (6.92) para estimar E,qt € Upat-

d) Use as aproximagoes (6.96).

Solugdo:
a) De (6.88) obtemos Ay; = 13,19H10% N/mm e Ajs = 3,967H10%> N/mm. De (6.90) obtemos as
propriedades de uma lamina de espessura diferencial:
FE1 = 23,45 GPa, G2 = 2,443 GPa,
E2 = 7, 172 GPa, Vi2 = O, 25.

Usando (6.88) e (6.92), temos as estimativas Vg = 0,327 e Enq¢ = 11,74 GPa. Os valores obtidos
pelas expressoes aproximadas (6.94) sdo: Enet = 12,3 GPa e Ve = 0, 30. Estes valores podem também ser

(6.97)

diretamente obtidos da Figura 3.19, pdgina 82.

b) Calculando o laminado como se fosse constituido por apenas 7 e ndo por infinitas laminas, chegamos aos
valores: A1 = 14,89H103 N/mm e Ajp = 3,736 H10% N/mm, de forma que (6.92) resulta vpq = 0,2509
e Fnar = 13,2 GPa.

A tabela a seguir resume os valores obtidos e também as estimativas para o médulo cisalhante G.

Aproximagao, 7 laminas Expressao Completa Aproximagao,
eq.(6.94) eq.(6.92) eq.(6.96)
E 0t (GPa) 12,13 13,2 11,74 13,2
Umat 0,30 0,2509 0,327 0,30
Gmat(GPa) 4,88 - 4,42 5,07

Observe que é pratica corrente usar o procedimento mostrado no item (b) deste exemplo, mas usando um
laminado simétrico quase-isotrépico como [0°/ 4 30°/ 4+ 60°/90°] ou [90°/0°/ £ 30°/ £60°/90° /0°], embora

as férmulas aproximativas sejam de uso muito mais simples.

6.6 Placas metdlicas com stiffeners e grelhas metalicas

Até a década de 1940, antes, portanto, das fibras de alto desempenho, uma quantidade razodvel
de pesquisas em placas e cascas ja era feita para os casos ortotrépicos, simétricos ou nao. Na época,
diversas motivagoes ja existiam: estruturas em madeira e compensados, concreto refor¢ado e laminagao
de chapas de aco, entre outros. Um tipo bastante importante de painél metdlico, desde o século
XIX, é aquele constituido por placas metélicas (ou de qualquer outro material homogéneo-isotrépico),
reforcadas em uma ou duas direcGes ortogonais com os chamados stiffeners ou nervuras. Dois tipos
de reforgos sdo considerados aqui, os ilustrados nas Figuras 6.31 e 6.32. Os conjuntos podem ser
compostos por uma chapa, com uma série de barras soldadas longitudinalmente numa certa direcao,
ou ainda com um segundo conjunto de barras soldadas transversalmente formando uma grelha de
malha retangular. As barras longitudinais, na direcao x, e as transversais, na direcao y, podem ter
secoes transversais idénticas ou diferentes. Em muitas aplicagoes prescinde-se da chapa e a placa é
composta apenas pela grelha metdlica. O processo de construgao nao necessita ser necessariamente
por solda. Dependendo do material, os processos sao diversos: a peca pode ser construida em uma
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unica operacao por fundicao ou forjamento para os painéis metdalicos. Os painéis pldsticos podem
ser injetados ou moldados também em uma tdnica operagao. Painéis de madeira ou outros materiais
podem ter os reforcos colados. De fato, mesmo estruturas metdlicas podem ser construidas por cola,
resultando num processo muito mais eficiente de transmissao de esforgos que com o uso de pinos,
parafusos ou outras formas puntuais de uniao.

z d)’

—
A
T

L
| Lh

b dx

(i : o

X

Figura 6.31: Placa metédlica reforgada com stiffeners em duas diregoes ortogonais. Configuragao
simétrica.

Dois tipos de painéis sdo considerados. O da Figura 6.31 é simétrico e o da Figura 6.32, assimétrico.
Em ambos os casos, porém, eles sao ortotrépicos. O objetivo aqui consiste em definir procedi-
mentos para a estimativa dos termos das matrizes constitutivas [A], [B] e [D] para o painel.
Conhecidas essas matrizes, a principio podem-se usar todas as formulagoes e solugdes desenvolvidas
para placas ortotrépicas, apresentadas na Parte II do livro.

6.6.1 Grelha simétrica

Este ¢ o caso da Figura 6.31. A matriz [B] = [0] e as matrizes [A] e [D] tém os termos (16) e (26)
nulos. O procedimento para obter os demais termos é aproximativo. Consiste em primeiro calcular as
matrizes [A] e [D] da chapa, dados na eq.(6.23) para o caso isotrépico, e entao adicionar termos para
os reforgos. Os reforgos sao considerados simplesmente como vigas de segdo retangular sob flexao e
tor¢ao, igualmente espacados, do mesmo material da chapa, isotrépicos. Assim, os termos de rigidez
sao [34]:





