Capitulo 11

Formulacao do problema de placas
laminadas

Observa-se que nos capitulos anteriores nos limitamos a trabalhar os casos nos quais podfamos obter
os esforgos por equilibrio global do componente, de forma que a solucao dos deslocamentos e ten-
soes se obtinha pelo uso das relagbes constitutivas e cinematicas. Raramente se fez uso das equagoes
diferenciais de equilibrio. Neste capitulo apresentamos as equagoes do movimento e cinemética nao-
lineares para placas anisotrépicas. A formulacao é desenvolvida tanto em forma diferencial quanto
integral através do principio dos trabalhos virtuais, de forma a permitir o subseqiiente tratamento
de problemas de flexao estdtica, de dindmica e de estabilidade. Nos capitulos seguintes, buscaremos
a solucao analitica para alguns problemas clédssicos de placa laminada, de forma a identificar alguns
efeitos importantes. Uma coletdnea mais completa dos casos com solugao analftica conhecida, geral-
mente flexao, flambagem e vibracoes livres de placas laminadas retangulares, encontra-se compilada,
por exemplo, em [183], [168] e [169].

11.1 Equacoes de movimento e cinematicas

As equagoes desenvolvidas no Capitulo 2 sdo as equagdes de equilibrio em termos das componentes
de tensao de Cauchy. Quando h& problemas de grandes deslocamentos, ou mesmo deslocamentos
apenas moderadamente grandes, como no caso das andlises cldssicas de estabilidade, aquelas equagoes
de equilibrio sao exatas, desde que aplicadas a configuracao deformada do corpo. Em corpos sélidos,
porém, é geralmente incomodo o trabalho desta forma, sendo usual o trabalho com equacgoes adaptadas
a configuracao original indeformada do corpo. Usa-se entdo uma descricdo material, lagrangeana, em
vez da descrigdo espacial, euleriana. Apenas nesta secao se fard referéncia mais direta a diversos itens
da teoria de mecénica do continuo. Isto geralmente é assunto de um curso préprio e pode ser visto
em livros cldssicos como [113]. Leitores nao familiarizados com o assunto podem passar diretamente
a eq.(11.38), pdgina 393.

Consideremos inicialmente a Figura 11.1, onde identificamos um corpo em sua configuragao de
referéncia, inicial, e 0 mesmo corpo em uma configuracao deformada num instante ¢. Consideramos
um elemento de massa genérico, inicialmente na posicdo P definida pelo vetor posicao X = X;i;." Esse
elemento material, no instante ¢, ocupa a posicao p definida pelo vetor x = x;1;, com componentes

!Note que, excepcionalmente nesta secio, estaremos fazendo uso de uma notacdo especial para vetores e tensores,
através de simbolos em negrito, como X. Distinguimos este simbolo de {X}, que representa o arranjo formado pelas
componentes nas dire¢oes dos vetores unitdrios 11, 12, 13, isto &, {X} = {X1; Xo; X3}t. Os subscritos numeéricos, apenas
nesta segao, serdo usados para referir os eixos ordenados em vez das dire¢ées principais de ortotropia de material. Assim,
1, 2 e 3 indicam z, y e z, respectivamente. Também nesta se¢do usaremos a chamada regra do somatério, que diz que
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onde o indice superior “t” indica transposto como usual. Como de (11.12) Ny(j) = dkj, as tragoes nas

faces j = 1, 2, 3 tém componentes cartesianas T]O“ isto é,

t(;) = Tji%, com componentes cartesianas {T5; T 1}93}t. (11.18)
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Figura 11.3: Diagrama de corpo livre de um elemento diferencial deformado. t‘()j
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Figura 11.4: Elemento diferencial deformado. (Ilustrado apenas o plano 2-3 para simplificar a vi-

sualizagao). Também o vetor tragao tc(’3) na face 3 e componentes T%; de pseudotensoes nesta face

nas diregoes 1 —12—13. N(3) é o vetor normal a face indeformada, que se deforma numa superficie de
normal 13).

A Figura 11.4 ilustra num caso bidimensional as componentes do vetor de tragoes no ponto X, na
face deformada 3, em suas componentes nas direcoes 1-2-3.

De forma geral, dada uma superficie cuja normal era inicialmente orientada por um N qualquer,
T° produz o vetor de tensdo da seguinte forma:
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O terceiro termo pode ser integrado por partes:

H/2 Ik H/2
/ Z—aTwZ dz = / |:g (Z lekz) - Tfpkz:| dZ,
H/2 0z H/2 0z

H/2
= ZTmz|_]/;[/2 - Qx

Para o lado direito de (11.49) definimos o segundo momento de massa como

H/2 v o
pQ(fE,y)—/ piz"dz
—H/2

(11.50)

Para uma placa homogénea obtém-se que py(z,y) = p* H3/12. A quinta equacio de placa ¢ obtida

de forma andloga, integrando a segunda equagao de movimento (11.38) multiplicada por z.

O conjunto completo de equacoes diferenciais de movimento de uma placa sob deslocamentos

moderadamente grandes pode ser coletado como:
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(11.51)

Estas equacoes de movimento sao apresentadas em termos dos deslocamentos para laminados
simétricos nas eqgs.(13.17), pagina 453. As egs.(11.51) correspondem & teoria de primeira ordem de
Mindlin. Para a teoria de Kirchhoff, as equagdes de movimento sdo mostradas na Segao (11.3.1).

Os esforgos cortantes podem ser eliminados da terceira equacao com o uso das duas tltimas,
resultando num sistema de trés equacoes em termos dos seis esforgos coplanares Ny, Ny, Ny, My, M,

e Myy:
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Os termos Fy, Fy, F,, Fy, e Fyy sao forcas e momentos de inércia e correspondem ao lado direito
das equagoes do movimento (11.51) e sao explicitados em (11.63).

~

’U

@+ Xty + Y, | A =0

(11.83)

Como a soma dos termos ¢ nula, multiplicamos todos os termos por —1. Como u, 0, etc. s@o
arbitrdrios, V = 0 implica que X = X, Y =Y, etc., em T f, isto &, as condigoes de contorno de forca
sao satisfeitas com a primeira integral no contorno. Na segunda integral do contorno, os pontos em
I'y, tém deslocamentos impostos e os esforgos X, Y, etc. sdo incégnitas desejadas. Nesta parte do
contorno as fungoes peso foram escolhidas como nulas, isto é, 4 =0 =w = ¢, = ¢, = 0 em qualquer
(z,y) € T'y. Assim, a tdltima integral em (11.83) ¢é identicamente nula, e foi adicionada apenas para
levar a uma simplificacdo nas operagoes mostradas a seguir.

A partir da expressao (11.83) realizamos as mesmas operagoes vistas em (11.62), basicamente
integragoes por partes com o uso do teorema da divergéncia, o que resultard em (11.72), com sinais
trocados, mais as duas integrais de contorno de (11.83). Simplificando os termos, obtemos
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Esta equagao é conhecida como equagao da forma fraca, ou do principio dos trabalhos
virtuais associado ao problema de placas laminadas. Os esfor¢os {N}, {M} e {Q} podem ser postos
em termos dos deslocamentos u°, v°, w, ¥, e v, usando as relagoes constitutivas (11.56) a (11.61) e

cinemdticas (11.54) e (11.55). As fungoes peso U, U, W, 1/136 e 1/1 sao freqiientemente conhecidas por
variagoes ou deslocamentos virtuais. {c°}, {k} e {7,} sdo chamadas deformacoes virtuais e se
relacionam aos deslocamentos virtuais por (11.67)-(11.68). Sem divida, estes nao sao deslocamentos
ou deformacoes fisicas, apenas funcoes derivadas a partir das fungoes peso.

A expressao (11.84) é bastante geral, podendo ser aplicada a problemas estdticos ou dinamicos,
lineares ou nao-lineares, dependendo de quais termos sejam retidos ou eliminados.
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11.6.1 Energia potencial eldstica

Consideramos o problema eldstico, linear, estatico de um laminado semi-espesso. Entao, a energia
potencial eldstica é dada por:

v=3/ {{ “Vio{ ¥} o {%}} a0, (11.134)

onde {v.} = {fyyz;fym}t e [E] é a matriz de rigidez de cisalhamento transversal, (11.84). Para um
laminado delgado, simétrico,

U = U+ Uy,

onde Up, e Uy sao as parcelas da membrana e flexao de (11.134), dadas pelas duas integrais em:
ou®\? ou® Ov° o\ 2
A 2Ap——+ A
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(11.135)

ds.

Neste caso, o comportamento de membrana, na primeira integral, é desacoplado da flexdo, na
segunda integral.

Para o laminado delgado, isotrépico, homogéneo, submetido apenas a cargas transversais,
a energia de flexao é

1 2w 0w\> 2w\ 92w 0w
Uf:§/gp{<w+a—y2> +2(1_y)[<8$8y> G| {1 (11.136)

11.6.2 Energia cinética de uma placa

A energia cinética de uma placa é obtida adicionando a energia cinética de cada um dos seus pontos
materiais, donde resulta:

1 e ou(z,y,2,1)\ ov(z,y, z,t)\ 2 w(z,y, 2,t)\
(11.137)

Para uma placa laminada, a densidade de cada ldmina pode ser considerada uniforme ao longo de
sua espessura, isto é, p = p"(z,y). Além disso, para placas semi-espessas os deslocamentos sao dados
em (11.41). Substituindo em (11.137) e efetuando as integrais ao longo da espessura, temos



Capitulo 12

Flexao de placas delgadas laminadas

Consideramos aqui solugoes para alguns problemas clédssicos de placas delgadas laminadas sob carga
transversal. Sao problemas de placa retangular, espessura constante, com algum tipo de regularidade
no empilhamento das laminas. Uma lista mais completa de problemas com solucao disponivel encontra-
se em Reddy [143], Whitney [183] e Lekhnitskii [107], [108]. A sintese e a apresentagao de alguns
problemas usando teoria de primeira ordem para laminados semi-espessos pode ser vista no Capitulo
13. Observe que as solugoes sao apresentadas aqui com dupla finalidade: demonstrar o uso de alguns
métodos clédssicos de solucao de problemas diferenciais e mostrar que as solugoes podem efetivamente
fornecer valores indicativos, 1iteis em etapas preliminares de projeto de componentes reais, de geometria
nao-simples. Adicionalmente, esses valores sdo tteis na verificacdo de resultados obtidos por métodos
numéricos de uso geral, durante a qualificagdo de programas computacionais. Este tipo de uso é
comum em atividades de pesquisa e desenvolvimento. Formulagoes de elementos finitos, que permitem
o tratamento mais preciso de problemas reais complexos, sao vistas em capitulos subseqiientes.

12.1 Placas delgadas ortotrépicas

Considera-se primeiramente o caso do laminado delgado simétrico, com [B] = [0], e A1 = A2s = D1 =
Dyg = 0, sob carga distribuida transversal. Este é um dos casos de andlise mais simples. Embora a
maioria dos laminados usados nao se encaixe neste tipo, essas solugoes sao ainda assim usadas de forma
aproximativa. Por sua vez, aplicagoes tradicionais como placas e cascas com reforcos constituidos por
nervuras, metdlicas ou nao, e placas corrugadas, como vistas na Segao 6.6, freqiientemente se encaixam
perfeitamente nesta categoria.

Na auséncia de forgas coplanares, o problema é regido pela equagao (11.89), alterada para o caso
estatico:

0*w 0w *w
—+2(D 2D¢6) === + Dog——
Ox? +2 (D12 +2Dss) 0x20> + D22 oy

com condigoes de contorno como aquelas mostradas em (11.103).

D1 = q(z,y), (12.1)

12.1.1 Placas retangulares simplesmente apoiadas

A placa tem dimensoes a X b nas direcées x X y, como ilustrado na Figura 12.1. As condicbes de
contorno sao
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o Al :
L
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Figura 12.2: (a) Carga distribuida sobre uma regiao de dimensdes ¢ x d da placa e (b) carga concen-
trada no ponto (r,s).

Carga composta por um harménico mn Neste caso, a carga é apenas uma das componentes de
(12.3):

q(z,y) = @mn sen _sen— = (12.17)

De (12.5) a solugao torna-se

MmTT nmy
sen ——, com

b

a4
Win = dmn <;> |:D117TL4 + 2 (D12 + 2D66) (

w(z,y) = Winnsen

mna

)2 +D22(n—;)4] B (12.18)

12.1.2 Solucao de Levy — Placa com dois lados apoiados

Considera-se aqui a placa delgada retangular laminada ortotrépica com dois lados opostos simples-
mente apoiados. A solugdao do mesmo problema para placas isotrépicas foi apresentada por Maurice
Levy [168], mas seu procedimento também se aplica ao laminado ortotrépico. Alguns casos s@o deta-
lhados em [107].

A placa tem lados de comprimentos a X b, com os eixos posicionados como na Figura 12.1. Os
lados y = 0 e y = b sao simplesmente apoiados, isto é,

w(z,0) = w(z,b) =0, M,y (z,0) = My(z,b) = 0. (12.19)

As condigoes nos dois outros lados sdo deixadas ainda em aberto. Como ao longo da linha y = 0
(ouy =b) temos w = Wy = w4, = 0, e como das relagoes constitutivas, My = —Dig W 5z — Dag w 4y,
segue-se que a segunda das condigdes (12.19) pode ser posta na forma

0w 0w

57 @0 = g5 (@b =0. (12.20)
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Tabela 12.1: Resultados numeéricos para placa retangular com lados a/b = 2, simplesmente apoiada,
cruzada, com b/H = 50.

BBy N WmaxE2  Ugiax  Namax  Naymax
quib Wmax qu1b qu1b
40 2 1.749 0,00720 0,06383 0,02724
40 6 676 0,00207 0,00797  0,00345
40 10 630 0,00111 0,00263 0,00194
40 oo 627 0 0 0
30 2 1.791 0,00469 0,36336 0,15507
30 6 1.562 0,00134 0,10562 0,05074
30 10  1.546 0,00091 0,06273 0,02409
30 oo 1.540 0 0 0

12.4 Laminado delgado angular anti-simétrico

Consideramos aqui uma placa laminada delgada angular anti-simétrica regular simplesmente apoiada.
Esse tipo de laminado tem Ajg = Agg = Dig = Das = 0, e a matriz [B] populada apenas por Big e
Bog. Esse laminado tem entao um tipo de acoplamento diferente do laminado anti-simétrico cruzado
visto na segao anterior. As equagoes de equilibrio (11.87), pagina 408, permanecem acopladas, mas
simplificam-se para:

.

5?u° 9%u° 9%0° BPw BPw
All— + Ags—5 + (A Agg) ——— — 7 gw _
1753 + Ass 92 + (A12 + Ags) 20y 16 9220y 2% 0 0,
9%u° 9%v° 9%v° Pw Pw
(A12 + Ags) 920y + A66W + Ago 7 Bie 93 3BQGW =0,
0tw *w *w
Dn_@x“ +2 (D12 +2Dsg) 92207 + D22_8y4 -

Bu° 93v° O3 93v°
BlG (3(9?@ + W) - B26 ( ay3 + 38x8y2> - q(a:,y).

(12.75)



Capitulo 13

Tensoes interlaminares e teoria de
primeira ordem

Em razao das hipéteses de Kirchhoff, a teoria cldssica de laminagao apresenta uma série de limitagoes
em seus resultados, como os seguintes:

1. Por definicao, as tensOes transversais 0., T,. € Ty, s@o consideradas nulas na TCL (Teoria
Classica de Laminagao). De fato essas tensoes ndo sao nulas, e assumem valores importantes nas
interfaces das laminas nos compostos. Essas componentes de tensao sdo responsaveis por um dos
modos de falha mais importantes e freqiiéntes em laminados, a delaminagao. Fisicamente, uma
das causas dessas tensOes consiste na diferenca abrupta de propriedades eldsticas entre laminas
contiguas. O efeito dessas tensoes sobre laminados é, entao, muito mais importante que sobre
placas e cascas homogéneo-isotrépicas. Nos compostos, o médulo de elasticidade das resinas
poliméricas tem um valor muito inferior ao médulo da fibra e mesmo do laminado como um
todo. Uma vez que é a resina que transmite os esforgos internos, o efeito do cisalhamento no
laminado ¢é o efeito somado das contribuicoes de cada regiao interlaminar ao longo da espessura.

2. A TCL também supoe uma distribuicao linear de deslocamentos coplanares ao longo da espes-
sura, contrariamente aos resultados analiticos obtidos por teorias mais sofisticadas.

3. A equacao diferencial do problema para TCL, V4w = ¢/D para placas isotrépicas, permite
a satisfacdo de apenas duas condi¢es de contorno em cada ponto do contorno, o que impede
completamente uma determinacao precisa dos efeitos de borda, também chamada camada
limite ou ainda boundary layer.

4. Também a TCL supoe um estado plano de tensoes nas relagoes constitutivas, o que impede um
cédlculo preciso das tensoes interlaminares.

Neste capitulo examinaremos a presenca e o comportamento de dois problemas: (a) uma barra
laminada sob tracao e (b) o problema de flexao cilindrica. Para ambos os problemas apresentaremos
as solugoes fornecidas pela TCL e pela teoria tridimensional de elasticidade. Adicionalmente, se
desenvolverao as solugoes fornecidas pela teoria de Mindlin para laminados semi-espessos. Esta é
a teoria mais simples disponivel, capaz de aproximar, até certo ponto, os efeitos de cisalhamento
transversal num laminado sob flexao. Conforme se observard, embora essa teoria apresente melhores
resultados que a TCL, para muitas aplicagoes ainda nao é satisfatéria. No Capitulo 19, apresentaremos
as chamadas teorias de ordem superior, capazes de aproximar melhor os resultados.
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Uma explicagao plausivel para o balango deste bindrio ¢ a fornecida por Pipes e Pagano [139], de
que se deve desenvolver uma distribuicao de tensoes cisalhantes interlaminares 7., atuando conforme
indicado na Figura 12.4, em toda a superficie de contato ABCD que desenvolva um bindrio igual e
oposto a (13.4). Esse bindrio é

b
/ YTz Azdy. (13.5)
y=—b

A TCL néo prevé a existéncia de 7, neste problema, mas sua existéncia é confirmada pela solucao
da formulagao de elasticidade linear mostrada a seguir. De (13.3) notamos que Técky = 0 para laminados
de laminas ortotrépicas alinhadas aos eixos zy. E de esperar entéo auséncia de cisalhamento transversal

nesse tipo de problema.

13.1.2 Solucao pela teoria de elasticidade linear

Pipes e Pagano [139] analisaram o problema da barra tracionada tratando-o como um estado triaxial
de tensdes em vez de tensoes planas. A relacdo tensdo-deformagao para uma lamina ortotrépica em
relagdo aos eixos principais é dada pela eq.(4.3), pagina 84, enquanto nas dire¢oes xyz obtidas por
uma rotagao em torno do eixo z é dada por (4.71):

(o0, [ CT, Cf, Cf3 0 0 Cf ] gx )
Oy C3 C3 0 0 C% €y
(o Cé% 0 0 Cél}ﬁ Ex
= ) 13.6
Tyz Ciy Ci 0 Vyz ( )
Tzx Cg{’) 0 Vex
Tay | sim. Ces 1 U 7ay

As relagoes deformacao-deslocamento usadas s@o as lineares tridimensionais dadas em (11.37).
Considera-se que o laminado esteja submetido a um estado de extensao uniforme nas extremidades,
de forma que se consideram todas as tensoes independentes de z. O campo de deslocamentos é tomado
como

u(z,y,2) = Ko+ U(y, 2), v(z,y,z) = V(y,2), w(z,y,z) = W(y, 2). (13.7)

Note que, exceto pelo termo Kz, todo o problema é plano, em termos apenas de y e z. Desta forma,
as relagoes deformacao-deslocamento tornam-se

ov ow

er = K, 5y:8—7 Ez:a—7
Y z (13.8)

v, ow Lo U

f)/yz - 821 8y ’ Yoz = 8,2’ ’ny - 8y7

e, como o; = 04;(y, z), as equacoes de equilibrio provenientes de (11.38) se reduzem a

=0,

OTey  OT ~0, doy | 0Ty 0Ty, 0o, _o (13.9)
dy 0z oy 0z oy 0z
Substituindo (13.7) em (13.8) e estas em (13.6) e finalmente estas udltimas em (13.9), obtém-se
as trés equacgoes de equilibrio em termos das trés fungoes incégnitas U, V e W para uma lamina k
genérica:
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Essa expressao para as tensoes pode ser posta numa outra forma. Tomemos o momento M, da
relagao constitutiva:

My(z) = Biic, + Diikg,
= Bnu$, — D1iw g (13.43)

Denotamos os coeficientes em (13.38) por U, e W,,, como em (13.23). Desta forma, temos o momento
para um harmoénico m como:

My(z) = (D11me72n — BnUmpm) sen Py, T. (13.44)

Se eliminamos sen p,, entre (13.42) e (13.44), obtemos:

—k
k Qi Mo Im
=(An1z— B . 13.45
7a(®,2) = (Auz = Bu) A p, (DuWmpm — B1iUn) ( )
Verifica-se facilmente que o termo entre chaves é igual a 1, de forma que:
QuM
U];f;(fﬁa z) = (A2 — B11)%, com A= (A11D11 — B%I) (13.46)

Observamos entao que essa distribuicdo de tensoes é a mesma obtida pela teoria de primeira ordem,
como pode ser visto na eq.(13.33), qualquer que seja o carregamento aplicado.

13.2.4 Flexao cilindrica de laminados ortotrépicos — Solucao de elasticidade

Consideramos o problema da Figura 13.6, cuja solucao foi mostrada nas segoes 13.2.2 e 13.2.3 para as
teorias de primeira ordem e a TCL, respectivamente. Pagano [129] desenvolveu a solugao exata desse
problema a partir das equagoes tridimensionais da elasticidade linear, de forma a avaliar a precisao
das teorias simplificadas. A solugéo de Pagano para laminados ortotrépicos é sumarizada aqui, e a sua
extensao para o caso de laminados angulares pode ser vista em Pagano [132]. (O leitor pode passar
diretamente & secdo seguinte, onde se comparam os resultados numeéricos obtidos pelas diferentes
teorias, sem prejuizo de continuidade do texto.)

Pagano considera que o corpo esteja num estado plano de deformag¢ao em relagao ao plano z-z. O
carregamento ¢(z) consiste numa tracao aplicada na face superior. Assim, em lugar de se trabalhar
no plano z-z, trabalha-se no plano z-z, pois as fun¢oes independem de y. Podemos tomar a relagao
constitutiva (4.6), pdgina 84, para um material ortotrépico, e aplicd-la a uma lamina, com a restri¢ao
de que

Ey = Vagy = Yy = 0. (13.47)

Disto resulta

€r = S1104 + S120y + S1302,
0 = Si20, + S220y + S230,
€, = 5130 + Sa30y + 5330,

r}/xz - 5557—562:

(13.48)
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O resultado da integral em z ¢ 8H/15, de forma que

1 6 Q2 Q
c =T =0 —L 4 —= 1 dQ. 13.89
2 5H Qlcs5+c44 (13.89)
Comparando (13.87) e (13.89), observa-se que
5
k=2 =0,8333 (13.90)

13.5 Fator k para placas ortotrépicas laminadas

Quando a placa é laminada, em geral ndo é possivel obter um fator de corregdo preciso. A corregéo
passa a depender do nimero de ldminas, das propriedades e da orientacao de cada lamina. Para o caso
especial de placa laminada ortotrépica, simétrica ou nao, Whitney [186] apresenta um procedimento
eficiente para estimar dois fatores, ki e ko, nas diregoes principais da placa, conforme veremos a
seguir.

Considera-se um laminado ortotrépico sob carga estética de flexao cilindrica, como na Segao 13.2.2.
A tensao normal numa lamina k é entao dada por (13.33). Diferenciando aquela equagao em x e usando
uma das equacoes de equilibrio (11.85), neste caso reduzida a M, , = Q ., obtém-se

—k

O'fpk’x (m,y, Z) = —% (BH — Auz) Qx, com A = A11D11 - B%l' (13.91)

. . ~ 1. . N k k o
Tomamos a primeira das equagdes de equilibrio (2.16) aplicada a essa lamina, o/, +7,,, =0, e
a integramos na espessura:

z d I
Ti:kz (xz,y,2) = —/ 9z 1, (13.92)
2=—Hj2 AT

Usando (13.91) e efetuando a integracao, temos

k

z

Téskz = |aF + QL (2311 — AHZ) Q. (1393)
' 2/

a® forma um conjunto de N constantes de integracdo, uma para cada lamina, que deve ser determinado

pelas condicoes de continuidade de tensoes nas N — 1 interfaces, mais a condicao de cisalhamento nulo

nas faces.

Seguimos a convencao adotada, pela qual a primeira lamina ¢é a inferior, com face em z = —H/2.
A condigdo 71, (z,y, —H/2) aplicada a (13.93) resulta em

l1
I — QllH E
a AN (2311 + Aqq 5 ) . (13.94)

No caso de uma placa isotrépica ou de uma tnica lamina, claramente esta é a tnica constante
existente. Para mais de uma lamina, pode-se obter facilmente uma férmula de recorréncia, para
k=2,3,...,N. Por exemplo, na primeira interface, z = 21, 7 (21) = 72 (21), tal que



Capitulo 14

Vibracoes de placas laminadas

Em todos os capitulos precedentes consideramos o laminado sob condigoes estédticas, isto é, buscamos
sua deflex@o e o estado de tensOes sob carregamentos ditos estdticos. Freqiientemente torna-se im-
portante considerar os efeitos da inércia e do amortecimento da estrutura. Esses efeitos se tornam
importantes, por exemplo, nas situacoes em que o carregamento varia acima de certa velocidade ao
longo do tempo. Aqui se incluem os casos de impacto, de carregamentos harmonicos, de excitagao
pela base de fixagdo de mdquinas, edificagOes e outros. Freqiientemente as caracteristicas dinamicas
de um componente ou estrutura sao determinadas pela sua resposta a situacao de vibragoes livres
nao-amortecidas.

Neste capitulo apresentamos algumas solugoes analiticas cldssicas de problemas de determinacao
de freqiiéncias e modos naturais de vibracoes.! Assim como nos Capitulos 12 e 13, as solucdes sio
apresentadas aqui com duplo objetivo. Primeiro, demonstrar o uso de alguns métodos cldssicos de
solucdo de problemas diferenciais; segundo, mostrar que as solugdes podem efetivamente fornecer
valores indicativos, tteis em projeto preliminar de componentes reais, de geometria ndo-simples. Adi-
cionalmente esses valores sdo titeis na verificacao de resultados obtidos por métodos numeéricos de uso
geral, durante a qualificagao de programas computacionais. Esse tipo de uso é comum em atividades
de pesquisa e desenvolvimento. FormulacGes de elementos finitos, que permitem o tratamento mais
preciso de problemas reais, complexos, sao vistas em capitulos subseqiientes.

14.1 Placa delgada simétrica ortotrépica

As equagdes do movimento, em termos dos deslocamentos, para um laminado simétrico delgado s@o as
egs.(11.88) para membrana e (11.89) para flexdo, vistas na pagina 408. O problema de vibragoes livres
é caracterizado por ¢ (z,y,t) = 0, para V (z,y) € Q, t > 0. Considera-se nesta se¢ao que o laminado
seja ortotrépico, Dig = Dag = 0, de forma que a equagdo de movimento para a flexdo, eq.(11.89),
torne-se:

O*w *w *w 9w
— +2(D 2Dgg) —=—= + Dog—— —
8’3/4 + ( 12+ 66) a$28y2 + D22 ay4 + Po o2

onde p, é a densidade por unidade de drea da placa, definida em (11.44). A solucdo w (z,y,t) do
problema deve satisfazer a equacao diferencial (14.1), para V (z,y) € Q e t > 0, e também as condigoes

D1 =0, (14.1)

! Aqui apresentamos apenas solucdes baseadas na teoria cldssica de laminacfo. Isto ¢ suficiente para os objetivos
do texto. Entretanto, solugdes mais precisas existem, com as de Srinivas e Rao, [163], [164]; estes apresentam solugoes
analiticas em séries obtidas pela teoria da elasticidade para os problemas de flexdo estdtica, para vibragoes livres e
flambagem de placas ortotrépicas laminadas simplesmente apoiadas.
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Usando as defini¢oes de [@Q] e de [D] em (4.24) e (6.20), pode-se mostrar que

Dy E D12+ 2Dgg G2 Vi,
= — =— = " = 2— (1 - —=|. 14.12
«a Dy~ By’ B Do via + i o ( )
Dai, pode-se definir v como Gi2/F2 e representa-lo em termos de o e § como:
G _
_Gi_ _(B-vi) (14.13)

Fy 2(1-vi/a)

Dados « e 3, o valor de v pode ser calculado para o caso de uma lamina. Os valores na Tabela
14.1 para v foram obtidos usando v19 = 0,25, um valor bastante tipico.

Placa |
ortotropica i

Ix1 1x2 1x3 241 2x2
Placa \ \ ]
isotropica ——— \ — 4+ — ]
Ix1 1P 2x1 2x2 1x3
modo 1 modo 2 modo 3 modo 4 modo 5

Figura 14.2: Esbocos das linhas nodais dos primeiros modos de vibragao de placas quadradas sim-
plesmente apoiadas.

14.2 Placa delgada anti-simétrica cruzada

A solucao deste problema é semelhante ao caso estdtico visto na Secao 12.3. Como naquele caso, a
solugao do problema dinamico foi apresentada por Whitney e Leissa [189] e também desenvolvida por
Jones [93], [94]. Este tipo de laminado tem os termos de rigidez com (16) e (26) nulos em todas as
matrizes. Além disso, Aay = A1 e Doy = D11. A matriz [B] é nula, exceto os termos By = —Byy.

As equagdes de movimento vém de (11.87), que sdo tomadas com ¢(z,y) = 0. Também, os termos
de inércia coplanares p,u° e p,1° sao ignorados nas duas primeiras equagoes. Esses termos sao
relativamente menores que os demais das mesmas equagoes e sua eliminacao simplifica o processo
de solugdo. As equagdes do movimento para vibragoes livres de um laminado delgado anti-simétrico
cruzado sao, portanto,

0%u° 0P 0%0° OBw
= A + Ao 5 + (A12 + Ass) 920y Bug-s =0,
0?u° 0?v° 0?v° Pw
= (A12 + Ags) 5= + Ass 5 + An e + B 57 = (14.14)
O?w  w otw Bu® P 0w
= Dny (@4_8—3/4) +2(D12+2D66)8Tay2_ 11 <8x3 ~ o ) + P05 =0.



Capitulo 15

Analise de placas-sanduiche

Uma primeira caracteristica importante sobre o comportamento mecénico das placas-sanduiche é que
elas ndo podem, em geral, ser consideradas placas finas. Em vez disso, elas sdo classificadas como
placas semi-espessas ou espessas dependendo da relagao [/H, onde [ ¢ um comprimento caracteristico
medido sobre a superficie, e H, sua espessura. Da mesma forma que em vigas, o efeito de grandes
espessuras ¢ que as distribuigcoes de tensoes cisalhantes transversais 7., e 7,. nao podem ser sim-
plesmente ignoradas na andlise. Um dos efeitos do cisalhamento transversal pode ser visto quando
se considera qualitativamente a deflexdo transversal de uma placa-sanduiche, como visto na Figura
15.1. Ali nota-se que, se a placa for analisada como se fosse delgada usando a teoria cldssica de lami-
nacao, TCL, isto &, considerando 7;. e 7y, nulos, a curva de deflexdo obtida seria diferente daquela
obtida quando se considera o cisalhamento transversal. Esse cisalhamento tem o efeito de aumentar
as deflexdes provenientes do momento. Quanto menor for a relagdo [/H, mais pronunciado serd esse
efeito.

IR
] (a)
X
z Deflexdo de placa
fina
| (b)
=7
T~—__  _ _—""=__ Deflexio total

Figura 15.1: Comparacao qualitativa entre as deflexdes obtidas em placas-sanduiche usando teorias
de placa fina e semi-espessa.

O fato de que em geral as placas-sanduiche tém aspectos [/ H baixos ¢ um dos fatores que tornam
necessdria a inclusao do cisalhamento na andlise. Existe, porém, ao menos um outro fator, igualmente
importante: os materiais usados como nticleo sao selecionados para ser os mais leves possiveis e,
como conseqiiéncia, tém resisténcias ao cisalhamento muito menores que os materiais usados nas
faces, tornando importante a correta determinagao das tensdes cisalhantes transversais. A anédlise do
laminado deve entao garantir a integridade do niicleo quanto ao cisalhamento.

Na proxima secao apresentaremos a teoria de primeira ordem adaptada ao uso em painéis-sanduiche.
Em se¢oes subseqiiéntes, apresentaremos uma solucao analitica cldssica obtida para um caso particular
usando a teoria de elasticidade tridimensional.
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A11% +2A16 gig; + Ass %2;20 + Aie 8;;)20 + (A12 + Ass) g;goy

+A26%2—;;) + Bn a;% + 2By 221({;; + Bes 8;5);: + Bis 8821@
(B12 + Bes) ajg; 26 a;;éy =0,

Ase 882;20 + (A12 + Ago) g;—g; + A%?; 5 + Age 8812 + 249 522(;
+A22882—;20 + Bis 8;;% + (B12 + Bes) gzgz + Bag a;;f;
+Beg 8821/; + 2Bs 22?/ + B 8;zb2y =0

k1G13Hy, (881% + W) + k1GasH, <8;2y + W) +

[N 32 o+ QNW(?@;;; + Ny%} +q(z,y) = poa;levv
Fna;U2 + 2171632(9 + F66% + FIG% + (Fi2 + Fee) 5280

+Fy (?;y; + D1y a;w; +2D16 g%gz + Dgg 8;1/}; + Dy a;wy

%y 2

+ (D12 + Des) &BOZ + Dag 3y — k1Gi3H, ( ) 0,
Fm%2 . + (Fi2 + Foe) g;g; + Fa %2;20 + F66882 20 + 2F268 3y

+F22% + D1g 8;17/}2 + (D12 + Des) g%g; + Dag 882;&;

+Des 821/’211 42D 632? + Dy 3;;/1;/ ~ hyGos E,, (wy ay) 0

(15.19)

(15.20)

As duas equagoes (15.19) sdo as mesmas de um laminado semi-espesso de primeira ordem, com
[A] e [B] definidos por (15.13). Para o conjunto completo, (15.19)—(15.20), as possiveis condi¢oes de

contorno sdo também as mesmas dos laminados semi-espessos, as eqs.(11.53), pagina 397.

Apresentamos na proxima secao a solugao analitica para dois casos particulares usando esta teoria
aproximada. Subseqiientemente apresentamos a solugao obtida pela teoria da elasticidade tridimen-
sional, de forma a estimar a qualidade dos resultados obtidos.

15.2 Flexao cilindrica de sanduiche — 12 ordem

Consideramos a flexao cilindrica de um laminado de faces delgadas, simplesmente apoiado, sob carga
uniformemente distribuida, com largura e eixos como indicado na Figura 15.4. Este problema ¢é anédlogo
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v H/2

7 x
0.8 H

Figura 15.8: Localizacao dos pontos das tensoes obtidas na Tabela 15.2.

isto é, os valores maximos nao ocorrem no centro, z = 0, mas em algum lugar ao longo da espessura
da face. Quando isto ocorre aparecem na tabela dois valores para 7. ou 7y, sendo o primeiro o valor
em z = 0 e o segundo o valor maximo que ocorre na coordenada z indicada entre parénteses.

15.4 Solugao de primeira ordem para sanduiche retangular

O problema de flexdo de uma placa-sanduiche retangular de faces delgadas sob carga distribuida
tem sua solugdo analitica pela teoria da elasticidade tridimensional descrita na Segao 15.3. Aqui
apresentaremos a solucao deste problema pela teoria de primeira ordem descrita na Secao 15.2 e em
seguida compararemos as solu¢oes com os valores obtidos pela TCL e pela solugao exata.

Considere uma placa-sanduiche retangular submetida a um carregamento transversal definido por

q= qosenEsen@. (15.81)
a b
Adotando a solugao apresentada por Whitney [183], em que as faces sao idénticas e ortotrépicas,

Dig = Dos =0 e Fjj =0, as equagdes de movimento (15.20) se reduzem, no caso estdtico, ao seguinte:

0%, 0%, 0%y 0
= Dlla—;/; + Dﬁaa—;é + (D12 + Degg) o2 agy/ — k1GisH, <1/}x + a—Zj) =0,
Y, 0y ow
= (D12 + D66) 920y + Degg any + Do By 2 — koGosH,, <¢y + a—y) =0, (15.82)
0
= k1Gi1sH,— <¢$ > + koGosH,,— a ( ) + Q($ y) =0.

As bordas da placa sao simplesmente apoiadas do seguinte tipo:
w(z,y) =0,
Yy (z,y) =0,

Oy Oy
M( ) D18_+D28y

para x = 0 oux = a,com Yy —
:O’



Capitulo 16

Estabilidade e carga critica de
flambagem

Uma forma simples de descrever sucintamente o conceito de estabilidade, e por extensao de insta-
bilidade estrutural, consiste em considerar o caso elementar de uma barra idealmente reta, de segao
e material uniformes, sujeita a um carregamento compressivo perfeitamente centrado e axial como
mostrado na Figura 16.1.

Figura 16.1: Barra sob cargas compressiva e transversal.

Considere a barra sob a agao de uma forca axial F} “suficientemente pequena”’ que provoca um
deslocamento axial §1. Se, simultaneamente aplicamos uma outra forga, transversal, de valor Fy,
obtemos um deslocamento transversal na extremidade de valor do. O sistema é dito estdvel se, com
a remocao de Fb, o deslocamento d5 retorna a zero. Por outro lado, o sistema é dito instavel se, com
a remoc¢ao de Fb, a barra nao volta & posigao vertical. Um outro comportamento também caracteriza
o sistema instdvel. Mesmo que F5 seja bastante pequeno, ds torna-se bastante grande, isto é, ordens
de grandeza maior que o valor de o provocado por Fy se Fj fosse nulo.

Sem duvida, a instabilidade do sistema dependerd do nivel da forga axial agindo, isto é, para F}
grande, bastaria uma pequena forga transversal F» para levar o sistema a uma resposta instdvel. Na
realidade, existe um valor de F} abaixo do qual o sistema serd sempre estdvel, a chamada carga
critica de flambagem F... Observe que a determinacao desse valor é importante para estruturas
esbeltas como barras, placas e cascas, mesmo que seu carregamento previsto seja apenas coplanar ou
axial, com auséncia de forcas transversais como o Fy da Figura 16.1. Isto pelo seguinte motivo: se as
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grandes deslocamentos nao é mais uma placa, mas uma casca, de forma que, freqiientemente, o uso
de uma formulag@o nao-linear de cascas se torna mais adequada.

16.1 Estabilidade de placas — Método do equilibrio adjacente

Consideramos aqui o problema de estabilidade inicial de placas laminadas semi-espessas. Usaremos
nesta secao o método conhecido como método do equilibrio adjacente para o tratamento de
flambagem linear de placas ([168], [169]). Pelo menos dois outros métodos sao também bastante
usados, o da energia potencial minima, que usa o critério de Treffitz, e o da energia cinética, que
podem ser vistos em [43], [105] ou [61] por exemplo.

Consideramos o laminado inicialmente submetido a um conjunto de cargas coplanares X, e Y, em
cada ponto do contorno pertencente a I'¢, e o fixamos nos pontos do contorno pertencentes a I';,. (T re
I';, sdo as regioes do contorno submetidas a condig¢oes de contorno de forca e deslocamentos, respectiva-
mente, como descrito no Capitulo 11.) O carregamento transversal é considerado nulo. Desprezamos
também todos os efeitos de inércia. Para valores suficientemente pequenos de carregamento, a solugao
deste problema consiste na parte linear e estdtica das equagoes do movimento (11.51), que tomam a
formas:

8Nxo a]\rczzyo -

Ox + oy 0
ONeyo Ny _

Ox oy
Qo | OQyo

= 16.1

OMyy  OMyyo B

ax 8y - QZ‘O - 07
OMyyo  OM,y, B

Observe ainda que, embora as duas primeiras equagoes sejam aparentemente desacopladas das
demais, caso o laminado seja nao-simétrico, com [B] # [0], essas cinco equagoes sao na realidade
acopladas pelos deslocamentos. Os esforgos se relacionam aos deslocamentos através das equagoes
constitutivas e cinemdticas (11.55)—(11.61) vistas na pagina 398:

Ny - A B €9 Qyo B
{ Mo } - |: B D :| { Ko }’ { Qzo } - [E] {’Vco}a (162)
com as deformagoes relacionadas linearmente com os deslocamentos por:
8u8 ) 8¢xo )
ox O .
vy 0y Vyo + Oy
o _ [e] . o B y
{eo} = By : {ro} = 9 (7.} = 2t (6)
Jug ~ Ovg o, . Dy by, + o
. Jy oz . oy " or

Observe que, como o carregamento é apenas coplanar, no caso de placas homogéneo-isotrépicas ou
laminados simétricos, as egs.(16.1) se reduzem a forma cldssica mostrada em livros como [43] e [168],
que consiste apenas nas duas primeiras equagoes, no plano. As funcoes wo, Mzo, Myo, Myyo, Quo ©
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Figura 16.5: Variacao da carga critica com o aspecto da placa a/b, para D11/Day = 1 e 10, para
placa ortotrépica simplesmente apoiada.

O caso D11/Dy3 = 1 corresponde a uma placa isotrépica e as curvas correspondentes na Figura 16.5
sao cldssicas, que podem ser vistas em [169], por exemplo. Para um dado aspecto a/b, A, corresponde
ao valor obtido pela curva mais inferior, o que define o0 modo m de flambagem. Observa-se que A,
nao difere muito do valor minimo de cada curva. Diferenciando (16.55) em (a/b), temos que em cada
curva m o minimo de A ocorre para aspecto de placa

(%) =m (%)1/4, (16.56)

de forma que o minimo de A é

72Dy | ( D11\ ? (D12 +2Degs)
Anin = - S B 16.57
b2 <D22> * Do ( )

Observe que o minimo é o mesmo em qualquer curva m, como ilustrado na Figura 16.5. Como a
variacao de A\, com a/b é relativamente pequena para aspectos a/b > 1,5, o valor A\pi, pode ser usado
como aproximagcao de Agp.

Para certos aspectos de placa a/b, é possivel a ocorréncia simultanea de dois modos de flambagem
para uma mesma carga critica, como ilustrado no ponto A da figura. A determinacao desse aspecto
de placa pode ser obtida aplicando (16.55) para m e (m + 1) e igualando os resultados. Com isso, se
obtém a localizacao dos pontos de transicao entre modos subseqiientes:

a B Dll 1/4






