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Sumario

Neste trabalho apresenta-se um modelo analitico-numé-
rico para a determinacao de tensdes resultantes, deslocamen
tos e deformacdes em cascas finas de revolugdo, submetidas
a uma distribuicao de temperatura T = T(s,0,z). O desenvol-
vimento analitico & realizado utilizando-se a primeira apro
ximagdo de Love, e a formulagdo numérica & feita através de
diferengas finitas, sendo os resultados apresentados obti-
dos através de um programa digital.

Summary

This work describes an analitic-numerical process to
analise stress resultants, strains and displacements in
thin shells of revolution, subjected to an arbitrary tempe-
rature distribution T = T(s,@,z). The analitical develop-
ment is based on Love's first aproximation, and the numeri-
cal formulation is made by finite difference equations. The
results presented are obtained by a digital progranm.
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1. Introdugdo
Este trabalho apresenta um modelo analitico para o

calculo de tensoes resultantes, deslocamentos e deformagoes
em cascas finas de revolucgao, quando submetidas a uma dada
distribuicao de temperaturas T = T(s,%,z). O material da
casca € considerado elasto-termicamente ortotropico, poden-
do ter propriedades variaveis ao longo do meridiano. A dis-
tribuigao de temperatura no sentido circunferencial, deve
ser suficientemente suave para que possa ser expandida em
serie de Fourier, e o modulo de elasticidade nesta diregao,
por ser considerado constante, € tomado para a temperatura

meédia. A formulagdo numérica do modelo €& baseada em diferen
cas finitas, e os resultados obtidos atraves de um programa
digital desenvolvido em FORTRAN IV.

2. Equagoes fundamentais

A figura 1 mostra um elemento genérico com o sistema
de referencia da casca, as tensodes resultantes, os desloca-
mentos e 0s parametros geométricos adimensionalizados atra-

veés de a, e ho‘ respectivamente o comprimento e a espessura

de referencia.

Fig. 1 - Elemento de casca e tensoes resultantes
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Integrando as equacdes de equilibrio, determinadas na
teoria da elasticidade [4], ao longo da espessura da casca,
obtem-se as equagbes diferenciais de equilibrio de um ele-
mento generico de cascas de revolugdo:

N + N
(p NJ)

g~ B g *

s — Qg = -0 Py

Pl

(b Nog)' + Ng + 0" Nog = Py 0" Qq = -0 Py

(p Q)" + éo = W+ py oot Ng = -e p, (1)
P
1

(p Ms)' + Ms@ - p' MG - D‘QS =0
(b Mgg)' *+ Mg + p! Mg =P Q=0

onde ( )' =3/ds() e () = 3/30( ).

Se a superficie média da casca for tomada como a su-
perficie de referéncia, e se as propriedades elasticas do
material forem simétricas em relacao a superficie média, a
relacao entre os vetores tensoes resultantes N = [NS’NO‘
NSG}, M = (Ms’ Me, Mso) e os vetores deformagao e = (Es,ca,
ESO]. e mudanga de curvatura k = (ks‘ kd, kse] na superfi-
cie média é:

: T
- - (2)
M 6] D k MT
onde By5 = By sao as constantes de rigidez extensionais,
dij = dji sdo as constantes de rigidez flexionais, Pp =
Ll ] = - . .
(lTs‘ Prgs 0) e My (MTS‘ Mrg» 0) sao respectivamente a

forga e o momento térmico [2].

As relacoes entre os vetores deformagiao e deslocamen-
to, e mudanga de curvatura e deslocamento utilizadas nesite
trabalho, foram desenvolvidas a partir das mesmas relago:s
estabelecidas na teoria da elasticidade [4], observando-;e
as hipoteses e particularidades geométricas do problema de
cascas delgadas de revolugdo [2].
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g = 0 # 011 W
e, =p l(p' u*t V- o, 0" W (3)
e 1
€50 = p_l U - p' p_l v o+ v
' 2 =3 oS "
ks = -pl pl u + pl u w
kg = p'(p olJ-l u-py " 02 v -ptw-p o tw (@)
£ - l " -2 U
k59=[ppl}1u+[2r)1ppo ~(olo}91]v-

i ,

" -2 =1
ﬂ] e p v

+ 2p' p W - 2p w'

Eliminando todas as incognitas exceto u, v, w e Ms,og
tém-se um sistema de quatro equagoes diferenciais parciais.
Expandindo as variaveis que sao fungoes de 0O em série de
Fourier de maneira compativel [5], resulta um sistema de
quatro equagoes diferenciais ordindrias na variavel s, para
cada harmonico n. Adimensionalizando todas as variaveis u-
sando a, hy, Ej (modulo de elasticidade de referencia), g
(tensao de referencia), 'I'0 (temperatura de referencia) &
considerando X = (u,v,w.Ms}, resulta:

PX" + QX' + RX = C (5)

onde os elementos das matrizes P, Q e R sdo fungoes dos pa-
rametros geométricos e das constantes de rigidez da casca,o
vetor C & fungdo dos parametros geométricos, dos carregamen
tos e da distribuigao de temperaturas, e se encontram indi-
cados no Apendice.

0 sistema de equacdes diferenciais (5) & de oitava or
dem, exigindo portanto a prescrigdo de quatro condigdes de
contorno em cada borda. Se

Y -1

= g " _1
Neg “ Nyg =By P" 0

BM g QS = Q. *nyp BMSO (6)

sdaoc as tensoes resultantes efetivas nas bordas, as condi-
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goes de contorno em cada borda podem ser dadas [1]:

(7}

&y ¢s v h4 Ms =€y

1

onde ¢ = o; u - w' €& a rotagdo da tangente a linha de co-

ordenadas s.

r : s
Como hs‘ Tse‘ Qs 8
X e X', a equagao diferencial que governa os contornos e:

e b podem ser escritas em fungao de

EX' + FX = Y (8)

onde os elementos das matrizes E, F e do vetor Y enccitram-
se indicados no Apéndice.

Resolvida a equacgao diferencial (5) com as condigoes
de contorno (8), as tensoes resultantes, deformagoes e mu-
dangas de curvatura da superficie de referéncia, sao deter-
minadas respectivamente pelas equagoes (2), (3) e (4):

3. Formulagao numeérica

A formulacdo numérica das equagoes (5) e (8) & feita
por diferengas finitas usando:

[— =1 2 _ 2
Xj = (2h)71(-3X, + 4X, - X3) + @h
X! = 2 x.., - X. ) + on? i =2, n-1
1 i+1 i-1 ?
3 (9)
= o 2
X, = (2h) 71X _, - 4X__, + 3X ) + oh
X! = h™3(X, ., - 2X. + X,..) + @b i = 2, n-1
i §g i i1 ’

onde h & o espacamento pivotal e h € o nimero de pontos pi-
votais.
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Aplicando as equagdes (9) na equagdo (5), obtém-se:

ﬁli Xi—l + AZi Xi + ASi Xi+l = Ci i= 2, n-1 (10)
- -1 o -2
com R]i = h Pi (Zh) Qi‘ AZi Ri 2h Pi e
R -1
B = W™ Py # (2h)" Q4

Aplicando as equagdes (9) na equagao (8), obtém-se pa
ra as bordas:

(11)
Aln Xn-z * A2n n-1 * ASn Xn = Yn
onde A.. = F. - 1,5h" L E, A,y = 2n"lE , Agy = -(zn)" e
1~ 5 3 gy Agy ® E B fy 1
A = my e A, = -2hTlE A, =1,5 h"lE + F
1n n’ 2n n’ 3n ? n n

Como as matrizes All e Ag podem ser singulares.o sis
tema deve ser modificado antes de se proceder sua solugdo.
Essa modificagado consiste na obtengao de duas equagoes pela
aplicagdo de (10) nos pontos i=2ei=n-1, comas quais
elimina-se respectivamente All e A3n‘ obtendo-se:

(12)

_ -1 _ -1 _
onde Ky = Apj(Ag,) “A 51 = Ay (Ayp) TAsp - Agg

_1 o _ "
G = ¥ A = ASn[A A

} -1
5 = A (A1) TGy - Yy Ay p $.0-10 Pl T M

T _ —1 B
Ry no1 = Asn(Bg 1) A2 ner T Aon

= _ -1 _
Bp-1 = ASn(AS,n-I] Ch-1 ™ Yn

Utilizando as equagoes (10) e (12) constroi-se um si
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tema linear com uma forma caracteristica, cuja solugdo atra
vés de um esquema numérico simples, que utiliza pouca memo-
ria de computador, encontra-se apresentada na referencia
[5] . Obtém-se, desta forma, as solugOes para X;, 1= 2,
n-1, sendo entao X, e X determinados por

1

X, = (A

1 (C, - A X, - A X

12) T (€g = Ay Xy - Agy Xg)
(13)

X, = Ay o 7hee, g - A

n n-1 - = Xp-1)

1,n-1 "n-2 2,n-1 "n-

4. Resultados

Utilizando o programa desenvolvido, resolveu-se pro-
blemas com solugdo analitica conhecida, com o objetivo de
verificar o modelo.

A figura 3 mostra o comportamento do deslocamento e
das tensdes resultantes proximas a uma extremidade livre de
uma casca cilindrica (figura 2), com temperatura interna
constante positiva (AT/2) e uma temperatura externa constan
te negativa (-AT/2) de igual valor a temperatura interna,
(ou seja, cujo carregamento & apenas um ''momento térmico").
A solugdo analitica foi obtida a partir da referéncia [6] ,
podendo-se observar que os resultados numéricos sdo bastan-
te proximos a ela.

A figura 4 apresenta os resultados obtidos para uma
casca cilindrica uniformemente aquecida até uma temperatura
T, engastada nos extremos. A solugdo analitica deste proble
ma, & obtida nas referencias [2, 3], considerando que a'"for
¢a térmica" na diregdaoc axial € nula (Pyo = 0), ao longo da
casca e nos contornos. Introduzindo esta simplificacio no
programa, a solugdo numérica aproxima-se bastante da solu-
gao analitica, como pode ser observado. Para mostrar a im-
plicacdo desta simplificagao nos resultados, apresenta-se,
também, a solugdo numérica sem considera-la.

Solugtes numéricas para outros harmonicos (n # 0),mos
tram a convergencia dos coeficientes de Fourier para este
problema.
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Fig.2 Cascacilindrica com '"momento térmico"

eses Solucho analitica [6]
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Fig.3 Deslocamento e tensoes resultantes
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Fig.4 Casca cilindrica uniformemente aquecida
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Apendice
Elementos nao nulos das matrizes P, Q, R e do vetor C:

Pajy s Pyy = pagg *+ (p10")7(20) '8dg5.

=~ " s =1 "
= -p le Bd33'ﬂ. P32 = ~p 01[3 ﬂd33n

-1, ,.2 2
p “(p")

Bdo + 207! Bdy n®, Py, = pB, Pyy = dppo

1 ' = = =] "
plaj; * pajy, ay, = [ag; * agg - (2) Te" Bdgs]n

1 2 2

'1 " = ' -l
Py PAyy ~ pypTag, + (ppy) T(p')7 BdO + (ppy) "Bdzzn
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1

o _ i A
pl 0B, Az = -y + ag5 - (20) 7P Bdgsln

34

1

q,, = p'agy * pazg * c-lplo"B{liolp”J' 2 (20) Tpqpe'ldgy ¥

ER i TR =2 TP
+le 633/2]v q23 = '(p lplp d33 ol plp P dG)Bn

2

- * -1 _ - 2
qgp = PyPMay, © Py Py (ppy)

1p)2 pde - (ppy) 'Bdgg 0

R W T
p  (pyp")'1dgg - P TogpMdzg *

1]
—_—
(e8]
—
=]
hel
—
o
o

a2

+ o_zpla"p'de}ﬂn. gy = {{Zo'lo'o" - 9_2(0']3] do +
foounl s GEg -1y, 2

+ 0 “(p')° de'}B - Z(p "p'dyg - P dz5)Bn

Qe = p'(2-d5)8, a4, = -07%d dg. = ¢ To'd

34 A 1 Wgge Agg 12

R A e (D LY L R CR R U

|

- [p7Tagg * (20057

2
Bd33] n

s ' -1 =3 1ot
={aj, - p p'(2,, ¥ azg) * Blp “p'p"(dgy + d0)
- (2p0y) Ypyp™) dgsln
1 1 33
o =1 =g [ -1 [ 1" =T 1
r]S = (Dl P' - 01 Dpl)dll * 01 Dall i [(910 ]' * pl ] ]alz-
e - o 2,-1 , 2
peaj, v oo 1pln play, - (pqp ) 19 Bldgy * de)n
o = wigi o B-AEY e Tape = <] Lo, , » ang) + 8y =
14 Py P s« Toy ) 33 33
- o 2p "B (dea/2 + d0) -(20) Yp"Bdys *+ (20p7) Tpip"Bds)
p PP 33 Bl PikCag ppy) P1P PC33
r,, = -[o )% + p"]agy - plagy ¥ 0" Yo p"BL[(pyp")"/2 -
22 P AP Pilazz = P d33 51 1
~(20) Yoy 0t - 0 te (0" ldgy + (oo™ /2 -
1 1 33 1

- D‘lplp"p']dgs} i [p‘lazz + 9_3(910”)2 Bd@] nZ
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=3 -1 "

3 i B o Fu, I SR T
Ty3 = 0 Teyp"BdeN” - [o)7ay, - o Teyetay, - p Ty (p7) “Bdsg;

-2 [P ) = 'l "
=0 Tpypte Bd33] n, T,y = P pyp"Bds n

"l " P "1 [ 2 —1 1 3 -
Tgp =P pypplay, - pyp'ag, ¢ [(p%0) (")

- Z(ppl)hlp‘p" + (ppf}_lto‘)zpi]sdo - (opl)'l(p'}2 RAO' -

- [tep)7Ma35 - (op) " Tojdgy + (0%0)) 0" d0] 80’

e o My -2 " i
rgy, = {-911312 + p lnlo”azz + [20 2(010 )'p' +2p “(pypM)0"-

- 2p'3nlp”[p']2 - 9_1(019"3"18633 + [ZD-ZOID"Q' -

- n_l(olp”]']sdé3 + [pﬁz(plp”}'o' - 20‘3919“(0')2 +

2 pwzpl(p")z]ﬁde + D-zﬂlp"p'ﬂde‘}n 5 phSplp”B 4o n’

S S . <
Ty = 20"ag) - e pag; - (g™ fa,, - {2[p7%

- 0'3(0')2]d33 * thzp'dés + [p7%m - 2073(p")%d0 +
+ p'zp'de'} an - 9'3 gde o

—— B -1 2
r34~[p(1-ds)—pds]8-p g ds n

Tgy = pizpidll = oy ) Mot g Typ = b TBge" dygn

TR O S PR

€y = PP * PPfg * p'(Brg - Prg) * 077P'B(ds My = Mpy)
€y = PPy - MPpg - o'lplo" Bn(ds My, - Mpo)

€3 = =PP, * P1P"Ppg - pilpst *Blp'ds’ My, + 0"(ds My, -

~k 2 v ' _ '
= MTG) + p T (ds MTS = MTe]n + p'(ds MTS MTG}]
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Elementos nao nulos das matrizes E, F e do vetor Y:

- _ 2,-1 Wi
€11 T 819971 oy T &3 [(207) (pyp")"Bdgs * 333]
B B = p_zp p"Bd..n, €,, = - p~20 p"Bd..n

23 g2 1 350 C39 g3 1 33

B WPl s -2 2 . o
es3 = g3[p “(p') 7O + 2p "Bdgym }. egy = 838, ey3 g4
foo o ogog bpta e ¥ Rey Tin'® o la..n, £,, = (p-la -
11 - &1 12 1" 127 By 12 Ly = E3APyeay

-1 " e Za =1 o
-0 eqpagy)s £15 =8, [(20%) "0 Bdgg - P agz]n

-1 § ~1 " -2 ot -1 "
f,, = -g,{0 p'agg + o pye"[p 0yt - (20) (py0"Y]Bdys3}
-3 o - 2.1 4.8
Tl 2 -3 o
.Bd0 + (p;p”) "Bdgs n I, £, = gz(0 7000 (2d55 + dO) -

G _ %y ' 2
- 0" 2(p ") dgg)Bn . fyg = -gge op'(2dg3 + d@)En’ < hy

- ! _ o #1 - =
54 = 830 p'(1 - ds)B. £y =ggeyts 4y TRy

£
o ] :
Y, = €, *8y Prgr Yy = €+ Y3 = €3 * 830 p'B(ds My, - Mpp)

Y4 T &y

onde

(=1
2
=5

2z
1 11 22 12

ds = — doe
1

—_

11



