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Sumário 

Neste trabalho apresenta-se um modelo analítico-numé

rico para a determinação de tensões result.antes, deslocame.!! 

tos e deformações em cascas finas de revolução, submetidas 

a uma distribuição de temperatura T = T(s,e,z). O desenvol

vimento analÍtico é realizado utilizando-se a primeira apr~ 

ximação de Love, e a formulação numérica é feita através de 

diferenças finitas, sendo os resultados apresentados obti

dos através de um programa digital. 

Summary 

This work describes an analitic-numerical process to 

analise stress resultants, strains and displacements in 

thin shells of revolution, subjected to an arbitrary tempe

rature distribution T = T(s,e,z). The analitical develop

ment is based on Love's first aproximation, and the numeri

cal formulation is made by finite difference equations. The 

results presented are obtained by a digital program. 
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1. Introdução 

Este trabalho apresenta um modelo analitico para o 

cálculo de tensões resultantes, deslocamentos e deformações 

em cascas finas de revolução, quando submetidas a urna dad a 

distribuição de temperaturas T = T(s, O,z). O material da 

casca é considerado elasto-terrnicamente ortotrÕpico, poden

do ter propriedades variáveis ao longo do meridiano. A dis

tribuição de temperatura no sentido circunferenci a l, deve 

ser suficientemente suave para que possa ser expandida em 

série de Fourier, e o módulo de e l asticidade ne s ta direção, 

por ser considerado constante, é tomado para a temperatura 

média. A formulação numérica do modelo é baseada em difere~ 

ças finitas, e os resultados obtidos através de um programa 

digital desenvolvido em FORTRAN IV. 

2. Equações fundamentais 

A figura 1 mostra um elemento genérico com o sistema 

de referência da casca, as tensões resultantes, os desloca

mentos e os parâmetros geométricos adimensionalizados atra

vés de a
0 

e h
0

, respectivamente o comprimento e a espessur a 

de referência. 
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In teg r ando as equações de equilÍbrio, determinadas na 

teor i a d a elastic idade [4], ao longo da espessura d a cas ca , 

obtém- se a s equaçõ es diferenciais d e equilÍbrio de um ele

mento genérico de casc as de revolução: 

( p Nse)' + Ne + p ' N - p l p" Qe = - p Pe se 

(p Qs) • + Qe 
E._ N + p l p" No - p Pz s 
pl 

(1) 

( p Ms) • + M se - p ' Me - P. Qs o 

( p Ms e )' + Me + p ' M - p Qe o s 8 

onde ( ) • = a I as ( ) e ( = a/de(). 

Se a super fície média da casca fo r tomada como a s u

per f Ície de refer ê ncia , e se as propriedades elásticas do 

mat e rial forem simétric as em rel ação à superfície média, a 

relação en tr e os vetares tensõe s resulta nt es N = (Ns,N8 , 

Ns 0), M = (Ms' M8 , Mse) e os vetares deformação E= (Es· ' e· 

E s e ), e mudan ç a d e curvatur a k = (ks, ke, kse) na superfí 
cie médi a é: 

(2) 

onde a . . = a sao as constantes d e rigidez ex tensionai s , 
l J J ] 

dij = dji são as co nst an tes de rigidez flexionais, PT= 

(PTs, PTO, O) e MT = (MTs, Mre, O) são re spectivam ent e a 
for ça e o momento térmico [ 2]. 

As rel aç ões entr e os vetares deformação e deslocam en

to, e mudanç a de curvatura e de slocame nto utilizadas ne;te 

trab a lho , for am des envolvid as a partir das mesma s relaçõ ~ s 

estabelecidas na t eori a da e lasticidade r 4) ' observ a ndo- ;e 

as h i pót es es e particul a rid ad es ge ométric as do pr oblema de 

ca s c a s d e lgad as de revolução (2 ]. 
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= u1 + 
-1 E pl w s 

E0 = p-l(p' u + v - pl p" w) (3) 

-1 . -1 E = p u - p' p v + v' 50 

k = - p i 
-2 

+ 
-1 u' - w" pl u pl s 

k = p' (p p ) -l u - p p" p -2 • -2 w - p' -1 w' 0 1 1 v - p p (4) 

k = (p pl)-1 ú + [2pl p' p" p -2 -1] 
sO - (plp")'p v 

- p p" p-l v' + 2p' -2 • -1 
1 p w - Zp w' 

Eliminando todas as incógnitas exceto u, v, w e M 5 ,o~ 

têm-se um sistema de quatro equações diferenciais parciais. 

Expandindo as variáveis que são funções de 0 em série de 

Fo~rier de maneira compativel (5), resulta um sistema de 

quatro equações diferenciais ordinárias na variável s, para 

cada harmônico ·n. Adimensionalizando todas as variáve i s u

sando a , h , E (módulo de elasticidade de re f erência), o o o o o 
(tensão d e referência), T

0 
(temperatura de referência) e 

considerando X = (u,v,w,M5), re sulta: 

PX" + QX' + RX c (5) 

onde os elementos das matrize s P, Q e R são funções dos pa

rãmetros geométricos e das constantes de rigidez da casca,o 

vetor C é função dos parãmetros geométri cos , dos carregaméQ 

tos e da distribuição de temperaturas, e se encontram indi

cados no Apêndice. 

O sistema de equações diferenc iais (5) é de oitava or 

dem, exigindo portanto a prescrição de quatro condições de 

contorno em cada borda. Se 

Ns0 = Ns 0 - Pl p" P-lBMs0' 
-1 

Qs = Qs + n P BMs0 (6) 

sao as tensões resultant e s efetivas nas bordas, as condi-

rÃ 
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çoes de contorno em cada borda podem ser dadas [1]: 

(7} 

-1 ~ 
onde ~s = pl u - w' e a rotação da tangente ã linha de co-
ordenadas s. 

Como Ns ' Ns0 ' Qs e ~s podem ser escritas em função de 
X e X', a equação diferencial que governa os contornos é: 

EX' + FX y (8) 

onde os elementos das matrizes E , F e do vetor Y encc ttram

se indicados no Apêndic e . 

Resolvida a equação diferenci a l (5) cnm as condi ç ões 

de contorno (8), as tensões resultantes, deformações e mu

danças de curvatura da super f ície de referência, são deter

minadas respectivamente pelas equações ( 2), (3) e (4); 

3. Formulaç ão numérica 

A formulação numérica das equações (5) e (8) é feita 

por diferenç as finit as usando : 

X~ 
1 

X'.' 
1 

i = 2, n-1 

(9) 

X' = (2h)- 1 (X - 4X + 3X) + Gh 2 
n n-2 n-1 n 

-2 
h (X i -1 i = 2, n-1 

onde h é o espaçamento pivotal e h é o numero de pontos pi

votais . 
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Aplicando as equaçoes (9) na equação (5), obtém-se: 

Ali xi-1 + A2i xi + A3i xi+l = ci i 2, n-1 (10) 

-2 
com Al i h- 2P. 

~ 

-1 A 
(2h) Qi' 2i R. - 2h P. 

~ ~ 
e 

- 2 -1 
A3i = h pi + (2h) Qi 

Aplicando as equaçoes (9) na equaçao (8), obt ém-se p~ 

ra as bordas : 

All Xl + A21 Xz + A31 X3 = yl 
(11) 

A X + A X + A X = Y ln n- 2 2n n-1 3n n n 

-1 -1 -1 
onde All = F1 - l,Sh E1 , A

21 
= 2h E1 , A31 = -(Zh ) E1 

-1 
Aln = (2h) En' A2n -2h-lE 

n ' 
A

3 
= 1 ,5 h-lE + F 

n n n 

Como as matrizes A
11 

e A3n podem ser singulares,o si~ 
tema deve ser modificado antes de se proceder sua solução. 

Essa modificação consiste na obtenção de duas equações pela 

aplicação de (10) nos pontos i = 2 e i = n-1, com as quais 

elimina - se respectivamente A11 e A3n' obtendo-se: 

onde A21 

A21 x2 + A31 x3 = c2 

A X +A X =C l,n-1 n-2 2,n-l n-1 n-1 

-1 -
All (AlZ) A22 - Azl' A31 

-1 
All (AlZ) A3 2 

(12) 

A31 

- -1 
C2 = All(A12) Cz- yl' Al ,n-1 

A (A ) -lA - A 
3n 3,n-l l,n-1 ln 

A2,n-l 

Bn-1 

-1 
A3n(A3,n-l) A2,n-1 - Azn' 

-1 
A3n(A3 .n-l ) Cn-1 Yn 

Utilizando as equaçoes (10) e (12) constroi-se um sis 

J 
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tema linear com uma forma característica, cuja solução atr~ 

ves de um esquema numérico simples, que utiliza pouca memó

ria de computador, encontra-se apresentada na referência 

[ 5] Obtêm-se, desta forma, as soluções para Xi' i= 2, 

n-1, sendo então x
1 

e Xn determinados por 

X 
n 

4. Resultados 

Utilizando o programa desenvolvido, resolveu-se 

blemas com solução analítica conhecida, com o objetivo 

verificar o modelo. 

(13) 

pro

de 

A figura 3 mostra o comportamento do deslocamento e 

das tensões resultantes próximas a uma extremidade livre de 

uma casca cilÍndrica (figura 2), com temperatura interna 

constante positiva (óT/2) e uma temperatura externa consta~ 

te negativa (-óT/2) de igual valor ã temperatura interna, 

(ou seja, cujo carregamento é apenas um "momento térmico"). 

A solução analÍtica foi obtida a partir da referência [6J 

podendo-se observar que os resultados numéricos são bastan

te prÓximos a ela. 

A figura 4 apresenta os resultados obtidos para uma 

casca cilÍndrica uniformemente aquecida atê uma temperatura 

T, engastada nos extremos. A solução analÍtica deste probl~ 

ma, é obtida nas referências [2, 3], considerando que a"fo~ 

ça térmica" na direção axial é nula (PTs = O), ao longo da 

casca e nos contornos. Introduzindo esta simplificação no 

programa, a solução numérica aproxima-se bastante da solu

ção analítica, como pod e ser observado. Para mostrar a im

plicação desta simpl if icação nos resultados, apresenta-se, 

também, a solução numérica sem considerá-la. 

Soluções numéricas para outros harmônicos (n r O) ,mo~ 
tram a convergência dos coeficientes de Fourier para 

problema . 

este 
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Fig. 2 Casca cilÍndrica com "momento térmico" 
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solução anal(! i c a [ 2, 31 

soluçOo numérica 

1- com simplif icaç llo 

2 - sem simplificaçllo 
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Fi g .4 Ca sca cilÍndrica uniformemente aquecida 
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Apêndice 

Elementos não nulos das matrizes P, Q, R e do vetor C: 

P11 = pall' Pzz = pa33 + (plp") 
2 

(Zp) -lSd33 · 

-1 
P1P" Sd33n, P32 = -p 

-1 
plp" Sd33n, Pz3 = -r 

-1 2 -1 2 
p

33 
= P (p') Bd0 + Zp Bd

33
n P34 = pS, P43 = dll' 

qll = p'all + paÍl' [al2 + a33 -
-1 

ql2 = (2p) p" Sd 33 ] n 

- -1 " ( ) -1 ( I ) 2 Sd0 ql3 - Pl pall - P1P al2 + ppl P - + 
-1 

(ppl) Sd33n 
2 

•), ' 

~ 

"· lt' 
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+p1p"d33/2}, q23 = - (p -1p1p"d33 + P -2plp"p 'd0)Bn 

-1 -1 ' 2 -1 2 
p 1p "a12 - Pl pall - (pp1) CP ) SdEl - CPPl) Sd33 n 

q32 = { 2 [ P - 2P1P"P' - P-l(p1p")']d33- P-
1

plp"d33 + 

+ P-2p1p"p'd0}13n. q33 = {[2 p-lp'p"- P-2(p')3] d0 + 

+ P-1(p')2 dG'}S - 2(p-2p'd33- P-ld33)13n2 

- -1 -1 
p'( 2-ds)i3, q41- -p1 dll' q43 = P p'd12 

[
-1 2-1 2 

- P a33 + (2ppl) Sd33] n 

rlZ={aiz- P-1p'(azz + a33) + S[p-zp'p"(d33 + d0)-

- (2pp1)-1(p1p") 'd33] }n 

- c -1 ' -2 ') + -1 ' [c ") ' + -1 '] r13 - P1 P - P1 PP1 3 11 P1 pa11 - P1P P1 P 
3

12-

- p p"a' + p- 1 p p"p'a -
1 12 1 22 

2 -1 2 (p
1

p ) p'B(d 33 + d0)n 

- p- 2p ' p"B (d
33

;z + dEl) - (Zp) - 1 p"Sd3 3 + C2pp 1 ) -
1

pip"Sd 33 ) n 

r22 = -l·P-1(p')2 + p"}à - p'a' + P-1P p"13{[CP p")"/2-33 33 1 1 

-(2p)- 1 CP p")'p'- P- 1 P CP"Y]d +[CP p")'/2-
1 l 33 l 
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_ - 3 , a de 3 [ - 1 - 1 , - z C , ) 2 a d 
r23 - P P1P ~ -n - P1 al2 - P P1 P a22 - P P1 P ~ 33-

-2 
- P p1p"p' 6 d33] n, 

-1 
r24 = P P 1P"6ds n 

- -1 " ' r31 - p p1p p a22 P~1p'a12 + [(p2 p l)-1(p')3 

- 2(pp1)~1p'p" + (ppi)-1(p')2Pi)6d8- (ppl)-1( p ')2 6d8' -

[ -1 2 -1 2 -1 - 2 
- (ppl) d33 - (pp1) pld33 + (p pl) P 'dGJ 6n 

-1 -1 l -2 -2 r = {- p a + p p p" a + 2p ( p p") 'p' + 2 p ( p p") p"-
32 1 12 1 22 1 1 

-3 2 -1 [ -2 - 2p p p"(p') - p (p p")"]6d + 2p p p"p' -
1 1 33 1 

-1 l [ -2 -3 2 - p (p p")' 6d' + p (p p")'p' - 2p p p"(p') + 
1 33 1 1 

-2 2] -2 -3 3 + P p (p") 6d8 + P p p"p'6d0'}n + p p p"6 d0 n 1 - 1 1 

r _ 2p" -2 -1( ")2 { 2 [ -2, 33 - a12 - p1 pa11 - p plp a22 - p p -

-3 2] -2 [ -2 -3 2] - P (p') d
33 

+ 2p p'd3
3 

+ p p"- Zp (p') d 8 + 

+ p- 2p'd8 '} 6n 2 - p- 3 6d8 n4 

r34 [P" ( 1 
-1 2 

ds) - p ' ds']6- p 6 ds n 

r41 
-2 -1 

P1 pldll - (pp1) P 'd12' r 42 -2 " d P P1P 12n 

- -2 2 
r43 - -p d12 n r44 1 

c1 = -pps + PPrs + p' (pTs - Pre) + P~ 1 P' 6 (ds MTs - MT0) 

c2 -PP e npTe - P-1p1p" 6n(ds MTs - MT0) 

-1 [ c 3 = -ppz + P1P"Pre - P1 PPrs +6 p'ds' MTs + p"(ds MTs -

-1 
- MT8) + P (ds MTs Mre)nz + p'(ds MTs- MTe)J 

iJi f 
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;r 
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Elementos nao nulos das ma tri zes E , F e do v e tor Y: 

ds d 0 B 


