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1. Introdugio

O presente trabalho apresenta um novo procedimento pa
ra otimizagdo estrutural recentemente desenvolvido [1] . Es-
se método se baseia em técnicas de controles [2, 3, 4].e de
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anilise de elementos finitos [5], através da diferenciagao

de elementos finitos fisicos e matematicos. Ele se destina
a resolver uma classe de problemas de otimizacdo em que os
elementos estruturais sao constituidos por um nimero de pe-
dagos desses elementos (aqui denominados elementos finitos
fisicos) que tem contornos e tipos de variagao de espessura
pré-especificados pelo projetista. Por isso, a formulagao
proposta € geral no que se refere a tipos, tamanhos e dis-
tribuigao da espessura de tais elementogs finitos fisicos, a
1ém de permitir o uso do método de elementos finitos facil-
mente. Para exemplificar seu emprego, € apresentado um exem
plo de minimizacao da massa de uma viga sanduiche engastada
em vibracdo livre sob a condig¢do de que tenha uma dada fre-
quencia fundamental. O método & apresentado para elementos
uni-dimensionais, embora tenha sido originalmente para ele-
mentos estruturais planos.

2. Elemento finito fisico

Considere um fendmeno que possa ser descrito por uma
equagao diferencial linear Lw = 0 em um dominio D contido
no espago, R], dos numeros reais, juntamente com condigoes
de contorno apropriadas nos extremos 3aD. Os coeficientes do
operador L dependem de um conjunto de funcgoes ui[x), G N7
..., m, x € D e de parametros constantes. As fungOes u; po
dem ser consideradas como controles do fenomeno e pertencem
a um conjunto pre-especificado U schbre D. Para exemplifica-
gao, suponha que exista apenas uma variavel de controle res
trita a forma u = p(x, ¢), onde d € algum conjunto de para-
metros reais a serem determinados.

A equacao original pode ser reescrita na forma de n e
quagoes de la. ordem

Z " £(x, z, u)

onde z e f sdo fungGes vetoriais pertencentes a um espago n
dimensional, reais e continuas em D; u €& mensuravel em D.As
variaveis zisﬁo denominadas de variaveis de estado e sdo su
postas a pertencer ao espago de Sobolev wl.

Particione-se, a seguir, o dominio D em dominios D.,
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i=1, ..., N, de modo que: Difﬁ Dj = ¢ parai # 3,
N
D= U D.
i=1 1

e que U seja um conjunto de fungOes seccionalmente conti-
nuas em D, continuas em todo D; alem de terem a estrutura
matematica especificada pelo projetista. Seja aDii+1 0 con-
torno entre os dominios Di e Di+1' Assim, associa-se a cada
elemento finito fisico, isto €, a cada pedaco de elemento
estrutural, um subdominio Di'

Por conveniéncia, seja pi(x. rij) = p(x, d) para XEDj
ep; = 0 para x g Di' Denominando por © o numero total de
j
T3 que tenha o menor 6. Convem observar que P; nao necessi
ta ter a mesma estrutura matematica para todos os elementos.

parametros para um dado "i", seleciona-se um conjunto

Definigao: Elemento Finito Fisico e a parte de um elemento

estrutural associada a um sub-dominio Di'

3. Método de otimizacao

Inicialmente, define-se o indice de desempenho, Jo’ e
a fungao, J, a ser minimizada como
N

J=J + & i3« (=2 J 2yl = pi]}dx

o S
i=1 Di

onde A e y sao fungoes multiplicadoras de Lagrange. As fun-
coes A sao denominadas ¥ari5veis de co-estado e também su-
postas a pertencerem a W_. 0 operador "." indica produto in
terno no seguinte sentido:

P>
P
]
"o
-
-,

Definindo-se o Hamiltoniano por

H(x, z, A, u, v, d) =2 . £+ y{u+p)

e realizando integracao por partes, pode-se reescrever J co
mo sendeo:

N xj+l xi*+l
J=J_ + I {x.z| + (A -z + H)dx}

1 X3 Xi !
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Para que J seja minimo € necessario que a primeira va
riagao de J seja nula para toda e qualquer possivel escolha
de variagoes admissiveis de u, A, z e d. Pode-se satisfazer

este requisito através das condigoes necessarias de Pontrya

gin.
i- J = 0; ii- J =0 iii- J =0
s 2Y .u
iv-J 4., =0 ¥ par (i,]j) definido ; . v- J = 0.
* 1J !E
As condigbes "i'" e "ii" indicam que as restrigoes de-
vem ser satisfeitas enquanto que as "iii" e "iv" conduzem

as condigoes de otimo de u e d;;. Finalmente, "v" conduz a
um sistema de equagoes Hamilton-Jacobi e suas respectivas
condigoes de contorno:

i -
. Dj i+1 i,i+1

0 conjunto de equagoes que expressam as condigoes de
otimo, obtidas de "iii", "iv" e "v'", devem ser resolvidas
simultaneamente com a dada equacgao diferencial.

Esse sistema de equagoes diferenciais e integrais nao
lineares podem ser resolvidas por qualquer método matemati-
co. Um destes € o método de elementos finitos que aqui sera
usado.

4, Aplicacao do Método de Elementos Finitos

0 método de elementos finitos [5] faz uso da partigao
do dominio juntamente com fungdes de interpolagio apropria
das. Assim, o dominio D € subdividido em sub-dominios 2y,
i=1,..., M tais que

R. =D e Qi(\ Rj = ¢ para i1 # j

Seja anii+1 o contorno entre os elementos ﬁi e ﬂi*l

Sobre cada elemento & definido um conjunto de pontos nodais
e de fungdes interpoladoras.
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Definigao: Elemento finito matematico € a parte de um ele-
mento estrutural associada a um subdominio ;.

Obviamente, tais elementos finitos matematicos devem
ser definidos consistentemente com os elementos finitos fi-
sicos ja definidos. A seguir, transforma-se a equagao dife-
rencial e as condigbes necessarias dadas para a forma de e-
quagbes algébricas. A primeira pode ser transformada  por
qualquer um dos métodos convencionais e as equagdes Tresul-
tantes sdo lineares nos parametros da varidvel dependente,
mas, COmMo oS parametros dij sdo também incognitas, tais e-
quagodes sao nao-lineares no presente contexto.As condigdes
necessarias sio transformadas na forma requerida pela subs-
tituigdo da variavel dependente e, em alguns casos, da va-
riavel de controle pelas suas expansoes seccionalmente poli
nomiais seguidas das integracgodes indicadas. Essas equagoes
sdo quadraticas na variavel dependente e podem incluir pari
metros da variavel de controle.

A solugao do sistema de equagdes algébricas ndo linea
res consistira sempre de dois conjuntos de parametros. Um
deles define a variavel de controle 6tima, u ., e o outro es
pecifica as varidveis de estado que evoluem sob o controle

u_.
0

5. Exemplo
Como exemplo de utilizagao do método proposto, € apre

sentado a seguir o problema da minimizagao da massa de uma
viga sanduiche posicionada no intervalo [0, L], engastada
em x = 0 e em vibragao livre, sendo dadas a frequencia fun-
damental e a massa do nicleo.

Um elemento finito fisico "i" & definido como sendo
um pedago da viga sanduiche com largura unitdria, comprimen
to c,, espessura do nicleo A. e posicionado no intervalo

]xi. xi+lj' As duas folhas estruturais iguais tem a espessu
ATRY 2. 2 _ 2 LR
ra t = Ai + [Bi Ai)[x xi)/ci. onde Ai e Bi sao, respec

tivamente, 4 espessura de cada folha deste elemento em x; e

X A viga serd entdo constituida de N elementos finitos

i+l
fisicos unidos de tal modo que haja continuidade de desloca

mentos lineares e angulares, esfor¢o cortante e momento fle
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tor.
A equagdo do movimento sera

_ 2
(E I w,xx),xx = [pc Ac + Zpst(x))ﬁ w X € {xi.x

i+l)
i=1,...,N
onde: E, Pgr I(x) sdao o modulo de elasticidade, densidade,
segundo momento de drea das folhas; Py ® A, sao a densidade
e a espessura do nucleo e 0 € a frequencia fundamental. As

condigoes de contorno sao

w(0) = w  (0) =Q(L) = M(L) =0

Neste problema se define como varidvel de controle a
espessura, t(x), das folhas estruturais e como variaveis de
estado os deslocamentos linear e angular, momento fletor e
esforgo cortante associados ao modo fundamental. Entao te-
mos as equagoes

Z] = W
z],x = g
ZZ,X = 23/E I
3 x T %
2y 5 = (0o Al * 20 t)n’ zi x €D,
i=1,. WN

e as condigoes de contorno
21(0) = z2,(0) = 33[L} = zd(L) =0
Definindo o indice de desempenho como sendo a massa

estrutural e o Hamiltoniano por

H= t+ X o £*ylt - [Ai + (Bg - Af)(x - xi]/ci]},

obtem-se a funcional J a ser otimizada como sendo

+1 xi+l
* g]dx}
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Seguindo o procedimento proposto, determina-se as e-
quagoes de Hamilton-Jacobi

ll,x = -(pc ALt 20 t)q Aq
lz.x 2 -Al
xS,x = -Az/E I
i4.x =-ks X c Di‘ i=1:5..:.,N

que podem ser reduzidas a

« (p. A+ 2a. t)a® a

X & - s 4

4,xx).xx

Conclui-se também que as variaveis de co-estado Ai sao con-
tinuas em D e que

A (L) = A (L) = Ag(0) = 2,(0) =0

Portanto Aa ez satisfazem a mesma equagao diferencial e
com as mesmas condigoes de contorno, Logo, a unicidade de
solucoes dessa classe de problemas requer que }4 = C Zq-

Levando isso em consideracao, conclui-se que as condi
¢oes necessdrias restantes requerem que a espessura, t, e

os parametros de controle, Ai e Bi‘ sejam tais que

. B 2 .2
1+ C[-E AZ zl.xx/z + 200 21] + y(x) =0

-A‘[xi+lytx)[1 - (x - x;)/c.]dx = 0

i %i i i
xi+1

-BiJ y(x) [(x - xi)/ci]dx =0

Hz

Estes requisitos indicam que os elementos com A, e B, nao
nulos e nao necessariamente iguais devem ter as seguintes
propriedades:

a- devem ter a mesma energia Lagrangeana média, como pode
ser observado pela satisfagao simultanea dos dois alti-
mos requisitos ja que-(y(x) - 1) € a distribuigdo de e-
nergia Lagrangeana;
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b - o baricentro da distribuigdo da densidade de energia La
grangeana deve se localizar na secgao media de cada ele
mento.
Caso Ai e Bi sejam necessariamente iguais, somente a
propriedade '"a" ocorre.

Supondo que

para algum "i" e que todos os elementos finitos matematicos
"j" tem o mesmo comprimento ”cj", podemos escrever as condi
¢Ges necessarias como sendo

q 4T s ;
Ai{lfc + _Z F(J) ((1 = e p)Cj)[E Ag OEEJ)- 49592 GE(J))

1=p
Cp a2 g0 gy o WO -0
a : _
Bi{lfc - jip W[J}[[j T p)Cj(E Ai O§[J} a 405 QZ Dgtj]) i
+ (E Az lgtj) - 4o 0l 1@(j)}]!(j}} « i
i = 1,.40,4N
onde

y " x.+1 2
J@(l] & I i a eT[[x o xi]/ci]de

s s X;+1 ;
Jill) o | AT . j
§ [ g,xx f,xx[(x xi)/ci] dx
.
i
a - vetor das fungoes de interpolagao
@[J)- deslocamentos lineares e angulares nodais.
Como exemplo numérico, considere-se a seguinte viga:

Comprimento 100 cm

Espessura do nucleo 10 cm

Densidade: nicleo 0,0104 kg/::m3
folhas 0,0078 kg/cm3

Frequencia 434 Hz

Médulo de Elasticidade 2,06.10% N/cm?
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A redugao da massa total da estrutura, em percentagem
em relagdo a viga uniforme de mesma frequéncia, é indicada
na Tahela 1. Esses resultados indicam que elementos com dis
tribuigdo de espessura linear acarretam redugao da massa es
trutural sensivelmente melhor que as uniformes, e, além dis
so, tais redugbes sao muito proximas das obtidas por Weiss-
haar [6] através de otimizagdo continua. As solugdes para
elementos finitos fisicos uniformes comparam qualitativamen
te com os resultados encontrados por Venkayya (7] e os 1i-
neares com os resultados de Sippel e Warner [83. Convém lem
brar que a economia da massa estrutural depende da frequen-
cia adotada.

Elementos finitos fisicos

Numero Tipo

usado Uniforme Linear
1 0,00 6,67
2 4,78 7,74
5 6,58 7,95
4 F22 8,02
6 7,68 8,05
8 7.84 8,05

Tabela 1.

6. Conclusoes

Em sintese, o método utiliza-se de duas expressoes
seccionalmente polinomiais independentes, uma para a varia-
vel de controle e outra para a varidvel dependente, gerando
assim os elementos finitos fisicos e matematicos, respecti-
vamente. A diferenga basica entre tais expansdes, € que a
primeira define a geometria (espessura) dos elementos fisi-
cos, enquanto que a segunda aproxima a solugao da equagao
diferencial dada.

As vantagens do método proposto, em relagdo aos  de-
mais, que usam condigOes necessarias para a ocorrencia de
um 6timo, se baseiam na generalidade com que a distribuigio
de espessura dentro de cada elementos finito fisico pode
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ser especificada, dos contornos arbitrdrios desses elemen-
tos, bem como do método numérico utilizado para resolver a
equacgao do movimento juntamente com as condigoes necessa-
rias. Os resultados obtidos através dessa formulagao sao
bastante significativos e comparam-se muito bem com os re-
sultados obtidos por outros métodos.
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OTIMIZAGRO DE ESTRUTURAS ATRAVES DE TECNICAS

DA TEQRIA DE CONTROLES E ANALISE DE ELEMENTOS FINITOS

Sumario

0 presente artigo sugere uma formulagao baseada em
tecnicas da teoria de controles e anallse de elementos fini
tos para a obtengiao das condigoes necessarlas para projeto
otimo de estruturas. As condigGes necesqarlas sdo obtidas a
través dos conceitos de elementos finitos fisicos e matemi-
ticos. Como ilustracaoc, o método & usado para otimizar uma

viga engastada em vibragao livre.

OPTIMAL DESIGN OF STRUCTURES BY CONTROL THEORY AND

FINITE ELEMENT ANALYSIS TECHNIQUES

Summar

A formulation based on control theory and finite ele-
ment analysis techniques is suggested for obtaining opti-
mality conditions for optimal design of practical structu-
res. The necessary conditions for optimality are derived
using the concepts of physical and mathematical finite ele-
ments. By way of illustration, the method is used for opti-
mization of a vibrating cantilever beam.



