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1. Introdução 

Este trabalho descreve a formulação básica do proces­

so num ér i co computacional e programa codificado em FORTRAN 

utilizados para det erminar centro de cisalhamento, constan­

te t orciona l , constante de emp enamento e constantes p ar a ex 

pressões da função empenamento, momento setorial de primei­

ra espécie e fluxo de t ensões ci s alhant es devido à f lexã o 

em se cç ões fechadas ou aber t as, de paredes delgadas . 
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As secções abertas são modeladas por um numero 

trãrio de pontos interconectados por elementos 

e/ou circulares individualizados pela ordem de seus 

tos origem e término. Os pontos origem e término 

lemento são tomados sobre a linha média da secção 

sal. 

Alguns resultados obtidos foram comparados com o que 

se encontra nas refer~ncias [3, s·, 6]. 

2. Configuração 2eomêtrica do iésimo elemento 

A configuração geométrica do iésimo elemento é esque­

matizada na figura 1 onde Ai e Bi são os pontos origem e 

término, respectivamente; C! centróide do elemento; M. pon-
1 l 

to médio entre Ai e Bi; Di centro de curvatura do elemento; 

C centróide da secção e S centro de cisalhamento. Os eixos 

principais de inércia são representados por n , ~ . 
p p 
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B; 

(o) {/ 
•s 

:/ 
i 

(I)) 

I 
'N / • xj 

k y~ p 
c "!). 

L ___ 'c· 
-·····"1... ·--. j"'A; 

o • 

D; 

~ "!).p r ~A .. ·)_\ -
~\~_:/ · 

o 

Fig. 1 - elementos: (a) retilíneo, (b) cir cular. 

Os dados para o programa são as coordenadas de 

B. e, adicionalmente, R. em elementos circulares. 
l 1 

o 
A. e 

1 

sinal 

de R. é adotado de acordo com a rotação em torno 
l 

de D. 
l 

c o-
mo polo. 
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3. Secções abertas 

O fluxo de cisalhamento [1} devido à flexão (sem tor­

ção) no iésimo e lemento é 

qoi qai + kti(-V~(I~ J:i ~ dsi- ln ~ J:i n dsi) -

- vn (In J:i n dsi - In~ J:i ~ dsi)) (1) 

onde qa . ; qa~- V ~ + qa . V e o f luxo de cisalhamento na 
1 , 1 , n1 n 2 -1 

origem Ai do iésimo elemento, k (ln I ~ - ln~) , Vn e V~ 

componentes cis a lhantes r e sultantes e ln, I~ , ln ~ momentos 
de inércia de área. 

Considerando a configuração geométrica utili zada, a 

equação (1) pode ser escrita na forma 

(s./jR . j) + 
1 1 

+ Q2n 1. s? + Q3 . sen (s./jR. j) + Q4 . (1 - co~ (s . /jR. j))) 1 n1 1 1 n1 1 1 

... ( 2) 

As constantes em ( 2) estão indicadas no apêndice e 

são determinadas pa r a cada elemento e listadas pe lo comput~ 
dor. 

O centro de cisalhamento S(xsa' y
5

a) é dete rminado so 
mando os momentos das for ç as cisalhantes nos n elementos,em 

relação a C. 

A constante torc i onal [z] pode ser calculada, aproxi­

madament e por 

J (l: b . t~) /3 
l l 

(3) 

A const ante de empenamento (warping constant), usual­
mente, é definida como [1, 3, 4] 

r ; L(f: i (Dt - ws 1)
2 

ti dsi i l, n (4) 
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Dt 
f

b· 
(1: ~ Ws. t. ds.)/Ar o ~ ~ ~ 

i 1 , n 

J

S· 
Ws. = Wa . + ~ rs. ds. 

1 1 o l ~ 
l, n i 

Wa. é o valor de Ws. na origem do iésimo elemento e Ar 
~ ~ 

rea da secção transversal. A equação (6), em função da 

figuração da fig. 1 , pode ser escrita como 

Wsi Wa. + Wl.s . + W2. sen(s./!R.!)+ W3.(1-cos(s./!R.!)) 
1 11 l ~ ~ l l l 

... ( 7) 

Ws. é denominado por a lguns autores r4, sj de "função 
l -

empenamento", entretanto, a função empenamento adotada nes-
te trabalho está indicada no apêndice e é importante no câl 
culo de tensões normais [1, 3]. 

Para secções constitufdas de elementos retilfneos que 

t êm um ponto em comum (fig. 2), a constante de empenamento 
vale [3, 5] 

(8) r 
J
bi 3 2 

( ~ t. rN. ds.)/12 o 1 1 ~ 
i = 1, n 

o 

Fig. 2 

O cálculo do fluxo de cisalhamento, na torção não uni 

forme, envolve o conhecimento de 

J
si 

Qwsi = Qwsai + 
0 

(Di - Wsi)ti dsi (9) 
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denominado "momento setorial de primeira espécie" em rela­

ção à origem s = o (origem do primeiro elemento) (3, 4] .Nov~ 

mente, de acordo com a configuração geomitrica, esta equa­

ção pode ser escrita como segue 

2 s. + 
1 

cujos coeficientes(V.ap~ndi ce)sã o listados pelo computador. 

Para est abe lecer o sentido origem-término de cada ele 

mento, sabe-se que o fluxo de tensões cisalhantes é zero 

nas faces livres . Ass im,a utili zação de (2,10) reque r que se 

considere fac es livres como origem dos elementos que a pos­

suem e o sentido origem-término deve ser tal que cada no 

(ponto de inc idência dos elementos ) possa ser designado CQ 

mo origem de um só elemento (fig. 3a). Para os outros ele­

mentos a ele lig ados, será um término. 

4 

(7 9 9 

~ 

(8) 

8 

Fig. 3 - (a) orientação do s elementos para o cálculo de 

grandezas ligadas a qoi a (b) ao empenamento. 

A quantidad e Wsi aumenta à medida que s au-

menta e, somente, na extremidade livre escolhida corno ori­

gem das coordenadas s, é nula . Logo, a orientação da fi-

gura 3a não se aplica. Para usar a equaçao (7) é 
necessário que os sentidos origem-tirrnino dos elementos se­

jam estabelecidos de tal forma que cada nó seja término de 

somente um elemento. Em todos os outros elementos a ele li­

gados, será urna origem (fig. 3b). 
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4. Secções fechadas 

O fluxo de tensões cisalhantes num elemento i de uma 

secção fechada (ausência de torção) é 

qi = qoi + qri (11) 

onde qo. é dado por (2), considerando a secção aberta e qr. 
l l 

é a soma algébrica dos fluxos de tensões cisalhantes redu!_! 

dantes requeridos. Os fluxos de tensões cisalhantes redun-

dantes q., q
2

, • •• • , q t são obtidos da relação 
1 nc 

~ qo ds/Gt + q. ~ ds/Gt - l:qk r ds/Gt rj J rj J j, k 
o (1 Z) 

onde j = l, nct; k = 1, ncc.; nct é o número de cavidades 
- J -tubulares da secçao e ncc. o numero de cavidades adjacentes 

J 
à cavidade j. 

Somando momentos em relação a C, obtém-se as coordena 

das do centro de cisalhamento na forma 

X = X + nn. qi;j j = 1, nct (13) sf sa J 

Ysf = Ysa - ZHl. qnj j = k, nct (14) 
J 

onde q. = q . V + qi;. Vi; e Q. ê a área encerrada pela li 
J ll J ll J J 

nha média das paredes de cada cavidade tubular j. 

As constantes torcional e de empenamento e as cons­

tantes das expressões da função empenamento, momento seto­

rial de primeira espécie e fluxo de cisalhamento devido à 

flexão [1, 3, 7], são determinadas modelando a secção de mo 

do análogo às secções abertas. 

5. Resultados e comparaçoes 

Nas figuras 4 e 5 são mostrados alguns exemplos de 

secções modeladas por nós e elementos de espessura constan­

te. Os resultados da figura 4 podem ser comparados com as 

referências [s, 6] e os ela figura 5 com a referência 1.3 ] 

6. Conclusões 

Utilizou-se um programa codificado em FORTRAN com a 
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Ar X c Yc ltt lt lllt Xs Ys J r 
(o) 7.37499 2.09491 0 .0000 84.86 45 97 0 .00 -153306 0.0000 017466 336 .06 

(b) 2.70299 5.93249 084218 4.02 56 . 20 0.00 5.93249 1.41730 001642 III . 76 

Fig. 4 - Exemplos <de secções abertas. 
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(I) I 4 (5) 32 (I) 

Ar I xc I Yc lyt I 1\ I I'll Xs Ys Jtub. 
(o) 6 5038512 0000j4. 7322~ 116.041 22.331 -Q.30 2.1858~ L 16245 37 55 

(b) 1007999ji2.0000I38.1078El 6184.22llo36.ao 1 o. o o 120000 38.22936 2614 .30 
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formulação apresentada e os valores obtidos para as coorde­

nadas do centro de cisalhamento, centrÓide, moMentos de i­

nércia, assim como constantes torcionais e de empenamento , 

apresentaram excelente acuidade com os valores encontrados 

na literatura. O programa, sendo geral, possibilita a obte~ 

ção dessas constantes para qualquer tipo de secção transve! 
sal de paredes delgadas, fechada ou aberta, e é de grande 

valia em análise de estruturas aeroespaciais e navais. 
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Apêndice 

A1 - Constantes da equação (2) 

19) Em elementos retilÍneos 

Q1t:i 

QZu 

-kti(I E;, (yAi- Yc) - 1nE(xAi- xC)) 

-kt. (I~ sen •· - I ~ cos •. )/2 
l c, l ns l 
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Qlni - Kt i (ln (xAi - XC) - 1T14(yAi - Yc)) 

Q2T1i -Kti (IT1 c os <Pi - I 
n4 

sen <Pi)/2 

Q34i Q40 = Q\i = Q4 . = o n1 

29 ) Em elementos circulares 

Ql4i -Kti (I~(yDi - Yc) - In~(xDi- xC)) 

Q3b -Kt 1 1Ri i 2 CI~ sen <PJ.- rn 4 cos <Pj_) 

Q4b -Kti Ri I Ri I (I~ cos <Pj_ + In~ sen <Pj_) 

Q3 . 
';1 

-Kti (I n(xDi - xC) IT14(yDi - Yc)) 

2 
-Kti I Ri I (ln cos <P i_ - In~ sen <Pj_) 

Para determinar qani e qa~i' sabe-se que, nas ex tremidades 
livres, qa. é zero e no iésimo e lemento, é a soma dos flu-

1 

xos cisalhantes dos elementos que precedem o iésimo ele-

mento. 

A2 - Função empenamento 

WF. = WF a. + WFl.s.+WFZ.sen(s./IR.j)+WF3.(1-cos(s./IR.I)) 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

WFa. = Dt - Wai; WFl . = -Wl. ; WFZ . = -W2i; WF3 . =-W3 . 
1 1 1 1 1 1 

P) Em elemento retilÍneo 

Wl. = (xAi - xs)sen <Pi - (y Ai - ys)cos <Pi ; wz. W3. o 1 1 1 

2 Q) Em elementos circulares 

WI 1 Ri; wz 1= R1 ((xDi - xs)cos <Pi_+ (yDi- y
5
)sen <Pj_) 

W3 1 JR 1 J(-(xDi- xs)sen <PJ.+ (yDi- ys)cos <Pj_) 

A3 - Constantes da equação (10) 

Qwsli = ti (Dt - Wa 1 - W3 1); Qws2 i 
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Qws3 . = -wz. IR. I t.; 
l l l l 

Qws4. = W3. IR. I t. 
l l l l 

Para determinar Wai sabe-se que o empenamento da Q 

rig em do iésimo elemento é o mesmo do término do elemento 
que o precede. 
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ALVES, D.B. e ANDERSSON, V. 

DETERMINAÇAO DO CENTRO DE CISALHAMENTO, CONSTANTE 

TORCIONAL E DE EMPENAMENTO EM SECÇOES DE PAREDES DELGADAS 

Sumário 

Foi descrita a formulação básica do processo numéri­
co computacional e programa codificado em FORTRAN, a fim 
de determinar momentos de inércia de área, centróide, cen­
tro de cisalhamento, constantes torcionais uniformes e não 
uniformes, constante de empenamento, constantes para ex­
pressões da função empenamento, momento setorial de primei 
ra espécie e fluxo de tensões cisalhantes devido à flexão 
em secções de paredes delgadas, abertas ou fechadas. Al­
guns resultados obtidos foram comparados com a formulação 
existente na literatura. 

DETERMINATION OF SHEAR CENTER, TORSIONAL 

AND WARPING CONSTANT IN THIN WALLED SECTIONS 

Summary 

A basic formulation for a numerical computational 
process and a FORTRAN program was developed to determinate 
areas moments of inertia, centroidal coordinates, shear 
center, uniform and nonuniform torsional constants , warping 
constant, and constants for warping function, first secto­
rial moment, and bending shear flow in open or closed thin 
wall ed cross sections. Some results obtained was compared 
with the existing formulations in the literature. 


