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Su mário 

Nest e trahalho é apres entada uma descr iç ão suscinta 

do processo ut ili zado pelo Programa Analisador Dinâmico de 

S i stemas Estruturais ( PROASE- DINÂMICO) na d e termina ção de 

frequ~ncias e modo s de vibr aç~o de estruturas espacia is. O 

programa utiliza configurações desloc amento admissí ve is da 

estrutura como um todo e determina as cargas es tatic amente 

equivalentes is for ças de inércia, com as quais, através do 

PROASE -ESTÁT ICO [li. novas aproximações da s funções modais 

são obtidas. 

Summary 

This work pre sen ts a description of th e computational 

method us e~ by Structural Sys tem Dyn amic Analysis Program 

(PROASE -DINÂMICO) to obtain the frequ encie s and vibr at ion 

modes of space structures. A set of admissibl e displ acement 

co nf igurat ions of the whole s tructure are, initially, used 

to determine statically equivalent inertia l oads with 

which the PROASE-ESTÁTICO [l[ constructs a sct of new 

better approximations of th e frequency and mode shapes. 
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l. lntro<lução 

Esta publicação <.!escreve o processo usado pelo Progr~ 

ma Analisa<lor Dinâmico de Estruturas espaciais (PROASE-DIN6 

MICO), um programa digital para a determinação de frequ~n­

cia e funç6es modais de estruturas constituidas por sub-es­

truturas mo<leláveis por um conjunto de pontos (nós) inter­

conectados por elementos finitos ou matrizes de rigidez di­

retamente especifica<las. 

Na sua implementação procurou-se facilitar a modela­

gem de tipos não convencionais de estruturas usa<las em pes­

quisa, utilizan<lo um n~mero rcduziJo de dados de entrada. 

2. O m~todo utilizado 

O m6todo usado pelo PROASE-DINÂMICO para a determina­

çao da resposta dinâmica de estruturas lineares espaciais 

consiste, essencialmente, em: 

a) modelar a estrutura por um conjunto de subestruturas in­

terligadas, podendo ser cada uma delas relativamente comple 

xa, modeladas pelo m6todo do elemento finito. 

h) representar o estado da estrutura por um n~mero relativa 

mente pequeno de coordenadas generalizadas que deverão in­

cluir as componentes dos deslocamentos dos pontos da curva 

ou superfície de interligação das subestruturas e os coefi­

cientes das funç6es deslocamentos que representam a config~ 

ração das subestruturas individuais, tais como, formas mo­

dais de vibraç6es livres compativeis com as condiç6es de 

contorno. 

c) obter as energias cinética e potencial em formas quadrá­

ticas das coordenadas generalizadas. 

d) resolver o problema de autovalores correspondente obten­

do, assim, a contribuição aproximada de cada função coorde­

nada generalizada das subestruturas componentes. 

e) usar essas configuraç6es deslocamento da es~rutura, como 

um todo, para calcular a configuração de forças equivalente· 

às forças inerciais. 

f) aplicar esta configuração de forças estáticas equivalan-



D-394 

tes na estrutura e determinar uma nova configuração desloc~ 

menta. Repetir os passos e) e f) atê que a diferença entre 

duas configurações deslocamento sucessivas estejam 

da precisão desejada. 

dentro 

Assim, o m~todo iterativo sintetizado acima é usado 

para a obtenção de uma sequência de conjunto de funções de~ 

locamentos aperfeiçoadas, conduzindo a uma redução apreciá­

vel na magnitude dos erros . 

Um programa geral foi desenvolvido para executar a 

formulação acima no qual as subestruturas podem ser modela ­

das por meio de elementos finitos (placas ou cascas quadra~ 

gulares, vigas etc . ),cujos nodos (extremos dos elementos) 

poderão ser interconectados aos nós através de ligaduras ri 
gidas desprovidas de massa, por meio de matrizes de rigidez 

diretamente especif icadas ou de massas concentradas com i­

nércias rotacionais ligadas aos nós por ligaduras rígidas. 

Como condições de contorno poderá ser especificado um 

conjunto arbitrário de componentes dos deslocamentos e/ou~ 

ma simulação de apoio elástico em direções especificadas p~ 

lo analista . 

As características mencionadas acima foram implement~ 

das no programa com a finalidade de facilitar a modelagem 

matemática de tipos não convencionais de estruturas usadas 

em pesquisa. 

Se são desejados os N primeiros modos e frequências 

de uma estrutura,o programa resolve problemas de autovalo­

res de ordem um a N. Assim, se som ente os modos de baixa 

frequência são desejados, o programa executa somente probl~ 

mas de autovalores de baixa ordem e bem condicionados. 

O processo imp l ementado pelo programa para, automati­

camente, obter uma sucessão de conjun t os de funções desloc~ 

mentos aperfeiçoadas é essencialmente uma general i zação do 

processo de Vianello-Stodola para vigas. Cada configuração 

modal é usada para a determinação de uma configuração de 

cargas estáticas equivalentes às forças inerciais para a e~ 

trutura total e, através dessas cargas, uma nova configura­

ção modal é calculada e u sada na aproximação sucessiva. A 

chave da eficiência computacional reside na possibilidade 
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de uma análise estática precisa para a determinação efici­

ente e econômica dessas funções. Para tal é utilizado o 

PROASE-ESTÁTICO cuja precisão, eficiência e versatilidade 

tem sido comprovadas em vários tipos de estruturas. 

3. Funções deslocamento dos elementos 

Para facilidade de notação e explanação restringir-s~ 

a a elementos binodais os quais são considerados como mem­

bros cujos extremos (origem, término), aqui denominados no­

dos , se unem aos nos através de ligaduras rígidas desprovi 

das de massa. Na figura 1 é mostrado tal elemento em sua 

configuração deformada e ind eformada. 

1
1 j-ésimo nó~/ui ~ ~ 
I '.__ /vm2 I 
IConfiguroçõo 

3 indeformodo do / 
m- é si mo element nodo 2 

u1sl 

termino) 

I 

Figura 1 - Elemento binvdal 

As relações entre os vetares deslocamento dos nodos 

do m-ésimo elemento e o vetar deslocamento dos nós corres­

pondentes são representadas por 

ond e Lmk é a matriz de transição de vetares relativos a0 

sistema global e aplicados nos nós, para vetares aplicad ,s 

aos nodos com componentes relativas ao sistema intrínseco 

do elemento. 
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As energias cinética e potencial 

em função dos vetares deslocamento dos 

nectados, podem, então, ser expr es sas 

do m- és imo e lem ento , 

nós por el e interco­

po r 

Tm ; ! [Üi üj ] r M~ l 
-m -

2 
M1 2 

M2 2 
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(2) 

(3) 

No processo de s olução des crito mais adia nt e , a conf! 

guração de toda a est rutura é representada por uma combina­

ção l inear de N f unç ões des loc amento line armente indep e nde~ 

tes . Assim, o vetar deslocamento em um ponto de coordenada 

s ao l ongo do eixo ~ do sistema intríns eco do m- ési mo ele­

men to um(s) tem para component es 

6 
um(s); l: cm v~1 (s) 

l j;l j l) 
1, 6 (4) 

onde os co efi ci entes cm são r ela ci ona do s c om as coorden ada s 

generalizadas como se ~erá s ub sequentemente. A en e rgi a c in~ 
tica do m- ésimo elemento em t ermos do ve t ar de componentes 

( 4) é 

Tm 1 

2 

6 
L 

i;l f
L N 

m m m 2 u-(s)( L c. v .. (s)) ds 
o l j;l J l) 

Rearranjando a relação (5) e definindo a i ntegral 

r esulta 

f
L 6 

-m _ l: 
Mj.t - O i;l 

m m m u- (s )v . . v.ods 
l l ·J 1 <-

Tm .!_ Cém)t Mm ém 
2 

(S) 

(6) 

( 7) 

onde u~(s), k ~ 3 é a massa por un idade de compr i ment o no 

pon to de coordenada s do m-ésimo el emen­

to. 
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lJ~(s), k > 3 é o momento de ma ssa da secçao transver­

sal no ponto de coordenada s em relação ao eixo 

k-3 do sistema intrínseco. 

Cm e o vetar coluna de ordem N 

Mm é a matriz cujos element os são as submatrizes 
-m 
Mi j. 

Para a energia pot encial, seguindo um raciocínio ana­

logo, se obteria 

(8) 

onde Km = [K~jJ; entretanto, é mais exped i to e natural ti­

rar vantagem do conhecimento da distribuição de cargas está 

ticas corr es pondentes ã configuração deslocamento da estru­

tura como um todo. As forças e momentos distribuÍdos, que~ 

gindo sobre o e lement o formam a carga es tática equivalente 

que produ zirá a função deslocamento para a estrutura t< tal, 

assoc iada com a coordenada generalizada q. são denomin; jas 
m J 

por f ij (s) , na qual i ; 3 representa forças na direção i e 

i > 3 denota momentos em relação ao eixo i-3. 

Considerações acerca do trabalho externo dessas car­

gas fornecem 

6 
l: 

i=l J 
Lo fm. (s) v .. (s) v

1 
. .e.(s) ds 

1 J 1 J 

A matriz massa, M = [M .. J e a ma triz de rigid ez, 

(9) 

- 1J 
K = [K .. J , para toda a estrutura é construída em arquivo de 

1J 
armazenamento secundário através do fluxograma da fi gura 2. 

Obtida s as matrizes M e K tem-se o seguinte problema 

de autovalores 

w2 MX - KX = 8 (lO) 

onde U X sen wt sendo U o vetar deslocamento 

(11) 

O programa resolve o problema de autovalores (lO) pe ­

lo processo das rotações pivotais de Jacobi. Entretanto, es 
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Determino os nós i e j int erliQados 

pelo elemento m 

Constroi as motrizes ~~ , M~2 , M;2 

e od1ciona os matrizes M11 , Mq, MJJ 

Constro1 os motrizes Ki~, K1""2 , K; 2 

Kii ,KiJ ,K j i 

M=(M; ~ e K = (K,,) 

Figura 2 - Construção das matrizes M e K 

te proce~so, embora expedito e de boa precis ão para proble­

mas de baixa ordem, apresenta a peculiaridade de perder a 

precisão rapidamente ã medid a que a ordem das matrizes se 

eleva. 
Usando os autovetores pelo processo de Jacobi como 

primeira aproximação das funções modais, o seguinte proces­

so iterativo foi implement ado no programa. 
Considere-se determinadas, com a aproximação desejada 

as k-1 primeiras formas modais e respectivas frequências e 

que se conheça uma aproximação inicial da k-ésima forma mo­

dal. Para determinar uma melhor aproximação do k-ésimo modo 

é resolvido uma sequência de problemas de autovalores do tl 

po discutido anteriormente. As k-1 funções deslocamento 

(configuração deslocamento da estrutura como um todo) usa-

das em cada uma dessas soluções são as k-1 formas modais ~ 

previamente determinadas, e a k-ésima função é a mais recen 

te aproximação do k-ésimo modo. Se se represent ar por x{fT 
i= l, Nas componentes do autovetor associado com a p-ési-
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ma aproximação do k-ésimo modo, a ela corresponderá, para o 

m-ésimo elemento, o vetar deslocamento no ponto de coordena 

da s cujas componentes são dadas por 

N 
v~(p) = E XJ~pk) 
lk j =1 

m(p) v .. 
lJ 

i 1, 6 

e a configuração cargas estáticas equivalentes corresponde~ 

te à configuração deslocamento acima sera 

-fm(p) _ m -mU) 
ik - \.li vik i = 1' 6 

Com estas cargas equivalentes o PROASE-ESTÃTICO determina a 

configuração deslocamento v~~p+l) q~e será a (p+l)-ésima a­

proximação da k-ésima função modal. 

Note-se que as k-1 configurações deslocamento da es­

trutura são a proximações com precisão desejada dos k-1 pri­

meiros modos e, portanto, os termos fora da diagonal princl 

pal d as matriz e s M e K, exceto a Última linha e coluna , po­

dem ser desprez ados em comparaçao com os termos da diago­

nal principal. 

Através do proces s o iterativo sintetizado acima o 

PROASE -DI NÂMI CO determina as N funções modai s . 

4. Sequ ê ncj a de s ubprogramas do PROASE-DINÂ~1ICO 

A figur a 3 apr esenta a s equência de subprograma s uti­

li zad os pelo PROASE-DINÃMICO na obtenção das frequências e 

f orma s modai s de vibra ç ões livres. A função de cada um des­

ses subprogramas é sumarizada a seguir. 

A configuração geométrica e mecânica d~ estrutura é 
determinada pelo PROASE-ESTÁTICO 111, o qual 1tiliza gera­

dores multidimensionais e dados 121 de entrada minimizando, 

d e ste modo, a possibilidade de erros acidentais. Este sub­

progr ama fornece as matrizes de rigidez e massa da estrutu­

ra e um conjunto de configurações deslocamento, resultante 

de c onfigurações de forças especificadas pelo usuário , o 

qual será usado mais tarde. 

O subpr og rama LOCARM efetua armazenamento dos dados 

nec es sários à análise dinâmica e as propriedades assoc i adas 
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l PROASE- ESTÁTICO I LOCAR M !MAISAD lAUTVAL I v I B R A 

N EO FN C 

FALAM B ENERG I 

ISOLEST NORMA 

Fig. 3 - Sequênc ia de subprogramas do PROASE - DINÂMICO 

;:-

o 
I ... 
o 
o 

......... ~ -la· . 'l .. I ·_ l! JfliliH . .._.. ... r ... _. ···: • ,,_.,. •• ,, '"""'"""''"'',...~''·-- - ----
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com massas concentradas diretamente especificadas sao pr~ 

cessadas em MAISAD. A seguir AUTVAL determina, pelo proces­

so das rotaç6es pivotais de Jacobi, um conjunto de funç6es 

modais as quais, com as configuraç6es deslocamento obtidas 

acima, constituirão as coordenadas generalizadas do proble-

ma. 

O subprograma NEOFNC seleciona um conjunto linearmen­

te independente dessas funç6es que fornecem, através do su~ 

programa FALAMB, um conjunto de cargas estáticas equivalen­

tes às forças inerciais, as quais são novamente aplicadas a 

estrutura em SOLEST, fornecendo novas configuraç6es desloc~ 

menta. Estas funç6es deslocamento são normalizadas em NORMA 

e a seguir são calculadas as novas energias cinética e po­

tencial do sistema. O processo indicado em VIBRA se repete 

até a obtenção da precisão desejada. 
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