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Sumário 

Neste tr abalho são apresentadas as relações deforma

ção-deslocamento, as equações de equilíbrio, de compatibili 

dade e constitutivas para uma teoria não linear de cascas~ 

lâsticas, na qual não é usada a hipótese de Kirchhoff-Love. 

Summary 

This work presents the strain-displacement relations 

and the equilibrium, the compatibility and constitutive 

equations for a nonlinear elastic shell theory in which th e 

Kirchhoff-Love assumption was not used. 
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1. Introdução 

Neste trabalho ~ descrita uma teoria nao linear para 

cascas elásticas, isotrÓpicas, na qual não~ usada a hipót~ 

se de Kirchhoff-Love. Os tensores, em termos das componen

tes do vetor deslocamento, são obtidos atrav~s das relações 

cinemáticas entre as superfícies deformada e indeformada.As 

equações de equilÍbrio, em relação à superfície deformada, 

são obtidas pelo princípio dos trabalhos virtuais. 

2. Propriedades métricas das cascas 

Uma casca ~ definida corno sendo um corpo elástico trl 

dimensional de volume V, delimitado por duas superfícies e~ 

ternas , uma superior (S+) e outra inferior (S-), distantes 

de urna superfície de referência S0 , de h+ e h-, respectiva

mente, com a condição de que h+ - h-, denominada espessura 

da casca, seja menor do que o raio de curvatura no ponto 

considerado. A posição do ponto P na superfície de referên

cia indeforrnada ~denotado por r
0

; do ponto P* ,na deformada, 

por r~. corno ilustra a figura 2.1. 

Fig. 2.1 

O vetor posição de um ponto Q numa superfície arbitrá 

ria é dado por: 

- 1 2 3 - 1 2 3 - 1 2 r(0 ,0 ,0 ) = r
0

(0 ,0 ) + 0 a 3 (0 ,0 ) (2.1) 

onde (0i) (i = 1,2,3) são coordenadas curvilíneas, e a3 é 
o vetor unitário normal à superfície de referência indefor-
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mada, cujos vetares tangentes sao: li ~ 

e o tensor métrico 

a = a 
a8 a a8' 

a = ar /38a = r 
a o o ,a 

ex À , ex 
a· a8À = u8' 

-a a 

(2.2) 

exÀ a 
a À ( 2. 3) 

ex -onde 0
8 

e o tensor de Kronecker. Os vetares tangentes e as 

componentes do tensor métrico para o ponto Q, são 

g = a - 8
3 b8 a ex ex ex 8 ( 2. 4) 

g = a - 28
3 b + 

ex8 ex8 ex8 
(83) 2 b bex 

ex8 8 
( 2. 5) 

-3 - -3 
g3 = g = a3 = a ' 

33 33 
g33 = g = a33 =.a = 1 (2.6) 

ex3 = a = a ex 3 = O ( 2. 7) gex3 = g ex3 

onde b~ são as componentes mistas do tensor da segunda for

ma fundamental da superfície de referência definidos por: 

bex = b aexÀ 
8 8À bex8 = -a3,ex.a8 a3 .aex,8 

O elemento de volume, em termos das coordenadas curvi 

lÍneas da superfície de referência S0
, e da coordenada 8 3 ~ 

dv 

~ 

onde 

K = _!_ bex H ex, 
2 

~ de 3 ds 0
, ds 0 =lã de 1 de 2 ( 2. 8) 

lgTã 3 3 2 1 - 28 H + (8 ) K (2.9) 

1 ex8 bÀ b~. g 
- llÀ~ ex 8 
2 

det (g .. ) , a= det (a 0 ) 
lJ ex~ 

... ( 2. 1 o) 

Sendo H e K as curvaturas média e gaussiana, respect1 0 
vamente, e ds 0 elemento de área da superfície de referência 

indeformada. 

~ 

- . 
';;"- ~ 
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Da figura 2.1, o vetor posição do ponto Q* na superfi 

cie arbitrária é dado por: 

(2.11) 

Para as componentes do tensor métrico da superfíci e 

deformada são válidas as equações (2.3) com asteriscos e 

(2.4) a (2.7) se transformam em 

a• 3,a 

3. Relações deformação-deslocamento 

(2.12) 

a* 33 (2 . 14) 

Definindo-se dois vetores deslocamento que determinam 
- - o - -1 - -o vetor posição r* dado por, U = r~ - r

0 
eU = a3 - a 3 , o 

que resulta 

a* a 
a* 3,a c a + 

CL 

&3 

Do ) + 03 cal 
, CL ,a 

a* a3 + rrl 
3 

O tensor deformação tridimensional e: 

- 1 ( * ) E .. -- g .. - g .. 
lJ 2 lJ lJ 

( 3. 1) b]J a ) 
CL ]J 

c 3. 2) 

(3.3) 

no qual, usando as aproxim aç ões (3 .1) e (3. 2), resulta em: 

o + 1 (03 ) + 
2 (03) 2 E a8 e a8 e aB 

e aB 
(3.4) 

o + 
1 (03) E a3 e a3 e a3 

c 3. 5) 

o 
E: 33 e33 (3. 6) 

onde 

o 1 (a* aa8) 
1 - -o + -o + rro .rro) 

ea8 = - (aa.u,B a8.u,a 
2 a8 2 , CL 'B 

(3.7) 
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o l - -o - -1 -1 -o e 3 =- (a3 .u • a .u + U .u ) 
Ct 2 ,Ct a ,a (3.8) 

o - -1 1 -1 -1 e33 = a3 .u • - U .u 
2 

(3.9) 

1 _ 1 - -1 - -1 ~ - -o ~ - -o e 8 -- (a .u 8 + a
8

.u - b a .u 
8 

- b
8 

a .U + a 2 a , ,Ct a ~ , ~ ,Ct 

• uo .ul • uo .ul ) 
,a , 8 , 8 , et 

(3.10) 

1 1 - -1 ~ - -1 -1 -1 e 3 =- (a 3 .u - b a .u + u .u ) a 2 ,a a ~ ,a (3.11) 

2 1 ~ - -1 ~ - -1 -1 -1 e 8 = -- (b a .u 
8 

+ b8 a .u - U .U 
8

) 
Ct 2 a ~ , ~ ,Ct ,a , (3 .12) 

4. Equações de equilíbrio 

O trabalho virtual das forças internas para um corpo 

tridimensional é expresso por: 

TVI = f aij 
V* 

6 E . . dV* 
1) 

c i. j 1. 2. 3) c 4. 1) 

onde aij é o tensor tensio simétrico, E-. é o tensor defor-
1) 

maçio e V* denota o volume do corpo deformado. A equaçio 

(4.1) pode ser reescrita como 

TVI = f (aa8 6Ea8 
V* 

+ 2aCt 3 ÓE + a 33 ÓE ) dV* 
et3 33 (4.2) 

Introduzindo as equações (3.4) a (3.6) em (4.2) levan 

do-se em conta as relações de Ü0 e ü1 , obtém-se 

f 
{Na 8(ã + Ü0 ).6Ü0 + Met 8 ((a + Ü0 ).6 a 3* + 

a ,a ,8 et ,a ,8 
so· 

TVI 

+ ã• . 6 Ü0 
) + Bet 8 ã* . 6 ã* + 

3,8 ,a 3,a 3,8 
Sa(ã + Ü0 ) .6 ã• + 

a , a 3 

+ ã*.6 Ü0 ) + Qa(ã* .6 ã• + ã* .6 ã* + P3 .6ã*}dS0 * 3 ,a 3 3,a 3,a 3 3 

... c 4. 3) 

onde 5°* é a área da superfície de referência deformada e a 

seguinte notação é usada 

oi i 

e 

..;~ 
~ 

• ~t 
I 
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(· 
h+ 

Nç;S oetB d03' MetS I ~* 0 etB 03 d0 3 • 

-h -h 

BetB . j\ 0 etB (03)2 d03. Sç; = (_,. 0
a3 d0 3 

-h -h 

QÇt (· oç;3 03 d0 3 , p3 ã* (· 33 d0 3 ( 4. 4) 
3 

o 

-h -h 

O trabalho virtual das cargas atuantes nas superfícies 

externas, Te' e o das forças associadas às condições de con 

torrio , f, (fig. 4.1), são respectivamente: 
c 

TVE t* f e (ô TI0 + 0 3 ô ã*) dS* 
e 3 e 

( 4. 5) 

TVE 
JS* 

f ( ô TI0 + e3 ô ã?,)c dS* 
c c 

(4.6) 

onde o subscrito (e) e (c) refere-se à superfície exterior 

e ao contorno,respectivamente. 

Superficie exterior 

COrga T c por unidade 
de drea s* 

Fig. 4.1 

Cargo Te por unidade 
de dreo exterior 

A expressao (~.5) pode ser transformada para superf! 

cie de referência: 

TVE e 
~ 
v~ 

( 4. 7) 

Denotando por no vetor unitário normal a S* e por C o con 
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torno da superfÍcie de referência, a equação (4.6) é rees
crita: 

TV E c fsJe 3 
T (ó TI0 + e 3 ó a*3)(n.(ã* X ã3*)) dea de3 dC 

c a dC 

... ( 4. 8) 

Pelo princÍpio dos t rabalhos virtuais tem-se 

TVI TVE TVE + TVE 
e c (4.9) 

no qual, como não foi imposta nenhuma condição de vínculo, 

todas as variações estaticamente admissíveis que aparecem 

nesta expressão são independentes. 

Das equações (4.3) a (4.9), obtêm-se as equações de 

equilibrio 

[ NBa (ãB + TIO ) + MaB a* + sa a*] 
, B 3, B 3 ;a 

+/g*Tã*T 
e e o (4.10) 

[~B(ã +TIO ) + BaBa* + QB ã*l - sa ca + ijo ) + 
a ,a 3 ,a 3 ; B a , a 

+ Qa a* - p 3 + ~ e3 T 
3 ,a e e o (4.11) 

onde (;) denota diferenciação covar iante no estado deforma 

do e ambas as equações possuem soment e 3 componentes não n~ 
las. 

As condições de contorno associadas com as equações 

(4.1U) e (4.11) são, respectivamente , 

(NB a (ã + U0 ) + MaB ã* + Sa a*)v B ,B 3,6 3 a 

J 
- r- - - dea 3 -o .T n.(a* x a*3)j--- de ou U prescrito 

3 e a dC 
A 

(MaB(ã +Tio ) + BaB 
a ,a 

r e 3 [n. (ã* x a*)]dea 
c a 3 dC 

ã* + 3,a qB ã3)v 6 

de 3 ou a3 prescrito 

(4.12) 

(4.13) 

' ti' 

.. 
r 

~ 
' 

i 
I 
i 
J = t3 

onde va é o vetor un i t á rio no rma l à curv a de contorno da su 
perficie de referência S0 *. 1 

__j 
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S. Equações de compatibilidade 

Para a obtenção das equações de compatibilidade pode

se util i zar o teorema de Riemann para o qual, desde que o 

espaço seja plano, os tensores g .. e g~. são funções não ar 
1J 1J -

bitrárias das coordenadas e deverão satisfazer as seguintes 

equações: 

e o ( 5.}) 

onde (5.1) sao os tensores d e Ri emam Christoffel cu jas ex

pressões sao, respectivament e , 

( 5. 2) 

R* =*r o· k -*r.k. o +*r *r m *r *r m i j H <.1 , J 1 , "'" j km if - j tm i k (5.3) 

( 5. 4) 

O tensor métrico do sistema deformado é expresso em 

termo s do t ensor deformação e do tensor métrico do estado 

indeformado por 

( 5. 5) 

Utiliz a ndo as equaçoes (5.4) e (3.2) para calcular símbolos 

de Christoffel deformado, tem-se : 

*rj.ei ( 5. 6) 

(5.7) 

Os símbolos de Christo f fel de segunda espéc ie sao cal 

culados a partir de (5.4) e (5.5) resultando: 

•r ~ . 
1J 

H 
+ g (E- 0 · + E - 0 · - E. · 0 ) 

1-<.,J J-<.,1 1),-<. 
( 5. 8) 
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Multiplicando (5 . 6) por (5.8) e fazendo troca de índi 

ces, tem-se: 

•r.k 
J m 

•rm 
it 

m m r . • r.k + r .• (E . k + Ek . - E. k ) -·1 .... J m l<.. Jm, m,J J ,m 

ms pr + - 2g g E (r . o + E. o + E o · - E· o ) (r · k E · k + sr 1 .... p 1p,.... ....p,l l<..,p J m Jm, 

+ E . - E . ) + g mp (E . + E . - E . ) ( r . + E . + 
km,J Jk , m 1p , ~p.1 1 ~ ,p Jkm Jm,k 

+ E - E ) km , j j k , m ( 5 . 9) 

Substituindo a equaçio (5.9) e as deri vadas de (5.6) 

e (5.7) com relação a k e .e, respectivamente, na equaçio 

(5.3) e fazendo uso das relações (5.1), obtém-se : 

m ( E. k ·o + E o · ' k- E. o 'k- Ek. -o) + r.o(E. k + Ek · -J ,1.... <..l,J J<.. , l l,J<.. 1 .... Jm, m, J 

- EJ.k m) - r ~k(EJ. ffi ,e• Eom . - E . o ) + 2gms gpr 
' ' .._ 'J J .._ ,m E sr 

((r.k )(r . o +E. o+ E o ·- €.o )) + (f.o )(E. o+ 
1 p J .... m J m , .._ .... m , J J .._ , m J .... m 1 p , .._ 

+ E - ) ms t p i E - ~ - Zg gpr . ' 1 ,p Esr ((ri!p)(rjkm + Ejm , k + 

+ Ek · - E. k ) - (r.k )(E. o+ E o · - E - 0 ) + m,J J ,m J m 1p,.... ....p,l 1 .... ,p 

+ gmp(E . o+ Eo . - E. o )(f . k -E . k + Ek . - E.k )-lp,<.. .... p,l l<..,p J m Jm, m,J J ,m 

gmp( E. k + Ek ·- E·k )(f. 0 +E . 0 + E 0 . -E- 0 )= 0 
1 p , p , 1 1 , p J .... m J m , .._ .... m , J J .._ , m 

... (5.10) 

A equaçio (5.10) juntamente com a identidade de 

1\.i anchi !31 

R* + R* + R* k!mn;p k!np;m k!pm;n o (5.11) 

constituem as equações de compatibilidade em termos das co~ 

ponentes do tensor deformaçio da superfície de referência. 

·íJ 

:. 
;.;.. 

~ 
í 
í 

I 
,J .. , ... 
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6. Equações constitutivas de um sÓlido elástic0 iso

trópico 

De acordo com a teoria do es tado natural , um ~orpo 

perfei t amente elástico e isotrópico, possui uma funçã den

~idade de energia~ da seguinte forma 131 

( 6 . 1) 

onde ei(i = 1,2 ,3 ) sao coordenadas referidas a um certo es

tado de referência e Ii(i = 1,2,3) são os variantes de de

formação definidos por: 

I l = Kl; I 2 _!_(K2 - K2) ; 13 !cK3 - 3K
1 K2 + 2K3) ( 6. 2) 

2 1 6 1 

onde 

K = ij . K = gipgjqE .. E K = gipgjqlr 
EijEpk E:q r ( 6 . 3) 1 g e: ij , 2 lJ pq 3 

mação 

A relação entre o tens or tensão crij e o tensor defor

e: . . ~ obtida da seguinte forma: lJ 

A 

íl~ 

íle: .. 
lJ 

equaçao (6.4) 

onde p
0 

= plg* , p 

foi introduzida por 

densidade ( 6. 4) 

Boussinesq (1870-
1872). Derivando parci almente a relação ( 6. l) , resulta 

H íl~ 
3I 1 + 

H ar 2 H 
+ 

íli3 
( 6. 5) 

íle: .. ílil dE .. a r 2 íle: . . íli3 ílE .. lJ lJ lJ lJ 

Usando as expressocs (6.2) para os invariantes, tem-s e 

(6.6) 

íl I 2 
Il 

g ij gip gjq e: 
íle: .. pq 

( 6 . 7) 

lJ 

íli3 gij_ I ( ip gjq I2 l g Epq) + 
íl E .. 

lJ 
+ (gip gjq gkr E pk e:qr) (6.8 ) 
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consequentemente 

a~ = C gij + C [(I gij - gip gjq E ) j + 
~ 1 2 1 pq 

l J 

onde 

+ c3(CI2 gij I (gip gjq E ) + 
1 pq 

· · kr ) J + (glp gJq g Epk Eqr 

cl 
H 

ai 1 
c2 

H 

ai 2 
c3 

a~ 

ai 3 

(6.9) 

(6 .10) 

A expressão (6 . 4) pode ser reescrita na seguinte forma: 

a ij =E_~= F __ [c gij + c (I gij) 
P ac.. P 1 2 1 

o lJ o 

- g i p gj q E ) + c (I g i j - I ( g i p g j q E ) + 
pq 3 2 1 . pq 

+ + (gip gjq g kr 
E:pk Eqr)) J (6.11) 

Considerando ~ como uma função analítica das deforma

çoes, ela pode ser expressa como uma série de potência dos 

invariantes de deformação e portanto 

a~ T w Y (6.1 2) C3 = - = CTWY 11 12 13 ar 3 

onde T,W,Y = 0,1,2, ... , e a soma dos Índic es fi c a s ubenten-

dida como s end o aquela que não aparece repetida. 

Com c 3 dado por (6.12), tem-se 

ac3 ac2 T W-1 rY - = - = WCTI\rYil I2 3 ar 2 ai 3 

e integrando result a em 

c = 2 
W T W-1 Y+l + T W 
- CTWY 11 12 13 DTW 11 12 y + 1 

(6.13) 

(6 .1 4) 

ij 
l, 
'l 
' 

J 
~ 

onde o segundo t ermo do lado direito 

uma função arbitrária de integração. 

da equação representa ~ 

Simil•,mente, com o ''_ __ j 

J .... 

~ 
H 
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t sultado (6.14) obtêm-se 

1 

e integrando obtêm-se 

T 

W+l 
D IT - l IW+l E IT (6.16) 

TI\' 1 2 + T 1 

onde o terceiro termo do l ado direito representa uma função 

arbitrária de integração. 

Com base em (6.13), (6 .1 4) e ( 6 . 16) o tensor tensão 

(6 . 14) ê novamente reescrito como: 

oij _e._ [ (_I__ CTWY 
T-1 rw I~+l T 

DTW 
T-1 I~+l + = Il + Il 2 .) 

Po Y+l W+l 

ET 
I T ( ij w IT W-1 1Y+l + + (- CTWY I 2 + 1 g 

Y+l 1 3 

+ DTW 
T W 

Il I2) (Il g ij - g i j gjq 
Epq) + 

+ CTWY IT rw y g ij I ( ip gjq E ) I 3 (I 2 - + 
1 2 1 g . pq 

+ gip gjq gkr 
Epk Eqr) l (6.17) 

As equações constitutivas em termos das tensões sao 

obtidas substitui ndo a equ aç ão (6.1 7) em (4 . 4) . 

7. Co nclusões 

As equações obtidas se reduzem as apresentadas por va 

rios autores quando são introduzidas as respectivas hipóte

ses s i mplificativas. 

Assim, as relações tensões-deformações (3.8) a (3.12) 

quando uti li zada a hipótese de Kirc hhoff - Love s e redu zem às 

equações apresentadas na ref. ISI . Além disso, quando é to

mado no sistema de referência para o estado deformado a te~ 

ceira compone nte ã3 como produto vetorial das componentes 

tangentes à superfície de referência deformada, estas rela

ções s e redu zem à s apre s entad as na ref. 161. 

Utilizando as equações de equilÍbrio de Naghdi 14 1 ,o~ 
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tidas por processo diferente do aqui apresentado,Birickoglu 

e Kal .ins JlJ chegaram is equações, que a menos de notações 

são iuênticas às relações (4.10) e (4.11). 

Linearizando as deformações na relação (5.12) obtêm

se, a menos de notação, a equação (4.13) da ref. JzJ. 

Desenvolvendo as relações (4.1) da ref. JSJ em termos 

dos invariantes do tensor deformação chega-se às equações 

constitutivas (6.17) apresentadas neste trabalho. Supondo a 

hipótese de Kirchhoff-Love e adotando as seguintes hipÓte

ses linearizadoras 

cl 

Cz 

H 

ar 1 

~ 
ar 2 

À + ZG - a (3À + ZG) (T - T 
0

) 

-ZG e c3 
a c~> 
ar 3 

o 

na s q I< tis À e G são, respectivamente, o coeficiente de Lamê 

e mÓd.1 1o de cisalhamento, e a o coeficiente de expansão têr. 

mica , ;•. s · ~ quações (6 .11) se reduzem às a presentadas na ref. 

141. 
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