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Sumario
Neste trabalho sdo apresentadas as relagdes deforma-
gdo-deslocamento, as equagOes de equilibrio, de compatibili
dade e constitutivas para uma teoria nao linear de cascas e
lasticas, na qual nao € usada a hipotese de Kirchhoff-Love.

Summary

This work presents the strain-displacement relations
and the equilibrium, the compatibility and constitutive
equations for a nonlinear elastic shell theory in which the
Kirchhoff-Love assumption was not used.
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1. Introdugdo
Neste trabalho é descrita uma teoria ndao linear para

cascas elasticas, isotropicas, na qual ndo & usada a hipdte
se de Kirchhoff-Love. Os tensores, em termos das componen-
tes do vetor deslocamento, sac obtidos através das relagoes
cinematicas entre as superficies deformada e indeformada.As
equagoes de equilibrio, em relagac a superficie deformada,
sdo obtidas pelo principio dos trabalhos virtuais.

2. Propriedades métricas das cascas

Uma casca & definida como sendo um corpo elastico tri
dimensional de volume V, delimitado por duas superficies ex
ternas, uma superior (S*) e outra inferior (S ), distantes
de uma superficie de referéencia S°, de h” e h™, respectiva-
mente, com a condigao de que h' - h™, denominada espessura
da casca, seja menor do que o raio de curvatura no pento
considerado. A posigdo do ponto P na superficie de referén-
cia indeformada & denotado por ?0; do ponto P*,na deformada,

por ?;, como ilustra a figura 2.1.

0 vetor posigao de um ponto Q numa superficie arbitra
ria & dado por:

3

F(ol,0%,0%) = ?o(el.ez) + 0% 350,09 (2.1)

i : & i — -
onde (@°) (i = 1,2,3) sao coordenadas curvilineas, e a; e
o vetor unitdrio normal a superficie de referéencia indefor-



mada, cujos vetores tangentes s$ao:

i i ¢ _ =
a = arO/ae T £2.2)

e o tensor meétrico

= = s ak _ s =0 _ _aX -
aaB a - aB, a agy 63, a a a, (2+3)

a -
onde AB e o tensor de Kronecker. Os vetores tangentes e as
componentes do tensor métrico para o ponto Q, sao

e be 3 =
g, -3, -0 bg 3 (2.4)
_ _ 3 i 3 4 o
85 = g 20 baB + (87) baB hB (2.5)
- _ =3 - =3 . 33 33
Bz = 8 = 4z = a, g3 7 B = azg =4 =1 (2.6)
= %3 = 08 4 -
8,3 g a s a 0 (2:7)

onde bg sao as componentes mistas do tensor da segunda for-
ma fundamental da superficie de referéncia definidos por:
oA

a _ . -
By = Dy 870 By By ey ¥ 8y o8y g

0 elemento de volume, em termos das coordenadas curvi
. P 0 3 -
l1ineas da superficie de referéncia S°, e da coordenada 0~ &

dv = u 46> ds°, ds® = /2 dol ao? (2.8)
= 2 3 3.2
pw=vgla=1-20 H+ (67)% (2.9)
onde
o L o L 398 R o _
k- b, H S 630 bg Dpe & = det (g;;). a = det (ag)
e (2.10)

Sendo H e K as curvaturas média e gaussiana, respecti
vamente, e ds® elemento de area da superficie de referéncia
indeformada.
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Da figura 2.1, o vetor posigdo do ponto Q* na superfi
cie arbitraria & dado por:
o= ?5[91,03) v 03 Eg[el,ez] (2.11)
Para as componentes do tensor métrico da superficie
deformada sdo validas as equagoes (2.3) com asteriscos e
(2.4) a (2.7) se transformam em
+ 0> 31 (2.12)

Tk = g*
= a
g{l o

* = * 3z Q* g A 4332 =a *
gyg Aty ¥ e (as‘u.aB + 33,6'33) + (97) (a3’u.a3‘8} (2.13)
* * 3 Y, = L =
gLy = af; + O7(A} .83): 833 * 833 (2.14)
3. Relagoes deformagao-deslocamento
Definindo-se dois vetores deslocamento que determinam
o vetor posigao T* dado por, U° = ?; - ?0 e G! = E; - TS’ o

que resulta

B ool 3 P L T e
By © 3; * B ag,u (aa * U,u) B {U,u bu du} Ll

- B ik (5.8}

8 3

L%

0 tensor deformacdo tridimensional &:

i %
£ij © ‘:'2' (gij gij} (3.3)

no qual, usando as aproximagoes (3.1) e (3.2),resulta em:

EaB - eSB * ei& {03] * eiB [93}2 (& k)
eys = €23 + ely (0% (3.5)
€3 = egs (3.6)
onde
eag lz (agg = 34p) % (8,-0% *+ 35.07, U?a'ﬁfs) (3:7)
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o 1 = Ho = 5l , =1 =o
ey3 = ; (aS‘U,a + aa.U + U 'U.u) [3.8)
R | 151 =1
ez aS.U ¥ ) 1 Ligh (3.9)
=1 @. ol s 5.0 - ¥ a0 - bl E,.00
af 2 a’ LB B o u LB B "u' T,
+0 5l =0 =1
+ U.a'd,ﬁ + U.B'U.a] (3.10)
1 .l = =1 = 3k =l =l
€5 = : [33-U‘a by 2,-U" + T LU (6.9 b
2 _ _1 quw= w1 b= =1 _ wl %1
€ug = 5 [bu au'U.B + bB au.U'u U.a‘U.S) (3.12)

4. Equagoes de equilibrio

0 trabalho virtual das forgas internas para um corpo
tridimensional & expresso por:
TVI = i ot Segj AVt (1,5 = 1,2,3) (4.1)
V*
onde ¢) & o tensor tensio simétrico, €55 € o tensor defor-
magao e V* denota o volume do corpo deformado. A  equagao
(4.1) pode ser reescrita como
33

h _ af al
TVI J (o GEaB + 20 65&3 + g 6533) dv* (4.2)
Vi

Introduzindo as equagoes (3.4) a (3.6) em (4.2) levan
do-se em conta as relacoes de U° e U, obtém-se

- af =0 770 aff  — 0 =
TVI [ D{N (aa + U.m)°5U.B + M ((au + U'm}.ﬂ a
S *

— 7o af —a A L I iy T A
+ 83,8'6 U‘a] + B 33,3'5 83.8 +.8 {aa + U,u)'6 ag +
s B Ty v Py o Eg v T AT P°.633)as®

...(4.3)

0, - - - . - =
onde S * e a area da superficie de referencia deformada e a
seguinte notagaoc € usada
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0 trabalho virtual das cargas atuantes nas superficies
externas, Te’ e o das forcas associadas as condigoes de con
torno, Tc‘ (fig. 4.1), sdo respectivamente:

- = 70 > - *
TVI:\'\3 [ Tc{ﬁ U~ + 07 6 a%]e ds (4.5)
S*
. _ = =0 A - ¥
T\.EC ’ Tc[6 (T - e ag]C ds (4.6)
S*

onde o subscrito (e) e (c) refere-se a superficie exterior
e ao contorno,respectivamente.
Superficie _exterior "
] Carga Te por unidade
de drec exterior

Carga T¢ por unidode
de drea s*

Fig. 4.1

A expressao (4.5) pode ser transformada para superfi
cie de referéncia:

R _ _
TVE = /—E T (6 T° + o> & 33) ds°* 4.7)
& So. a*

Denotando por n o vetor unitdrio normal a S* e por C o con
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torno da superficie de referencia, a equagido (4.6) & rees-

crita:
o
TVE_ = [ [ T.(s 0+ a8 ag)(n.(a; x ay)) 9@ ge% ac
3 a dc
S*'g
et 2 B
Pelo principio dos trabalhos virtuais tem-se
TVI = TVE = TVEe * TVEC (4.9)

no qual, como ndo foi imposta nenhuma condigado de vinculo,
todas as variagOes estaticamente admissiveis que aparecem
nesta expressao sdo independentes.

Das equagdes (4.3) a (4.9), obtem-se as equagbes de
equilibrio

Ba — =0 ag — o = =
[N {aﬁ + U.B) + M 35,8 + 8 ail;a + Jg;?a‘ Ie = 0 (4.10)
B = o af —. B = a,— =0
[M* (@, +0%,) + B* 35 _ +Q a;];ﬁ - M@, + T )+
+ QCl a* I Yg*/a* 03 o= 0 (4.11)
3, e e

onde (;) denota diferenciagao covariante no estado deforma-
do e ambas as equagOes possuem somente 3 componentes nao nu
las.

As condigdes de contorno associadas com as equagoes
(4.19) e (4.11) sdo, respectivamente,

(%G, T%) « w8 g, + 5% @y, -
o
= -Te[i.[E; X Eg)lgg— de> ou T° prescrito (4.12)
% dcC
in
af = =0 af — g = =
(M {aa + U.a} + B ai’a +Q ai)uﬂ 34
= T G3I_ A e ]deu d@3 o it
= ? ' n.(aa X 33) EET ou a; prescrito
9

onde Vo € o vetor unitario normal a curva de contorno da su
perficie de referéncia S°+.
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5. Equagodes de compatibilidade

Para a obtencgdo das equagdées de compatibilidade pode-
se utilizar o teorema de Riemann para o qual, desde que o

espago seja plano, os tensores Biq © g;j sao fungGes nao ar
bitridrias das coordenadas e deverao satisfazer as seguintes

equagoes:

R =0 e R

ijke = 0 (5:1)

ijke

onde (5.1) sao os tensores de Riemam Christoffel cujas ex-
pressoes sao, respectivamente,

- = m m

Rijke ™ Tsei,x = Tiki.e * Tyjxm Tiz © Tjenm Tik L5-%)
* —* _*p * wp My *p I

Rijke =T eik ~ Tikie *"Tixm Tie ~"Tiem Tik (5:3)

i X - ko ke
Pis =5 @ik,5 * Bjk,i ~ Big,x) Tij = & Tizp  (5:4)
0 tensor métrico do sistema deformado ¢ expresso em
termos do tensor deformagao e do tensor metrico do estado
indeformado por
grt) = ez gl ik e, v g (545
Utilizando as equagdes (5.4) e (3.2) para calcular simbolos
de Christoffel deformado, tem-se:

"Papg ™ Typn T Rt SRy T %924 (567

P ter T * B

jki jki (8.1

jik ¥ ®ki.j T fjk.i
Os simbolos de Christoffel de segunda espécie sao cal

culados a partir de (5.4) e (5.5) resultando:

ko _ 2 gks ng

(To:p *

ij2 % Fie,j t %ye,i  Fij,p)(eged ¢

te o legp 5t Eie T EiLe) [Riiy



D-138

Multiplicando (5.6) por (5.8) e fazendo troca de Indi
ces, tem-se:

"Tikm *Tie = Tis Tigm * Ti2C5mk * Cxm,j ~ Sikom) -

- ngs gpr Esru‘ifp * E1p.£ k: EZp i” Elﬂ,p](rjkm : EJm.k *
' fxm g~ Ejk,m] * gmp(Eip, * eR.p,i - Eii.p)(rjkm ! Ejm,k+
Y Ckm,j cjk,m] (594

Substituindo a equagao (5.9) e as derivadas de (5.6)
e (5.7) com relagao a k e £, respectivamente, na equagao
(5.3) e fazendo uso das relagoes (5.1), obtem-se:

m
[Ejk,if. * Ef}i.jk - Ejt,ik e Eki.jf) + ril’.(sjm,k + Ekm,_j
- = 8 & ms _pr
€5kom) " Tik(Sjn,e* €em.j " Sje.m) * 28 8 Egp

(Cixp) Tiom * €jm,e * €om,j ~ Sje,m)) * Tjem) (B5p 0 *

_ _ ms pTr
*eap,i T Sin,p) T 28 8 B (M) (Pspm * €5mx *
* fkmyj T Sjkom) T Tjkm) Eipoe * Sep,i T Gie,p) *
mp ) ) N
* 8 (55n 0 Y Cop i % %5, Tikm ~ Sjmk ¥ Skm,j T Sjk.m)

_ P ) iy .
£ (5n k" Skp.i ~ Cik,p) Tjem * Sjm,2 * €tm, i Sje,m)° O

... (5.10)

A equagao (5.10) juntamente com a identidade de
Bianchi |3]

Rkemn:p * Ricenpin * Riepmin 7 0 (5.11)

constituem as equagoes de compatibilidade em termos das com
ponentes do tensor deformagdo da superficie de referencia.
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6. Equagdes constitutivas de um solido elastice iso-

tropico

De acordo com a teoria do estado natural, um lorpo

perfeitamente eldstico e isotropico, possui uma fungZ den-
sidade de energia ¢ da seguinte forma |3|

o = g(e, 1., 1

3% Tgi (6.1)

onde 6 (i = 1,2,3) sao coordenadas referidas a um certo es-
tado de referencia e Ii(i = 1,2,3) sao os variantes de de-
formagao definidos por:

o b s el L Eve ¥ n T
L= K Ty = K = Kp)i Iy = 2(K] - 3K) Ky + 2K)  (6.2)

1 2 3 1 =2
onde
= otd - gip iq. o g PN RE
K= g cij’ K= g 'g ‘ijepq‘ K3 888 155 5kEqr (6.3)

A relagao entre o tensor tensio ¢'J e o tensor defor-

magao €53 € obtida da seguinte forma:

ad

o By

ot

UlU

onde Py = pYg*, p = densidade (6.4)

A equagdo (6.4) foi introduzida por Boussinesq (1870-
1872). Derivando parcialmente a relagao (6.1), resulta

30 _ 238 L3 pe

de; ; al. de. . ED
i 1 ij

3l
2 Lo

2 aeij 3[3 aaij

313

(6.5)

Usando as expressoes (6.2) para os invariantes, tem-se

3T i
L. o gtd (6.6)
dE . .
ij
31 . _
- ij ip _iq
=1 < sy VB o 6.7)
e, 1E 0 TE T
ij
51 .
=1, 8- 1P g )
agij 2 1 pa

+@P gd g5 e e ) (6.8)



D-140

consequentemente
3 - ij ij _ _ip _iq
—— =G g Gy g - g g )]
1] .. ; 4
1 1
$ C3[(12 g x Il[g P ng Cpq) +
+ (g'P gla gkr ok Eqr)] (6.9)
onde
e, =8 =2 g .2 (6.10)
al a3l 3l
1 2 3

A expressdo (6.4) pode ser reescrita na seguinte forma:

Q
[
L]
1]
I'o
[+%]
=]

- & e, g™ s g0y g -
o aE:ij Po

ot

- - g1P gJa qu} y CS[IZ gid - Il(glp gl qu) +

i j k
+ o+ (g P ng g x Epk Eqr)]] (6.11)
Considerando ¢ como uma fungao analitica das deforma-
¢oes, ela pode ser expressa como uma série de poténcia dos
invariantes de deformagao e portanto
C,=—=2¢C B I

I (6.12)

T ;W .Y
1 =% ©3
onde T,W,Y = 0,1,2,..., e a soma dos indices fica subenten-
dida como sendo aquela que nao aparece repetida.

Com C3 dado por (6.12), tem-se

3 = 2 T W-1 Y
;;_ = ;}— WCTWYI1 12 184 (6.13)
2 3
e integrando resulta em
_ W T W-1 [Y+1 T ;W
C2 = - CTWY I] I2 I3 + DTW I1 12 (6.14)

onde o segundo termo do lado direito da equagao representa
uma fungdo arbitraria de integragao. Similarmente, com o re



D-141

sultado (6.14) obtem-se

aC 8C : :
el el I, T (B L« Y 10 A
311 312 Y ¥ 1 =
e integrando obtém-se
T: i T=1 W ¥+l T T-1 W+l T
G = Cics I Ia 1 ¥ — Doy I I + E. I (6.16)
1ML 2 Tz hmh R B

onde o terceiro termo do lado direito representa uma fungao
arbitrdria de integragao.

Com base em (6.13), (6.14) e (6.16) o tensor tensao
(6.14) & novamente reescrito como:

ot) - i; [(;{; Cyy 17 13 1570 ¢ ;%; Dpy Iy 0 T3
* Dy IE IgJ(Tl gll - gld gia €pq) *
# G 1] Ig 1§(12 A = Il(gip g epq) *
+ giP gjq gkr Epk Eqr]] (6.17)

As equagbes constitutivas em termos das tensoes sao
obtidas substituindo a equacao (6.17) em (4.4).

7. Conclusoes

As equagoes obtidas se reduzem ds apresentadas por via
rios autores quando sdo introduzidas as respectivas hipdte-
ses simplificativas.

Assim, as relagoes tensoes-deformagoes (3.8) a (3.12)
quando utilizada a hipotese de Kirchhoff-love se reduzem as
equagoes apresentadas na ref. |5|. Alem disso, quando € to-
mado no sistema de referéncia para o estado deformado a ter
ceira componente Eg como produto vetorial das componentes
tangentes a superficie de referencia deformada, estas rela-
goes se reduzem as apresentadas na ref. |6].

Utilizando as equagdes de equilibrio de Naghdi |4],0b
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tidas por processc diferente do aqui apresentado,Birickoglu
e Kal ins |1| chegaram s equagdes, que a menos de notagdes
sao iuenticas as relagoes (4.10) e (4.11).

Linearizando as deformagdes na relag@o (5.12) obtem-
se, a menos de notagao, a equagao (4.13) da ref. |2].

Desenvolvendo as relacoes (4.1) da ref. |5| em termos
dos invariantes do tensor deformacgdo chega-se as equagdes
constitutivas (6.17) apresentadas neste trabalho. Supondo a
hipotese de Kirchhoff-Love e adotando as seguintes hipdte-
ses linearizadoras

Cp ==X +26-a(3X + 26)(T - T)
o]
311
g, = 22 o g & c. = 22 g
¢ g1 > a1
2 3

nas qiuis A e G sdo, respectivamente, o coeficiente de Lamé
e modalo e cisalhamento, e a o coeficiente de expansdo tér
mica, rs ~cquagoes (6.11) se reduzem ds apresentadas na ref.
|4].
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