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l - Introdução

Em urinas termonucleares o núcleo do reatar é posiciona-
do no interior de uma casca ali'ndrica, denominada aqui por tambor
do núcleo (''Core barrel''), que em geral é considerada engastada na
extremidade superior e reforçada por um anel n;3. au.tra extremidade.
O compartanento desse ellemento estrutural sob di.versas condições
de carregamento tem sido investigado, teórica e experimentalmente
por vários autores, e.g [1] a [5], nos ú].tinas anos. Esse elemen
ta estrutural deve, por normas dé segurança, suportar eldÜadas car
gas locais transientes, como na eventualidade de ocorrer um aciden
te tipo LOCO, bem como a vibrações em condições operacionais que
poderiam levar a futura por fadiga. Em tais condições, o comporta
mento real da estrutura é acoplada ã do flui.do. Convém observar
que outros componentes de usinas nucleares, como o gerador de va-
por e tanques de acumulação, contém elementos constituidos dé cas-
cas cil-íhdricas sob condições de contorno si.pilares. Logo, o com-
portamento dinâmi.co de tais elenentos estrutural.s se torna i.mpor-
tante para a analise de segurança dos respectivos componentes. Um

enfoque para estimar o referido comportamento dinâmico faz uso dos
seus modos e frequênci.as naturais de vibração.

Um dos procedimentos disponíveis para a determinação dos
modos e frequências naturais de uúã::estrutura se baseia no uso do
método de elementos finitos. Colittido,: valias autores, e.g [6] , ten
tarem modelar O contorno dó nÚc].eo de um reatar de teste (HI)R) na
Alemanha e os resultados não sé comparam ben com os fornece.dos por
outras métodos. Ludwig, [6] , [7] , [8] , apresentou soluções ''quase-
-exatas'' onde as equações di.ferenciais de FIUgge são transfo-amadas
em equações algébricas por expansões das variáveis dependentes em
series triplas. Contudo, os programas CYLDY2 e CYLDY3 desenva].vi-
das para essas formulações são restritos a cascas de espessura uni
forme, contrariamente ã geometria real, bem ;como tem apresentad:o
p.rablemas na determinação de raizes de polinâmios [9]

Descreve-se. no presente artigo. um programa baseado no
método de elementos .finitos, CYLDYFE, desenvolvido pelo autor [10.i
para a determinação dos modos e frequências naturais do referido
elementos estrutural, bem como são apresentados alguns resultados
comparativos. Apesar de o programa permitir analise de cascas de
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de espessura variável, sãó apréÊentadós :tésultàdoé apenas para uma

geometria de espessura constante àfiü::de: ós tornam :comparáv'ei.s aos
obtidos por Ludwig [6] e [8]. Nesse programa são: ütiiizados elemen
tos finitos de casca fina:.de revo].ução sob condições não axi-simé-
tricas e o anel de reforço é considerado infinitamente rígido.
Asse.m, a massa do anel contribui apenas para as modos circunferen-
ciais de ordem 0 e 1, já qúe são os únicos campatí+eís com os mo-
vimentos de corpo rz'gado da extremidade inferior da: casca

A descai.ção circilnferenciai da.s variáveis é realizada
através de expansão em série de Fourier. Assim g obtida uma suces-
são de problemas de autovalores: uma para cada ordem circunferen-
ci.al. Os elementos são bastante simples e se baseiam na formulação
apresentada por Percy, Pian e outros [1].], tendo os deslocamentos
axial- e circunferenciaJ- descritos por funções :de i.nterpalação linfa
ares e o normal ã casca por cúbicas.

Por outro ].ado. deve-se ter sempre em mente as diferen-
tes fontes de aproximações envolvidas ;no método. As mais signo.fica
uvas são: as premissas usadas na teoria de casca escolhida ou de-
senvolvida, as .ordens das funções de interpelação selecíonadas e
fina].mente os algorítmas numéricos e erros de truncamento .

2 . Eg!!ggêÊg..gg.Çg:sca

Para determinar as propriedades (dinâmicas de uma casca.
seleciona-se inicialmente .dentre as varias formulações matemáti-
cas de cascas a mais simples e que seja aplicável ã geometria em
estudo e aas tipos de formas modais de i.nteresse. Consideralado
que o tambor do neicleo é uma casca fina e restringindo a analise a
pequenos deslocamentos e deformações, pode-se supor que as nor-
mais a superfície média permanecem Tetas e de mesmc} comprimento.
Por outra ].ado, no presente estudo se está interessado apenas nos
modos de ordem inferiores e nestas condições $e pode desprezar a
inércia rotacional e o cisalhamento transversal. A sebo.ir são co
mentadas a]gumas formu],ações de cascas.

2.1 Equações de FIUgge

Sob as hipóteses acima, pode-se usar as equações de
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FIUgge [12] para descrever as relações deformação-deslocamento e
tensões resultantes-deslocamentos. Apesar da inconsistência de
considerar estadas pllanos de tensão e deformação como a maioria
das teorias de cascas finas, tais relações sãa obtidas de modo

consistente após ter sido definido o campo de deslocamento. InclE
tive, as relações de tensões resultantes são obtidas consideran-
do que. os elementos de área na seção transversal tem forma: trape-
zoidal e que as ''fibras'' internas são mais curtas que as externas

O sistema de coordenadas adorado tem Q eixo x na ai
ração axial, o eixo z segundo a normal externa ã superfície da
casca e o eixo y ao longa da tangente ã superfx'cie média de modo

a formar um sistema dextrãgiro. A coordenada angular ê esta or.}
enfada ao ]-ongo da direção posit:iva y. Seja u,v e w os des].ocameB
tos da superfície média ao longo das direções x, y e z, respecti-
vamente e ''a'' o raio da casca cilíndrica

Os deslocamentos u, v e w de um ponto genérico P da
casca pode ser escrito conforme Figura 1, como

y( Q +Z }/Q

Figura l - :Deslocamento de ilm ponto genérico P

(l . a)

«i : T« Í" ..
(l .b)

( 1 . c)w = w
P

As deformações da superfz'cie média podem então ser expressas por

EX : U,X
( 2 . a)

L
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c:0 : (v, 0+wl)/a (2 . b)

(2 . c)yx8: u,0/a + Y ,x

Xx : wfxx (2 . d)

Xa ; (w + w,QO)/a: (2 . e)

xx0 : w.xO/a v x/2a + ul8/2az (2 . f)

Das relações 1, pode-se det.erminar as deformações e,
usando a lei de Hooke, as tensões em qualquer ponto da casca
Integrando-se as expressões dos momentos de ordens zero e um se
obtém as relações entre tensões resultantes e os deslocamentos da
superfície medi.a. Sejam

Ni tensão normal. resultante ao largo da direção i

Nij tensão cisalhante resultante normal ao eixo i ao longo
do ei.xa j ;

Mi momento fletor resultante normal ao eixo i

Mj.j momento torçor resultante ao longo:da eixo i

espessura da casca

módulo de Young

coefi ciente de Pois son

h/ Cl-v:) ;

ha/12

Expressando as tensões resultantes em termos das campa
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Rentes de deformação da superfl'cie média equações 2a - f , tem-se

Nx : D (cx K8

= K(v x +
X

=

=

xx/a (3 . a)

NO (vc:x + eO) + K x8/a (3 .b)

(3 . c)Nox D(].-v) Yx0/2 + K(l-v)(Xx0 ''rx0/2a)/2a

NxQ D(l-v) yxo/2 K(l-v) (xxo YxQ/ 2a)/ 2a (3 . d)

Mx : K(Xx + v xo (cx + v c8)/a) (3 . e)

( 3 . f)MO xe)

I'lox : K (l-v) xxo (3 . g)

(3.h)Mxo K(l-v) (Xx0 - 'rx0/2a)

Por outro lado, se ''z/a'' for bastante menor que a unida-
de, poder-se-á desconsiderar que os e].ementas de área de seção
transversal possuem formato trapezoidal e que as ''fi.bus-' ci.rcun
ferenciais tem comprimentos diferentes para valores diferentes da
coordenada ''z''. Neste caso, as relações (3.a -h) se resumem a

Nx : D (cx

Ne : D (vcx + c:Q)

( 4 . a)

(4.b)

Nxo N8x : D(l-v) yxQ/2 (4 . c)

Mx : K(xx + v xo ) (4 . d)

(4 . e)M8 = K(vxx + xo)

t
l



Mxo 1? M6x : K(li!''.v)xÍÓ

onde XO = w,8Q/àa

Í

M.R

xã :.: ",:x :o/T:

Note-se que D/-.---.--:: = 1/--!L-- e que para as dimen--

iões do tambor da núcleo considerado (h = 2,3 cln e anil,31851n)
hz/12a2 < 2,61 x 10's. Portanto, comparando as re].ações 3 e 4
concluo-se que as forças resultantes por unidade de c=amprimento
são bem aproximadas pelas equações 4, excito para os modos de ele

veda ordem onde w,00' w,xx e w,xO podem superar Q quociente D/K
Porém, para os momentos por unidades de comprimento, as si.mplificg.
ções podem se tornar questionáveis dependendo da cona.duração mo-
dal de interesse

2

Sej am (cx' c0' 'xQ' Xx'

CNx' No' Nxo ' Mx' Mo, Mxo)'

onde (.)i significa transposto. Então, pode-se re-escrever as re
cações 4 por

N = Z e

D

vD
0

0

0

0

ÜD

D

0

0

0

0

D(l-v)/2a 0
QK
0 vK
00

00

KO
0 K(l-v) (5)

A energia de deformação elãsti.ca é pois

U .l cT z :
2 ' : '
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Fina[mente, convém observar que a farmu].ação camp]eta,
relações 3, não supõe que a superfx'cie média seja i.nextensz'vel
quando expressa as mudanças de curvatura. Por outro ]ado, os va].o-
res dé tensão na superfície média não são sempre os valores médios
das tensões através de espessura. A versão si.mplificada, equações
4, contudo, despreza os efeitos dos deslocamentos tangenciais nas
mudanças de curvaturas e momentos, bem como os eleitas da mudança
de curvatura sobre as tensões resultantes Nx' NO e Nx0

2. 2 Wg:ç$ç! de Timoshenko

Outra maneira para obter as equações apropriadas para
descrever o comportamento da casca em questão é apresentada por
Ti.moshenko [13]. O sistema de referência usado nesta referência
considera o sentido positivo do deslocamento radial para fora. En
tão as re].ações deformação - deslocamento da superfície medi:a to-
mam a forma

C,X ; UsX (6 . a)

EI,0 : (v,0 - w)/a (6 . 2)

I'x0 : u,8/a + v,x (6 . c)

As mudanças de curvatura sãa obtidas por considerações geométri
cas como sendo

Xx : w,xx (6.d)

(6 . e)ÍO ;( w + w,80)/a:

Íx0 : (v,x + w,xG)/a (6 . f)

Observe-se que o aumento do raio de curvatura, lv, é con
siderado na muda.nça de curvatura ÍA, assim como também o é o
efeito de v,x na de Xx0' Esses termos são desprezados nas equa-
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ções simplificadas de FIUgge.. A seguir,Timoshenko supõe, no cálcg
lo das; mudanças de cura'atum.a, que a superfície média sofre :uma de.-
formação inextellsível

B.
Isto ê, 'Íx : 'Í0 ; 'Yx0 0 para z : Q. Então

(v,Q + w,00)/az

Portanto, o efeito;.das deformações de.superft'cie média
na mudança de :curvatura::são:...desp:rezadas e os efeitos das deforma-
ções e nudança.ql: d.e... cqTvatura : são simplesmente superpostos

Supondo-se' que o sentido positivo de w esta orienta
do para fora, as relações deformação..desllocamento $e. tornam

'x : ;*l ,#
(7 . a)

,F.: ::,.:,(" : .; " ,;&?/'
}.

yx0:..:':;u ,Q/:al + v::,lxÀ
-} Í

:(:.7 .b:)

: :('y::t)
:i .i. S.i'

'f íx'

:(.7i!;$.)X;. : ' w;xx

XQ (-w,00 + v:0)/az} ;( 7 . e:)

-,.:..I'. * '' ,:.,Ja ( '7 : :É )

Tais relações:Bpderiam ter:;$.ida obtidas:;das equações completas de
FIUggel: equações 3. se as deformaêõei da superfície média fossem
consideradas inextensíveis na determinação das mudanças de curva-
tura e a].tarado a convenção dé :sinais dos momentos.

As rej-ações deformações-tensões resultantes são as mes-
mas que na versão simplificada de FIUgge, isto é,

N = :Z € (8)
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onde Z é dada pela .re.lação (5)
Essas;.equações. foram usadas por Percy, Piar e outros pa

ra formular elementos finitos para anã]ise e].aítica de cascas de
revolução. Porém, esses autores definiram

Yx8 ( u,0/a. + v,X)/2

Nx8 E h 'yx8/CI + v)

Observei.se,porém, que o favor 0,5 foi. colocado erroneamente na prl:
mei-ra equação, ao invés da segunda. Isto acarreta que a parcela da
energia de deformação devida a yx8. seja a metade do valor carreto.

3 Matriz Massa do Anel Ri'gado

A extrema.dade inferior do tambor do nticlea esta conecta-
da a um anel de baixíssima flexibilidade, de massa, m, e momentos

de inérci-a axial, la, e tangencial, it. Cam tais valores, a matriz
de massa do anel pode ser determinada para qualquer modo circunfe-
rencial em termos das variáveis da ü]tima ]-unha modal. Ou seja, o
anel ê substituído por um elemento circunferencia]. com as mesmas
propri.edades de rigidez e de massa e situado sobre a última li.nha
nodal ou rigidamente acoplado a esta a uma distância p,

Inici.aumente, considera-se
os ângulos de Euler 8 e ó segundo úlnma
a Figura 2. Q terceiro ângulo não é linha

rlodal

necessário porque somente serão con
liderados os modos simétricas. A
origem do sistema de coordenadas
(X,Y,Z) esta ]oca].izada no baricen-
tro do anel. Para esse sistema de
coordenadas , a energia cinética pode

ser expressa por

T = 0,5 m ii. â + 0,5 8.!.a
(9)

onde: 1 - censor de inércia do anel,

Figura 2 -Anel. rígido
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velocidade linear no centro da massa e

(wx' uy' mz) 1 - velocidade angular do anel

Seja pc a distância axial da Última linha modal de casca
aa plano OYZ e r).= p, 1 0 vetou correspondente. Logo, sendo É a
velocidade linear do ponto P, tem-se

A expressão da energia cinética torna-se então

0.5 « [É Ê ' 2 É.(8 x g)'(8x e) x ( e x e ) ] '''

+ 0,5 [[a wx: ' it(wy ' wz )] (10)

Os velares $ e 9 tem componentes que podem ser expres'
sas em termas dos graus de liberdade da linha nodal de co.nevão da
casca com o anel. Isto é ,

É;'' :' .l o
.i l

3

( ll . a)

(ll .b)

wy
Cli . c)

( ]. 1 . d)

onde ql' q2 e q3 são os des]ocamentos da ]inha noda]. associados
aos deslocamentos u, v e w da casca, respectivamente. O Índice su
perior indica a ordem do modo circunferencial correspondente. En-
tão, a energia cinética do anel pede ser escrita como sendo
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T 0 , 5{m [ qo: -
l

'Ela q'/a: . C it +mpÊ) qi'/a'J}
2

Portanto; a matriz nasça do anel, MR' não é a matriz zero somente
para os modos circunferências de 'ordem zero e um. Isto é,
modo zero

0

la/,:
0

0

0

0

0

0

0

0

moda um

Clt ' m pÊ)/a:
0

-m pc /a

0

0

Q

0

0

-mp./aL

0

m

0

0

0

0

\'

Ui: (14)

0

As matrizes Ul: e Ui. devaEnser devidamente superpostas

Para os modos circunferenciais de maior ordem, as propriedades
inerciais do anel não entran em questão devido a sua elevada rig.}
dez

4 - Programa CYLDYFE

A seguir são apresentados alguns detalhes de relevân-
cia do programa CYLDYFE. Os conceitos básicos para a determinação
do sistema de equações pelo método de elementos finitos são os mej.
mas que os apresentados na referênci.a [11] e na literatura espe,cig
li zada em geral

Para descrever os campos de deslocamentos, tirou-se
vantagem de que as configurações modais são ortogonais. Com isto
os campos de deslocamentos ficam desacoplados em ternos dos modas
circunferenciais. Assim. todas as variáveis dependentes foram ex

dirias em séries de Fourier 3 as equações resultantes para cadapan /
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ordem clrctmferencial faltam analisadas ao longo da coordenada axial . Os cambas

de deslocamentos ''u'' e ''v'' sãa interpelados no interior de cada ele
mento em termos de coordenadas naturais lineares e o ''w'' por poli-
nomios de permite

As matrizes massa de cada elemento , Me, de casca são
obtidas consistentemente pela integração da densidade de energia
cinética através das funções de i.ntegração selecionadas e método
de Gauss-Legendre. As matrizes de rigidez, Ke, são calculadas pela
i.ntegração da densidade de energia de deforãiação e].ãsti.ca sobre o
elemento de casca. Somente aqui é considerada a influência da for-
mulação de cascas aditada. O programa CYLDYFE coloca ã disposição
do usuãria três formulações: a de Timoshenko, e que foi anotada
par Percy, Piam e outros; a simpllificada de FIUgge, bem Gamo a de
Timoshenko modificada de modo a permitir w # - v,a' Uma descrição
detalhada do programa ê apresentada em [10]

5 - Exemplo Numérico

Foi considerada um tambor de núcleo com as seguintes
características

tambor: raio ]. , 3185 m
espessura 0 , 023 m
densidade 7 . 800, 0 Kg/m 3
Badalo de ellasti.cidade 0,17 x10iz N/mz

anel; massa 12 0S4 ,0 Kg
momento de inércia axial 12190,0 Kg Hz
momento de inércia transversal 6096,0 Kg Mz

Com tais valores foram calculadas algumas frequências
naturais e formas modais. Os resultados estão relacionados na Ta-
bela 1. Na coluna 7 estão os valores obtidos para a formulação
simplificada de FIUgge e nas colunas 8 e 9 estão as formulações
de Ti.moshenko considerando e desconsiderando, respecti-valente,
w = = v . .

Nas colunas 9 e 10 estão os valores obtidos através da
fo.anulação de Timoshenko em malhas de 35 e 70 elementos para ver.i
fixação do defino de malha.
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6 - conclusão

A seguir são apresentados alguns comentários a respei.to
dos resultados obtidos com esse elemento de casca muito simples.e
que inclusive nãa satisfaz a condição de apresentar energia ae ue'
formação nula sob desl-ocamentos de corpo rígido.

Para comparar os resultados, deve-se ter em mente que as

de curvatura
Comparando os resu].tapas das colunas 7 e 8, pode-se vz

suavizar o efeito enrigecedor de desprezar os termos em X8 ' Xx0
na formulação de FIUgge simplificada.

jade . Outra desvantagem
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sulcados dependem da so].ução de equações algébricas cujas raizes,
par vezes, são de difícil determinação. Contudo, verifica-se que
os resultados fornecidos pelo CYLDYFE se comparam bem com os for
tecidos pelo CYLDY3. Logo, verifica-se que apesar de o elemento
ter uma estrutura bastante simplificada, pode-se obter bons resul-
tados se for usado um defino adequado, além de poder incluir a va-
riação de espessura ao contrário dos programas CYLDY3.
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