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SUbúRIO

E implementado um elemento finito para causas delgadas de mg
termais compostos multilaminados. Este elemento é triangular plano:
tri-nodal. com os deslocamentos de membrana interpoladas linearmeB
te, as rotações normais quadraticamente.e.os deslocamentos.,trans-
versais i.nterpolados cubicamente e as hipóteses .de Kirchhoff sao
satisfeitas em pontos discretos. A.formulação admite.variaçoçs. no
número, espessura, propriedades elásticas e orientação das laminas
em cada elemento. 't;l ;omo no carregamento. Estes parâmetros:devem
ser especificados para cada elemento quando ujn problema.particular
e definido. Alguns exemplos são apresentados e eles mostram boa con
vergência com resultados dados na literatura l31 191. '

SUbIMARY

A fi.note element formulation for multa-layered thin shells is
implemented. The element is plane triangular shaped: tri-noded, within plane displacoments li.neai'ly interpolated, normal rotations qugdrati.caly and transversal displacements. cubically. interpolated and
the Kirchhoff hipothesis satisfied at.discrete points The formula
tion admits changes i.n the number,. thickness! elastic propertiesand orientation of the laminae within each element., as well as in
the loading. These parameters are specified at.each element. for a
particular problem.'Some examples are presentes and they show a
good agreenent wi.th resulta given in the literature l31 191.
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l . Introdução material nobre, de alta resistência, e são mantidas paralelas pela
matriz. A matriz é em geral uln material mais barato, usado em mai-
or porcentagem no composto, de baixa resistência e baixo miidulo de
elasticidade. Cada lâmina, macroscópicamente, exibe uma ortotropia
com as duas direções principais l e 2 paralela e perpendicular à
fibra [ 4]

Um laminado é uma casca ou placa constituída por lâminas e pg
de ter suas propriedades manipuladas pela alteração do número, prg
priedades e orientações e espessuras das lâminas.

Ein geral, num lama.nado são necessários 7 valores para caractg
rimar uma lamina: EI E2' v12' G12' 0, t e ordem, onde: EI e E2 são
os Módulos de Young nas direções principais (El>E2) ; v12 é o coef].
ciente de Poisson; G.. é o módulo de Elasticidade Transversal; 0 é
a orientação das fibras em relação a um sistema de coordenadas ar-
bitrariamente escolhido x-y-z, com z normal a superfície média do
laminado; t é a espessura da lâmina; a ordem é a posição da lâmina
no laminado. Pode ainda serem necessárias outras propriedades tai.s
como al e a7, que são os coeficientes de dilatação térmicas nas dj:
reções principais da lâmina .

A relação tensão-deformação de uma lâmina ortotrópica em esta
do plano de tensões, segundo o sistema principal de coordenadas

2l e

Os materiais compostos são ideais para aplicações estruturais
onde altas razões resistência/peso e rigidez/peso são requer'idas
41 . As peças assim produzidas são particularmente convenientes pg

ra aplicações aeroespaciais e mili-tares, bem como, mais modername2
te, em grande núnero de componentes estruturais de uso comercial e
industrial tais como: tubos motores de foguetes, ogivas, vasos de
alta pressão, tubos de lançamento para torpedos e mísseis, tubula-
ções para alta pressão, tanques de armazenamento, oleodutos, tan-
ques de combustíveis Pára aviões, estruturas de satélites, e mais
recentemente fuselagem e superestruturas de aviões.

A medida que as técnicas de fabricação e controle de qualida-
de se apri.moram permitindo a produção ;de peças com geometrias oti-
mizadas, e consequentemente mais i.rregulares e complexas, maior é
a necessidade do uso de métodos genéricos para o calculo estrutu-
ral, tais como os métodos de elementos finitos.

Devido ao crescente uso e importância dos materiais compostos,

e à carência de pesquisas realizadas na área de analise de tensões
destes materiais, resolveu-se implementar e testar um elemento fi-
nito adequado a cascas compostas. Especificou-se o uso de um ele-
mento do tipo triangular plano e a implementação de um programa coU
putacional que permita variações graduais e bruscas na quantidade
das lâminas, propriedades elásticas e orientação, bem como nos cal
regamentos e na espessura total do laminado. O prograna permite ai2
da a leitura independente destes valores em cada elemento da malha.

A seguir, mostrar-se-á a terminologia principal dos materiais
compostos, as relações tensão-deformação para materiais laminados.
a formulação do elemento fmi:to desenvolvida, o DKT-NIL, e serão
apresentados alguns' dos resultados o'btidos.

al

a2

r3

Qil Qt2 o jjei
Qi2 Q2Z o jaez
0 0 QSSll rlZ

(1)

Esta relação no sistema 1-2 mostra ausência de acoplamento
extenção-cisalhamento e requer apenas 4 constantes elásticas inde-
pendentes. É conveniente exprimir os termos da matriz Q em termos
de ''constantes de engenharia'', que poden ser obtidos experimental-
mente com mais facilidade, e possuem melhor interpretação física.
As s im tem- se :

2 Elementos de Materi-ai.s Compostos

Os materiais compostos são a comb'mação 'de dois ou..mais mate-
riais numa escala macroscópica formando um material Útil na cons-
trução de componentes mecânicos.

A casca mais tipicamente considerada neste trabalho é aquela
constituída por lâminas sobrepostas, perfeitamente aderidas. Cada
lâmlnn á constituída oor fibras contínuas imersas e perfeitamente

Qi
v12 EI E2

(2)
Q3s : GL2
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Onde v.l = e?/el é o coeficiente de Poisson,obtido quando se
aplica uma tensão a na direção 1. Note-se que v12 # .v21

Frequentemente torna-se necessário o uso da relação tensãoüdÊ
formação num sistema x-y de coordenadas diferente do principal. DE
fine-se o como a rotação do sistema x-y-z em torno do eixo z, no
sentido anta-horário, definindo o sistena de coordenadas 1-2-3. Fa
=ilmente, usando as propriedades sensoriais na rotação do tensos
tensão, e rearranjando suas componentes ein forma de vetores obtêm-se:

tir das características das lâminas unitárias foram obtidas diretg:
mente da ''Teoria Clássica de Laminação'', (CLT), para placas delga-
das t4] . Nesta teoria são tomadas, além das conhecidas hipóteses de
Kirchhoff para placas delgadas, outras hipóteses proprias

- o laminado consiste de lâminas perfeitamente coladas;
deslizamento ou deslocamento) ;

a cola é suposta ter espessura infinitesimal; (não se defol
ma por cisalhamento, o que significa que os deslocamentos sao con'
tínuos através das laminas)

Estas hipóteses permitem que se possa escrever para o lamina-

(sem

a
X

ay
T
xy

2. 2coÉ 'o sen' o

sen2o cos2o
seno - seno cos 0

2sen0 cos 0

2 seno cos o
22

cos 'o - s en' 0

al
a2 (3) do :

a uÕ
3x
av

0

ay
ãu 8v....9 + ---2
ay ax

a 2wo

ax
a 2w0

ay
2, :«.
axay

X
e Z ex + z k0- (7)

\nalogamente para as deformações

[.* ., ?]'- !': '': ': b]' (4) onde u. v. w são deslocamento segundo as direções x. y, z; k é o
vetou de curvatura da superfz'cie média, e o subÍndice ''o'' indica a
superfície média.

Substituindo a equação (7) na (6) obtém-se a relação tensao-
de sl o camento ,

)nde + significa transposição de vedor Definindo-se

X
e

e
X

e
y

'xrl

100
010
0 0 2

(5)
X

!k Qk (ex ' z E)
(8)

com o auxílio das equações (1) (3) e (4) obtém-se onde o índice k representa a k-ésima lâmina. Pode-se então integrar
as tensões ao longo da espessura do laminado obtendo-se:

Xa llT QRTR e* : Q e* (6)
N

M

ex
0

Xe
c l '
: lk

(9)
A matriz Q na equação (6) é a matriz transformada. Se a lâmi-

na tiver E. # EI, e 0 # 0, a natriz Q será cheia, embora possua a-
penas 4 constantes independentes além de o, cfe. referência l4

As varias combinações de orientações, espessuras, materiais,
3tc, de cada .lamina fazem com que o comportamento macromecânico do
Laminado possua características diferentesh.da lâmina simples. A dg
=lução das equações que descrevem o comportamento do laminado, a pal

onde IN M] : INx Ny Nxy Mx My Mxyl são as forças e momentos resul-tantes agindo no laminado, ê', D,'B são as matrizes simétricas de
rigidez extencional, de flexão e de acoplamento entre extensão e
flexão respectivamente, e são dados por:



638 639

A.
iJ

N

k )k tk
B.tJ

N

k )k tk ik
(15)

D.
iJ

N

'k

2(t.2
(10) ou ainda ,

; lalcos2o + a2sen20 , alsen2o + a2cos2o , 2senOcos8 (al-a2)I' (16)

onde tk e 7k são a espessura e a cota da superfície medi:a da k-ési
ma lamina ã superfície média do laminado. Uma vez obtidos os coeficientes, as tensões na equação (12)

podem ser integradas ao longo da espessura, resultando as seguin-
tes forças e momentos térmicos resultantes:2 . 1 Tensões Térmicas

As tensões mecânicas numa lâmina ortotrõpica, no sistema prin
cipal de coordenadas podem ser obtidas através de uma alteração na
equação (1)

NT
N

BE8 :kk-l k

N
T X

QE T tM Zak k k k kk:l

(17)

aIT (11)
A equação (g) torna'se entaa

T
'NI IN

+
MI IW

al' a2 são os coeficientes de dilatação térmica da lâmina nas
direções principais; T refere-se geralmente em laminados a diferen
ça entre a temperatura de trabalho e a temperatura de cura da cola;

significa transposição de vetar. As tensões nas direções prin-
cipais 1-2 numa lâmina podem ser transformadas a um sistema x-y-z
conforme a equação (6) , resultando:

ex
0

k

Sendo AT a variação de tenperatura ao longo da espessura H
do laminado e Tm a temperatura na superfície média, a temperatura
Tk na superfície média da k-ésima lâmina, de cota 7k é:

l 'x - -xT e - a Tyy
+

yxy ' axyTJk (12) (19)

Aobtençãolx = jax' ay' aXyl+ apartir1l: [al' a2' oj+ é
feita considerando-se que: ' ' ' ' 3

jet ': .: oJ* T al T (13) 3.1 Formulação do Elemento de Flexão DKT

onde o índice T indica ''térmico
(4) . (13)

Considerando-se as equações(5) .A teoria de placas com a i.nclusão da deformação cisalhante
transversal é obtida usando a generalização das hipóteses de Kircb
hoff devida a Reissner e bíindlin: ''segmentos de Teta originalmente
normais à superfície média indeformada permanecem retas mas não nS
cessariamente normais ã superfície média deformada''. Desta forma as
componentes de deslocamento na teoria linear de flexão tornam-se:

*,T : :,. T R T'l R-l al T (14)

Da segunda igualdade da equação (14) obtém-se a relação ]ll]

u = zb (x,y), v zb (x,v) , w
y' '' ' ' w Cx , y) (20)
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onde os b's são as rotações da normal [ll

Das relações deformação-deslocamento da elasticidade linear
obtém-se l 101

+

bx : nx(L2'L3)yf

by : ny(L2'L3)uf

(25)

+

(bx,y + by,x)) zt
onde: H.. e H.. são vetores de 9 componentes de novas funções de in
terpolação dadas em termos de Nj , e das coordenadas dos três nõs do
elemento. H. e H. são dados na referênci.a 111 ; e

Uf: (wl Oxl oyl w2 0x2 0y2 w3 0x3 oy3) (26)

onde ef são as componentes de flexão na deformação e k é o vetar de
curvaturas .

São definidas então funções de interpelação quadráticas para
bx e by sobre o elemento triangular plano de 6 nos, tal que:

bx
6
[ N.b

i=1 l xl-
b

y

6

[ N.b
i=1 l yz

(22) é o vedor de deslocamentos nodais de flexão do elemento
Derivando a equação (25) conforme (21) obtém-se:

onde: b.: e b.,: são os valores nodais nos vértices e nos nõs enter
mediados aos lados; Nj são as 6 funções de interpolação quadráti-
cas dadas em coordenadas naturais de triângulo, l61 171

Considera-se então que as hipóteses de Kirchhoff são efetivas
no contorno do elemento. Então tem-se que nos 3 nós dos vértices
x ,x e by :-w,y; e nos 3 nÕs intermediários bs.k + w.sk :0

onde 's' indica direção tangencial ao contorno (anta-horário)
Uma vez que as funções interpoladoras de b. e b., são quadrãtj:

cas, supõe-se que no contorno a variação de w seja ciibica, logo,

X : !íyr (27)

onde Bf é dado por

y311lx,L2 + y12Hx.L3

'x31n ,L2 ' x12ny,L3

'x31Hx,L2 x12Hx,L3 + y31Hy,L2 + y12Hy,L3

++
++

Bf(L2'L3) : }Ã (28)

",;* : 1=: - },;: ' 1=, - },;, (23) onde as diferenças de coordenadas dos nõs são: xij ; xi ' xj
yll : y; - yl; para i,j : 1,3, e A representa a área da superfície
méilia do elenento .

A matriz de rigidez do elemento DKT para flexão torna-se lll:onde para k : 4,5,6 i-j = 2-3, 3-1, 1-2 respectivamente, isto é,
k representa o nó intermediário ao lado ij, e l é o comprimem
to do lado.

Toma-se ainda a variação de b. como sendo linear ao longo do
contorno , logo :

+

2A /BfDBf dA
U

(29)

bnk 7(bni + bnj)
3.Z Formulação do Elemento DKT-TL

Dadas as matrizes !f de flexão, dadas por (27) e (28), da fo!
mulação do elemento DKT e !m de membrana do elemento CST, ( constant
Strain Triangle Element)[6]]71, isto é,

As considerações acima permitem que se trabalhe não com os 12
valores nodais de 'b' mostrados na equação (22) e as funções de iB
terpolaçãe N{ , mas com:

(30)
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onde inã:luar o deslocamento o., antes de serem efetuadas as transforma-
ções de coordenadas do sistema local, equação (19), para o sistema
global l 2 l

Uma vez que os deslocamentos w não são interpolados explicita
mente na formulação do elemento, a derivação do vetar de forças ng
dais equivalentes devido ao carregamento normal distribuído é fei-
to supondo um campo de deslocamentos linear sobre o elemento. Car-
regamentos distribuídos coplanares e carregamentos devido ao peso
próprio, etc, são manipulados também de forma simples. O vetor de
forças devido ao gradiente linear de temperatura ao longo da espeâ
fura do elemento pode ser obtido pela aplicação da variação da e-
nergia potencial ET em relação a U,

+

y. (ul vl u2 v2 u3 v3) (31)

(32)

pode-se rearranjar Br e B. numa única matriz B tal que

e

+

U
(UI vl wl Oxl Oyl u2 v2 w2 0x2 0y2 u3 v3 w3 0x3 0y3)

onde u, v, são os deslocamentos de membrana nas direções x e y;
A energia de deformação é ;

/õuT B* l ' .UN

dA
M

6ET
l
2

(38)

(34)

que resulta
Usando a relação (9)

dA
M.'l*' r.''

C . l d A

k l ' it

(39)

u;l
2

(35)

onde P.r é o vetar de forças nodais térmicas equivalentes, Ni", M'
são dados pela equação (17). A integração numérica deve utilizar
três pontos para um elemento isotrõpico e quatro pontos para um lg
minado, tendo em vista não apenas o grau quadrático das funções de
interpolação mas também a possível variação linear em C.

e substituindo as deformações através da relação (32) ob'Lém-se

u : .!
2

tJ dA (36)
4 . Res u].tados

Efetuando-se a variação de U em relação a U obtém-se a matriz
de rigidez K do elemento DKT-ML - DISKRETE KIRCHHOFF TRIANGLE ELE-
MENT - para MATERIAIS LAMINADOS:

São mostrados a seguir dois modelos resolvidos utili.zando-se
o e lamento DKT-ML .

4.1 Analise de uma Placa lsotrópica sç)b UH Gradiente Li.neaT de
T empe rat ur a,+B CB dA

Foi modelada uma placa.completa isotrópica 1111 com uma malha
contorne a Figura 1, submetida a uma diferença AT de temperatura

A matriz de rigidez do elemento é então modificada de fonna a
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l ' ' lilÉ ::: ::l ã: $ggl !::Íã91
4:17241 4:9087} 6:1359 l
4,239 l 4,987 Ê 6,234 l

5 ,9839 l
7 , 4799 l
7 ,8540 l
7,979 1

]
ao longo de sua espessura de 209C, e engastada em um de seus nÓs.
Para ter bem representado o efeito de acoplamento extensão-flexão
foi idealizada a placa com uma superposição de laminas Iguais e isg
trópicos. Na Figura l tem-se as configurações finais para a placa
quando se consideram 2, 4, e 8 lâminas. COHnaFando-Se com a solu-
ção analítica em cada ponto nota-se boa convergenciã com o aumento
do número de lâminas. Nota-se também o alto grau de sinetria obti,-
dos ein todas as soluções. A solução teórica foi obtida da Referên-
cia l91 . Os dado.s do modelo analizado são

' '1

4,ó7sol

ã: ?!!g l
- .q]# ]

,...l

iiiii i']
3 ,1789 !
3 ,9737 1

3., 9.89.j

6830
2 . 1037
2 . 2089
2,240

í.8700
2 .3375
2 . 4544
1 , 493

'2 . 4310
3 . 038
3 . 190
3,341

3660
4.2075
4 .4179
4 ,489

E2 : 0,106.1012Pa
0 , 324

a. = 0,187.10'4/ÇC
0 , 401 . 10llPa

AT = 209C

Placa : 3 2 elementos

Espessura : 1 , 2.10 'm

Lado = 32 ,0.10 'm

Engaste no nÕ l

7480
0 .9350
0 .9817
0 ,997

9350
1 . 1687
1.2272
1,247

4310
3 .0387
3 . 1907
3,243

EI
'u 12

al
G12

1870
0 . 2337
0 . 2454
0 , 249

3740
0 . 4675
0 . 4909
0 , 499

93
1.16
1 . 227
1,247

8700
2 .3375
2 . 4544
1 , 493

4.2 Analise de uma Placa Anisotrópica

Foi modelada uma placa regular antisimétrica com lâminas ori-
entadas angularmente, simplesmente apoiada, com malhas N = 2 e N:4
em placa completa 1111 . As malhas 2 e 4 são regulares e possuem 32
e 128 elementos. Os valores das propriedades usadas estão mostradas

na Figura 2, e são proporções típicas para compostos de grafite-
epoxi de alto módulo de elasticidade. Os resultados estão mostrados
e comparados à solução teórica, (obtidas nas referências ISI e l41)
na Figura 2. Foram solucionados os problemas de placa com 2 e 6 1g
minas, com as orientações (-0/0) e (-0/0/-0/0/-8/0) respectivamente.

Observando-se os resultados nota-se que:
a) a convergência do elemento não é monotõnica como se nota na

Figura 3, embora para materiais isotrópicos saiba-se que o elemen-
to DKT apresente convergência monotõnica lll

b) o erro varia com a malha utilizada, com o ângulo de orien-
tação das lâninas' e com o número de lâminas, diferentemente também
dos materiais isotrõpicos ;

c) uma malha menos refinada como a N : 2 é mais sensível ã vg
Fiação no número de lâminas; numa malha mais refinada, a curva de
erro versus 0 é particularmente a mesma quando é variado o número
de lâminas . Figura 3 .

õ ,1870
0 .2337
0 .2454
0

0 . 7480
0 .9350
0.9817
0 .997

2 . 1037
2 . 2089

.0

NÕ 1 , engastado

LEGENDA DEFLEXÃO NORMAL w

a - Solução obtida dom o elemento DKT-F{L
com 2 lâminas ;

b - idem, 4 lâminas ;

c - idem, 8 lâminas ;

d b Solução Analítica .
unidades de w em metro vezes 10'NÕ de referência

gura 1. Malha utilizada e Deflexão de uma placa isotrópica sob
um gradiente linear de temperatura ao longo da espessura.



646 647

SOLUÇÃO ANALÍTICA
2 lâminas , malha 32 elementos
2 lâminas , malha 128 elementos
6 lâminas , malha 32 elementos
6 lâminas, malha .128 elementos

A explicação exata à observação a) seria bastante complexa pg
rêm pode-se supor que o comportamento seja devido a presença de elg
mento CST que possui uma convergência inferior. A maior parte do
comportamento do elemento DKT-ML neste exemplo, porém é relaciona-
da ao tipo de apoio utilizado na placa, que restringe deslocamentos
normais nos bordos, mas permite deslocamentos tangenciais. Este ti
po de apoio permite'que o acoplamento membrana-flexão tenha liber-
dade de condici.onar a configuração final da placa mais livremente:
aos-pontos dos bordos correm tangencialmente e as linhas de derivada
zero de w inclinam-se ein relação as linhas de simetria da placa'. EI
tes fatos explicam o pico atingido por w na Figura 2 para 2 lâmi-
nas, onde o acoplamento é máximo. Isto também i.mpede que se modele
apenas um quarto de placa en problemas deste tipo, uma vez que nao
se pode usar nos bordos internos a condição de contorno de w n nu-
la. Para uma malha N = 2. o fato de que os resultados são sensível
mente melhores para 6 lâminas que para 2 é compreensível uma vez
que para 2 lâminas o acoplamento é maior e é exigido um melhor de-
sempenho dc' elemento de membrana, o CST. Este elemento porém tem a
campo de deformação linear e com uma malha pequena como N : 2 o mg
dela se torna mais rígido, aumentando o erro de 6 para 2 1ãninas.
Com o uso de uma malha mais refinada a limitação do elemento CST
perde importância e o comportamento do elemento DKT-ML passa a se
tornar mais indiferente ao número de laminas.

'Ó

a'
n=\l

1-

<

E

B

6 1 ãminas

Solução ortotr6pica

5020 30

E./E. : 40
a/h = 50

G] 2/E2 : l
q': -:;.-ã;.«Ê
a ,b = cumpri-mento dos lados da

placa nas direções x ,yângulo e

.Figura 2. Deflexão máxima de uma placa anisotrõpica quadrada com
laminas oblíquas sob carga normal senoidal.

d) quanto ã variação do erro com 0, Figura 3, de forma geral
próximo de o = 0 se situam os melhores resultados, entre 15o e 35o
os piores, próximo a 45o apresenta uma leve melhoria:

15

10
B
5'
i; 5-
0E
ac O
lu

#' -5-

5 . Concluí ão

b.
10

Observando os resultados mostrados pode-se admitir que são rZ
zoavelmente bons, levando-se em consideração o tipo de elemento u-
sado, o triangular plano, e os problenas inerentes a lzn material como

o l aminado .

Outros elementos podem ser implementados e testados em cascas
de materiais compostos, sempre se levando em conta a eficiência coD
putacional em termos de tempo de CPU, memória, facilidade de entra
da de dados e precisão. Estes fatores se tornam mais críticos num

programa de elementos finitos quando aplicados a materiais campos'
tos devido ã carga extra de cálculos e valores a armazenar que es-
tes acarretan .
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Figura 3 Erro na deflexão no centro da placa da Figura 2
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