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SUMARIO

E implementado um elemento finito para cascas delgadas de ma
teriais compostos multilaminados. Este elemento € triangular plano,
tri-nodal. com os deslocamentos de membrana interpoladas linearmen
te, as rotacoes normais quadraticamente e oS deslocamentos trans-
versais interpolados cubicamente e as hipoteses de Kirchhoff sdao
satisfeitas em pontos discretos. A formulagdo admite variagoes no
nimero, espessura, propriedades elasticas e orientagao das laminas
em cada elemento, tal como no carregamento. Estes parametros devem
ser especificados para cada elemento quando um problema particular
€ definido. Alguns exemplos sdo apresentados e eles mostram boa con

vergéncia com resultados dados na literatura [3] |9].

SUMMARY

A finite element formulation for multi-layered thin shells is
implemented. The element is plane triangular shaped, tri-noded, with
in plane displacements linearly interpolated, normal rotations qua
draticaly and transversal displacements cubically interpolated and
the Kirchhoff hipothesis satisfied at discrete points. The formula
tion admits changes in the number, thickness, elastic properties
and orientation of the laminae within each element, as well as in
the loading. These parameters are specified at each element for a
particular problem. Some examples are presented and they show a
good agreement with results given in the literature 3] 19].
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1. Introducao

Os materiais compostos sao ideais para aplicacoes estruturais
onde altas razoes resisténcia/peso e rigidez/peso sao requeridas
|41. As pecas assim produzidas sdo particularmente convenientes pa
ra aplicagoes aeroespaciais e militares, bem como, mais modernamen
te, em grande numero de componentes estruturais de uso comercial e
industrial tais como: tubos motores de foguetes, ogivas, vasos de
alta pressdo, tubos de lancamento para torpedos e misseis, tubula-
goes para alta pressao, tanques de armazenamento, oleodutos, tan-
ques de combustiveis para avides, estruturas de satélites, e mais
recentemente fuselagem e superestruturas de avioes.

A medida que as técnicas de fabricacdao e controle de qualida-
de se aprimoram permitindo a produgao de pecas com geometrias oti-
mizadas, e consequentemente mais irregulares e complexas, maior €
a necessidade do uso de métodos genéricos para o calculo estrutu-
ral, tais como os métodos de elementos finitos.

Devido ao crescente uso e importancia dos materiais compostos,
e a caréencia de pesquisas realizadas na area de andlise de tensoes
destes materiais, resolveu-se implementar e testar um elemento fi-
nito adequado a cascas compostas. Especificou-se o uso de um ele-
mento do tipo triangular plano e a implementagao de um programa com
putacional que permita variacOes graduais e bruscas na quantidade
das laminas, propriedades elasticas e orientacdao, bem como nos car
regamentos e na espessura total do laminado. O programa permite ain
da a leitura indepéndente destes valores em cada elemento da malha.

A seguir, mostrar-se-a a terminologia principal dos materiais
compostos, as relacdes tensdo-deformacgdao para materiais laminados,
a formulacao do elemento finito desenvolvida, o DKT-ML, e serao

apresentados alguns' dos resultados obtidos.

“

2. Elementos de Materiais Compostos

Os materiais compostos sao a combinagéo‘de dois ou mais mate-
riais numa escala macroscopica formando um material Gtil na cons-
trucdo de componentes mecanicos.

A casca mais tipicamente considerada neste trabalho & aquela
constituida por laminas sobrepostas, perfeitamente aderidas. Cada

1amina & constituida por fibras continuas imersas e perfeitamente
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material nobre, de alta resistencia, e sao mantidas paralelas pela
matriz. A matriz & em geral um material mais barato, usado em mai-
or porcentagem no composto, de baixa resisténcia e baixo modulo de
elasticidade. Cada lamina, macroscépicamente, exibe uma ortotropia
com as duas direcoOes principais 1 e 2 paralela e perpendicular a
fibra [4].

Um laminado € uma casca ou placa constituida por laminas e po
de ter suas propriedades manipuladas pela alteracao do nimero, pro
priedades e orientacoes e espessuras das laminas.

Em geral, num laminado sdo necessarios 7 valores para caracte
rizar uma lamina: El’ EZ’ Vige G12’ 8, t e ordem, onde: E1 e E2 sdo
os Modulos de Young nas direcoes principais (E1>E2); Vi € o coefi

ciente de Poisson; G é o modulo de Elasticidade Transversal; 6 ¢

a orientacao das fibiis em relacao a um sistema de coordenadas ar-
bitrariamente escolhido x-y-z, com z normal a superficie média do
laminado; t € a espessura da lamina; a ordem € a posigao da lamina
no laminado. Pode ainda serem necessarias outras propriedades tais

como o, e a,, que sdo os coeficientes de dilatacdo térmicas nas di

L 2
recoes principais da lamina.

A relagao tensao-deformagao de uma lamina ortotropica em esta

do plano de tensoes, segundo o sistema principal de coordenadas

1-2 e:

G Q1 Y O |le
o = Uz Qg 0 ||e; (1)
" L g Qz| Y12

Esta relagdo no sistema 1-2 mostra auséncia de acoplamento
extencao-cisalhamento e requer apenas 4 constantes elasticas inde-
pendentes. E conveniente exprimir os termos da matriz Q em termos
de "constantes de engenharia', que podem ser obtidos experimental-
mente com mais facilidade, e possuem melhor interpretacdo fisica.

Assim tem-se:

2
Q.. = E) Q.o = 2 e
11 g - 2 E 12 g - i E
1 1z 2 T
E, E (2)
Q = 12 Q = G
A | 33 - O12
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Onde v12 = ez/el € o coeficiente de Poisson-obtido quando se
aplica uma tensdo ¢ na diregao 1. Note-se que Vi, # Voq-

Frequentemente torna-se necessario o uso da relacdo tensdao-de
formacao num sistema x-y de coordenadas diferente do principal. D;
fine-se 6 como a rotacao do sistema Xx-y-z em torno do eixo z, n;
sentido anti-horario, definindo o sistema de coordenad;s 1-2-3./Fa
cilmente, usando as propriedades tensoriais na rotagao do tenso;
tensdao, e rearranjando suas componentes em forma de vetores obtém-se:

2
3§ cos”8 senze ~2senbcosH o
<} = |sen @ cos”@ 2sendcos6 9, (3)
2 2
T seneé -senécosh c -
xy os“6-sen"6 | [t,,
ou,
b'e =1 ]

Analogamente, para as deformacoes,

2 (4)

Inde "*" significa transposicao de vetor. Definindo-se

(4]
=
o
o

X
b'e
e = |e R =
e ” R 0 (5)
ny 0 0 2
2 com o auxilio das equacoes (1), (3) e (4) obtém-se:
=1t orTRY -7 (6)

A matriz Q na equacdo (6) € a matriz transformada. Se a lami-
na tiver E1 # EZ, e 8 # 0, a matriz Q sera cheia, embora possua a-
penas 4 constantes independentes além de 6, cfe referéncia |4].

As varias combinacoes de orientacoes, espessuras, materiais,
atc, de cada lamina fazem com que o ccmportamento macromecanico do
laminado possua caracteristicas diferentesyda lamina simples. A de

ducao das equagées que descrevem o comportamento do laminado, a par
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tir -das caracteristicas das laminas unitdrias foram obtidas direta
mente da '"Teoria Cldssica de Laminagdo", (CLT), para placas delga-
das [4]. Nesta teoria sdo tomadas, além das conhecidas hipoteses de
Kirchhoff para placas delgadas, outras hipoteses proprias:

- o laminado consiste de laminas perfeitamente coladas; (sem
deslisamento ou deslocamento) ;

- a cola é suposta ter espessura infinitesimal; (ndo se defor
ma por cisalhamento, o que significa que os deslocamentos sao con-
tinuos através das laminas);

Estas hipoteses permitem que se possa escrever para o lamina-

do:
[ .2
o 2
3x axz
AV azw
X _ o _ o = X T
gl =T == z -l e, vz k (7)
3y oy
du IV 232w
0 O o
3y ax axdy

onde u, v, w sao deslocamento segundo as diregGes X, y, Z; k & o
vetor de curvatura da superficie média, e o subindice "o' indica a
- el
superficie media.
Substituindo a equacgao (7) na (6) obtém-se a relacdo tensao-

deslocamento,
ox = Qe (g * 20 (8)

onde o indice k representa a k-ésima lamina. Pode-se entao integrar

as tensdes ao longo da espessura do laminado obtendo-se:

N A B g% eX
~ ~ - = = _0 = C _0 (9)
vl |p o[BI
onde [N M] = [Nx Ny ny M, My Mxy] sdo as forcas e momentos resul-

tantes agindo no laminado, A, D, B sdio as matrizes simétricas de
rigidez extencional, de flexao e de acoplamento entre extensao e

flexdo respectivamente, e sao dados por:
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N N =

25500 g I R ey i o Qi B %
N .3 (10)

Pij 72 Qg (hF + X))
: 12
onde t; e Zk sao a espessura e a cota da superficie meédia da k-&si
ma lamina a superficie média do laminado.

2.1 Tensoes Térmicas

As tensoes mecanicas numa lamina ortotropica, no sistema prin
cipal de coordenadas podem ser obtidas através de uma alteracao na
equacao (1):

g" =Q [e; - oyT, ey - o7, vy,]* (11)
onde @y, o, sao os coeficientes de dilatacdo térmica da lamina nas
direcoes principais; T refere-se geralmente em laminados a diferen
Ga entre a temperatura de trabalho e a temperatura de cura da cola;
"*" significa transposigdo de vetor. As tensées nas diregoes prin-
cipais 1-2 numa lamina podem ser transformadas a um sistema X-y-2z
conforme a equacdo (6), resultando:

X _ & h _ i L%
Ik - gk Iex uxT ? ey ayT H ny axyTJk (12)
. be i * - 1 [ R _
A obtencao o” = [ax, By axy] a partir a” = jag, @y, O] e
feita considerando-se que:
», T * 1
[el e, leJ = [al a, 0] T = a T (13)

onde o indice T indica "térmico'. Considerando-se as equagoes (5),

(4)., (23],
e’ = T=RT R T (14)

Da segunda igualdade da equagdo (14) obtém-se a relacio [11]:
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&* Bl R (15)
ou ainda,
b'e 2 2 senze +a cosze 2sen6cosd (a,-a )]* (16)
o= [alcos 6 + aySen 6 , o 2 ’ 172
Uma vez obtidos os coeficientes, as tensoes na equacao (12)

podem ser integradas a0 longo da espessura, resultando as seguin-

tes forcas e momentos térmicos resultantes:

N
T = X
N = £ Q o, T t
- k=1 =k ~k "k "k
N (17)
MU= D Qe Ty Bty
- k=1 = 7
A equacao (9) torna-se entao:
T
N N eﬁ »
-l o+ |l = C : (i8)
M M © Ik

Sends AT a variacao de temperatura ao longo da espessura H

do laminado e Tm a temperatura na superficie média, a temperatura
Tk na superficie média da k-ésima lamina, de cota Z) €
AT Zk
T, = + Tm (19)
k H

3. Formulacdo do Elemento DKT-ML

3.1 Formulacao do Elemento de Flexao DKT

_A teoria de placas com a inclusao da deformag%o cisalh?nte
transversal é obtida usando a generalizacao das hipoteses de Kirch
hoff devida a Reissner e Mindlin: ''segmentos de reta orlglnalTente
normais a superficie média indeforma?a permanecem retas mas nao ne
cessariamente normais a superficie média deformada". Desta forma as
componentes de deslocamento na teoria linear de flexao tornam-se:

w = sz(X,Y), v zby(x,y), w = w(x,y) (20)
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onde os b's s3o as rotagoes da normal [1].
Das relacoes deformacao-deslocamento da elasticidade linear
obtém-se [10]:

* . —
e T 2% x Pyy Oxy By J) = 2k (21)
onde e sao as componentes de flexdao na deformagio e k & o vetor de
curvaturas.

Sao definidas entao funcoes de interpolacgio quadraticas para

bX e by sobre o elemento triangular plano de 6 nos, tal que:

N.b_. (22)

onde: bxi € byi sao os valores nodais nos vértices e nos nos inter
mediarios aos lados; Ni sao as 6 funcoes de interpolacao quadrati-
cas dadas em coordenadas naturais de triangulo, [6] [7].

Considera-se entao que as hip6téses de Kirchhoff sao efetivas
no contorno do elemento. Entao tem-se que nos 3 nos dos veértices
b =W o e b =W i e nos 3 nos intermediarios bs,k g 0o
onde 's' indica diregao tangencial ao contorno (anti-horario).

Uma vez que as fungoes interpoladoras de bx e by sao quadrati
cas, supoe-se que no contorno a variacdo de w seja cubica, logo,

-3 1 3 1
W = W. - W _. + W. - =W . (23)
T T PO BEPRRES
1] 1]
onde para k = 4,5,6 i-j = 2-3, 3-1, 1-2 respectivamente, isto e,
k representa o no intermediario ao lado ij, e 1 € o comprimen

to do lado.
Toma-se ainda a variacao de bn como. sendo linear ao longo do
contorno, logo:

by = 3 s + b ) (24)

As consideracoOes acima permitem que se trabalhe ndo com os 12
valores nodais de 'b' mostrados na equacao (22) e as funcgbes de in
terpolacac N, . mas com:
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o
|

= H (L,,L)U
H L) Ue
X2 (25)

b
b

*
@Y(Lz,Ls)gf
onde: H e H_ sdo vetores de 9 componentes de novas funcoes de in-
terpolggﬁo aadas em termos de Ni’ e das coordenadas dos tres nos do

elemento. H e Hy sio dados na referéncia [1]; e

s = 6. © (26)
Up = (wy By Oy Wy Bep 8oy Wy Oy3 0y3)
& o vetor de deslocamentos nodais de flexao do elemento.
Derivando a equacao (25) conforme (21) obtém-se:
= 27
I3 Eelle (27)
onde B & dado por:
* H*
Yzt +y
31-x,L, 12~x,L3
1 H‘k H*
Be(lpoly) = 28 | a1, ~ X1dhy L, (28)
* * H* H*
- H - x..H +1 ¥ +y
*31°x,L, © M12-x,Lg © 731%y,L, © T12-y,Lg
onde as diferencas de coordenadas dos noés sao: xij = x5 - Xj F .;
= - y.; i,j = 1,3, e A representa a area da superficie
yij Vi y.; para 1,] P

média do elemento.
A matriz de rigidez do elemento DKT para flexao torna-se [1]:

*
= 29
- fmee an (29)

A

Kpxr

3.7 Formulacdo do Elemento DKT-TL

Dadas as matrizes Bf de flexdo, dadas por (27) e (28), da for
mulacao do elemento DKT e Bm de membrana do elemento CST, ( constant

Strain Triangle Element) [6] [7], isto &,

°=-3BU (30)
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onde:
v, ug V3) . (31)

pode-se rearranjar Bf e Bm numa Unica matriz B tal que:

[ X" =BU (32)

*

U =
Gy W Wy By 001 By Vo 5 Bep Oop W Vi Wy Gn Bn) (33)

onde u, v, sao os deslocamentos de membrana nas direcoes X e y.
A energia de deformacao é:

o
(=

1
W= dA (34)

1
=

Usando a relacao (9),

N
1
1

C d A (35)

Byl
1|

A
e substituindo as deformacdoes através da relacao (32) obtém-se:

*
71

1 *
B == U U dA (36)
2 =

A
Efetuando-se a variacao de U em relagao a U obtém-se a matriz
de rigidez K do elemento DKT-ML - DISKRETE KIRCHHOFF TRIANGLE ELE-

MENT - para MATERIAIS LAMINADOS:

(37)

n=
1l
| =
(18lv~]
un
{8}
o
>

A

A matriz de rigidez do elemento € entdo modificada de forma a
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incluir o deslocamento 8, antes de serem efetuadas as transforma-
coes de coordenadas do sistema local, equacao (19), para o sistema
global [2].

Uma vez que os deslocamentos w nao sao interpolados explicita
mente na formulacdo do elemento, a derivagao do vetor de forgas no
dais equivalentes devido ao carregamento normal distribuido é fei-
to supondo um campo de deslocamentos linear sobre o elemento. Car-
regamentos distribuidos coplanares e carregamentos devido ao peso
proprio, etc, sao manipulados também de forma simples. O vetor de
forcas devido ao gradiente linear de temperatura ao longo da espes
sura do elemento pode ser obtido pela aplicacao da variacao da e-

nergia potencial ET em relacao a U,

N T
P
SEp = % agT B dA (38)
A 2
que resulta:
A
= ol
Bp 5 =" T8 dA (39)
z -
M :
A g

onde ET é o vetor de forcas nodais térmicas equivalentes, NT, MT,

sdo dados pela equacgdo (17). A integracdo numérica deve utilizar
trés pontos para um elemento isotropico e quatro pontos para um la
minado, tendo em vista ndo apenas o grau quadratico das fungoes de

interpolacao mas também a possivel variagao linear em C.
4. Resultados

Sdo mostrados a seguir dois modelos resolvidos wutilizando-se
o elemento DKT-ML.

4.1 Analise de uma Placa Isotropica sob um Gradiente Linear de

Temperatura

Foi modelada uma placa completa isotropica [11] com uma malha
conforme a Figura 1, submetida a uma diferenga AT de temperatura
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2,240 1,493 3,341 4,489 _ ;___Q;}§§J

|

,9350 1,496 ,4310 3,7400|

1,1687 1,8700 3,0387 4,6750|

1,2272 1,9635 3,1907 4,9087I
1,247 1,995 3,243 4,987
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|

,1870 ,3740 0,9350 ,8700 3,1789l

0,2337 0,4675 1,1687 2,3375 3,9737|

0,2454 0,4909 11,2272 2,4544 4,1724|

0,249 0,499 1,247 1,493 4,239__l

|

|

0,0 ,1870 0,7480 ,6830 2,9919|

0,0 0,2337 0,9350 2,1037 3,7399

0,0 0,2454 0,9817 2,2089 3,9270

.0 0,249 0,997 2,240 | 3,989 |

0
‘\\\\\'NG 1, engastado.

LEGENDA - DEFLEXAO NORMAL w.

a - Solucao obtida com o elemento DKT-ML,
com 2 laminas;
b - idem, 4 laminas;

c - idem, 8 laminas;

an o

d - Solucdao Analitica.

. 3
” e LB unidades de w em metro vezes 10
No de referencia

jgura 1. Malha utilizada e Deflexao de uma placa isotropica sob
um gradiente linear de temperatura ao longo -da espessura.
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ao longo de sua espessura de 20°C, e engastada em um de seus nos.
Para ter bem representado o efeito de acoplamento extensao-flexao
foi idealizada a placa com uma superposigdo de laminas iguais e iso
tropicas. Na Figura 1 tem-se as configuragoes finais para a placa
quando se consideram 2, 4, e 8 laminas. Comrarando-se com a solu-
cdo analitica em cada ponto nota-se boa convergéncia com o aumento
do niumero de laminas. Nota-se também o alto grau de simetria obti-
dos em todas as solugbes. A solugdo teorica foi obtida da Referen-
cia [9]. Os dados do modelo analizado sao:

E, = E, = 0,106.10" ’pa AT = 20°C

2P = 0,324 Placa: 32 elementos
ap = a, = 0,187.107%/9C  Espessura = 1,2.10 3m
G, = 0,401.10 pa lado = 32,0.10 %m

Engaste no né 1.
4.2 Andlise de uma Placa Anisotrdpica

Foi modelada uma placa regular antisimétrica com laminas ori-
entadas angularmente, simplesmente apoiada, com malhas N = 2 e N=4
em placa completa [11] . As malhas 2 e 4 sao regulares e possuem 32
e 128 elementos. Os valores das propriedades usadas estao mostradas
na Figura 2, e sao p;oporgﬁes tipicas para compostos de grafite-
epoxi de alto modulo de elasticidade. Os resultados estao mostrados
e comparados a solugdo tedrica, (obtidas nas referéncias [3] e |4])
na Figura 2. Foram solucionados os problemas de placa com 2 e 6 la
minas, com as orientacoes (-8/6) e (-0/8/-0/08/-8/86) respectivamente.

Observando-se os resultados nota-se que:

a) a convergéncia do elemento ndo € monotonica como se nota na
Figura 3, embora para materiais isotropicos saiba-se que o elemen-
to DKT apresente convergéncia monoténica [1]; '

b) o erro varia com a malha utilizada, com o angulo de orien-
tacdo das ldminas e com o nimero de laminas, diferentemente também
dos materiais isotropicos;

¢) uma malha menos refinada como a N = 2 ¢ mais sensivel a va
riacdo no nimero de laminas; numa malha mais refinada, a curva de
erro versus 6 & particularmente a mesma quando € variado o numero

de laminas. Figura 3.
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SOLUCAO ANALITICA
e 2 laminas, malha 32 elementos

o 2 laminas, malha 128 elementos

2 l&minas

"5 40 A .

2 2 a4 6 laminas, malha 32 elementos
- . a 6 laminas, malha 128 elementos
3

- 20 laminas El/Ez = 40

P a/h = 50

E

E 1,0 Solugdo ortotrdpica GlZ/EZ = )1(

q = qosenaseng
qoo IB 50 ;o ;o A—EB a,b = comprimento dos lados da
Rnqulo © placa nas direcoes x,y.

Figura 2. Deflexao maxima de uma placa anisotrdpica quadrada com
~ . -
laminas obliquas sob carga normal senoidal.

d) quanto a variacdo do erro com 6, Figura 3, de forma geral,

proximo de 6 = 0 se situam os melhores resultados, entre 15° e 35°
os piores, proximo a 45° apresenta uma leve melhoria.

157
10+
=
=
wo S
o S
< e v o e O
3 L ﬁg:— i PP = L
w 10 20 30 40 50
2 Anguio ©
ol S vy
\ ~— Tt =~ Rspes
. - — —a
=10 \\
\‘
-|5_J . \0.\_\. _— .-
T~e—

2 lam. malha 32, 2 lam. malha 128,
46 lam. malha 32, 46 lam. malha 128.

Figura 3. Erro na deflexao no centro da placa da Figura 2.
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A explicacdo exata a observagao a) seria bastante complexa po
rém pode-se supor que o comportamento seja devido a presenca de ele
mento CST que possui uma convergéncia inferior. A maior parte do
comportamento do elemento DKT-ML neste exemplo, porém é relaciona-
da ao tipo de apoio utilizado na placa, que restringe deslocamentos
normais nos bordos, mas permite deslocamentos tangénciais. Este ti
po de apoio permite’que o acoplamento membrana-flexdao tenha liber-
dade de condicionar a configuracao final da placa mais livremente:
«aos pontos dos bordos correm tangencialmente € as linhas de derivada
zero de w inclinam-se em relagao as linhas de simetria da placa. Es
tes fatos explicam o pico atingido por w na Figura 2 para 2 lami-
nas, onde o acoplamento € maximo. Isto também impede que se modele
apenas um quarto de placa em problemas deste tipo, uma vez que nao
se pode usar nos bordos internos a condicao de contorno de w , Du-
la. Para uma malha N = 2, o fato de que os resultados sao sensivel
mente melhores para 6 laminas que para 2 & compreensivel uma vez
que para 2 laminas o acoplamento & maior e & exigido um melhor de-
sempenho do elemento de membrana, o CST. Este elemento porém tem o
campo de deformacao linear e com uma malha pequena como N = 2 o mo
delo se torna mais rigido, aumentando o erro de 6 para 2 laminas.
Com o uso de uma malha mais refinada a limitacdo do elemento CST
perde importancia e o comportamento do elemento DKT-ML passa a se
tornar mais indiferente ao nimero de laminas.

5. Conclusao

Observando os resultados mostrados pode-se admitir que sdo ra
zoavelmente bons, levando-se em consideracao o tipo de elemento u-
sado, o triangular plano, e os problemas inerentes a um material como
o laminado.

Outros elementos podem ser implementados e- testados em cascas
de materiais compostos, sempre se levando em conta a eficiéncia com
putacional em termos de tempo de CPU, memoria, facilidade de entra
da de dados e precisao. Estes fatores se tornam mais criticos num
programa de elementos finitos quando aplicados a materiais compos-
tos devido 3 carga extra de calculos e valores a armazenar que es-

tes acarretam.
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