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INTRODUÇÃO Bi-shop e Hassan [1] adotam o seguinte modelo p
ra a detertninação dessas forças dentro do regime sub
cru icoNas Últimas décadas,devido à grande necessidade

de otimização de projetos estruturais e ao alto grau
de confiabilidade exigidos na indústria em geral,o ej.
tudo da interação fluido estrutura tem recebido muita
atenção.O comportamento dinâmico de tubulações tem si
do extensamente investigado devido a sua grande impo.[
tânci.a nas indústrias petroquímica ,nuclear,etc

No presente trabalho,as equaçoes que determinam
o comportamento dinâmico de tubulações submersas e
efetuado com auxílio do princípio de Hamiltonpconsidg
bando--se as vibrações transversais de pequenas ampla--
rudes.A metologia utilizada no modelamento matemáti-
co permite a abordagem do problema com as mais dever
sas condições de contorno,propiciando a determinação
rápida e eficiente das freqtlências naturais do siste-
ma

Fi=$(a/d,Re,fd/UZ)U'ÂP 1/2, (1

onde F:(t) é uma força ge.Bélica,0 é uma função gene

rica,a/d é a razão da amplitude de oscilação pelo di
metro d do tubo,Re é o número de Reynolds,f é a fre
qUência de excitação,U é a velocidade média do flua
externo não perturbado,p é a densidade do fluido e
e a área projetada do cilindro.

As forças de arraste e sustentação atuantes n
ci[indro são convenientemente aproximadas por [ 1]

FL(t) 1/2 PAIJ2 C. cos(Qt+P) (2

CARREGAMENTO DEVIDO AO ESCOAMENTO EXTERNO
e

.Fd(t) 1/2 pAUl(Cd+CdÓcos(2Ç2t)) (3

Em estruturas tubulares o conjunto de forças hi
drodinamicas deve ser obtido a partir das equações de
Navier Stokes.Entretanto,o presente trabalho é volta-
do para situaçoes onde a tubulação sofre o processo
de excitação auto-induzida pelos fluxos de fluido e,
assim,segundo Bishop e Hassan [1],o conjunto de for-
ças hidrodinâmí.cas desejadas depende também das caras
terísticas dinâmicas da estrutura,tais como a amplia.u.
de e freqtlência de vibração .

De maneira geral,quando um longo corpo obtuso e
imerso em um escoamento de flui.do viscoso,haverá a
formação de vórtices periodicos,uma vez excedido um
certo número de Reynolds (este valor para cilindros
circulares é da'ordem de 50) . A formação desses verti
ces dá origem a forças oscilantes periódicas (susten-
tação e arraste) ,superpostas ã força de arraste me-
dia,que é aproximadamente constante para cada numero
de Reynolds .

Além disso,quando um componente estrutural sub-
merso em um meio fluido, cofre.vibrações,o fluido que
esta ao seu redor tende a deslocar-se para se acomo-
dar ao movimento oscilatório.Como resultado desse pro
cesso de acomodação,pressoes sao geradas sobre o cor--
poscujq efeito geral é traduzido como fo'rias de carac
terísticas hídrodinamicas que atuam na estrutura.Tais
forças influenciam de maneira significativa o compor-
tamento dinâmico da estrutura.

onde F. (t)

arraste,C. é o coeficiente de sustentação,V é o ângt
lo de fase entre a força de sustentação e o moviment

oscilatório do cilindro,Cd e Cdo são os coeficiente
de arraste constante e alternado,respecti.vamente
Q=2n'f

aê a força de sustentação,Fa(t) a força

Va18res dos coeficiente de arraste e sustent
ção,assim como do ângulo de fase @,podem ser enconti
dos nas referência [ 2-4 ] .

Massa Adicional e Amortecimento Viscoso. Quanc

um componente estrutural move-se com velocidade vara
vel em um meio fluido,o movimento fica sujeito a un

resistênci.a. Seu comportamento e como se uma massa
dicional de fluido estivesse rigidamente ligada e m(
vendo-se com a estrutura.Quando o sistema sofre €
citaçóesl,:não somente sua massa fica submetida a est
alteração,mas também,a massa adicional de fluido e
fetada .

Genericamente,as forças deva.do à massa adia(
nal e ao amortecimento viscoso são expressas como [!

F (t ) =m a2 v#/ at4c Bv+/ at (z

onde F.(t) é a força adicional, m, e a massa

nal, c., é o coeficiente de atrito viscoso e vü é

adiei(

Forças de Arraste e Sustentação.Apesar das for-
ças de arraste e sustentação terem sido intensamente
í.nvestigadas nas últimas décadas,existe ainda grande
dispersão nos resultados de autor para autor!:com refe
rangia à força de sustentação em cilindros oscilantes

deslocamento transversal genérico do tubo.
Valores dos coeficientes m. e c., podem ser ei

contrados nas referências [6 9].



370

MODELAMENTO MATEMÁTICO onde o símbolo , JeindicaO aZ/axZ
' xx

Com referência à Figura (1) ,o modelo em considg
ração é um longo tubo posicionado verticalmente, com
área de seção transversal S,rigidez efetiva de flexão
EI e massa por unidade de comprimento m constantes. O
tubo é submetido a um escoamento externo perpendicu-
lar a sua direção axial,com velocidade média do fluxo
não perturbado igual a U e outro escoamento in.terno
com velocidade média V,sendo nas extremidades suporta
do por apor.os elásticos .

Wext;
bi"*«, l:.,: X( v. z+w, 2 ) dxdx -

.z' '''q.

-{ T-pA ' ( 1 -2v0) } l
-l 0

l
1/2( v, z+w, 2 ) dx (10)

onde g é a aceleração da gravidade,T é a tensão aplic.!
da:no extremo da tubulaçao,p e a pressão na extremida-
de do tubo. A' é a área de escoamento do fluido inter-
no, v é o coeficiente de Poí.sson e 0 é l para tubula-
ções com extremidades com restrições totais de desloca
mento e 0 para tubulações livres

J

apor
elast

(m+lÍ+m )Ça (t)L
F (t)d

Com auxilio das equações(7),(8),(9),(10) e(6)
é possível obter as equaçoes que definem o comporta-
mento osci]atõrio da tubu]ação,ou seja [4]Fd(t)

(m+ma+M)v + cv; + Elv, + Mt2;,xV+t(Z-x)v,xxl+

'xx (m+M)g{(Ê-x)v,x},x - FI.(t) +

+ {pA'(1-2v0) - Tlv,xx - 0 (11)
a)Forças de Arraste

e Sustentação
b) Seção Transver

sal

Fig . 1 Discretização da Estrutura sujeita às seguintes condições de contorno
Considerando-se o efeito do escoamento externo

como um conjunto de forças atuantes na estrutura ex-
ternamente,a previsão do comportamento oscilatório do
tubo pode ser obtida utilizando-se o Princípio de Ha-
milton,como desenvolvido e apresentado por Benjamin
[3]

Elv,xx: 0
ou õ«,:.l: : o (12.1)

,xxx + {]-Mt+(m+M)g(]-x)+]T-pA'(1-2v0) ]lv,x +

-- w; -. w",:. : o - d«l. 0 ( 12 . 2)

ll: :: - ll'w. !.l*..*«:l*:.,*'..l*.. ":. ';*:
l l

As equações diferenciais e condições de contorno
na direção z sáo completamente análogas ãs anteriores,
alterando apenas a componente da força de excitação,ou
seja,assume o valer Fa(t) .onde L é a energia lagrangeana,M é a massa de fluído

interno por unidade de compr:isento do tubo,R. e o ve-
tou posição de um ponto genérico pertencente à linha
de centro do tubo,'t é um vetou unitário e tangente
R. e o símbolo x indica produto interno.

Solução Numérica. Para adimensionalizar a equa-
ção (11).utiliza-se o seguinte conjunto de variáveis:

a
€

A energia ]agrangeana é [4] V#= (M/EI) 1 /2VZ í!=M/ (M+m+m. )

L: Tfi+Tt'( U#-Wext )
(6) y= (M+m, +m) IP g/EI r =T22 /EI

onde T.r; é a energia cinética do escoamento interno ,
T. é a energia cinética do tubos U# é a energia de de
formação do tubo e Wext é o trabalho efetuado pelas
forças externas. Essas quantidades são dadas por [4] :

ll=pA ' l/EI TÜ=(EI/(M+m+m ))1/2t/IZa

e X= c l2/(EI(M+m+m )1/2) (13)

Tt= i/2 lo ptS( v'+wz )dx + TOS
(7)

Substituindo o conjunto de vara-áveis
acima na equação (11) obter--se:

definidas

;)- + {vü:-r+R(1-2v0)+Í-'r+B1/2ãiF}(l-E) }e;; +onde P. é a massa específica do tubo, v e w são os
deslocamentos do tubo nas direçÕes y e z, o símbolo
sobre as variáveis í.ndica derivação com relação ao
tempo e TOS refere--se aos termos de ordem superior ne
gligenciados .

+2B1/2vüa2rt + .ían + x2n Z3F. (t) /EI

A solução analítica da equação (14) é bastante
difícil de ser obtida,se existir.Assim sendo, a solu-
ção r] é aproximada pela sérí.e RI , tal que

(14)

rÍi= M/2 l0tzv aíl 1/2( v,.:'+w,..2 ) dx + ;'+

+ wz + V2 + 2ww, V + 2w, V} dx + TOS (8)
r

n=n'= E a + (E)© (1+)
n=1 nn n

(15)

onde o símbolo , indica a/ax
onde a. é o vetou das constantes, que podempinclusí.ve ,
assumir valores complexos, +.(E) é um conjunto de fun-

ções linearmente i.ndependentes satisfazendo pelo me-

f l,

U+= EI/2 lo( vfxx2+wpxxz ) dx + TOS
(9)
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nos as condições de contorno geométricas do problema
e @.(T+) são funções que descrevem o comportamento
do movimento oscilatório no tempo.

Como a série rl é truncada em processos computa-
cionais,a parte homogénea da equação (14) daqui repre
sentada por E(n) ,nao será exatamente zero,i.é,
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N
'a
Q0
0

0
'a

Na0

0ou
.u .u

3n

-+ 0
N 'a
0

a
N

/--\ tq
3 ...i

\-./ r-l

E co
>N
HuO

N .C

--l E
N

cü coao

E (T) ' )= e 39 e 49
modo s-.onde € é um êrmo admissível .

A questão toda consiste em determinar a série
rl' apropriada,tal que o êrmo e seja mínimo.Para is-
so,escolhe--se uma série TI' que satisfaça as condi-
ções de ortogonalidade dentro do domínio analisado
ou seja :

40

l.z.7z

g 'j.}o
9.u

(17) 30

O resliltado da equação (17) é a obtenção do con
junto de constantes a. apropriado para a aproxima-
ção TI' e as frequências naturais de vibração da es--
trutura .

19 e 2ç)
modos39

modo

Resultados. Seja,por exemplo,tma ttlbulação sim-
plesmente apoiada nos dois extremos.A aproximação s.ê.
t í.sfatória de n é

20

n'= Real( E a.ezu'r+sen(noTE))
n= l

'Va18res de VR

(18)

pois rl' (0)=n' (1)=0.
Substituindo a equação (18) na equação (17) ob-

t em-- s e

10

$=O , l Y=X=O

Real (
r
E a e

n=1 n
A . ):0 (19) 29 modo

o !8onde
lem:

A é uma matriz de ordem r ,cujos eleqlentos va-

a ={(nlr) '--ÍVüz -]'+n(1-2vo) -y/2](nlr) 2nn
Re a 1 ( to )

c»-o-- 39 modo
o'-e- 39 e 49 modos+ Xico -u2 }/2 ( 20 . 1)

19 modo
29 modo
19 e 29 modos

e a =t2B1/2V#nmui/(mz+n2)}nm
+Í2ílmn(n:+mz)/[(n-m):(n+m):)]} (20 . 2)

Fig . 2 Frequências Adimensionais Complexas

se n e m forem de paridade distinta.Caso contrário
a e zero.

Na Figura (3) é verificado o comportamento aná12
gó do sistema, obedenco ao mesmo mecanismo de flamba-
gem e acoplamento dos modos .

nin

A solução não trivial da equação (19)
que

requer

Det A =0 (21) CONCLUSÕES

As raízes;dá equação (21) corresponderão às fre
qUências naturais adimensionais do sistema e a deter
minação do vetou a. é feita com utilização da equa-
ção (1 9) .

Algumas frequências adimensionais ca.lculadas es
tão mostradas na Figura (2) e (3).As partes Real (u)
e Imag (u) estão plotadas no diagrama de Argand,teB
do VÜ como parâmetro variável.-

Na Figura''(2) nota--sê que,com o aumento da velo
cidade,a freqllencia correspondente ao primeiro modo
diminui e se anula em Vü=lr,que é a primeira velocida
de crítica de flambagem. Símilarmente, os segundo e
terceiro modos se anulam em VÜ;2n e 3K ,respectivamen
te. Entretanto,para uma velocidade ligeiramente su-
perior a 2n ,a posição do primeiro ebsegundo modos
permanece no eixo Imag (u) e, quando deixam o eixo,
fazem em pontos simétricos que indicam o inicio do
acoplamento do 19 e 29 modo de vibração.

É importante notar as. diferenças de comportamen=
to entre sistemas com'baixas e al,tas í'azões de masca ,
$.Para pequenos valores de B o sistema flamba no 19,29
39 e 49 modo, para que,depois,se veria.àquem os acopla--
mentos.Para sistemas com razões de massa altas,a estou
tuta só flamba no 19 bodo,verificando-se o acoplamento
dos modos antes que a flambagem ocorra nos modos sub-
sequentes .

Outra caract;erística importante a ressaltar é o
efeito estabí.lizante das :Corças de origem giroscopicas
( B#O ) .Aqui este efeito é demonstrado claramente,
pois,após -ultrapassar a velocí.dade crítica de flamba-
gem,a força de Coriolis pende a estabilizar,ou es-
tabil:iza o sistema antes do início dos acoplamentos
dos modos de vibração.Eví.dentemente,tal efeito é mai.s
pronunciado para.valores altos de B.

Na pratica,é interessante obter-se a primeira VS.
locidade crítica de flambagem para efeito de projeto
dé tubulação.Algumas dessas velocidades estão relacio
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0 10 20 30 que não leva em consideração o efeí-to da força.de Cor.{
olis.Dessa maneira, a anão das forças giroscoptcas e
totalmente desprezada e o efeito de estabilização e ou
desestabilização do sistema é efetivamente negligenci.g
do.Ainda. não é levado em consideração o carregamento
da tubulação devido às forças de trarão(compressão) el
terna e da pressão interna.Tais inconvení.entes são pl.g
namente contornados com utilização da equação(11) e, a
análise da í.nfluencia de cada um desses parâmetros no
comportamento dinâmico da tubulação é facilmente. execg.
tada c(im a metodologia desenvolvida para resolução do
prob lema .

3

g ,is.sa 40

19,29 e 39
13.00 modos

iio.i''
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SUMMARY

Os resultados mostrados nas Figuras (2) e (3) a-
presentam excelente acuidade quando comparados com
os obtidos em [10] ,não apresentando qualquer diferença
nos resultados.Além disso,a gama de velocidades utili-
zadas na obtenção das frequências críticas adimensio--
mais é bastante extensappermitindo a analise do corpo.[
tamentlo do sistema desde as mais baixas até altas velo
cidades,o que não é apresentado em [lO].

Ve[oso e Lou]a [11] utilizam a teoria clássica
de vigas para obtenção da equação.que descreve o com--
portamento oscilatório de tubulações sujeitas a vibra
cães induzidas ,ou seja

The analised system ín the.presen.t paper is a
lona flexible and thin pape,loaded by crossed external
and internal fiou,wí.th elastic constrains in both ends.
The problem is hera treated by energetic aproach and
assumed only small transversal structural displacements
An especial enphasi.s is gíven for the giroscopic foi-
ces generated by the internal fiou,which are respons.â
ble for the complexibility of the pape dinamic beha-
vior,sometím s stabí.lizí.ng and othertimes destabili-
z ing the system.

+ c Bv + Elv, xxx : FL(t) (22)


