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SUMARTO

Neste trabalho, apresenta-se uma revisdo sobre aplicagoes de metodos Ainteghais
para problemas de placas efasticas. Descreve-se as metodologias usadas para obtengdo
das fonmilagoes integrais mais empregadas, suas estruturas, propiiedades e implementa
coes numericas. Sintetiza-se 08 prineipais nesultados em formma tabularn, o que possibi-
Lita uma avaliacao qualitativa entre os metodos revistos.

INTRODUGAO

Este trabalho tem por objetivo rever a pesquisa
realizada a partir da decada de sessenta sobre métodos
integrais para solugao numérica de problemas de placas
elasticas. Neste periodo houve acentuado desenvolvimen-
to computacional de tais métodos e diversas formulacGes
integrais surgiram para o referido problema. Suas ca-
racteristicas sao aqui analisadas.

Na segunda secdo, apresenta-se os conceitos basi-
cos dos métodos integrais e o problema de placas na for
ma diferencial. As formulagoes, suas estruturas, vanta-
gens, desvantagens e propriedades bem como suas imple-
mentacoes, sao tratadas na terceira secao. Na quarta se
gao, comenta-se alguns resultados obtidos e a eficién-
cia dos métodos.

CONCEITOS BASICOS

Os métodos integrais se fundamentam em relagoes
funcionais entre quantidades no dominio, £, e no contor
no, 3. Atraves de limites estas relagoes ficam defini-
das apenas no contorno 3. Quando a relagao funcional e
obtida por meio de distribuigoes singulares em 99, cu-
jas intensidades sao determinadas a fim de satisfazer
as condigoes de contorno, o método € denominado indire-
to. Quando a representacao integral emprega uma relacao
de reciprocidade ou de energia, o método e direto (1],

2%
12 Agora, considere-se uma placa elastica, fina, de
espessura constante, construida de material isotropico
homogéneo, ocupando uma regido CR? com contorno 3%, su
jeita a carga transversal por unidade de area, £, mode-
lada pela teoria de Kirchhoff [3]. 0 deslocamento trans
versal, w, satisfaz a equagao [3], [4], [5]:
2
DV'wrodey = £(P,t), Pem; @)

onde: D=Eh®/12(1-v?)- rigidez a flexao; p- massa especi

fica; v- modulo de Poisson; E- modulo de elastigidade;

h- espessura da placa e V*=V?V?- operador biharmonico.
As condicOes de contorno sao:

i} Vv
Trow/am=8, ¥pedf; 3WnQ =¢(2)
Tr[Mw) ]=M, »pedd; Tr(vw)]=V, ypedV; annaaM=¢

Tr(w)=w, yped¥;

onde: M(.); V(.); 6=3n(.); T(.); Q(.)-s2o os operadores
momento normal, forga cortante equivalente, rotagao nor
mal, momento torsor e forca cortante, -respectivamente,
definidos em 3Q: Tr[g(p)]=2img(P), quando P-p.

O problema estatico ((1) com 8*w/dt?=0, se reduz
a uma equacao biharmonica nao homogenea) foi o que mais
recebeu atengao dos pesquisadores. A aplicacao de formu
lacao integral em problemas de placas, parece se inici-
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ar com os trabalhos de Jaswon et alii [6] e Jaswon §
Maiti 17]. Nestes trabalhos, representa-se uma funcao
biharmonica por meio de duas fungoes potenciais. Entre
tanto o método indireto mais empregado [8], [9], [10];
11], cogsiste em escrever o deslocamento, w, como Su-
perposicao do deslocamento wo- devido ao carregamento
externo e dos deslocamentos wg, wy- devido distribui-
cao, em 30, de linhas de forcas e momentos concentra-
dos, de intensidades desconhecidas. Estas, sdo determi
nadas a fim de que as condicGes de contorno sejam sa-

tisfeitas.
O teorema de Betti-Rayleigh [12] para placas [9]

3

o (Egwp-£pn,] dS+/ 50 [Vywp-M, 85-Vow, M8, ]ds=0, {3)

serve de partida para o estabelecimento de formulacoes
integrais diretgs. Em (3) os sub-indices A, B indicam
dois estados elasticos e os demais parametros possuem
o mesmo significado anterior. Idenficando um dos esta-
dos com o atual e o outro com o decorrente da solugdo
fundamental biharmonica, obtem-se uma representacao in
tegral para w em Q. Como se pode notar, em (3) as quan
tidades sao as de interesse para o problema. i

FORMULACOES INTEGRAIS

As formulacoes sao apresentadas, exceto algumas
complementares, na ordem em que foram publicadas. Jas-
won et alii em (6] trataram do problema biharmonico.
Todavia a mesma formulacao foi empregada em problemas
de placas [7], [13]. O deslocamento w foi expresso co-
mo superposicao de wo, proveniente do carregamento ex-
terno, com W, que satisfaz a equacao biharmonica. 0
problema diferencial € transformado para a forma inte-
gral ao adotar, para W, a representacao:

W=r2¢ + 9, V2 =0 4

No processo de solucao (dos problemas  harmoni-
cos), expressa-se ¢ e Y-por meio de potenciais simples:

¢ (P)=/yq0(q)egrdsq; W(p)=/yt(q)tgrdsq, PER; (5)

onde: r=|p-q|. Em seguida, substitui-se (5) em (4) e
determina-se as densidades ¢ e ¢ para satisfazer as
condicoes de contorno. No limite ao contorno, se deve
levar em consideracao as descontinuidades em  3¢/3n e
3y/on. Com ¢ e Y determinadas, todos os parametros po-
dem ser calculados. A representacao (5) necessita modi
ficacoes para atender a completividade, existencia e

unicidade da solugao, em problemas de dominio infinito
ou multi-conexos [6], [13].

A implementacao numerica particiona o contorno
em arcos. Em cada arco, supoe-se o e { constantes e as
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socia-se seus valores a um ponto, geralmente central.
denominado nodal. Este € o elemento constante. Aproxi-
ma-se o contorno por segmentos de retas. Usa-se o pro-
cesso de colocagdo [14] para transformar o sistema inte
gral em um algebrico linear. Usa-se a regra de Simpson
ou a retangular para aproximar as integrais nao singula
res de nicleos logaritmicos ou de suas derivadas, res-
pectivamente. Nestas regras emprega-se os comprimentos
dos arcos e nao os das cordas, no contorno. Arredonda-
se os cantos, para evitar o problema de mal condiciona-
mento do sistema provocado pelo comportamento irregular
de potenciais duplos, perto deles.

Maiti § Chakrabarty em [15], desenvolveram formu-
lacao integral para o problema estdtico de placas que a
lem de remover o mal condicionamento perto dos cantos,
justifica matematicamente a presenca de dois potenciais
em (4). Entretanto, a formulacdo & especifica para pla-
cas poligonais simplesmente apoiadas. Maiti § Chakrabar
ty, usaram a identidade de Rayleigh-Green [16] para domi
nio interior e depois para o exterior. Adotando técnica
usual (2] de somar as representacces obtidas para 0s
dois problemas, encontra-se:

¢(P)=f390(q)r2(zgr-1)dsq + IQQU(Q)Qgrdsq, BQ;  (6)

onde ¢ e u sao densidades de fontes, determinadas para
satisfazer as condigoes de contorno. Calculando-se V2¢
de (6), obtem-se a segunda equacdo que completa a formu
lagao. Fazendo P-pedQ, obtém-se as equacoes em 3. Ado-
taram procedimento numérico analogo ao descrito em [6]
e referido anteriormente.

Erik B. Hansen em [17] desenvolveu duas formula-
goes especificas, para placas infinitas, contendo furos
com arestas supostas livres, sob um sistema de forcas e
momentos em equilibrio, no infinito. Novamente, a iden-
tidade de Rayleigh-Green aplicada a regido interior e
exterior a dos furos serviu para estabelecer as duas
formulacoes. Uma delas se estrutura nas representacoes
integrais no contorno de w e dw/30R; a outra  nas de
dw/2n, 3w/dt (derivada normal e tangencial ao contorno,
respectivamente). O procedimento numérico, difere dos
anteriores por aproximar as funcGes incognitas atraveés
de "spline' [17], [18]. As integrais envolvidas sempre
foram desmembradas em uma parte limitada e outra singu-
lar. As primeiras foram avaliadas por Romberg [19]. As
Ultimas, tomadas na forma mais simples possivel, 'foram
calculadas analiticamente. O sistema discretizado apre-
senta bom condicionamento e foi resolvido por uma sub-
routina convencional de eliminacao.

Nicholas J..Altiero § David L. Sikarskie em  [8]
apresentaram formulagao aplicavel a geometrias quais-
quer porém, devido a complexidade das equacdes, as apli
cagoes so consideraram condic¢es de engastamento. Fazen
do-se a imersao da placa real em uma placa ficticia que
se conheca a funcao de Green, distribuindo-se em 30 1i-
nhas de forca P(q) e momentos M(q), o deslocamento pode
SEr expresso por

W(P)=/TG(P. Q£(QdS 0 [6(P,Q)P(Q)+H (P, )M(@) Jds, - (7)

onde: G(P,Q), € a funcdo de Green da placa ficticia e
H(P,Q)=-3G(P,Q)/onn. As intensidades P e M sao deter-
minadas para satis%azer as condigoes de contorno. No es
quema numérico, usaram elementos constantes. Calcularam
as integrais nao singulares pela regra trapezoidal sim-
ples [19], e as singulares analiticamente.

Una abordagem diferente das anteriores foi desen-
volvida simultaneamente por Bézine § Gambi em [20] e
Stern em f21]. Em [20], consideraram a forma bilinear
simétrica.

9%v 9%w _29%v  3%w 3%v 3w

U(V,W)=IIQ(1'V) v i WB)’.—BX_SY B—)ﬂm

T )ds. - (8)

Integraram (8) duas vezes por partes em v e obtiveram

(3) na forma mais geral:

IIQ(VAAw—wAAv)dS=~%/aQ[vV(w)-e(v)M(w)+6(w)M(v)— i,

N
wV(v)]ds+% z {HwT(v)]—EVKw)]}Ai,
i=1

de: [.]=(. £ Ce) .=+ Em (9 1hends I
onde: [.]=( )AI ( )Ai (9) escolhendo v como a solu

cao fundamental biharmonica e w como o deslocamento re-
al, obtém-se uma representagao integral para w(P), PeQ.
Completando a formulagao, derivou-se w(P) numa direcdo
pré-fixada para obter uma segunda equacdo. As equacoes
integrais no contorno, sao obtidas através de limite,
fazendo-se PEQ>pedQ. Foi usado elementos constantes no
procedimento numérico. Empregou-se a regra trapezoidal
composta para vinte pontos para calcular as  integrais
nao singulares. O nucleo 3V(v)/8n exibe singularidade
1/r* e apresenta dificuldade para ser integrado. Bézine
G Gambi fizeram estes termos passarem a se comportar co
mo 1/r, procedendo a uma integracdo por partes [20]. As
integrais singulares com este tipo de singularidade sao
entendidas como valor principal de Cauchy e sao calcula
das por meio de solucoes de corpo rigido.
Stern em [21} obteve a representacao integral pa-
ra w(P), PeQ de modo analogo ao desenvolvido em [20].
Todavia a segunda equacao foi obtida de (9), usando-se
uma nova solucao fundamental apropriadamente escolhida.
Stern mostrou que as integrais singulares presentes em
w(P) Pe@ sao convergentes. Por outro lado na  segunda
equacao algumas integrais sao divergentes. Contorna-se
estes problemas colocando w=w-w(p) no lugar de w na se-
da equagdo [21]. isto €, faz-se uma regularizacao
22]. A implementacao de Sternm usa aproximacdo linear
para as incognitas. As contribuigdes das singularidades
foram calculadas analiticamente e as integrais entendi-
das como valores principais de Cauchy, foram estimadas
pela regra de Gauss de 52 ordem. Nos cantos, onde 6; M
e V possuem dois valores limites, completa-se o sistema
de equacoes considerando a natureza assintética da solu
¢ao, numa vizinhanca do canto. Aqui o trabalho de Stern
restringe-se a ‘placas retangulares.
Tottenham em 19] apresentou varias formulagoes.
As indiretas sdo analogas as de [8], porém usam solugao
fundamental ao invés de funcdo de Green. As distribui-
coes de forcas e momentos concentrados foram feitas no
contorno 3A da placa ficticia. Se 3A nao coincidir com
9 as integrais sao nao singulares. Fazendo-se  dA+3Q,
obtém-se o método indireto convencional. As  integrais
singulares foram investigadas através do equilibrio de
uma placa semi-circular com centro e sob carga concen-
trada na origem. A formulacdo direta de Tottenham  [9]
emprega (3) para obter quatro equacoes integrais usando
estados elasticos distintos. Mas em cada ponto do con-
torno apenas duas delas devem ser usadas. Empregou-se u
ma equacao de cada par: {w, V} e {6, M}.
O problema de vibracoes de placas foi estudado
por J. Vivoli em [23], por J. Vivoli § Filippi em [141,
empregando-se potenciais. A equacao de vibracoes harmo-
nicas de placas pode ser obtida diretamente de (1) = em
vista de se ter: £(P,t)=F(P)e~'"t ¢ entdo w(P,t)=
u(P)e-wt, p solucao foi expressa na forma:

)+ 5 (-1)q1 QSEG(P ds : (10
u(P)=ug(B)+, . (=10 °f qi(m)arlm Jmds

(o
i=1 af
sendo_uo=/T,£(Q)G(P,Q)dSq e 0<q1<q,<3. As  densidades
u_. sao detérminadas para satisfazer as condicoes de
cdhtorno. Em [24], mostra-se que a formulacao integral
€ equivalente a diferencial. O procedimento numerico
usa elementos constantes. Estimou-se as integrais nao
singulares por meio da regra retangular. As singulares
foram calculadas analiticamente tomando-se as series as
cendentes das funcoes de Bessel [25]. Alternativamente,
expandiu-se os integrandos em ondas cilindricas [25] e
todas as integrais foram calculadas analiticamente.

Formulacoes diretas e indiretas para os problemas
de vibragoes e de estabilidade de placas foram desenvol
vidas em [10] por Y. Niwa et alii. As indiretas sdo ana
logas as desenvolvidas em [23], [24]. As diretas usam 0



teorema de Betti-Rayleigh como em [9] para obter uma re
presentacao integral para u. Completando a formulacao
obteve-se a Segunda equacio, calculando-se: u(P)/an.,.
A implementacio numérica usou desde elementos constaf-
tes até chbicos. Aproximou-se as integrais nao singula-
T€S por quadratura de Gauss, Calculou-se analiticamente
as singulares. Q problema de autovalores, resultante, &
nao algébrico. Fez-se a minimizacdo do valor absoluto
do determinante do sistema, para determini-los.

os de dominio e contorno, encontrando a relacao (9) sem
0S termos de salto. Enm [27], obtém-se as mesmas . equa-
cGes de [26], através de al ordagem variacional. O esque
ma mumerico usou fungoes de interpolagdo hermitianas de

E. V. Weetln em (28] desenvolyey uma formulacdo di
reta para placas modeladas pela teoria de Reissner [Zgﬁ

tre outras.
Recentemente J, A. Costa dJra & Cz vA. Brebbia apre
sentaram em [31], nova formulacdo direta para o proble=
ma estatico. As equacées que a estruturam sao  obtidas
como em [21]. As integrais divergentes que aparecem na
formulagao foram regularizadas (22]. 0 procedimento nu
mérico usa elementos de contorno isoparamétricos : contl
nuos e descontinuos (os pontos nodais sao internos).
Transforma-se as integrais de dominio para o contorno,
nos casos de cargas: concentradas, uniformes e hidrosté

Ref. Geom.
f Placa

s.circ.

ret.

! ' q./furo

quad.

quad.

quad.

) quad.

cibes

r arbit.
circ.

quad.

quad.

triang.

% triang.

quad.

1 quad.

| quad.

GiTca:

ret:

Tabela 1. Resultados obtidos

tica, Avalia-se as integrais ndp singulares por regra
de Gauss e as singulares através de r gras de quadratu-

com condicoes dentro dg dominio, foi estudado por Bézi-
ne em LSZ]. 0 método se estrutura nas equacoes desenvql
vidas em [20]. Elimina-se as incognitas no contorno en-
tre as representagoes de w(P), PEQ; dw(p)/an, PeIN, w(p)
Pedfl. Obtém-se o problema somente em funcdo de quantida
des no dominio. Este método foi empregado na solucdo do
problema de contato entre placas, apresentado por Bézi-
ne § Fortune em [33]. 0s problemas de vibragGes e esta-
bilidade de placas retangulares foram abordados por Gos
podimoy § Ljutskanov em 34]. As formulacoes foram ana-
logas as de Tottenham em £9 - J. T. Katsikadelis & Ar-
menakas apresentaram em (35 . [36], formulacoes  inte-
grais diretas para os problémas de placas sob apoio
eldstico com condicoes de apoio simples e de engastamen
to, respectivamente. O ésquema mumérico usou elementos
constantes.

O problema de placa ortotrépica (3], foi investi-
gado por H, Irschik em [37]. Primeiramente, por meio de
uma transformacao linear a equacao de placa ortotropica
foi reduzida a uma €quacao biharmonica nio homogénea.
Depois, a formulacao Segue as técnicas apresentadas em
[8]. Placas tipo "sandwich'', com faces e enchimento de
materiais isotropicos foram estudadas por N. Kamiya et
alii em [38]. A formulacdo resultante € do tipo direta,
mas envolve um esquema iterativo,

0 reduzido espaco nao possibilitaJapresentagio de
outras aplicacoes,

RESULTADOS E EFICIENCIA DOS METODOS

Na tabela 1, sintetiza-se os resultados mais signi
ficativos obtidos pelas formulacges integrais revistas.
Nela, denota-se condicoes de contorng por: s.a. - apoio
simples, €.-engastamento, S-a.€., s.a.l.-dois lados o-

Poucos trabalhos trataram da eficiéncia dos méto-
dos integrais. Em [20], resolveu-se os mesmos problemas
(ver tabela 1) por FEM(elemento com 12 graus de liberda
de de 0. C. Zienckiewicz) com malha 6x6 e os erros ficg

cte.
Cte.
Cte.
cte),
cte.
cte.
cte.
cte.
linear
linear
cte.
cte.
cte:
linear
quadr,
Cte.
Cte.
ctel
cte.
cte.
Cte.
cte.

LO=-
rta

de

er
T

n_

ma

)aco
1cao
ro-
Jen-
en . -
acao
den-
faz
ado.
lo-

meéri
1ais

ma
1s
do
nada
nery/
GSPC
ste
ndo
‘trea-
1side-
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X3H3)
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omega
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ram em torno de 5%. Em malhas finas, FEM € mais economi
co, mas deve-se considerar que através do método inte-
gral resultados precisos foram obtidos mesmo com malhas
grossas. Em [28], os resultados obtidos pelo método de
elementos de contorno (BEM), para placa infinita com fu
TO e sob agao de momento no infinito, foram mais preci-
sos que os de FEM. Todavia, o tempo de execucdo pelo
BEM excedeu o de pelo FEM em 100% ou 30%, dependendo se
foram ou nao calculadas quantidades no interior. Depois,
para placa curva engastada com carga uniforme, foi ne-
cessaria malha fina nao uniforme para o FEM fornecer re
sultados comparaveis aos de BEM obtidos com malha gros-
sa. Aqui, o tempo de execucao pelo BEM foi menor que pe
lo FEM. Entao, com as informagoes disponiveis, ndo e
possivel assegurar vantagens dos métodos integrais so-
bre outros métodos em particular sobre o de  elementos
finitos, ou vice-versa. Seus comportamentos dependem de
muitos fatores.
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SUMMARY

In this wonk, Boundary integhal methods  applied
to elastic plates phoblLems are herne neviwed. The metho-
dologies to obtain the integral formulations, Aits struc
tures, propenties and numerical implementations are pre
sented. The main nesults are synthetized 4n  tabuwlar
form, which make possible qualitative comparison be-
tween the reviwed methods .



