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SU&ÍÃRIO

Na,te ;CaiabaEho, apxuert,ta-óe uma ,tev,üãa óob4e apZ,üaçãu Kde mêtadaó ZPüeg/taü
pRAta pmb,emm de pZacaó''eZã,s,CZcaó . Omcaave-,be aó me,tadaZog,éaó Made paga ob,tertçãa
d áo mtiZaçõa Zfüe.g/taé,ó maü mlmegadaó, 6ua4 M,C4tlüüM, p4ap/üedadm e ,üpZmert,ü
çõu ' }ltmê/t,üaó . S,érre:tZza-óe aó plüncipaü .auge,Cada,s á04upTa ,tabuZax, a que poóó,ib,é:
Z,éZa unia aval,üçãa qual.C;CaC.éva eri,üe aó mê;Cadaó 4ev,ü,CaÃ .

INmODUÇÃO

Este trabalho .tan..por objetivo rever a peEqu4sa
i'ealizada a partir da dét:ada dê sessenta sobre 'métodos
integrais para solução mznêrica dejproblemas de placas
elásticas. Neste período houve acentuado desenvolvimen-
to computacional de tais métodos e di-versas fonnulações
integrais surgiram para o referido problema. Suas É ca-
racterísticas são aqui analisadas .

Na segunda seção, apresenta-se os conceitos bási-
cos dos métodos integrais e o problema de placas na! for
ma diferenci.al . As fonnulações , suas estruturas , vanta-
gens , desvantagens e propriedades bem como suas BJimple-
mentações , são tratadas na terceira;tseção. Na quarta se
ção, comenta-se alguns resultados obtidos e a eficiên-
cia ) dos métodos .

Ílr.conros trabalhos de Jaswon et alia [6j e Jaswon G
Maiti .[71 : Nestes trabalhos ,"representa:];e tina função
biharmõniSa por meio de duas funções potenciais . Entre
tanto o método indireto mais empiegadi) ]8]T ]9] , llol ,
111] , consiste em escrever o deslocamentos 'w:'como su-

perposição .do deslocamento wo- devido ao carregamento
eltemo e do? deslocamentos wF, \'M- devido distribui-
ção, an aQ, de linhas de forças ê' momentos concentra-
dos , de intensidades desconhecidas. Estas . são determi
nadas.a fim de que as condições de contorno sejam sa:tisfeitas .

o teorema de Betti-Rayleigh ]12] para placas ]9],

/J'QEfAwB-fBwA] dS'.rõÇ2EVAwB-MAOB-VBwA'MBoA] ds:0, (3)

CONCEITOS BÁSICOS serve de partida para o estabelecimento de fonnulações
integrais diretas. Em (3) os sub-índices A, B indicam
dois estados elásticos e os demais parâmetros possuem
o mesmo significado anterior. Idenficando l=n doi esta-
dos .com o atual e g outro coU o decorrente da solução
fundamental bihannõnica, obtén-se uma representação' in
tegral6pala w em n. Como se pode notar, em (3) as quais
tidades são as de interesse para o problema. '
FORMULAÇÕES INTEGRAIS

Os métodos integrais se fundamentam ern relações
funcionais entre quantidades no domínio, Q, e no contos
no, an. Através de limites estas relações ficam defini-
das apenas no contorno aQ. Quando a relação funcional ê
obti.da por meio de distribuiçõesr;singulares em aç2, cu-
jas intensidades são detenninadas a :fim de á satisfazer
as condições de contorno, o método ê denominado indire-
to. Quando a representação integral emprega lona relação
de.reciprocidade ou de energia,'o método é direto lil ,

2
As fonnulações são apresentadas , exceto algunas

complementares , .na ordem em que foram publicadas. Jas-
won' et alia em [6] trataram do problema biharmõnico.
Todavia a me?ma .fonnulação foi empregada em problemas
de placas [7] : [13].. O des]ocamento w foi expresso co-
mo superposição de wo , proveniente do carregamento ex-
terno, com W, que satisfaz a equação biharmõnica. O
problema diferenci.al é transfonnado para a forma inte-
gral ao adotar, para IV, a representação;

Agora, considere-se lona placa elástica, fina, de
espessura constante .: construída de .material isotrõpico
homogéneo, ocupando lona regi.ão nCR: com contorno aa, . sg
jeito a carga transversal por unidade de área, f, modem
lada pela teoria de Kirchhoff [SI ' O des+gcamento trans
versal, w, bati.sfaz a equação [31 , ]4l:: l5J:'Je 9ç ;t

.,-«*'P t(p,ty; lçn; (1)
W=r:4, + P, v:W = 0 (4)

onde: D=Eh3/12(1-vz)- rigidez a flexão; p- massa especlfica: v- módulo de Poissi)n; E- módulo de elasticidade;
h- espessura da placa e V'=V:Vz- operador bihannõnico.

As condições de contorno sao:
cos).

No processo de solução(dos problemas hannõni-
expressa-:se $ e p'por meio de potenciais simples

Tr (w) :a, 'fpeanw Traw/amua, vpeaç2o ;
. (2)

?çz%aW;$.} i

+ (p) :J'Õç2a (q) lgrdsq Q(P) :.J'aszz; (q) lgrds cl, peQ; (5)

onde: r=jp-ql . ]3n seguida, substitui-se (5) em (4) e
determina-se as densidades a e z; para satisfazer as
condições de contorno. No limite ao contorno, se deve
levar em consideração as descontinuidades em a$/an e
ap/an. Com 4} e P detenninadas, todos os parâmetros po-
dem ser calculados. A representação (5) necessita moda
fi-cações para atender a coinpletividade, existência õ
unicidade da solução , .eal problemas de domínio infinito
ou multa-conexos [6] , [13] .

A implementação ntnnêrica particiona o contorno
em arc(is. Em cada arco, supõe-se a e ( constantes e a!

rrrM(w) ]:m, 'Ocadi; Tr ]V(w) ] .ípeanV

onde: B{(-); V(.); 0=an(.); T(.); Q(.)-são os operadores
momento nozJnal, força cortante equivalente, rotação nol
mal ; momento torpor e força cantante, -respectivamente ,

?::i"8';:::1:ÊÍl;; :!!ãlSiZI,:tU i .qX-.tE8: « reduz
a laia equação bihannõnica não homogénea) foi. o que. mais
recebeu atenção dos pesquisadores . A aplicação de fonm
lação integral em problemas de placas', parece se inici-
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soda-se seus valores a lzn ponto, geralmente central
denominado nodal. Este é o elemento constante. Aproxi-
ma-se o contorno.por segmentos de Tetas. Usa-se o pro-
cesso de colocação ]14] para transfonnar o sistema ante
gral em un algébrico linear: Usa-se a regra de SiJnpsoii
ou a retangular para aproximar as integrais não singula
res de núcleos :logarítmicos ou de suas derivadas . res=
pectivamente . ..Nestas regras emprega-se os comprimentos
dos arcos e não os das cordas, no contorno. Arredonda-
se os cantos, para evitar o problema de mal condiciona -
mento do sistema provocado pêlo comportamento irregular.
de potenciais duplos, perto deles.

Maiti ê Chakrabarty em [15] p desenvolveram forTm=
lição integral para o problema estático de placas que g
lêm de remover o nnl condicionamento perto dos cantos'
justifica matematicamente a presença ãe dois potenciais
em (4) : . Entretanto , a fonnulãção é'específica' para pla-
cas poligonais simplesnente apoiadas. Maiti ê i:halaabar
ty, usaram a identidade de Rayleigh-Green [16] para dome
nio interior e depois para o exterior. Adorando técnica
usual [2] de somar as representações obtidas parallB os
doi-s problemas , encontra:se :

//n (vÂÂh'-wAÂv) ÜS:-i/an lvV(w) -o (v)M (w) --o (w)M (v) - 9)

wV(v)] ds D: E. {]]«T(v) ]-t"'Kw)]lAi'H(

onde: [.]=(.)At- (.)Ai' Em (9) escolhendo.X colho a sola
ção fundamental bihannÕni.ca e w como o deslocamento re-
al , obtém-se uma representação integral para w(P), PeQ.
Completando a fonnulação, derivou-sé \f(P) nunal direção
prê-fixada para obter una segunda equação.' As' equações
integrais no contorno, são obtidas através de limite.
fazendo-se PCÇ»peaç2. Foi usado elementos constantes no
procedimento numérico . Empregou-se a regra trapezoidal
composta para vinte .pontos para calcular as integrais
não.singulares . O núcleo aV(v)/a n exibe singulari.dade
l/r2 e apresenta dificuldade para ser integrado. Bézine
G Gamba fizeram estes termos passarem a se comportar co
mo l/r, procedendo a uma integração por partes ]20] . B
integrais singulares com este tipo de si.ngularidade são
entendidas como valor principal de Cauchy e são calcula
das por meio de .soluções de corpo rígido.

Stern em j21j obteve a representação integral pa-
1la .w(P) , PCQ de 'modo análogo ao' desenvolvido em ]20] .
Todavia a segunda equação foi obtida de (9) , usando-êe
uma nova solução fundamental apropriadamente escolhi.da .
Stern mostrou que as integrais singulares presentes em
w(P) 11çSZ são convergentes. Por outro lado na segunda
equação algumas integrais são divergentes . Contorna-se
estes problema: .colocando G:w-w(p) no lugar de w na se-
gunda equação [21] {] isto .é, faz:se Iene ' regularização
tZZI . A ü«$!-é«taça. de st««« «« ;p"*i-ê;. ti-é«
para as incógnitas , As . contribuições das singularidades
foram calculadas analiticamente e as : integrais entendi.-
das Como' valores principais de Cauchy, foram estimadas
pela -regra de Gauss dê 5g ordem. Nos cantos:ronde e; M
e V possuem dois.valores limites , completa se o si-stema
de equações considerando a natureza assintótica da solu
ção, numa vizinhança do canto. Aqui o trabalho de Sterã
restringe-se a placas ;retangulares .

TÉ)ttenhan' em t9] apresentou vãriasnet formulaçõe! .
As indiretas são análogas as de [8] , porém usam solução
fundamental ao invés de função de Green. As ' distribuir
ções de forças e momentos concentrados foram feitas no
contorno aA da placa fictícia. Se aA não coincidir com
aQ as integrais são não singulares. Fazendo-se aA+aS2,
obtêm-se o método indireto convencional . As integrais
singulares foram investigadas através do equilíbrio de
uma placa sem-circular com centro e sob carga 9 concen:
toada na origem. A fonnulação direta de Tottenham ]9]
emprega (3) para obter quatro equações integrais usando
estados: elásticos distintos. Fias em cada ponto do con-
torno apenas duas delas devem ser usadas. llnpregou-se u
ma equação de cada par: {w. V} e {0, Nl}. Íi

O problema de vibrações de placas foi estudado
por J. Vtvoli-em [23] P.por J. vivoli G Fila.ppi em [141,
empregando-se potenciais. A equaçãofde vibrações hannÕ-
nicas de placas l)ode ser obtido diretamente de;.(1) bem
vista de ie ter::f(P,ty=F(P)e'lwt e então 2 wCP,t)=
u(P)e'iwt. A solução foi expressa na forTna:

+ (P)=.baga(q)r: (Zgr-l) dsq + J'anu (q) Êgrdsq' IEç2 ; (6)

onde q e u são densidades de fontes , detenninadas para
satisfazer as condições de contorno. Calculando-se ' Vz(b
de (6): . obtém-se a segunda .equação que completa a fonnu
laçãa; Fazendo IKpé:aQ, .obtén:se as equações em aç2. Ado:
taran procedimento nunérico análogo ao ãesérito em ]6]
e referidos anteriormente.

Erik.B. Hansen em [17] .desenvolveu duas fonnula-
ções específicas , para p].abas infinitas , contendo furos
com arestas supostas livres; sob lm sistema de. forças e
momentos em eqiiilíbrio: no infinito:'Novamente.. a idem:
tidade de. Rayleigh-Green aplicada à'região interior 2 te
exterior.:ã dos furos serviu para estabelecer as 'r 'duas
fórmulaçõeg. l)na delas se estnitÚra nas representações
integrais no contorno de w e' aw/an; 'a outra E] nas de
aw/an, 'aw/at (derivada nonnal e tangencial ao contorno ,
respectivamente) . O procedimento nunérico , difere dos
anteriores pgr gproxilnar as funções incógnitas através
de ''spline''' ]17] , l18Ji As i.ntegrais envolvidas sempre
foram desmembradas em lona parte limitada e outra singu-
!ar: As primeiras forãJn avaliadas por Ranbelg [191 . 'As
ultimas, tomadas na fobia mais simples possível , ' foram
calculadas analiticamente . O sistema discretizado apreA
senta bom condicionamento e foi resolvido por \zna sub-
routina convencional de el imitação .

Nicholas J..Altiero ê Dqvid L. Sikarskie em 14181
apresentaram fonnulação apl i.cível a geometrias quais-
quer porêrn, devido a complexidade das equações, as.apli
cações sõ consideraram conde.ções de engastamento !'oFazeii
do-se a imersão da placa real em tona placa fictícia qua
se conheça a função de Green, distribuindoüse en an li
nhas de força P(q) e momentos Fi(qy, o deslocamento pode
ser expresso por

w (P)U.f/RG (P , Q) f (Q) dSQ'''J'anEG(P , q)P (q) +H (P , q)Wa.)]dsq ' (7)

onde: GCP,Q), é a função de GreenÜda placa fictícia e
n(p,Q)=-aG(p,Q)/ann. As intensidades P e M são deter-
minadas pára satisfazer as condições de contorno. No es
queina numerico, usaram elementos constantes . Calcularam
as integrais não singulares pela regra trapezQidal sim-
ples [lÕ] , e as si.ngulares analiticamente.

tina abordagem diferente das anteriores foi desen-
volvida siinultânêamenFe por Bézine ê Gamba em [Z01 lbiie
Stern em ,[Zl] . lin [20] , consideraram a. ,forma 'bilinear
s imetrica .

u(P):uo(P)+::l(tl?qÍJ uqi(m);q' ,m)dsm; jlo)

sendo.uo:.rfQf(Q)G(P,Q) dSQ e 0<ql.<qz<3 . As (]ensidades
u.; são cletêrminadas para sati-sfazer as condições de
c8?itotpo: Em [24] , mostra-se que a fonnulação' integral
é équitalente ã diferencial . O procedimento ntznérico
usa elementos constantes . Estimou-se as integrais nao
singulares por meio da regra retangular. As singularesforam calculadas analiticamente tomando-se as séries as
cendentes das funções de Bessel. [Z5j . A]ternativamente'
expandiu-se os integrandos em ondas cilíndricas l25J e
todas as integrais foram calculadas analiticamente

Fomiulações diretas e indiretas para os problemas
de Vibrações. e de estabilidade de placas foram'desenvol
vidas em :E1.0] por.Y. Niwa çt glij:.'Ás indiretas são anê
logási'às ãe$envolvidas em [23] , [24] :cAs diretas usan õ

u (v,w) :J'J'n (l-v) CÊ;;'-gP- :k.{3,;# 9'«. (8)

Integraram (8) duas vezes por partes em v e obtiveram
C3) na forma mais geral:
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RESULTADOS E EFICIÊNCIA ]DS METOIDS
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ram ejn torno de 5%. Em Jnalhas6finas, FIM é mais econõmi
co, mas deve-selconsiderar que através do método ante:
gral resultados precisos foram obtidos mesmo com malhas
grossas. Em l28j , os resultados obti.dos pelo método de
elementos de contorno (BIN) , para placa infinita com fu
ro e sob ação de momento no infinito, foram mais prece:
sos que os de FEM.zTodavia, o tempo de execução Prelo
BEM excedeu o deepelo FIM em 100% ou 30%,.dependendo se
foram ou não calculadas quantidades no interior. Depoisl
para .placa curva engastada com carga uniforme , foi ne-
cessária malha fina não unifonne para o FEM fornecer re
multados comparáveis aos derBIM obtidos com malha gros:
sa.' Aqui, o tempo de execução pelo B13'1 foi menor qüe pe
lo FIW. Então, com as infonnações disponíveis, não 'ê
possível assegurar vantagens dos métodos integrais so-
bre outros métodos em particular sobre,o de 'elementos
finitos , ou vice-versa. Seus comportamentos dependem de
imitos falares .

STERN; I'l... A General Boundary Integral Formulation
for the Ntmerical Solution of Plate Bending Pro-
blems.. l.J. Solids Structures,=15: 769-782, 1979.

:lzs]

[25]

GEL'FAND, l.M. G SHILOV. G.E. . Generalized'i Func
bons. New York, Academia Press, 1964, V'. l.

VIVOLI . J
Cauches

Vibrations de Plaques et Potentiels de
Acustica 26 : 305-314 , 1972.

VIVOLI, J. G FILIPPl; P:f Eigenfrequencies of 't'hin
Plates and Layer Potential$, J.Acoust, .55, 1974.

ABRAMOWITZ, M. ê STEGUN. l .A. . flandbook of l.bthema
.tical Ftmctions .iNew York. Dover Publications'
1965

[261 DUa Q.H. ê YAO, Z.H;: Applications of the Boundary
Element Method to Two and three Diinensional
Stress Analysis and Plate Bending Problems in
Elasticity. In: Brebbia, C.A. , Boundary Element
Methods in Engineering. Berlin, Springer-Verlag,
1982

REFERÊNCIAS

[2]

ls]

BREBBIA
neers C:A.. The Boundary Element Method for Engi

London, PentechçPress , 1978. 1lc ' [27]

[28]

[29]

[30]

DU,oQ.H. 'et alia.gSolutions of Some Plate
Problema Using Boundary element Method .
[,]ath Mode]]ing, 8 ; 15-22, 1984.

Bending
Appl .BREBBIA, C.A:' G WALKER, S. : Boundary Element Techni

ques inj:Engineering. : London:"Butterx-/orth :' . .19 80. '

TIMOSHENKO, S.P. G IVOINOh'SKY-KRIEGER, S.. Theory of
Platex and Shells. 2. ed. Tokyo, b:lcGraw-FR11, 1959

LAVE, A.E.H. . A Treatjse on the Matheinatical .Theory
of Elasticity. 4 ed. Dever Publications, 1944:

WETEN. F.Vlw Apolication of the Boundary Integral
Equation Method to Reissner's Plate Model. Int.
J. Ntm. Meth, EngngrT 18: 1ú10,. 1982.

REISSNER; B.. . On Bending of Elastic Plates. Quart-
terlyj: of Appl. Math., 5 (1): 55-68, 1947.

NIEIROVITCH, L. . Analytical Methods in Vibrations .
New York, Ihe Nlaanillan Cona)any, 1967.

JASWON, M.A. et ali-i i- Numero.cal Biharmonic AnalysiÉ
and Some Applicationsn.Int. J, Sob.ds Structures ,
Great Britain, 3, 1967.

LACHAT; J.C. ê I'íATSON, J.O. . Effectivd. Ntnnerical
Treatment of Boundar)f,.Integral. Equations : A For-
mulation for Three-Dimensiónal .Elastostatics.
Int. JÍ.Ntan.. Meth. Engng?: 10: 991-1005, 1976.

[7] JASWON; M.A. ..ê NIAITI, A. . Ah Integral Folmulationóf
Plate Bending Problems. J. Engng. Nlatjl. ,. 2, 1968.

[3i]

[32]

COSTA Jr-., J.A. G BREBBIA,;C.A.. Plate Bending Pro
blems Using B.E.M. . In; Boundary Elements ê;VI'
Berlin, Springer-Verlag , 1984 .

[8] ALTIERÓ, N.i. ê SIKARSKIE, D.L:i'A Boundary Integral
f.lethod Applied toâPlates of Arbitráry Plan Fozln.
ComputersiÕ Stzuctures :=9 ia163E168 , 1978:

T(J[TENHAM, H. ! fThenBoundalyTE]ement ]p]ethod fornp]a-
tes andnShells. In: Banerjee, P.K. , '. Develolxnents
in Boundary:Eleinent Methods-l. London, 1979 .

BÉZ INE:, G. . A Boundary Integral. Equation ..hlethod
for Plate Flexure With Conditions Inside'T ''the

domain. Int.J. Nwn. Meth. Engng.', 20: 1647-1657,
1981

l9 l
'C33] BÉZINE G. G FORTUlqE, D.. Contact Between Plates

by a New Direct Boundazy Integral Equation Forrou
lation. Int. J. Solids?Stiuctures . s20: 739-7461
19841101 NIWA' Y' et alia. Determination of Eingenvalues by

Boundary Element Method. In= Banerjee, P.K. , De-
velopments in B.E.M.-2. London, 1979. GOSPODINOV, G. ê LJUTSKANOV, D.. 'l'he B;E.M. Appli-

ed to Plates. Appl. Math. Njodelling, 6, 1982.
IRSCHIK, H.. qA, Boundary-Integral Equation Method

for Bendi.ng of ,Orthotropi-c Platex. Int. J. l So-
lids Stnlctures. Great Britaih, 20 (3) , 1984.

[3s] KATSIKADELIS, J.'l*. ê Alõ4ENÀKAS, A.E,. Plates
Elastic Foundation by BIE Method. J. of
Mechanics, 110 (7) : 1086-1105, 1984.

on
Engng.

[12] SOKOLNIKOFF, ].S. .: Mathematica] Theory of Elastici
ty.l New York,. McGraw-Hall Book Company, 1946 . KATSIKADELIS, J.T. G ARMENÀKAS, A.E. . Analysis of

Clamped Plates on Elastic Foundation by BIE Me-
thod. J. of Appl. Nlechanics, 51 (3): 574-580,
1984

1131 JASt©N, M.A. ê SYb®l, G.T. . Integral Equation Meb
thods in Potential Theory' and Elastostatics. Lon
don , Academia Press , 1977

lls]

FINLAYSON, B.A... Tbe Methad. of IVeighted Residuais
and Variational .Principles . New York . 1972 .

[37] IRSCHIK, H. . A BIE Method for Bending of Orthotro
pic:Platex. Int. J. Solids Structures, 20 (3)
1984:

r«IAITI , . M. G (=HAKRABARTY, S:K.. Integral Equation
Solutions for Simply Supported l?olygonal Plates .
Int;. J. Engng. Sci., 12:. 793-806, 1974.

[38] KWlIYA, N. et alia. Boundary Element Nonlinear Be:
ding Analysis of Clamped Sandwich Platex and Sh=
ells. In: Brebbia, C.A,, BIM in Engineering, Be!
lin, 1982STAKGOLD, 1.. Green' s Functions and Boundary Value

Problema. New York, John Wiley ê Sons, 1979.

HANSENÍ, E.B.. Ntmerical Solution of IntegroPDiffe.
rential and Singular Integral Equations For Pla-
te Bending Problens. J. of Elasticity. 6, 1976.

SU.UMARr

In ,Cft.íó wa/tk, tBounda/tg írüeg4aZ me,Choca apJ CZed
,Co e,emEéc. peace.s' p40b.eam.s aAC he.ae 4eu,éwzd. I'he me,Cho-
daZag,éa la ab,ta,in ,Che Zn,teg aZ á04uncl,ea;tZom , é;ü ó'Cmç
;Cu.l.Jteó , p40pe't'Cllm and l;ptume,'úccü ,émpZemert;(zzZI.am a/tc l g
6crücd. The ma,Cn 4e. uE,(: a4e 49púhe,Cézed ,én labtiZali
6oxul, w/úch makc poó,slbZe quaZli,Ca,üve eamlaa/LZ60n be-
,Mean ,the aev,éwed me,tfm dó .

GREVILLE, T.N.W.. Theory and Applications of Spline
Functions. New York, Academia Press', 1969.

[19] CARNAHAN, B. et alia. Applied Numerical Methods.
New York, John l\íiley G Sons, inc, 1969.

[20] BÉZINE; G.P. G GAbU31f D.A. . A New ]ntegra] Equation
Fonnulation for Plate Bending Problems . In: Breb
bia, C.A. , Recent Advances in Boundary Element
Nlethods , London Pentech Press , 1978 .


