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SUMARIO

Neste trabatho ¢ apresentada uma fonmulacdo {ntegral para problLemas de

hastes

delgadas e vigas-Bernoulld, buseada no Metodo da Funcao de Green Local. A tephesenta-
cao funcional ezstabelleuda, conduz a sistemas de equacdes Lnteghals com estwtwra o-

peracional anaﬂoga a dos metodos Andinetos mas agora as vaiavedls
com as variavedis 4isicas. 0s nesuliados numenicos obtidos semore concordaram

sao  relaclonadas
muito

bem com 08 analiticos disponivedls para 04 problemas.

INTRODUGAO

0 emprego da formulacao integral para solugéo de
problemas de hastes delgadas e vigas-Bernoulli, nao é
frequente Apesar disto, as técnicas mais recentes de e-
lementos de contorno, evidenciam que a formulacao inte-
gral pode se constituir em alternativa eficiente para
abordagem destes problemas devido a qualidade dos re-
sultados, a facilidade de preparacao dos dados e a por-
talidade computacional a que os problemas se reduzem.

Neste trabalho, uma formulagdo modificada baseada
no Método da Funcao de Green Local, LGFM, [1], [2], [3],
é desenvolvida para os problemas de hastes delgadas e
vigas-Bernoulli. Esta metodologia conduz a equacoes in-
tegrais com a mesma estrutura que a formulacdo integral
indireta, [4], porém agora as varidveis sao diretamente
relacionadas com as variaveis fisicas. A representacao
funcional da formulacao, obtida por meio das  técnicas
convencionais de reciprocidade, relaciona deslocamentcs
generalizados com funcbes que incorporam as forcas ge-
neralizadas. Os operadores integrais da formulacao, sao
simétricos. Em conseqlencia as matrizes resultantes da
discretizacdo, realizada pelo método de colocacdo, sao
simétricas. Nos problemas de hastes delgadas e  vigas-
Bernoulli, tem-se semi-bandas de larguras 1 e 3 Trespec-
tivamente. A técnica de sub-dominio, [5], com  funcoOes
de Green Locais, torna mais geral o LGFM que desta for-
ma pode ser aplicado a problemas que possuem caracte-
risticas geometricas e propriedades de materiais com
variacoes arbitrarias. Os exemplos apresentados mostram
que os resultados numéricos tém boa concordancia com os
das solucoes analiticas. Basicamente se conclue que a
metodologia aqui proposta melhora os aspectos computa-
cionais relacionados a estrutura matricial que fica si-
métrica e de banda ao contrario da técnica convencional
que fornece matrizes cheias e nao simétricas [4], [5],

[6].

FORMULAGAO PARA HASTES

Seja I = (0,L) um intervalo aberto. Considere uma
haste delgada, elastica ocupando I = [0,L], sujeita a
um carregamento distribuido. As equacoes que o desloca-

mento longitudinal da haste satisfaz sao:

du (x)

- [EA( ) ] =qx), o <x <L, (1)
11[u(x)] = Qg x=0; lz[u(x)] = a,, x=L, (2)
onde: EA(x) é a rigidez da haste; q(x) é carga distri-
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buida por undiade de comprimento no sentido longitudi-
nal da haste; 1 [ 1, [.] sao combinacoes lineares dos
operadores: Tr[ ] e Tr%EAd/dx], sendo :

Tr[g(xo) = lim g(x). (3)
X¥Xg
Agora, considere o partionamento de I em n sub-

intervalos, Ik=(xk_1,xk) tal que UE=1Tk=T e IMAIK = ¢,

para m#zk, sendo x = 0 e x,=L. A restricao da equacao
(1) ao sub-intervalo IX e
d du” (%) k k.
—d—x[EA()—X—]—q(x),er, 4)
onde: uk(x) =u(x) e qk(x) = q(x), para x € Ik Para
obter uma formulacao integral do problema, introduz-se

a fungao de Green relativa ao operador diferencial ad-
junto do operador que aparece na equacdo (4):
d d < k
LAl | s e e 1, )

onde Gk(x £) e o deslocamento no ponto x devido a carga
unitaria pontual, 6(x £), aplicada no ponto £. Multi-
plicando (4) por ck (x,£) e a equagao (5) por u (x) sub—
traindo os resultados, integrando em I¥ e depois inte-
grando por partes os termos de dominio que nio vem do
carregamento, resulta:

k k
W(E) = 7 60 dx - (BN @u* .
dG : *k
(x E)II . [EkAka(X,E du (x)]|xk
-1 k- 1
£ e 1% (6)
Em seguida, para obter uma formulacao integral com uma
estrutura analoga ao LGFM, introduz-se na equacao (6)
um novo termo:
k
kG, (), xeorf, £e ¥, @)

para reescreve-la na forma:
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W@ = 1 e 0e 0 + (0D ek o) +

k
. EkAk(x)du ;X)]}IXk

- Tk S (x,E) +

d ~
k
+EkAk(x)%]}|?;-1, £ e I¥. (8)

O parametro k, é arbitririo, porém pré-especificado e
sua dimensao e tal que o produto kouK(x), possa ser in-
terpretado como uma forga elastica que atua no contorno
do elemento IK. A escolha das condicoes de contorno pa-
ra a funcao de Green é feita para anular o dltimo termo
que aparece na equacao (8). Os termos do primeiro col-
chete em (8) sao denotados por. FK(x) e a equacao  (8)
pode entao ser escrita como: ki

X
$© = 1 e e + 1K, F w1 E
-1

(9)

= k k. k
com 5 € I . O trago de u (£) sobre o contorno de I
uk(is), formula o problema como uma técnica de contorno
e fornece:

WED = 7 e, dx + 1K, EH e [
I X
(10)

com ES € aIk.

Desta forma o problema de haste delgada € comple-—
tamente formulado pelas equacdes integrais (9) e (10).
Para solucao, as condicdes de contorno sio introduzidas
diretamente através dos tracos dos deslocamentos ou das
quantidades FX(x). Em pontos sobre a interface de sub-
dominios, impde-se compatibilidade de deslocamentos e
equilibrio de forcas. Resolvendo a equacao (10), os des-
locamentos uk ou as quantidades FK sio determinados no
contorno. Com FK se calcula, sem integracdes adicio-
nais, as forcas no contorno de IK. Em pontos do domi-
nio Ik, deslocamentos e forcas podem ser calculadas di-
retamente com o emprego da equacdo (9) ou de sua deri-
vada em relacdo a variavel £.

FORMULAGCAO PARA VIGA

As equacgées que o deslocamento transversal de uma
viga-Bernoulli satisfaz sao:

42 2 B
& [EJ(x)Q—géglq - q), 0<x<L, (11)

(12)

I
=]

13[w] 5 e 14[w] =a,, em x =1L,

onde: E € modulo de elasticidade longitudinal do mate-
rial da viga; J(x) é o momento de inércia da secao
transversal da viga; q(x) € carga transversal por uni-
dade de comprimento e 14[.], 12[.], Lyl .15 1401 530
combinacoes lineares de operadores de contorno, adequa-
damente escolhidos dentre os seguintes:

dx?

(.1, T, Tr[EISS], i1, (3)

sendo que o operador Tr[.] foi definido em (3). 0 pro-
cedimento para formular o problema (11), (12) numa for-

=1

ma integral que tenha aestrutura de um Método Modifica-
do da Funcao de Green Local, é anilogo ao adotado para
os problemas de hastes e fornece a equagao integral:

X
V() = R ¢ 0a max + (061 E

k-1
K
. [99—£§z§le(x)]|xk , Ee 15, (14)
dx xk_1

sendo as quantidades Fk(x) e Mk(x), definidas por:

2wk(x)

k k d, k. k d k
F ) = kow (x) - K[E J (X)T]’ x € 9L ”
(15)
k k
M) = 1 I BN (R 5k, (16)
1 dx dx?

Nas equagoes (14), (15) e (16) o sobre—indice k nas va-
riaveis indicam que sdo restritas ao k-ésimo sub-domi-
nio. Os parametros k, e ky sao, como em hastes, arbi-
trarios porém pré-especificados. Devido o operador di-
ferencial do problema ser de 42 ordem, em cada ponto do
contorno duas condigcoes de contorno sio especificadas
e as quantidades duais devem ser calculadas. Assim para
completar a foqmulagéo € necessaria mais uma equacao
integral. Frequentemente a equacdo adicional é obtida
calculando o deslocamento angular €X(:), que é dado pe-
la derivada da equacac (14) em relacio a variavel £,
que fornece: !

k . k
Rips - dG (x,8) k dG (x,£)
) £ — 3 + 355
07(E) T T ag 9 iR+ [T
5 k = X
X 2 5 =
I ateoh ] Y il S SRS S L S S
% dédx X1
k-1 -
0 traco de wk(F) e jqk(F) sobre o contorno de Ik,
fornece a formulagdo de contorno desejada:
W (S - e & x, E5)qF tddx + 1k, £
X k =S X
Fk(x)]l k . [dG éx,L ) Mk(x)]lxk i
-1 2 k-1
£ e 1%, (18)
k ~S Ik ~S
ko 8y _ dG (x,£7) k d@ (x,£7)
8 (™) = flk___af____'q (x)dx + [ ar .
k s X
k * 426 (x,E8%) k k
F )1 | e vl (MR | F
L dédx X4
g% ¢ atk, (19)

A maneira de solucionar o problema e calcular os
parametros de interesse: deslocamentos e forcas genera-
lizadas, ¢ analoga a empregada para hastes: primeiro o
sistema formado pelas equacdes (18) e (19) é resolvi-
do, fornecendo os deslocamentos e as quantidades Fk e
M no contorno de IK. Depois, os parametros no dominio
podem ser calculados através das equacoes (14) e (17) e
derivadas destas em relacao a variavel £. No caso de
haver sub-dominio, a justaposicdo é obtida impondo-se
nos pontos de interface: compatibilidade dos desloca-
mentos wk e 6K e equilibrio dos esforcos Qk e Mk (forga
cortante e momento fletor, respectivamente).



SOLUGAO NUMERICA

Discretizacao. Considere o intervalo de defini-
cao da haste ou viga, subdividido em n sub-intervalos.O
fecho de um sub-dominio tipico, k, € representado por:
IX = [xk-1, Xk]. Daqui para frente IX passara a ser de-
nominado de elemento k. O particionamento do dominio &
realizado tendo em consideracdo os mesmos aspectos que
ocorrem em elementos finitos [7] e em particular a e-
xistencia de carga concentrada que devera estar aplica-
da em um ponto nodal de contorno do elemento. Tanto os
problemas de hastes como os de vigas sao unidimensio-
nais. Em consequéncia, os contornos se reduzem a  pon-
tos. O método de colocacdo € naturalmente escolhido pa-
ra transformar as equacoes integrais de contorno em um
sistema de equacGes lineares.

Nos problemas de hastes, a colocacado da equagao
(10) nos pontos nodais: Xp_1, ¥g do elemento k, forne-
ce a seguinte equacdo matricial:
rFk
k-1
k k k
= 0
Gt k= G k=t ! P
) [~
k Ik k
o 0
Cr_1,k e,k Ll
oK
L L J
k
Sk-1
> (20)
k
_gk
onde foram adotadas as seguintes notacoes:
1
uk(x W= uk; Gk(x JEY =@
P P P 9 Psq
Fx ) =
P p
(21)
k . k c k k
SE) =), 6k,E )g ®dx =8 .
p Ik 4 P

A matriz de Green global da haste, € obtida jus-—
tapondo as matrizes locais dos elementos. A compatibi-
lidade dos deslocamentos e o equilibrio de forgas nas
interfaces de dois elementos: k e m, fornecem:

k m
u(x) =u (xk),
(22)
k m
F (Xk) = F (xk),
sendo x, o ponto de interface. As equacoes (22) possi-

bilitam a compactacao de todos os graus de liberdade de
deslocamentos dos pontos que nao coincidem com pontos
do contorno da haste. Nos elementos 1 e n se a condicio
de contorno for de Dirichlet, o valor especificado vai
para o lado direito da (20) com sinal trocado. Caso a
condigao for de Neuman, expressa-se o deslocamento no
ponto de contorno em fungdo da forca especificada, com
o auxilio das quantidades FK, Desta forma, o sistema re-
sultante € simétrico e tridiagonal.

Nos problemas de vigas a colocacao das equagoes
(18) e (19) nos pontos nodais do elemento IX, resulta:

r Kk k
& S0 96 ke l
k-1,k-1 dx k, k-1 dx
k )k ) Kk |
S o I
ar dEdx Oz TEdx |
k k I
& S N
k-1,k dx k,k dx |
Kk Kk k k
2 2
%% YOk YGGk Pl x !
L dg dEdx dg dEdx
r
k
Fk—J
k
Kt
I “
| T k k 1
ll 0 0 0 Fe S
[ K Lk
R M Bk_1L
| . 23)
k k
IO 0 -1 0 Wi Sk
I k
= 0
|o 0 0 1_ 04 i B, ]
JK
Kk
k
N .
. J
onde as derivadas foram tomadas no sentido do traco e

se adotou a mesma notacao que em (21), acrescida de:

k =
k dG (x,£p) k k
B(E) =), —22E2 x)dx = B 24
D Ik dt q() P (24)
Novamente, a compatibilidade dos deslocamentos  linea-
res e angulares e o equilibrio de forgas cortantes e
momentos fletores tornam possivel a compactacao dos
graus de liberdade de deslocamentos nos pontos nodais

que nao estao no contorno da viga. A introducao das con-
dicoes de contorno no elemento | e no elemento n é fei-
ta diretamente com a passagem dos valores nodais

espe-
cificados com sinal trocado, para o lado direito da
(23) caso as condicoes forem de Dirichlet. Caso for

condicao do tipo Neuman, os deslocamentos nodais  cor-—
res&ondentes sdo expressos em funcao das quantidades F
e MX, com o auxilio das equagoes (15) e (16). Proceden—
do assim o sistema de equacOes lineares resultante é
simétrico e com semi-banda de largura 3.

APLICACOES

Exemplo 1. Considere uma haste delgada, engastada
em suas extremidades sujeita a uma carga axial distri-
buida, com as caracteristicas dadas de acordo com a fi-
gura 1, sendo: L = 30 cm, b =2 cm, h = 10 em, E = 2 x
10® kgf/em?, q = 2 kgf/cm.

S A

NE
N
N
1 I SN 8
= =1
Fig. 1 Haste bi-engastada
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Para solucdo deste problema, a haste nio foi particio-
nada, resultando um elemento. A colocacio foi feita a-
penas nos pontos nodais das extremidades. Os resultados
numéricos sdo sintetizados na tabela 1, onde também sio
mostrados os resultados exatos para efeito de compara-—
¢ao. Mesmo os valores especificados sao recalculados a-
pos a determinacao das incdgnitas. Os valores recalcu—
lados estao assinalados com um asterisco na tabela g

Exemplo 2. Uma haste delgada, engastada em uma
extremidade e livre na outra, é sujeita a um

Tabela 1. Resultados comparados
u x 105 cm N kgf
Ponte | = (am) Resultados Exatos
Resultados Numericos
1 0 0. 30.
i 0. (%) 30.
0.5625 0.
2 13- | 0.53857 0.2710 x 10-16
0. - 30.
8 1 Jaw - 30.

carregamento distribuido e a uma forca concentrada com
as caracteristicas da Fig. 2, sendo: L1=400mm, b{=100mm,
h1=100mm, E;=7000kgf /mm? , Ly=300mm, by=50mm, hy =50 mm,
E2=21000kgf/mm? , q=20kgf/m, qp=10kgf /mm, P=10000kgf .

L .
1
= P
= 1 2+ 3
::]j Ej E, %
b, 1—‘ L. _l, L, ‘J
L"‘—’4 [ =1 =

Fig. 2 Haste engastada x livre

h,

Neste exemplo a discretizacao foi realizada atraves de
dois elementos e os resultados obtidos sio mostrados na
Tabela 2.

Tabela 2. Resultados comparados

u x 10 mm Nx 1073 kgf

Resultados Exatos
Ponto | x (mm) Resultados Numericos
1 0 0. - 1.
) - 0.5684 x 10-12 [ = 0.999999
- 0.24761 - 7.
Zoe || 400 =55 ~6.99999
- 0.5911 - 10.
3 e, - 0.5920 - 10.00000

Exemplo 3. Considere uma viga em balanco, com se—
cao retangular sujeita a carga concentrada conforme Fig.
3, sendo: L{=150mm, L2=150mm, L3=100mm, E=7000kgf /mm?, P=
500kgf, Ii= 1953125 mm* e I,=390625 mm".

B, E 51

P 1
- i ‘ Ar”///

2+ 3f  hr 5+ 6+ 7] o

1

X

NOUMNNRNNY

T, L, L,

Fig. 3 Viga em balanco
Neste exemplo, a viga foi particionada em 3 elementos.
Os resultados obtidos sio mostrados comparativamente com
os exatos na Tabela 3.

CONCLUSOES

0 emprego do Metodo Modificado da Funcio de Green

Tabela 3. Resultados comparativos

2 5

wm | 6x10°rd | Mx107> | v kgf
(kgf .mm) '
Resultados Exatos)
Ponto | x (mm) (Resultados Numericos)
1 0 0. 0. -1.5 500.
) 0.(*) [0.(®) -1.500 [500.
2 75 0.0283 [ 0.0720 -1.125 500.
) 0.02829| 0.0720 -1.125 500.
3 150 0.1029 | 0.1233 -0.750 500.
: 0.1029 | 0.1234 -0.750 500.0
4 225 0.2597 |1 0.2778 -0.375 500.
) 0.2597 | 0.2777 -0.3751 | 500.0
5 300 0.4937 [ 0.3291 0. 500.0
) 04937 0.3291 0. (%) 500.0
0.6582 [ 0.3291 0. 0.
¢ |3% oesssTosnT 1o o
0.8229 | 0.3291 0. 0.
T %% oEmeTo T o [0

Local (MLGFM) para os problemas de hastes e vigas pos-
sibilita que a estrutura matricial resultante da  dis—
cretizacdo seja simétrica e de banda, analoga a que re-
sulta em elementos finitos. Isto favorece o tratamento
numérico do problema. Os exemplos resolvidos, mostram
que os resultados numeéricos concordam muito bem com os
exatos disponiveis. Em particular os valores das incog-
nitas nos pontos nodais de colocacio coincidem com  os
eéxatos, mesmo quando a discretizacao foi grosseira.
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ABSTRACT

This work presents a integral formulation based
upon the Local Green Function Method, fon roads and
beams problems. Thes methodology Leads to boundary
Anteghal equations with the same staucture as the
Andinect formubation, but now the variabfes are
dutectly nelated to the plysical ones. The numerical
hesults obtained are in good accordance with the
analytical ones.



