
COBEM 87-- IX Congresso Brasileiro de Engenharia Mecânica, Florianópolis, SC (Dezembro. 1987
9\K Brazilian Cangress of Mechanical Engtneerlng

Soluça de Problemas de Hastes e Vigas pelo Método
da Função de Green Local

LUIZ HENRY MONKEN E SILVA*
Depto. Engenharia Mecânica - Universidade Estadual de Maringá

87.000 - Maringá - PR

UFSC
1987- 25 ANOS

CLOVIS SPERB DE BARCELLOS*
Depto. Engenharia Mecânica UFSC

Cx. Postal 476 - 88.049 - Florianópolis - SC

SUMÁRIO

Nu,Ce ,CaabaZho é ap4z errada u171a áo/ uZaçãa ,érúegxaZ paga p/tobZemaó de ha íe
deZgadm e u,égm-Be/t:tatlZZ,é, balóeada no h alada da Função de G4een Local. A aepauelüa-
ção duna,éaFt(ü u,CabeZe(üda, candüz a .s,ü,Cama de equação llüegxaló cam c.s.tpuüui4ü o-
pe.'tac,ünaZ anãZaga a do.s mê;Cada s Zn( é e,{aó mM ag04a M va/béãve,ü .sãa ae.CacZorladm
com M ua/dava,ü áZó,tcm . 0ó xeóu&Cada pzumé/ücaó ob,t,édoó 4emp4e caPtcaada.aanl mcúCo
bem com oó ancLZZCécaó düporúve.í.ó paga o p4ab/.emaó .

INTRODUÇÃO buída por undiade de comprimento, no sentido longitudi-
na[ da haste; [.[.], 19[.] são combinações ]ineares dos
operadores: Tr]=] e TrjIEAd/dxl; sendo:O emprego da formulação integral para solução de

problemas de hastes delgadas e vigas-Bernoulli, nao
freq;ente. Apesar disto, as técnicas mais recentes de e-
lementos de contorno, evidenciam que a formulação inte-
gral pode se constituir em alternativa eficiente para
abordagem destes problemas devido a qualidade dos re--
multados, a facilí.dade de preparação dos dados e a por-
talidade computacional a que os problemas se reduzem.

Neste trabalho, uma formulação modificada baseada
no Método da Função de Green Loca[, LGFM,[1],[2],[3],
é desenvolvi.da para os problemas de hastes delgadas e
vigas-Bernoulli. Esta metodologia conduz a equações in--
tegrais com a mesma estrutura que a formulação integral
indireta, [4], porém agora as variáveis são diretamente
relacionadas com as variáveis físicas. A representação
funcional da formulação, obtida por meio das técnicas
convencionais de reciprocidade, relaciona deslocamentos
generalizados com funções que incorporam as forças ge-
neralí.zadas. Os operadores integrais da formulação, sao
simétricos. Em conseqiiencia as matrizes resultantes da
discretização, realizada pelo método de colocação, sao
simétricas. Nos problemas de hastes delgadas e vigas-
Bernoulli, tem-se semi-bandas de larguras l e 3 respec-
tivamente. A técnica de sub--domínio, [5], com funções
de Green Loco:is, torna mais geral o LGFM que desta for-
ma pode ser aplicado a problemas que possuem caracte--
rístí.cas geométricas e propriedades de materiais com
variações arbitrárias. Os exemplos apresentados mostram
que os resultados numéricos têm boa concordância com os
das soluções analíticas. Basicamente se conclue que a
metodologia aqui proposta melhora os aspectos computa-
cionais relacionados ã estrutura matrí.cial que fica si-
métrica e de banda ao contrario da técnica convencional
que fornece matrizes cheias e não simétricas [4], [5],
[6]

Trlg(x ) l im g(x)
x+xo

(3)

Agora, considere o partionamento de l em n sub-
intervalos, lk=(xk.l,xk) tal que Up:llk=i e lmfl'lk = @,
para m#k, sendo x.= 0 P xn=L. A restrição da equação
(1 ) ao sub intervalo lk é:

ãi[EkAk(x)---ãF--] ; qk(x), x E lk; (4 )

onde: uk(x) = u(x) e qK(x) = q(x), para x E IK. Para
obter uma formulação integral do problema, introduz-se
a função de Green relativa ao operador diferencial ad-
junto do operador que aparece na equação (4):

d [EkAk(x)- Õ(x,€1), x,e lk, (5)

onde GK(x,o é o deslocamento no ponto x devido a carga
unitária pontual, 6(x,o, aplicada no ponto (. Multip-
licando (4) por Gk(x,e) e a equação (5) por uk(x), sub-
trai.ndo os resultados, integrando em IK e depois inte-
grando por partes os termos de domínio que não vãm do
carregamento, resulta :

uk(e) : J'Tk Gk(x,e)qk(x)dx [EkAk(x)uk(x)

FORMULAÇÃO PARA HASTES #''- l:=.. * ..*«-.*.*,: ,"3': l=..Seja l (0,L) um intervalo aberto Considere uma

haste delgada, elástica ocupando 1 = [0,L], sujeita a
um carregamento distribuído. As equaçoes que o desloca-
mento longitudinal da haste satisfaz são:

(6)

Em seguida, para obter uma formulação integral com uma
estrutura análoga ao LGFM, introduz-se na equação (6)
um novo termo ::L [EAGO5111:i;l:2-] q(x), o < x < L, (1)

ll [u (x) ] a. , x=0 ; 1. [u(x) ]lá oc2) x:L) (2) koGk (x , É; ) uk (x ) x E aik, € E: lk, (7)

onde EA(x) é a rigidez da haste q(x) é carga distri para reescreva-la na forma
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.k(e (x,oqk(x)dx +ÍGk(x,e)[kouk(x) + ma i.ntegral que tenha a estrutura de um Método Modifica-
do da Função de Green Local, é análogo ao adotado para
os problemas de hastes e fornece a equação integral:* EkAk(,.y '"(x)]}dx '

\
*k- l - {uk(x)[koGk(x,e) +

*Ek.k 00gg=.Él:2t }l"k
'" 'k-l

\.,krr\ .
/Tk Gk(x,e)qk(x)dx + [Gk(x,e)Fk(*)]lxk -.-

"k- l) (8)

. :'$k:ü.*'*,: ""-. (14)

O parâmetro kQ é arbitrário, porém pré-especi.ficado e
sua dimensão é tal que o produto kouk(x),' possa ser in-
terpretado como uma força elástica que atua no contorno
do elemento lk. .A escolha das condições de contorno pa-ra a função de Green é feita para anular o últimotermo
que aparece na equação (8). Os termos do primeiro col--
chete em.(8) são denotados por. Fk(x) e a equação (8)
pode então ser escrita como :

sendo as quantidades Fk(x) e Afk(x), definidas por

Fk (x) d [Eklk(x)---ã=i--], x É: 31k

uk (e) /lk Gk(x,ÉI)qk(x)dx + [Gk(x,É])Fk(x)] lxk ,k l

(15)

btk(;.) : klglÍ;Él2- -.- Eklk(:.)---ãP--, x e: 81k. (16)

(9)
Na! equações(14),(15) e(16) o sobre-índice k nas va-
riáveis indicam que são restritas ao k-ésimo sub-domí-
nio Os parãmeEros ko e.kl são, como em hastes, arbi-
trários porem pré-especificados. Devido o operador di-
ferencial do problema ser de 4e ordem, em cada ponto do
contorno duas condições de contorno sao especificadas
e as quantidades duais devem ser calculadas. Assim para
completar a fo:mulação é necessária mais uma equação
integral. Frequentemente a equação adí.cional é obtida
calculando o deslocamento angular 0k(o, que é dado pel-
a derivada da equação (14) em relação ã variável É:que fornece

com € c: lk. O traço de uk(e) sobre o contorno de lk
uk((s), formula o problema como uma técnica de contorno
e fornece :

uk ((s)
/lkGk(x,(s)qk(x)dx +]Gk(x,Es)Fk(x)] lx. l

(10)

com êl' € al
Desta forma o problema de haste delgada é comple-

tamente formulado pelas equações integrais (9) e (lO).
Para solução, as condições de contorno são introduzidas
diretamente através dos braços dos deslocamentos ou das
quantidades Fk(x). Em pontos sobre a interface de sub-
domíní.os, impoe-se compatibilidade de deslocamentos e
equilíbrio de forças. Resolvendo a equação (lO). os des
locamentos uk ou as quantidades Fk são determinados no
contorno. Com FK se calcula, sem integraçÕes adicio-
nais,. as forças no contorno de lk. Em pontos do domí-
nio IK, deslocamentos e forças podem ser calculadas di-
retamente com o emprego da equação (9) ou de sua dera
vada em relação à variável ÊI

k

Ok(o k qk(x)d,. tgJ!;lÇl:ã2-

. .*'*;, *-.*."$:g''. «*'*,: i**-., :*
(17)

O traço de wK(C) e 0K(o sobre o contorno de
fornece a formulação de contorno desejada:

lk

wk((s) : .rik Gk(x,Éls)qk(x)dx + [Gk(x,É]s)

FORMULAÇÃO PARA VIGA t!!d::l?!:i:2. .-.{k(x) ] l xk'" "k-l
As equações que o deslocamento transversal de uma

viga-Bernoullí. satí.sfaz são : E' f ai" (18)

iÍ;- [KJ(x)!!!:é;2-] : q'(x) Ok (es) : :*jli:l:iir-- qk(,0.:. tiÇl:;lt--0 < x < L (11)

1. [w] : a. l2]w] ''''*,, ;l.. * .':'4:gP ~*'*,, **-.,a2' em x : 0:

l3]w] : a3 l4]w]
(12)

cl4' em x : L:
C' c: 3i" (19)

onde: E é módulo de elasticidade longitudinal do mate-
rial da viga; J(x) é o momento de inércia da seçãa
transversal da viga; q(x) é carga transversal por uni-
dade~de comprimento e ]1[.], 12[.], 13[.], 14[.] sãa
combinações lineares de operadores de contorno, adequa-
damente escolhidos dentre os seguintes:

A maneira de solucionar o problema e calcular os
parâmetros de interesse: deslocamentos e forças genera-
lizadas, é análoga à empregada para hastes: primeiro o
sistema formado pelas equações (18) e (19) é resolvi-
da?, fornecendo os deslocamentos e as quantidades Fk. e
MK no contorno de lk. Depois, os parâmetros no domínio
podem ser calculados através das equações (14) e (17) e
derivadas destas em relação à variável €1. No caso de
haver sub-domínio, a justaposição é obtida impondo-se
nos pontos de. interface: compatibilidade dos desloca-
mentos wk e 0k e equilíbrio dos esforços Qk e Mk'(força
cortante e momento fletor, respectivamente).

Tr[.], Tr]ã;] TrIEJdz ' ] (13)

sendo que o operador Tr[.] foi definido em (3). O pro
sedimento para formular o problema (11), (12) numa for



607

SOLUÇÃO NUMÉRICA
dCE. 1 , k- l

dx
dCE , k- l

dxDiscretização. Considere o intervalo de defini-
ção da haste ou viga, subdividido em n sub-intervalos. O
facho de um sub-domínio típico, k, é. representado por:
[K : [xk-l, xk].,'Daqui para frente ]rç passara a ser de
nominado de elemento k. O particionamento do domínio é
realizado tendo em consí.deração os mesmos aspectos que
ocorrem em e]ementos finitos [7] e em particu]ar a e--
xistência de carga concentrada que devera estar aplica-
da em um ponto nodal de contorno do elemento. Tanto os
problemas de hastes como os de vigas são unídimensio.
naus. Em consequência, os contornos se reduzem a pon--
tos. O método de colocação é naturalmente escolhido pa-
ra transformar as equaçoes integrais de contorno em um
sistema de equações lineares .

Nos problemas de hastes, a colocação da equação
(lO) nos pontos modais: xk-l, xk do elemento k, fome
ce a seguinte equação matricial:

'.E- . , *- . d: C.E. 1 , k- l
d€1dx

":-. ,*
dx

d' CE. l ,k
d(dx

..E , *- .
dl

d: G: , k- l
d(dx

':,*
d(

dG= ,k
dx

d:CE k
dedx

't-.

':-.
lí

m: -H
k

0

lo

0

(23)

kUk-l

k
Uk

wk
k

(20)

onde as derivadas foram tomadas no sentido do traço
se adotou a mesma notação que em (21), acrescida de:

e

onde foram adotadas as seguintes notações

u"(x )
P

kU
P

Fk .
P

G~(x . E )
P' q

Gk
P,q d'((p) /:k -- aF-- qk(x)dx : B: (24)

Fk(x )
P

Novamente, a compatibilidade dos deslocamentos linea-
res e angulares e o equilíbrio de forças cortantes e
momentos fletores tornam possível a compactação dos
graus de liberdade de deslocamentos nos pontos nodais
que não estão no contorno da viga. A introdução das con-
dições de contorno no elemento l e no elemento n é fei-
ta diretamente com a passagem dos valores nodais espe-
cificados com sinal trocado, para o lado dí-leito da
(23) caso as condições forem de Dirichlet. Caso for
condição do tipo Neuman, os deslocamentos nodais cor-
respondentes são expressos em função das quantidades Fk
e /dK, com o auxilio das equações (15) e (16). Proceden--
do assim o sistema de equações lineares resultante e
simétrico e com gemi-banda de largura 3.

(21 )

Sk(: )
J'lk Gk(x,Elp)qk(x)dx : S:.

A matriz de Green global da haste, é obtida jus-
t:apondo as matrizes locais dos elementos. A compatibi-
lidade dos deslocamentos e o equí.IÍbrio de forças nas
interfaces de dois elementos: k e m, fornecem:

rKo.p F'n(x )"k'

(22) APLICAÇÕES

Exemplo 1. Considere uma haste delgada, engastada
em suas extremidades sujeita a uma carga axial distri-
buída. com as características dadas de acordo com a fi--
Bufa 1, sendo: L = 30 cm, b = 2 cm, h = 10 cm, E = 2x
10Õ kgf/cm2 , q = 2 kgf/cm.

sendo x., o ponto de interface. As equações (22) posei
bilitam'a compactação de todos os graus de liberdade de
deslocamentos dos pon'os que nao coincidem com pontos
do contorno da haste. Nos elementos l e n se a condição
de contorno for de Dirichlet, o valor especificado vai
para o lado direito da (20) com sinal trocado. Caso a
condição for de Neuman, expressa-se o deslocamento no
ponto de contorno em função da força especificada, com
o auxílio das quantidades Fk. Desta forma, o sistemare
sultante ê simétrico e tridiagonal.

Nos problemas de vigas a colocação das equações
(18) e (19) nos pontos nodais do elemento ik, resul'ta:

Fi8 l Haste bi-engastada
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Para solução deste problema, a haste não foi partia.o-
nada, resultando um elemento. A colocação foi fei.ta a-
penas nos pontos nodais das extremidades. Os resultados
numericos sao sintetizados na tabela 1, onde também são
mostrados os resultados exatos para efeito de compara-
ção. Mesmo os valores especificados são recalculados a--
pos a determinação das incógnitas. Os valores recalcu-
lados estão asse.calados com um asterisco na tabela l.

Tabela 3 Resultados comparativos
59x 1 0 'rd la lo

(kgf . um)

.Resultadii'i ÊiiãEi;
Hg!+P!!F. !s!!ul3+gqlp
0

# 00
0 1 . 12 5
0 91 0 0
0 . 1029 0. 1 0
0 . 1029 0. 1
0 . 259 0.2 0 . 375 00

97 3751 oo . o
3 0 2 0 0 0

049 0 291
2 29 10
3 # #
9 91

29 0 291 # A

Exemplo 2. Uma haste delgada, engastada em uma
extremidade e livre na outra, é sujeita a um

Tabela l Resultados comparados

u x lO N kcm
Resultados Exatos

Resultados Numéricos
0 0
o . (ü) 30
0 2 0

0.2710 x 10'160.53857
0
o. (+) 30 Local (MLGFM) para os problemas de hastes e vigas pos-

sibilita que a estrutura matricial resultante da dis-
cretizaçao seja simétrica e de banda, análoga a que re-
sulta em elementos fim.tos. Isto favorece o tratamento
numerico do problema. Os exemplos resolvidos, mostram
que os resultados numéricos concordam muito bem com os
exatos disponíveis. Em particular os valores das incóg-
nitas nos pontos nodais de colocação coincidem com os
exatos, mesmo quando a discretização foi grosseira.

carregamento distribuído e a uma força concentrada com
as características da Fig. 2, sendo: Ll=400mm, bl=100ínm,

!::;?g ::l=9?':71 : :Í:::: :l$Ê'"';:.ig.ie:.-,'
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ABSTRACT

T;z,éó woXk p4e..6erl,ü a ZPüagaaZ áaxmuZa,CZon baóed
upon ,the Local'G een FunctÍon Meíhad, áa,t 40acü and
beallló pxa bZem s .. I';z,ü me;ChodoZagg ,Caads ',Ca bauptda/tg
ZrüagxaZ agua,üam mLéZh {he ,balllc .s,Catuc,tut./te M ,Che
,épz(ttaecZ áa/ uZa,üon, b(ü naw {he vct/i,{ab,Ca,s a.ae
dc.aec,Ceg /teZaCed ,Ca ,Che pZyó].caZ além . I'he nzlime'üca&
autlZ,ü obZaZned axe ,én gaãd acea4dance w,é,Ch ,the
anaZÉ/;t4:caZ onM .

Fig. 3 Viga em balanço

Neste exemplo, a viga foi particionada em 3 elementos.
Os resultados obtidos são mostrados comparativamente com
os exatos na Tabela 3 .

CONCLUSÕES

O emprego do Método Modificado da Função de Green


