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RESUMO

/

As versdes h e p do Método dos Elementos Finitos sdo usadas para resolver dois
problemas da elastoestdtica. A sensibilidade da taxa de convergéncia do método é
analisada quando extensdes h e p sdo usadas para aumentar a dimensdo do espaco
solugdo. O comportamento da versdo p € verificado numericamente para O €aso de
materiais quase incompressiveis. O uso de malhas geométricas € tambéem examinado.

INTRODUGAO

Classicamente no Método dos Elementos Finitos (MEF)
s3o utilizados polinémios de baixa ordem e o espago de e-
lementos finitos V(h,p) é construido a partir de combina-
¢Bes lineares das fungdes de interpolacdo. A precisdo de-
sejada para a aproximagdo é entdo alcangada através do re-
finamento da malha, ou seja, o didmetro do maior elemento,
denotado por hmax, ¢ feito tender a zero. Esta metodologia

de aumento do numero de graus de liberdade N(h,p) é deno-
minada versdo h do método.

Uma outra estratégia para se diminuir o erro de dis-
cretizagdo é aumentar a ordem polinomial dos elementos, ou
seja, a malha é mantida fixa e o menor grau polinomial a-
ssociado a elementos da malha, denotado por P é esco-—

lhido suficientemente grande, de modo que o erro de dis-
cretizagdo seja pequeno. Tem-se entdo a versdo p do MEF.

Na versio h-p os erros da aproximagdo sdo
controlados através da combinagdo de refinamentos da malha
e aumento da ordem polinomial dos elementos.

As diversas versdes do Método dos Elementos Finitos
sdo geralmente comparadas através da analise do comporta-
mento das curvas erro versus custo para cada uma das es-
tratégias. O erro é medido na norma da energia, definida
por IIelIE = Ule), onde U(e) é a energia de deformacao do
g Esta medida de erro esta relacionada com
a raiz da média quadratica(RMS) do erro nas tensdes sobre
todo o dominio (Szabé, 1990). A relagdo erro-custo € sim-—
plificada fazendo-se a hipétese de que o custo € uma
funcdo simples de N(h,p). Entdo, é de interesse a taxa de
mudanca do erro, na norma da energia, em relagdo ao namero
de graus de liberdade.

Nas secbes seguintes sdo apresentados os teoremas
relativos ao comportamento assintético das versdes h, p €
h-p do Método dos Elementos Finitos. Dois problemas da e-
lasticidade bidimensional sdo resolvidos utilizando-se as
versdes p e h. Os problemas foram selecionados de modo a
se ter solucdes com diferentes ordens de singularidade.

erro e = u - u
0

ESTIMATIVAS DE ERRO A-PRIORI PARA O MEF

Os problemas de valor no contorno, tratados neste
trabalho, na sua forma variacional sio genericamente dados
por

Encontre u, € X(Q) tal que

B(uo,v) =Lv) VveXRQ) (1)

onde L(.) € (X(Q))’
X(Q) x X(Q). A definigdo do
problema em questdo.

A aproximagdo por elementos finitos do problema (1)
consiste em buscar no espago V(h,p) c X(Q) a solugdo de
elementos finitos v tal que

e B(.,.) & uma forma bilinear sobre
espago X(Q) depende do

B(uEF,v) =L(v) V v e V(h,p) (2)

interesse é a estimativa
O teorema a seguir

Uma questdo de grande
a-priori do erro llell = llu~- u I .
E 0 EF E
fornece esta estimativa tanto para a covergéncia h como p.
Kk
e H(Q),

TEOREMA 1(Babugka & Suri, 1990) Seja u,

k > 1. Entdo, se os espagos de elementos finitos V =V(h,p)

sdo construidos a partir de uma familia de malhas
uniformes (ou quase-uniformes),
hu-u il =cr 5PPra ik, (3)
0 EF E 0 H

onde Bh = min(p,k-1), Bp = (k-1) e C ¢é independente de ugs

h e p.
No caso em que a solugdo u possui um comportamento

singular do tipo u, = r*F(0) ,a > 0 ( (r,0) sendo coorde-

nadas polares), e os vértices dos elementos estdo locali-
zados na singularidade, a taxa de convergéncia da versao p
é duplicada. Bp é entdo pelo menos o dobro de Bh (Babuska
& Suri, 1990).
Segundo Szabd

(1990), se a solugdo exata u, for

analitica em cada elemento, incluindo os respectivos
contornos, o erro na norma da energia decresce
exponencialmente quando a versdo p € utilizada. Ou seja,

ER )
lluo— uEFIIE = C exp(yN") (4)

onde © = 1/3 (Szab6, 1986a) e o erro relativo & dado por
IlelIE = I|e|lE /[ IIuOIIE 3

Quando a solugdo exata é analitica em cada elemento
incluindo os respectivos contornos, com a excegao de al-
guns dos vértices, ainda se pode obter taxas de conver-
géncia exponenciais com a versdo p, desde que a malha con-
siga isolar os pontos singulares. No Problema 2 da segao



seguinte este procedimento sera utilizado.

PROBLEMAS MODELO

Nesta segdo sd3o analisados dois problemas da
elastoestatica bidimensional, com o intuito de verificar o
comportamento assintético das versdes h e p do MEF

previsto na segdo anterior.

Problema 1.

-1 sx =1,
1

O dominio Q é o quadrado { (xl,xz) e R

3 -1 = x, = 1 } submetido a um estado plano

de deformacédo e sujeito as seguintes condigdes de contorno

X,
Ls
uz=Oem1"D=LluL3 A, s
u, =-1 em L1 Q
u =lemL il L. (5)
o~ X,
tlu) =0em I'=LuUL
N 2 4
t(U) representa a tra- A L Aqf
¢do em um ponto de 00 [—2.0——|

Fig.1 Condigdes de contorno e dominio do Problema 1.

foi
lv

Devido a x1 e x2 serem eixos de anti-simetria,

=

modelado apenas o quadrante Q =((xl,x2) €eR* >0 X L=

0 = x = 1 }. Para E = 1, foram analisados os casos em que

= 0.3 e v = 0.4999. Os valores exatos das energias de
deformagdo para o quadrante Q foram estimados em
U(uo) = 0.130680 para v = 0.3 e U(uo) = 0.127035 para

= 0.4999 (Babudka & Szabo, 1982).
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Fig.Zik)Condigﬁes de contorno para a modelagem do
Problema 1. u sdo graus de liberdade associados aos

elementos hierarquicos (Szabé & Sahrmann, 1988).

A solugdo u possui um comportamento singular nas
r*F@), « >0 e
k < 1.76 para

f—4

vizinhancas dos vértices Al do tipo u,
segundo Babuska & Szabé (1982) u e H©Q),

= 0.3 e k < 1.69 quando v = 0.4999.
A partir do teorema 1 e do tipo de singularidade
presente na solugdo exata tem-se

(6)

ER Bh —Bp
llellE = Cl h p
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onde: Bh = min(p,0.76) para v = 0.3 e Bn = min(p,0.69)
quando v = 0.4999; Bp = 1.52 para v = 0.3 e Bp = 1.38
quando v = 0.4999. Portanto, para este problema, o teorema

1 prevé uma taxa de convergéncia para a versdo p duas
vezes maior do que para a versdo h.
O logaritmo do erro relativo na norma da energia
versus o logaritmo de p foi tragcado na figura 3 para
=03 e v 0.4999. O valor absoluto da inclinagdo da
curva na faixa assintética (p = 4) é a taxa de conver-
géncia assintética Bp. Os valores obtidos (Bp 1.31 e
Bp 1.28) sdo um pouco menores do que os previstos pelo
teorema 1. A figura 3 demonstra também que a versdo p é
insensivel ao travamento ("locking") de Poisson (Szabd et
al.,, 1989) e que o ponto de entrada na faixa assintética
ndo é sensivel ao valor do coeficiente de Poisson.
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Fig. 3. Taxas de convergéncia para a versdo p do
MEF. Problema 1.
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Fig. 4. Taxas de convergéncia para a versdo h do
MEF. Problema 1.

Na figura 4 foi tragado o logaritmo de IlelliR corres-

pondente a diversas discretizagbes do quadrante Q utili-
zando elementos lineares. No caso em que o coeficiente de
Poisson é v 0.3, observa-se uma taxa de convergéncia
Bh = 0.79 um pouco superior a prevista pelo teorema |
(Bh = 0.76). A figura 4 mostra também que o refinamento da
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malha ndo reduz o erro quando v = 0.4999 e p = 1. O efeito
do travamento de Poisson na versdo h s6 pode ser eliminado
se forem utilizados elementos de ordem maior ou igual a
quatro (Babuska & Suri, 1990).

Para se poder comparar as versdes h € p em termos de
custt%s foi tragado na figura 5 em escala log-log,
IeIIE * 100% versus N. Onde N é o numero de graus de liber-

dade apés a imposicio das condicdes de contorno de
Dirichlet. Observa-se que, no caso de refino uniforme, a
taxa de convergéncia da versio h é independente da ordem
polinomial dos elementos. Nota-se ainda que a taxa de con-
vergéncia da versdo p é nitidamente superior a da versdo h
(Bp = 1.7 Bn) e que, qualquer que seja o nivel de erro de-
sejavel para a solugdo aproximada, a versdo p é sempre
mais econémica em termos de numero de graus de liberdade.
O desempenho da versdo p poderia ser ainda melhor se o
efeito da singularidade presente no vértice A3 fosse eli-

minado utilizando-se uma malha adequada.
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Fig. 5. Comparagdo das versbes h e p do MEF.
Problema 1.

Problema 2. Analisa-se agora o comportamento da

versdo p quando existe uma singularidade na solugdo exata
devido a presenga de uma fratura ("crack") no dominio
(fig.6). SupBe-se que exista um estado plano de deforma-
cdo, coeficiente de Poisson v = 0.3, moédulo de elasticida-
de E = 1 e espessura unitaria.
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Fig. 6. Dominio para o Problema 2.
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Foram aplicadas condigdes de contorno de Neumanr
tal forma que as tragdes correspondam ao primeiro te
simétrico da expansdo assintética da solucdo analitica.
tracBes foram calculadas a partir das componentes
tensor tens3o correspondente a este termo da expan
dadas por (Babugka & Guo, 1988)

o'U e ks f . (9)
2nr J
= cosi 1= senisen cul
u - 2 2 2
= cosi 1+ seanen 90
22 2 2 2
f = cosisenicos 36
12 2 2 2

onde Ki é€ o primeiro fator de intensidade de tensd
(r,8) referem-se ao sistema polar mostrado na figura 6.
A solugdo é simétrica em relagdo ao eixo X por”

to foi modelado apenas a metade superior do dominio e
postas condigdes de contorno de simetria em L1 (u2= 0

L1 eus= 0 em Al). O valor exato da energia de deform:

para o dominio modelado é de 0.23706469 (KN?/ E (Sz
1986b).

A solugdo exata u  para este problema pertence

espago Hk(Q), k < 3/2 (Dorr, 1986) e sendo, também n
caso, a singularidade presente no vértice A1 do

I.IOE ral-'(e), o teorema | prevé, para a versdo p, uma f

de convergéncia assintética de apenas 1.0. Porém, c¢
comentado anteriormente, pode-se obter taxas de con
géncia exponenciais para este tipo de problema se fc
utilizadas malhas n&o-uniformes que consigam isolai
singularidade presente no vértice Al. Sao utilizadas e

as malhas ditas "geométricas", nas quais os tamanhos
elementos decrescem em progressdo geométrica na diregac
singularidade com um fator de geralmente s = 0.15 (Sz
1986a). Na figura 7 tem-se uma malha geométrica com n
camadas e 18 elementos.
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Fig. 7 .Malha geométrica com n = 5 camadas
diregdo a singularidade (s = 0.15).
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Mais uma vez o logaritmo de IIeIIE versus o logar]

de p foi tragado na figura 8a para as trés discretiza
utilizadas. No caso da malha uniforme (8x4) foi obtida
taxa de convergéncia pré-assintética quase nula e uma f
assint6tica Bp = 0.83 que é um pouco menor do que a |
vista pelo teorema 1. O uso de uma malha geométrica
n = 3 camadas e apenas 10 elementos aumenta considera
mente a taxa de convergéncia pré-assintética (1 = p =
porém, a partir de p = 4, a taxa de convergéncia cai |



o valor previsto pelo teorema 1. Observa-se, no caso da
malha geométrica com n 5 camadas, um aumento na
inclinagdo da curva a medida que cresce a ordem dos ele-
mentos, o que caracteriza uma taxa de convergéncia expo-
nencial do tipo descrito pela equagdo (4) (Szabd, 1986a).
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Fig. 8a e 8b. Comportamento da versido p quando
se utiliza malhas geométricas. Problema 2.

Fig. 9. Componente X2 do vetor deslocamento para
o Problema 2.

— Na figura 8b foi tracado em escala log-log
llellE *100% versus o numero de graus de liberdade N. Nota-

se que € possivel atingir niveis de erro na norma da ener-

144

gia extremamente baixos, dependendo do nimero de camadas
de &lementos utilizadas. Para p =8 e n =5 se obteve
IIeIIE = 0.439%. Observa-se também que a combinagdo (n,p)

6tima, em termos do numero de graus de liberdade, vai de-
pender do nivel de precisdo que se deseja da solugdo apro-
ximada.

Na figura 9 foi tragada a componente X2 do vetor
deslocamento para o Problema 2.

CONCLUSAO

As versdes h e p de MEF foram comparadas, através da
analise do comportamento das curvas erro versus N(h,p),
para problemas da elastoestatica cujas solugdes analiticas
apresentam comportamento singular. As taxas de convergén-
cia obtidas com a vers3o p, além de bastante superiores as
da versdo h, mostraram-se ser insensiveis ao valor do
coeficiente de Poisson.

Taxas de convergéncia exponenciais podem ser obtidas
quando se utiliza a versdo p do MEF, desde que a malha
consiga isolar os pontos singulares.
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ABSTRACT
The h and p versions of the Finite Element Method.
are used to solve two elastoestatic problems. The

sensitivity of the rate of convergence of the method is
analysed when h and p extensions are used to increase the
dimension of the solution space. The behavior of the p
version is examined numerically for the case of nearly
incompressible materials. The use of geometric meshs is
also examined.




