
4.1.2. CARACTERÍSTICAS DO MUGEM FRENTE AO FEM PARA APROXIMAÇÃO DE
DESLOCAMENTOS XV CILAMCE

Nesta seção apresenta-ser através da análise do fenómeno do "locking
uma comparação do- desempenho dos dois métodos para aproximação de
deslocamentos generalizados. A placa é engastada em todo o seu contorno e o
carregamento é unitário uniforme. As demais características são as mesmas das
placas "anteriormente citadas. Devido à simetria do probleitta, é modelado
apenas um quadrante da placa. A discretização de domínio é feita com duas=i;;; = lã' ,: 4 .1.m.-t.; fi.-i.t.;, ;.«'' '«P..g;d.; .l.m.«t';. q-;d;áti..;
lagrangeanos e Serendipity, respectivamente, alados com subintegração
seletiva. No MUGE)-l aplica-se. adicionalmente, uma malha de 16 elementos de
contorno do mesmo grau .
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Veria.ca-se que
idêntico, apresentando

nesta situação
'locking'

arrbos os métodos têm comportamento

4.2 PROBLEMAS DE VIBRAÇÃO LIVRE

espessas, Barbieri at.al.(199cas mais importantes do MLGFM é explorar as propriedades da
Função de Green do operador adjunto sem o seu conhecimento na fomla explicita. AS

Na análi.se de problemas de vibração livre, foram escolhidos dois casos:
o primeiro corresponde a uma placa retangular com dois lados opostos
sx'inplesmente apoiados e os outros dois li.vres (SE'SF) As características da

aca são''as seguintes: relação entre o comprimento dos lados = a/b = 2r
relação de espessura/lado = h/b = 0.2, coeficiente de elasticidade = E l Of
massa específica : p : 1.0, e as demais características da placa são
semelhantes às dos casos anteriores. A discretização empregada é uma malha de
6 x 6 elementos finitos lagrangeanos quadráticos no domínio e, no MLGFM, umamalha adicional de 24 elementos de contorno do mesmo grau. Os resultados
obtidos são apresentados na Tabela 4.1.

Tabela 4 . 1 Cas o S E'S FPlaca Retanqular

h/b

0.20

X

0 . 2363
0 . 2363
0 . 2362

X
0
0 . 6360
0 . 6314

9193
0 . 9193
0 . 9102

A

0
1 . 4470

4280

L:
92

2 . 0092
1 . 9238

2 . 3594
2 . 3594
2 . 2634

X

2 . 5362
2 . 5362
2 . 4422

O segundo caso trata de uma placa circular en.gastada em todo o
A placa tem diâmetro unitário e relação espessura/raio igual a 0.2
de Young : E : 1.0, a massa específi-ca = p : 1.0 e o coeficiente de

contorno
O módulo

pois s on
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q =iui,vi,wt,ai,l3i,...,Un,vn,Wn,an,Pn}
(4)

numéricas são para demonstrar a convergência do método

% UB HÜã ã%ÜI HQ=1 ""
u = h(C,n,C)qi= IÕlq

(5)

onde h (E, n,C) são obtidas com o traço de (pi(E, TI,C)

{8'} = 1.H' = {em
elemento pode ser expressa na forma

8s'l'
(6)

{x,y,zlt: Qi(E,TI){xi,yi,zi }t+ 0.5 (pi(q,n) hi he;
(1) çom a deformação na direção z.desprezada para consistência com as teorias de casca; #' é o vetar

deslocamento no sistema(x.y,z), H''Í#,v,w} ; {8m'} e {8m'} são as componentes de defomiação
de membrana e cisalhamento dadas por

onde {xi,yi,zilt, hi, ni a (pi(E,n) representam o valores associados ao nó "i" das coordenadas
cartesianas, da espessura, do vetar normal à superfície média e da filnção de interpelação local do
Método de Elementos Finitos, respectivamente. {8m'} : {a'/& ,a/®,Õ«/® + a'/Õ'l'

kn;\ +õ«la-,&l&-tà«l®l\

(6.1)

Í'
k

bz
Ç

(6.2)

,/y h
\,&

/

As componentes do tensos tensão associadas .a estas defomiaçõeb {a'}, estão
relacionadas com as as deformações através da matriz constitutiva, [D'], isto é:

e

x.-/
/' +

{a'} mIaI,ay,'cO,,T.z,TJzit :tD'lÍe'}
(7)

hk
superâicie média

l -DeHn ções Geométricas do Elemento de Casca.

A energia de defomiação para um material isotrópico, U, pode ser expressa por:
U : 0.5(B.(' ,')+ Bs(' ,'))

onde Bm(+,+) e Bs(+,+) são formas quadráticas definidas como:

(8)

(9)
B.(#',H')= J {8m'(H')}ttDm'lêem'(H')} dQ

Bs(a',#')= j {8s'(H')}ttDs'lÍ8s'(#')} dQ
Q

(10)

pepitas de membranla e cisalhamento:
ondetDm'] e [Ds'] são submatrizes detD'] asse
respectivamente

' Usando atransfomiação

dadas aosn

«= {u,v,wi: Qi(e,TI){ui,vi,wilt+ 0 5 q)i(E, tl) hiCÍvli v2ilÍcti.Pi } (2)

ou. « (e, n,oqi (3)

onde (u,v,w) representam os deslocamentos nas direções cartestanas. 779
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Õ«/&

,4 u = b em Q

u : i em I't e

(19)
(20)

(21)(11) Nu=t em I'2

onde N. u, t e b representam o Operador de Neumann associado a H, os deslocamentos

prescritos, as forças prescritas e o vetar força de corpo eHemo, respectivamente. Denota-se as
partlções do contomo por I'i e I'2 de tal modo que o contomo total é obtido por I'-l'i u I'Z.

l.Jsando o processo de resíduos ponderados e/ou a .f'arma (ü Green (;onera/lzcaüi ;mru a
Operador 4 0den & Reddy(1976), o vetar deslocamento procurado é obtido pela seguinte
equação integral

onde a matriz rotação]O] é igual a

[®J- [«- «: «], (12)

as 6omias quadráticas anteriores, sem perda de generalidade, podem ser expressas em fiinção das
componentes globais do vetar deslocan.ente u, isto é

Bm(U,U)= J {e«'(u)}tID.'lÍc.'(u» dQ
Q

u(Q) = jG(p,Q)t b(P) dQp - J[W *G(p,Q)]t u(P) drp+ jG(p,Q)tEN u(P)] drp(22)
lQ(13)

e Bs(u,u)= J {cs'(u)}ttDs'lÍcs'(u)} dQ
Q

onde Ar* representa o operador de Neumann associado ao operador adjunto Á+; P,Q são. pontos
do domínio p,q são pontos do çontomo e G(P,Q) é uma solução fundamental para o problema(14)

5.OPERADOR DIFERENCIAL E ADJUNTO
Sda v um vetar no espaço auxi]iar, dua], de ta] modo que as âomlas quadráticas das

Eqs.(1 3) e (14) possam ser reescritas como sendo formas bilineares, isto é

,4 *G(P,Q) = õ(p,Q)i (23)

sendo que õ(P,Q) é a .@lzçâo generalizada de Dirac e la matriz identidade
subtraindo a quantidade

Adicionando e

Bm(v,u)= J {e«'(v)}tID«'lÍe.'(uJ} dn (15)
na Eq.(22) resulta

G(p,Q)tEN' u(p)] =]N' G(p, Q)] u(p) (24)

e Bs(v,u)= jÍ6s'(v)}tIDs'JÍes'(v)} dQ
Q

(16) u(Q) = jG(p,Q)t b(P) dnp - J[(N'+N')G(p,Q)]t u(P) drp+ JG(p,Q)'[(x +N')u(P)] drp(25)

condiçõesdeDirichlethomogêneas .. . . . ..
Para obter uma Função de(]rwn, prescreve-se como conaiçoes ae contomo pwa a

Eq.(23) a seguinte quantidade: ,. ,.
(X ' +W') G(p,Q) = o (26)

O operador diferencial para a análise linear de cascas semi-espessas é obtido tomando a
primeira variação da energia de defomiação com respeito a v, ou seja

Õ.(B«(v,u) + Bs(v,u)) = (õv)' 4u + termos no contomo (17)

onde õv denota a primeira variação com relação a v e ,4 é o operador diferencial desdado.
Agora, tomando a primeira variação de U com relação a u tem-se

Õ.(B.(v,u) + B;(v,u)) = (õuy .4*v + temos no contomo (18) e a expressão final para u(Q) fica sendo

onde H+ é o operador adjunto âoímal de .4 e, desde que as formas bilineares Bm(+,+) e B.(#,+)
gelam simétricas, o operador .4 é auto-adjunto, isto é, .4-,4+

«(Q) J G(P, Q)t b(p) dQp + J G(p,Q)t r(p) dl'p (27)

6.0 FORMALISMO DO MLGFM PARA CASCAS SEMl-ESPESSAS
O passo fundamental da implementação do MLGFM é a aproximação das projeções da

Função de Green e para obter uma expressão integral para a análise genérica de cascas semi-
espessas é suficiente a 6omiulação do problema para cada elemento, como mostrado a seguir

O problema original consiste em determinar a solução para o seguinte sistema de
equações

e F(p)=(N+N')u(p). Se N'u(p):0, então F(p):Nu(p) e não 6oi introduãda
nenhuma modiÊcação 'nas"reações do contomo devido a presença do operador N'. Tomando o
traço de u(Q) tem-se

1.

«(q) JG(P,q)t b(P) dQp + jG(p, q)t F(p) dl'pr
(28)
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para todo q € 1'.

Então, conhecida a Função de Green, os valores de domínio são calculados com a Eq.(27)
e os de contomo com a Eq.(28). Entretanto, como não existem soluções fundamentais para
cascas gemi-espessas com geometria arbitrária, a Função .de Green é aproximada numéricamente
com o FEM de acordo com o procedimento descrito a seguir.

Substituindo na Eq.(27) as aproximações do método de elementos finitos para b(P) e
u(Q); u(Q)= [(p(Q)] q, b(P) = [(p(P)] b; e a aproximação do método de elementos de contorno

para F(p), F(p) =[(b(p)] f, resulta:

(N *+N') Gd(p) = O V P cl'; P eQ (36)

Portanto, os valores nodais de Gd(P) e Gd(p) são obtidos com a solução via elementos
finitos do problema (35)-(36)

Repetindo a mesmo procedimento de ortogonalização com a Eq.(28), porém usando
[$(q)] como funções peso obtêm-se

[Ojqn = [Elí + [Flb (37)
onde

[.p(Q)] q JG(p,Q)t [Q(P)]dQp b + jG(p,Q)t]4)(p)] dl'p fr (29) [0] J[Ó(q)]t [+(q)] drq ,r
IE] J Gc(P)tlib(p)jdl'p,l [F] =jCc(P)t]tp(P)]dnp

Q

onde as componentes dos vetores b e I' representam os valores nodais de domínio da força de
corpo e das reações no contomo, respectivamente. Agora, ortogonalizando a Eq.(29) com
respeito a]Q(Q)], o sistema de equações integrais discretizado é repassado pelo seguinte sistema
linear de equações:

Gc(p)t J[+(q)]tG(p, q)t dl'q ,l
Gc(P)t J[+(q)]tG(p, q)t drq

l

[AJqo = [Blf + [Clb
e qB é o vetar cujas componentes representam valores nodais do deslocamento no contomo. Os
censores Gc(P) e Gc(p) representam as projeções da fiinção de Green no subespaço gerado pela
base de elementos de contomo com P € Q e p € 1'. Seus valores numéricos são computador
resolvendo com o FEM o seguinte problema

onde:
(30)

IA] JEp(Q)]t[(p (Q)] dQQ , IB] Jcd(p)tEÓ(p)]drp ,r lc] =JGd(P)t[(p(P)] dQp,
Q J *G(P,q) = O

(,V * +N')G(p, q) = õ(P,q) l

(38)
(39)

(;d(P)t J[p(Q)]tG(p,Q)t dQQ,
Q

Gd(P)t j[q(Q)]tG(p,Q)t dQQ,
Q

V P,q c I';P € Q

Novamente, Eqs.(38) e(39) são pós-mu]tip]icadas por]Ó(q)] e integradas sobre o con-
tomo, o que resulta:

H *Gc(P)
(N*+N')Gc(p) =[(b(P)] v pcr;pcQ (41)

e qo é o vetar cujas componentes representam os deslocamentos nodais de domínio. Note que
Gd(P) e Gd(p) são projeções da Função de Green no subespaço gerado pela base de elementos
anitos(domínio) com P € Q e p c I', respectivamente. Estas prqeções são calculadas usando o
FEM convencional na solução do seguinte problema:

e os valores nodais de Gc(P) e Gc(p) são obtidos com a solução do problema(40)-(41) cõm o
FEM convencional

Com o procedimento descrito acima, as proUeções da Função de Green são computadw
com o FEM para qualquer problema de análise linear de cascas, mesmo para problanas
anisotrópicos e não homogêneos. Fica evidente que não é nwessárío o conhwimento explícito de
uma solução fundamental e/ou Função de Green para implementação do ML(iFM

Após obter as aproximações das projeções da Função de Green, todas as matrizes [A],
[B],...,[F] podem ser ça]cu]adas com simples produtos de matrizes. Note que]C] eID] são
matrizes simétricas e queIB]t =IF]. Uma vez que as projeções Gd(P)/Gd(p) e Gc(P)/Gc(p) são
aproximadas com as funções do FEM/BEM, suas interpelações sobre o domínio e contomo são
da'comia

J*G(P, Q) (p,Q)i
(.V*+,V') G(p,Q) = o v p € 1'; p,Q € Q

(31)
(32)

Com o objetivo de melhorar a regularidade da solução, as Eqs.(31) e (32) são pós-
multiplicadas por]Q(Q)] e integradas sobre o domínio, resultando:

H 'ic(P,o)IP(Q)lona
Q

Jõ(p,Q) iÍp(Q)ldOQ
Q

(33)

e(N * + N') JG(p,Q)tp(Q)l dQQ = 0(34)
Nas Eqs.(33) e(34) identifica-se com facilidade as projeções Gd(P)/Gd(p) e estas

equações são mais convenientemente escritas como sendo:

Q Gd(P) = [Q(P)]GDP, Gd(P.) p)]GnP, Ga(P) = [(p(P)]Gnp e Gc(p) = [(b(p)]GBP,

onde Gnp/GBP e GnP/GBP são valores nodais de(;d(P)/Gc(P) sobre o domínio e contomo
respectivamente. Então, as matrízesIB],[C] eIE] podem ser calculadas çom:

.4 *G'K p) (35)
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IB] = [Flt J[p(p)]t[(p(p)] dQp GBP
Q

IA]GBP (42)

(43)

lo, w, e Momento NTab.7.1- C 0
4x43x3

1.00441.00541.0062W
2041.21950.61822.2

[C] = ]C]t = j](p(P)]t[(p(P)]dOp Gop = [A]Gop
Q

R=2.0. L=2.0, t=o.l; E=2. IE6, v-0.30 e p-l
e IK] = 1GBplt J]+(p)]t[(b(p)]dl'p : IGnPltID]

Finalmente, a Eq.(37), esquecendo o superscrito "B", pode ser reescrita como:

(44)

Devido à simetria do problema, apenas 1/8 do
domínio é discretizado, Fig.7.2, e as prqeções da
Função de Green são calculadas usando malha
homogéneas do elemento SHELM9. A malha de
çontomo prevê a existência de nós duplos em
pontos de descontinuidade da nomtal
Os resultados, comparados com os obtidos com
malha homogênea de 20x20 elementos anitos
SHELM9 são mostrados na Tab.7.2. Na Figa.7.3
mostra-se a convergência para o deslocamento e
tensão circunferencial central. Novamente, os
resultados obtidos com o ML(]FM apresentam
ótima correlação com os obtidos com o FEM,
mesmo com malha mais grosseira

[.. .«]l::l:]:« :.]liil*: :»
(45)

onde os subscritos "p" e "u" indicam os valores prescritos e desconhecidos, respectivamente.
Então, este sistema linear de esquações pode ser reescrita como sendo:

:-:« .«]ll=1: [-.. :.]1?:1 * --'- (46)

que é similar ao obtido com uso do DBEM.
Após a solução deste sistema, Eq.(46), os valores no c;ontomo de es6mços e

deslocamentos já são cónhecidós. Havendo interesse nos valores de u(Q) no domínio, determina-
se estes valores com o simples produto de matrizes e vetores, isto é, usando as Eqs.(30),(42) e
(43) os valores discretos de u(Q) são calculados por:

Fig.7.2-Casca Cilíndrica. Malha 4x4.

h©,GFMxFEM.no Centro da Casca:Tab.7.2
a'Mallu a.Método w.

4.1050E+l2.1391E+21 .91936E-3FEM 20x20
2.1431E+21 .91934E-36x6

qo : Gnp f + Gnp b (47)

e o 6omialismo numérico do MLGFM está completo

7.EXEMPLOS NUMERICOS
7.1-Scordelis-Lo Roof. Este tipo de geometria, carregado com seu próprio peso, suportado nos
estremas por diúrágmas rígidos, é um teste relevante para um estado complexo de tensões de
membrana, Fig.7. 1. A espessura da casca é considerada constante, t=0.25, é carregada com seu
peso próprio, 90 por unidade de área, e as propriedades do mateira] são E-432E6 e v=O

O elemento anito SHELM9 é usado para obter as
prqeções da Função de Green e a malha de
elementos de contomo é pr(vetada com nós duplos
nos pontos de descontinuidade da normal
Os resultados para o deslocamento máximo, w,
mostrados na Tab.7.1. estão normalizados com
relação ao valor de referência 0,3024. A
convergência para o momento nom)al, Mn, em
(0,0+,0) também é mostrada nesta tabelaFig.7. 1-Scordelis-Lo Roof(malha 4x4).

Número de, Elementos

Fig.7.3- Análise de Convergência
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8.CONCLUSÃO
0 6omlaJismo do MLGFM para análise de cascas gemi-espessas foi apresentado por

Barbieri et al(1993b) e revisto com detalhes neste trabalho. Os resultados numéricos são para
ilustrar a convergência do método e demonstrar sua perfomlance com relação ao FEM
Resultados mostram ótima convergência, principalmente em tensões, para todos os exemplos
estudados até agora

Embora muitos estudos ainda sejam necessários, os resultados dos exemplos numéricos
mostram que o BEM pode ser aplicado com sucesso para a solução dos problemas de cascas
gemi-espessas com geometria arbritráría. Baseado nos resultados de Barbieri & Barcellos(1 993c)
espera-se o mesmo sucesso para cascas com espessura variável e meios não homogéneos.
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SUMÁRIO

O software matemático, apenas na década de 70. criou as metodologias
de desenvolvimento, manutenção, documentação e distribuição de software
numérico de alta qualidade. Como produto surgiram o EISPACK, LINPACK e
outros pacotes. além das bibliotecas de rotinas numéricas como a NÀG e
IMSL. Tem-se observado que a tarefa de programar as aplicações pelos
usuários é onerosa. desestimulando e restringindo o uso dos pacotes a uma
classe de usuários relativamente especializada. Surgiu, então, a idéia de
facilitar a utilização de software numérico pelas pessoas que tinham problemas
para resolver,' aliviando-as da tarefa de programar a solução desses
problemas. Em alguns casos é necessário que o usuário.forneça a.função
através de uma subrotina que deverá ser compilada e ligada à rotina de
cálculo. criando uma programa executável próprio daquele problema. Esse
procedimento exige conhecimentos específicos do usuário, como linguagem de
programação e peculiaridades das rotinas de cálculo. Neste trabalho tenta-se
propor uma idéia para abolir os inconvenientes citados, através da utilização
de uma linguagem próxima da matemática usual, que pemlite ao usuãno
fornecer a especificação da função de maneira simplificada. E descrito. então.
um sistema que interpreta a especificação da função fornecida pelo usuário e
gera seu código fonte correspondente para então compilá-lo e liga-lo à rotina
de cálculo adequada. Para construir o módulo de reconhecimento da
especificação do usuário foram utilizadas idéias da .construção de
compiladores na implementação de analisadores léxicos e sintáticos

l .O INTRODUÇÃO

A Análise Numérica teve um desenvolvimento acentuado durante os
séculos XVlll e XIX no sentido de mecanizar a resolução de problemas
numéricos, principalmente no que diz respeito a problemas que envolvessem
integrais. Com o desenvolvimento dos métodos numéricos e principalmente
com o advento do computador, pôde-se então pensar em automatiza-los
surgindo o que se denominou software mafemãf/co IR]CE 1 969]
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