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Resumo: FEsse trabalho aborda o problema de otimizacdo topoldgica voltando a aten¢do para o problema mais
comum em Mecdnica Estrutural. Conhecidos as propriedades materiais, o espago de projeto e as regides de fixacgdo e
aplicacdo do carregamento, busca-se a topologia estrutural étima com vistas & menor massa e, ao mesmo tempo, que
a estrutura nao falhe por escoamento do material. A fung¢do objetivo (massa do componente) é linear e facilmente
calculdvel. As restrigoes sdo as fungoes de falha avaliadas, formalmente, em cada ponto da estrutura continua e,
numericamente, em cada ponto de integragdo dos elementos finitos. Com a aplicagdo da técnica de Lagrangeano
Aumentado, essas restrigoes sdo incorporadas & fungdo objetivo em um formato integral. Como o problema é
originalmente mal posto, realiza-se uma relaza¢ao parcial utilizando a microestrutura porosa do tipo SIMP (Solid
Isotropic Microstructure with Penalization). O fendmento de checkerboard é devidamente tratado através de um
funcional de regularizagdo. Finalmente, o trabalho apresenta um conjunto de aplica¢ées numéricas indicando um
bom comportamento da técnica, tanto em termos de tempo de solugdo quanto de eficiéncia.
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1 Introducao

Atualmente, em virtude da grande competitividade entre empresas e da enorme velocidade de fluxo de infor-
magoes, hd a necessidade de sistemas de projeto de alto desempenho que possibilitem ao projetista implementar
rapidamente mudancas em projetos j& existentes ou criar novos projetos. Do ponto de vista tecnolégico, isso
corresponde a aliar ferramentas computacionais integradas com ferramentas matemaéticas que propiciem maiores
seguranca e velocidade de cdlculo. Ou seja, hd a necessidade de ferramentas que além de realizar a andlise de um
modelo, possa fazé-lo dentro de uma dada confiabilidade em termos de resultados e que, além disso, possa apontar
diregoes de alteracao do modelo que indiquem uma melhoria de uma medida de performance especificada. A drea de
otimizagio estrutural (e em particular a de otimizacao de topologia) vem de encontro a esse anseio, propicando uma
forma eficiente de encontrar (quando possivel) uma solugéo para o problema. A grande maioria das formulagdes de
otimizagao topolégica existentes trata do problema de busca de uma configuracao a mais rigida possivel, para uma
dada quantidade de material. Ou seja, busca-se uma estrutura que se deforme o menos possivel. Esse é o cldssico
problema de minima flexibilidade (Bendsge, 1995).

Entretanto, uma boa parcela dos projetos mecanicos praticos refere-se & busca de um componente que utilize a
menor quantidade possivel de material sem falhar. Colocando essa restricdo em termos de uma fungao de falha F
do material, dependente do campo de tensoes o, pode-se escrever o problema como

Minimizar Massa

Sujeito a F(o(x)) <0, V zeD.

Neste caso, D é o dominio de projeto.

Cabem, aqui, algumas importantes consideragoes. A primeira diz respeito ao tipo de restricao deste problema.
Na sua expressao continua, implica satisfacdo em um sentido forte (puntual). Na forma discreta, implica satisfacdo
em um nuimero finito de pontos, geralmente proporcional ao nimero de elementos finitos utilizados. Convém ressaltar
que no problema de minima flexibilidade est&o envolvidos somente dois funcionais: a flexibilidade (fungéo objetivo)
e a massa total (dnica restri¢do).

Outra caracteristica é a nao-convexidade do problema, provocando a nao-unicidade de solugao, decorrente da
existéncia de minimos locais. Finalmente, dependendo do tipo de varidvel de projeto utilizado, o problema pode
ser inclusive mal-posto, o que é discutido posteriormente.



Proceedings of COBEM 2001, Mechanical System Design and Optimization, Vol. 13, 346
1.1 Breve histérico do problema

Apesar da clara importancia do problema de otimizacdo em questao, a bibliografia apresenta poucos trabalhos
relacionados. A abordagem mais cldsica estabelece a condicao ad-hoc de que a estrutura 6tima é aquela onde o
material possui um campo de tensoes saturado (FSD - fully stressed design). Essa técnica fornece bons resultados
em problemas onde as varidveis de projetos ndo possuem limites (por exemplo, em problemas onde as varidveis de
projeto sdo o campo de espessuras de um dominio 2D, que podem aumentar indefinidamente). Aplicages nesse
formato podem ser encontradas em Cursi & Pagnaco, 1995, e Novotny, 1998 .

Otimizacao estrutural evoluciondria (ESO) é um método de otimizac@o estrutural também baseado no critério
de otimalidade de FSD. Trabalhos envolvendo essa técnica sao devidos principalmente a Querin et alli, 1998. O
algoritmo baseia-se na remogao de material (elementos) em regides de baixa tensao ou adigdo em regides de tensoes
elevadas (por isso é denominado bidirecional). Outra abordagem é o ”algoritmo aditivo”, dos mesmos autores
(Querin et alli, 2000), onde o projeto parte de uma estrutura com conectividade de elementos finitos minima e vai
adicionando material (elementos). Nesse caso, o objetivo € minimizar uma fungéo adimensional denominada indice
de performance (PI) e dada por

1
Pl = — [ oyrdD,
FL/”M

onde 0,7 € 0 campo de tensdes efetivas de von Mises, F' € uma forca representativa e L uma dimenséao caracteristica.
Uma abordagem utilizada por vdrios autores baseia-se no emprego de uma funcao global do campo de tensoes
para aproximar as restrigoes locais. E empregada uma norma-p (com elevados valores do expoente p) das tensoes

efetivas de von Mises, na forma
P 1/p
- U(””M) dD} , (1)
L»(D) Tadm

onde q4m é a tensdo efetiva de von Mises admissivel sobre o dominio. Yang & Chuang, 1994, Park, 1995, e Yang
& Cheng, 1996, consideram como fung¢ao objetivo uma combinacao linear dos funcionais flexibilidade e da norma-p
das tensdes (Eq. 1). Nesses trabalhos é utilizada a microestrutura do tipo SIMP.

Shim e Manoochehri, 1997, utilizam a técnica de otimizacao Simulated Annealing. A linha central dessa
metodologia é a alteragdo do modelo de Elementos Finitos através da remogao/restauragdo de elementos. Em
trabalho posterior, Shim e Manoochehri, 1998, utilizam técnicas de otimizacgao discreta baseada em enumeragao
bindria das possiveis solu¢oes. Da mesma forma que o trabalho anterior, a implementagao numérica trata da ex-
isténcia ou nao de elementos. Nesses trabalhos, uma atencao especial deve ser dada a conectividade do modelo de
Elementos Finitos.

Em uma abordagem significativamente distinta das anteriores, Duysinx & Bendsge, 1998, e Duysinx & Sigmund,
1998, empregam o material SIMP para o problema de otimizagao considerando restri¢des locais sobre as tensdes.
Para evitar o fendmeno de singularidade das tensoes, os autores realizam a e—relaxacdo dessas restri¢coes, nos
moldes propostos por Kirsch, 1990, e Cheng & Guo, 1997. O problema de otimizagdo de larga escala resultante é
resolvido utilizando aproximagoes convexas e métodos duais, aliados & uma estratégia de pré-selecao de restri¢oes
potencialmente ativas. Com uma abordagem semelhante, Duysinx, 1998, discute o problema de otimizagao de
estruturas onde o material possui diferentes limites de falha sob tragao ou compressao.

O presente trabalho apresenta uma formulacao de otimizagao de topologia tendo como objetivo a minima massa,
mas como restri¢coes a falha do material por escoamento. Assim, na Secao 2 é apresentada a formulagdo bésica
do problema. Nesse caso, como as restrigoes sao locais, avaliadas em cada ponto da estrutura, é suposto um
campo de multiplicadores de Lagrange associado, definido sobre toda a regido de projeto. Aplicando o Método
dos Multiplicadores de Lagrange, incorpora-se essas restri¢oes ao funcional objetivo, recaindo em uma sequéncia de
subproblemas de otimizagao cujas tinicas restrigdes s@o simples e no formato caixa (sobre os limites simples do campo
de densidades). A relaxagao dar-se-4 pela utilizagdo do material tipo SIMP. Objetivando a solucdo dos subproblemas
através de técnicas de programagao nao-linear, a Se¢ao 3 mostra a obtencao dos termos de sensibilidade do funcional
Lagrangeano resultante. Na Secao 4 é apresentada a maneira como sao aproximados os campos de deslocamentos
e densidades sobre cada elemento finito. O algoritmo de soluc¢do dos subproblemas de otimizacao e atualizagdo dos
parametros em cada um destes sdo apresentados na Secdo 5. Finalmente nas Sec¢les 6 e 7 s@o mostrados alguns
resultados e discutida a eficiéncia da técnica utilizada.

OuM

O adm

2 Formulacao do problema

Seja D um dominio limitado, cujo contorno é Lipschtziano e denotado JD, pertencente ao espago fisico R"
(n = 1, 2 ou 3) e submetido a um carregamento de superficie ¢ suficientemente bem-comportado (por exemplo,
t € H-1/2(9D;R")). A parcela do dominio ocupada por material é denotada D,,, e a que niio contém é denotada
D,. E suposto que o subdominio D,, é suficientemente suave (smooth) e que seu contorno (9D,,) contém a parcela
do contorno 9D onde as condigbes de contorno de Neumann sdo ndo-homogéneas (Figura 1).
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0Qp e ' 0Q,

Figura 1: Notacao para as definigbes geométricas em um dominio composto de um sélido e furos.

Considerando um problema com pequenas deformagoes e deslocamentos e material eldstico, linear e isotrépico
(cujo tensor constitutivo de rigidez é denotado D) obtém-se um problema da elasticidade linear, definido sobre o
dominio D,,, e satisfazendo o seguinte conjunto de equagtes constitutivas, cineméticas e de equilibrio:

o = De,
1
e = Vou= 3 (Vu + VTu) , (2)
diviec) = 0 VzeD,,

e as seguintes condic¢oes de contorno:

ocn = 1 (t  conhecido) V2 € dDy C (0D, NOD) ,
=0 V& € 0Dp := 0Dy,\ (0DNy UODp) (3)
u u (@  conhecido) Ve dDp C (0D,,NID) .

E suposto que o campo vetorial de deslocamentos v € H* (Dpn; R™) e estd associado univocamente (a menos de
rotagoes e deslocamentos rigidos) aos campos tensoriais de deformacio ¢, onde € € L? (D,,; R"*"), e de tensdo de
Cauchy o, onde o € L? (D,,; R™*").

Associada ao dominio D, é definida a fungéo y,, : D — {0;1}, denominada func¢do caracteristica do material
(do dominio D,,), e dada por

1 se x€D,y,
w@={ g vl (@

onde é suposto pertencer a classe de fungdes L (D; {0;1}).
A aplicagio do Método dos Residuos Ponderados ao conjunto de equagoes (2)-(3) obtém-se o problema variacional
de contorno na forma:

Encontrar a funcao u € U, tal que
a(u,v) =1(v) VoveV, (5)

onde a(+,-) : UxV — 3 é a forma bilinear simétrica associada e [ : V' — R é o operador funcional linear. Os espagos
de fungoes U (espago de fungbes admissiveis) e V' (espago de variagdes admissiveis) sdo definidos respectivamente
como

U = {ueH' (D)|u=u em 0Dp} (6)

V. = {veH'(D)|u=0 em 0Dp}. (7)
Cabe ressaltar que, considerando a continuidade e a coercidade da forma bilinear a, é possivel garantir a existéncia
de uma tnica solugdo u* € U para o problema variacional abstrato (Eq. 5) (Oden & Reddy, 1976).

Considerando a densidade do material (p,) e a fungéo caracteristica como apresentada anteriormente, pode-se
formular o problema de projeto 6timo em sua forma original como:

Problema P,:

m (X,n) = Po g X (2) dD,

F(0)x,, () <0 VazeD, (8)
Problema variacional (Eq. 5)

Min
(Xm €L (D;{0;1}))

Restrigoes {
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2.1 Relaxacao do problema

Note-se que o problema de otimizagdo, como colocado em (8), trata da selec@o (para cada ponto material) da ex-
isténcia ou ndo de material. Caracteriza-se, assim, um funcional n&o semicontinuo-inferior (no lower-semicontinuous
function) (Dacorogna [1989]). Como consequéncia, ndo é possivel garantir a existéncia de uma solugéo visto que,
eventualmente, pode-se gerar seqiiéncias de fungoes caracteristicas que fornecem sempre um menor valor para a
fungao objetivo. Isto pois, a solugdo pode néo estar neste conjunto de fungdes admissiveis (L™ (D; {0;1})), mas em
um outro conjunto mais amplo (que englobe, por exemplo, materiais compostos).

H4, portanto, a necessidade de relaxar o problema, através da ampliacdo do espago de solugdes (fungoes car-
acterfsticas) para um espago de solugdes que abranja valores intermedidrios entre 0 e 1. Uma forma de relaxagéo
é introduzir no espaco de solugdes microestruturas porosas (laminadas ou néo). E importante frisar que o termo
relaxacao utilizado aqui refere-se unicamante a uma ampliagdo do conjunto de defini¢ao das varidveis de projeto.

Para problemas de minima flexibilidade é frequente a utilizacdo de microestruturas laminadas 6timas (dos tipos
rank-1, rank-2, etc...)(Bendsge, 1995). Entretanto, para problemas envolvendo restrigdo sobre tensdes, além do
inconveniente de um nimero elevado de varidveis de projeto para cada elemento, ha a dificuldade de estabelecimento
de um critério de falha coerente para a microestrutura (Duysinx & Bendsge, 1998).

Assim, optou-se pela utilizagao de um modelo simples de microestrutura. Nesse caso, a microestrutura porosa
do tipo isotrépica (SIMP - Solid Isotropic Microstructure with Penalization) (Bendsge & Sigmund, 1999). Nesse
tipo de microestrutura é suposta a existéncia de uma relacao entre os tensores constitutivos do material original
(D) e do material poroso com densidade relativa p (D, ), dada por

Dy =D (p) = p"D", (9)

A densidade relativa p é tal que 0 < p < 1, e o expoente p deve ser escolhido de tal maneira que penalize as
densidades intermedidrias (p > 1) e satisfaca os limites de Hashin-Shtrikman para materiais bi-fasicos (Bendsge &
Sigmund, 1999, e Hashin & Shtrikman, 1963). Para materiais onde o coeficiente de Poisson é 1./3.; tem-se que
p > 3.0. Nesse trabalho, esse valor limite é o adotado.

Assim, o problema de projeto 6timo original (Eq. 8) pode ser reescrito como: Problema P :

Min m = x)dD,
ers oy ™ ) pogp( )

(10)
Restrigées: p(z)F(o(z)) <0 VazeD.

A partir desse ponto fica implicita, para todo problema de 6timo, a dependéncia da solugdo com relacdo a solugao

u do problema de estado (5).

2.2 Critério de falha na microestrutura

Uma questdo crucial é o estabelecimento do critério de falha na microestrutura adotada (neste caso, uma
microestrutura ”ficticia”). Essa questdo foi discutida por Duysinx & Bendsge, 1998, onde os autores estabelecem
funces relacionando os campos de tensoes e deformacoes aparentes na estrutura e os campos internos a célula. A
partir de consideragoes de consisténcia fisica, quando a densidade relativa tende aos valores limites 0 e 1, tem-se
que

o (x) = D% (e (2)), (11)

onde o (x) é o campo de tensdes homogenenizado na microcélula ficticia e (¢ ()) é o campo de deformagdes aparente.
Esse termo é obtido pela diferenciacio direta do campo de deslocamentos (Eq. 2). Note-se que, fisicamente, o
acréscimo nas tensoes em virtude de uma diminuicao na densidade na regiao ocorre em virtude da diminuicao
da capacidade de absorver energia (a rigidez é penalizada), provocando um aumento nos deslocamentos e, por
conseqiiéncia, nas deformacoes e tensoes.

Outra questdao importante é o fendmeno de singularidade de tensoes, detectado inicialmente por Kirsch, 1990,
em problemas de otimizagao de trelicas. Posteriormente, Cheng & Jiang, 1992, e Cheng & Guo, 1997, mostram
que regides de baixos valores de densidades, em geral, tornam-se sobre-tensionadas. Assim, quando a densidade
tende a zero, a tensdes tendem a um valor nao-nulo. Isso pois a regiao possui pouca capacidade de absorver
energia, sendo facilmente deformével. Esse comportamento impede que o material nessa regiao seja eliminado A
estratégia adotada por vdrios autores é realizar uma relaxacao da restrigao sobre as tensoes, que se anule quando a
densidade se aproxime da unidade (onde efetivamente existird material). Com isso, as restrigdes colocadas em (10)
sao substituidas por

s(x)=p(x)F(o(x))—€e(l—p(x)) <0,
{3<(32—ppiﬁg<p&>)21,< o) veeD, (12)

onde € é o parametro de relaxacao.
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Considerando as restri¢des nesse novo formato e-relaxado, pode-se reescrever o problema de projeto ¢timo (Py)
como:

Problema Ps:

(PEK,)
Restrigées: g, () <0 VzeD,

Min m (p) = Pogp (z)dD, (13)

onde K, ={p|peL>®(D) e 0<€ =py, <p(x) <1} éoespaco de defini¢io do campo de densidades.

2.3 Solugao baseada no Método do Lagrangeano Aumentado

Essa Se¢do trata da transformagéo do problema de otimizagao (13) com restri¢des em outro problema equiva-
lente, mas com restrigdes somente sobre o campo de densidades (limites em formato ”caixa”). Esse procedimento
é discutido por Tomés Pereira, 2000. Para tanto, utiliza uma abordagem baseada no Método do Lagrangeano
Aumentado - MLA - (Bertsekas, 1996).

Empregando a formulagio cldssica do MLA e definindo um espago convexo de fungdes Multiplicadores de La-
grange ()), associados s restrigdes sobre as tensoes, Kx = {A| A>0,0 e A € L? (D)}, pode-se incorporar as
mesmas ao funcional objetivo, em um formato integral. Com isso obtém-se o funcional Lagrangeano, dado por

m (p.7) = po [ @) dD+ [A(@) o0 )+ (2)] D, (14)

onde 22 representa uma funcio de folga positiva associada as restricdes, definida sobre todo o dominio D e Lebesgue
integrével.

A insercdo de um termo de penalizacdo quadrédtica associado as mesmas restrigoes permite a eliminacao das
varidveis de folga resultando, assim, no funcional Lagrangeano Aumentado (£), onde

£(p,o,m,N) =m(p)+ms(p,o,m,A) = po/pdD + /Ma (p,o,7,\)dD, (15)
D D

onde r > 0 é o parametro de penalizacdo. O funcional resultante M, (p, o, 7, A) é obtido através de

L[ (rA(2) +0.5g, (2)) go (x)  se go () + 1A (2) >0,
Mo (pyorm A) = 7 { —0.5(rA (z))? se go (x) +rA(z) <0.

2.4 Formulacao geral do problema

O problema. de otimizagao acima é, portanto, o de busca de uma funcdo minimizadora p € K,, para o funcional
objetivo (15). Entretanto, héd a necessidade de se realizar a regularizacdo do mesmo, com vistas a evitar o conhecido
fenomeno de oscilagdo do campo de densidade em formato tabuleiro de xadrez (checkerboard). Essa regularizacao
pode ser feita de védrias maneiras, entre as quais, controle de perimetro, controle local ou global do gradiente,
etc... (Sigmund & Petersson, 1998). Nesse trabalho é feita a op¢ao pela utilizacdo de um funcional de restri¢do do
gradiente do campo de densidades (F, (p)), dado por

F.(p) = R. / V[ dD. (17)

Finalmente, adiciona-se a fungdo objetivo (15) um funcional de penalizagdo das densidades intermedidrias
(F, (p)), dado por

Fy (o) = Ry [ pl1 = p)ap. (18)

Nos funcionais acima, R. e R, sdo os respectivos parametros de penalizagao (sempre positivos).
Assim, tem-se que a forma final do problema de otimizagao proposto, apés a divisdao de todas as parcelas pela
densidade absoluta do material (p;), é dada por:

Problema P:

Mi M ; ) 7)\7KCaK = o \P ) a>\ F, F, . 19
e B o) M (07 (P)7 0 K Ky) = m ) 1m0 (.0 () . X)  Fe () £ F, (0 (19)

Note-se que a relacdo o (p) implica que para cada campo de densidade p é resolvido o problema variacional de
equilibrio (5), obtendo-se o campo de tensoes o.
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3 Anadlise de sensibilidade

A implementacdo da busca numérica do projeto 6timo proposto acima (em uma estrutura de programagio néo-
linear) envolve a obtenco do gradiente do funcional objetivo (19) em relacdo as varidveis de projeto (densidades).

Note-se que que, numericamente, o espaco de fung¢oes densidades é associado & malha de elementos finitos. Ou
seja, qualquer densidade p pode ser expressa pela combinagdo linear de um conjunto finito de fungoes globais de
interpolagdo. Assim, o problema envolve um funcional objetivo e ntimero finito (em geral, elevado) de varidveis
de projeto. Ademais, como todas as parcelas desse funcional tém expressao analitica e sdo diferencidveis, pode-se
empregar 0 Método Adjunto Analitico de Andlise de Sensibilidade (Haug et alii; 1986).

A obtencao da sensibilidade das parcelas envolvendo somente o campo de densidade é imediata. A atencao
é voltada ao funcional associado as restrigoes sobre as tensoes. Considerando uma perturbagdo genérica ép €
H' (D) N K, (D), tem-se que a perturbagio total no funcional m,, devida a essa perturbacdo pode ser obtida por

oM, (...
Mo (pa o,r, A)G [6/)] = - a9 6/) dD — Ap (U,UG)G [6p] ’
D/ ( Op )

onde a, (u,uq); [6p] representa o diferencial Gateaux da forma bilinear a (-,-) na direcdo 6p e para um vetor de
projeto p fixo (campo de densidades corrente). u, é o campo de deslocamentos adjunto, resultante da solugdo do
problema variacional adjunto associado ao funcional m,, em questao.

4 Discretizacao do problema

A solug@o numérica do problema de otimizacao proposto é dado pelo Método dos Elementos Finitos. S&o con-
siderados somente problemas em Estado Plano de Tensoes. Entretanto, a abordagem acima é totalmente extensivel
a problemas 3D.

O elemento finito utilizado é o triangular linear de 3 nés. A aproximacao do campo de densidades é similar e
feita considerando fun¢des lineares centradas nos vértices (nés) dos elementos finitos.

5 Algoritmo de solucao

O procedimento de solugéo do problema de otimizagao segue as linhas gerais do MLA, com algumas altera¢Ges
com vistas a uma maior estabilidade numérica. O algoritmo completo de otimizacao pode ser colocado em duas
etapas. A primeira consiste em fixar um conjunto de Multiplicadores de Lagrange (A\°) e fator de penalizacio (r°)
para as restrigoes e resolver o problema de 6timo do funcional objetivo M com as restri¢oes unicas do tipo ”caixa”
sobre as densidades. Esse constitui-se no loop externo do processo e é esquematizado a seguir.

Loop externo:

1. Definir k =0, n*, R., R, e rk;

2. Minimizar o funcional M, satisfazendo 0 < p,;, < p(z) < 1, e com tolerancia n*;
3. Verificacdo da convergéncia. Se convergiu, para o0 processo;

4. Atualizacdo de n*, N ks

5. Retorna ao passo 2.

A segunda etapa (loop interno) trata do algoritmo de otimizagao do funcional M, com restrigoes simples do tipo
”caixa” e com os parametros 1%, R., R,, Me rk fixos (item 2, acima). Nesse caso é empregado um algoritmo
de otimizagdo néo-linear baseado em regides de confianca (trust-region) especializado para norma L.,. Proposto
inicialmente por Friedlander et alli, 1994, e generalizado posteriormente por Bielschowsky et alli, 1997, o algoritmo
baseia-se na constru¢ao de um modelo quadratico definido em uma regiao de confianca e de um procedimento de
busca do ponto 6timo ao longo das faces. E proposto um algoritmo adaptivo que altera a dimenséo dessas regides
com base na qualidade do modelo quadrético. Nos resultados apresentados é utilizada uma implementacao do
algoritmo BOX-QUACAN, dos autores acima, adaptada ao problema.

6 Resultados numeéricos

Com vistas a analisar as potencialidades da formulacao apresentada anteriormente, essa secdo discute trés
aplicagoes. Em todas as aplicagoes as propriedades eldsticas do material original sdo £ = 100, v = 0,3 e p = 3,0.
As unidades de todas as propriedades fisicas sdo omitidas, mas devem ser mantidas coerentes.
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Figura 2: Modelos estruturais planos analisados: (a) Viga bi-apoiada. (b) Viga em formato L.

6.1 Exemplo 1: Viga bi-apoiada

Esse é um exemplo cldssico de otimizagao de topologia, quando a fung@o objetivo é a flexilidade. Entretanto,
a solucao apresentada trata da minimizacao da massa com tensao de von Mises mdxima prescrita. Nesse modelo,
uma viga bi-apoiada (L, = L, = 8,0) é submetido a um carregamento distribuido vertical na regido intermedisria
inferior (P = 6,0) (Fig. 2.a). Devido a simetria do problema, é realizada a modelagem por elementos finitos de
metade da mesma. O critério de falha é de von Mises, sendo a tensdo admissivel o4y = 8, 0.
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Figura 3: Campo de densidades solu¢dao do problema de minima massa de viga bi-apoiada.

Na Fig. 3 é mostrado o campo de densidades solucao do problema. Também, na Fig. 4 pode ser visualizado
o campo de fungoes de falha e-relaxado associadas a falha por von Mises. Note-se que o valor de funcao de
falha é sempre negativa. Um valor identicamente nulo indica escoamento incipiente. Este problema envolve uma
discretizagao com 2101 varidveis de projeto, 4042 restricoes sobre as tensoes e 4202 limites sobre os valores das

densidades.
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Figura 4: Campo de fungoes de falha e-relaxadas no problema de minima massa de uma viga bi-apoiada.
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6.2 Exemplo 2: Viga engastada em formato L

Nesse exemplo é discutido o problema de uma estrutura plana em formato L, engastada em sua parte superior
e submetida a um carregamento cisalhante na regido central da extremidade direita (P = 1,0), como mostrado na
Fig. 2.b. A malha de elementos finitos é composta de 1582 elementos e 858 nds. Tem-se, portanto, 858 varidveis de
projeto, com suas correspondentes restrigoes bilaterais, e 1582 restri¢oes sobre as tensoes.

Devido a existéncia do vértice (ponto A), ocorre singularidade no campo de tensoes. Esse problema é bastante
interessante pois realca a diferenca entre as formas finais obtidas para diferentes abordagens de otimizacao. Nas
Figs. 5 e 6 sdao apresentados os resultados finais para os campos de densidades e funcoes de falha e-relaxada
considerando o problema de minima massa com restrigdo sobre as tensoes efetivas de von Mises (tensdo admissivel
Cadm = 42,42641).
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Figura 5: Campo de densidades 6timo para o problema de minima massa de uma viga em formato L.
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Figura 6: Campo de fungoes de falha e-relaxadas para o problema de minima massa de uma viga em formato L.

Com o objetivo de evidenciar as diferencas entre as formas finais para os dois problemas de otimizagao, resolveu-se
0 mesmo problema tendo como objetivo a minima flexibilidade, mas com massa restrita. Naturalmente, o segundo
problema é resolvido para um valor restrito de massa idéntico ao valor da massa obtida no primeiro problema
(m = 0,341032). Nas Figs. 7 e 8 sdo mostrados os resultados finais para esse problema.

INFORMATION:

Palette:

.000000E+0
.000000E-0
.000000E-0
.000000E-0
.000000E-0
.000000E-0
.000000E-0
.000000E-0
.000000E-0
.000000E-0
.000000E+0

ORNWAUIAI®OH

Figura 7: Campo de densidades 6timo para o problema de minima flexibilidade de uma viga em formato L.
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Figura 8: Campo de fungoes de falha e-relaxadas para o problema de minima flexibilidade de uma viga em
formato L.

7 Conclusoes

Esse trabalho procurou apresentar uma formulagao para o problema de otimizagdo topoldgica de estruturas
continuas tendo como objetivo uma minima massa e como restricoes a tensdo de falha por escoamento em cada
ponto da estrutura. A abordagem utilizada baseia-se no Método do Lagrangeano Aumentado e na microestrutura
porosa ficticia do tipo SIMP. O problema, nessa forma, envolve um conjunto de restrigdes distribuidas sobre as
tensbes (com elevado nimero em forma discreta), aliado a outro conjunto de restri¢oes simples sobre as densidades.

Em geral, a solugao 6tima obtida possui um contorno suave, evitando concentragdo de tensoes. Ademais, em
virtude da penalizacao sobre as densidades intermedidrias, as regiGes cinza sao relativamente pequenas, facilitando
um posterior pés-processamento dessa solucao.

Duas diferencas bésicas entre o problema em questdo e o de minima flexibilidade podem ser evidenciadas. A
primeira trata da grande diferenca entre os tempos de processamento (da ordem de 10 vezes) no processo de busca
do 6timo. Essa diferenca é natural em virtude da enorme diferenca entre os nimeros de restri¢coes envolvidas.

Outra diferenca estd relacionada ao projeto 6timo em si. Essa pode ser visualizada pelas solu¢oes do problema
da viga em formato L. Pode-se notar que no problema envolvendo restricdo sobre as tensoes a forma final busca
uma topologia que forneca uma redugfo na concentracdo de tensdes no vértice. Ou seja, a topologia busca um
arredondamento da pega nessa regido (Fig. 5). No problema de minima flexibilidade, a topologia induz a um
formato mais rigido, tendendo a posicionar o material nas bordas na estrutura, aumentando a rigidez da viga (Fig.
7). Entretanto, para esse problema pode-se notar, pela Fig. 8, que em algumas regides a func¢do de falha serd

positiva (méxima de 0,2931), indicando que a tensdo médxima admissivel do material é ultrapassada em cerca de
29,3 %.
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