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RESUMO

Este trabalho é dividido em quatro partes distintas: a
formulacio matematica e o formalismo do Método da Funcio de Green
Local Modificado (MLGFM); o estudo de problemas de potenciais; da
elastoestatica e da placa de Mindlin.

A formulagido matematica e o formalismo do MLGFM si3o
obtidos com uso de relacdes de reciprocidade generalizadas e es-
tabelecendo condicdes de contorno do tipo Cauchy para determinar
uma Func3o de Green para o problema. O procedimento adotado para
impor estas condicdes de contorno para .o problema adjunto é mos-
trado com detalhes, juntamente com a interpretacfio fisica das
hipéteses adotadas. Finalmente, usando técnicas residuais, todas
as matrizes resultantes das discretizacdes do dominio e/ou con-
torno s3o calculadas sem o conhecimento explicito da Funcdo de
Green e, devido a este fato, o MLGFM pode ampliar bastante o cam-
po de aplicacdes do Método de Elementos de Contorno.

Em seguida, o MLGFM é aplicado com muito sucesso, mes-
mo - com malhas extremamente grosseiras, para resolver--diversos
problemas de potencial. A superconvergéncia dos valores nodais
(potencial e fluxo) é notdéria para todas as aplicacdes e, mesmo
para problemas singulares, a representacdo do fluxo ao redor da
singularidade é muito boa. Destacam-se as aplicacdes para: pro-
blemas axissimétricos, tridimensionais, singulares e com proprie-
dades fisicas n3do homogéneas. Taxas de convergéncia experimentais
para as versdes £ e n revelam boa proximidade com as do Método de
Elementos Finitos (FEM) para a norma da energia do erro.

Problemas da Elastoestatica s%o resolvidos pela pri-
meira vez com o MLGFM e a superconvergéncia nodal de deslocamen-
tos e esforcos também é marcante para os elementos de ordem maior
ou igual a dois. Mesmo com malhas grosseiras, a concentracdo de
tensdes é perfeitamente captada e a comparacdo de resultados com
o FEM mostra-se favoravel ao MLGFM. Novamente, problemas singula-
res (fratura elastica ) s3o estudados e o fator de intensidade
de tensdes é& obtido com boa precisio. Outro fato estudado é& a
sensibilidade dos elementos com relac3do a distors3o e os resulta-
dos apontam os elementos de ordem superior como ©OS menos

sensiveis.



Finalmente, a ultima etapa deste trabalho é& destinada
ao estudo da placa de Mindlin com o MLGFM. Mesmo usando elementos
finitos <com formulacsio de deslocamento para aproximar as
projecdes da Funcido de Green, o fenémeno do travamento n3o foi
verificado para nenhum dos elementos. A sensibilidade com relagio
4 distorsdo dos elementos é bastante investigada e, para desloca-
mentos, todos os elementos apresentam bons resultados. Para es-
forgos (cisalhamento e momento), elementos de ordem superior sio
menos sensiveis a distorcdo. Caracteristicas de superconvergéncia
nodal de deslocamentos e esforcos também estio presentes e as
comparacdes com elementos finitos mostram-se bastante favoraveis
ao MLGFM.



ABSTRACT

This work can be partitioned in four distinct parts:
the Modified Local Green’s Function Method (MLGFM) mathematical
formulation and formalism, the MLGFM applications for potential,
elastoestatics and Mindlin’s plate problems.

The MLGFM matematical formulation and formalism are
obtained from generalized reciprocity relationships and addi-
tional Cauchy boundary conditions are used for estimating the
Green’s Function of the adjoint problem. Detailed discussion and
physical interpretation of these additional boundary conditions
are included. Finally, with residual tecniques, the matrices
(after discretization) are calculated without the Green’s
Function explicit knowledgment and, due to this fact, the MLGFM
extend the Boundary Element Method (BEM) applications.

Here, the first MLGFM practical applications are po-
tential problem analisys. Very coarse meshes are used with
success to solve several problems. The nodal superconvergence
(potential and flux) are evident in every application and, even._.
for singular problems, the flux representation near the singula-
rity are very closed to the correct one. The most significant
applications are: axissymetric, tridimensional, singular and va-
riable physical properties problems. Experimental rates of con-
vergence (& and p) in the relative error norm are calculated for
the MLGFM.

The first elastostatic problems solution with the
MLGFM are presented and caracterized by nodal displacement and
force superconvergence for all elements. Even with coarse meshes
the stress concentration are perfectly represented by "smooth"
solutions. Singular problems (elastic fracture) are modeled with
the MLGFM and the results for the stress intensity factor, Ki,
are obtained with good precision. The higher order elements are
less sensitive to mesh distortion.

‘ The Mindlin’s plate problem is the last topic of this
work. Even with finite elements (used to estimate the Local
Green’s Function projections) based on displacement formulation,
the locking phenomenon is absent in all elements. The mesh dis-

tortion sensitivity is investigated and, for displacement, all



elements presents good results. As far as forces are concerned,
moments and shear, the higher order elements are less sensitive
to mesh distortion and the nodal superconvergence characteristics

are verified.



CAPTTULO 1
INTRODUGAO.

1.1-ORIGENS DO METODO DA FUNCAO DE GREEN LOCAL MODIFICADO (MLGFM)

O Método da Funcdo de Green Local Modificado, MLGFM,
surgiu no final da década de 80, com a técnica utilizada por Bar-
cellos & Silva, 1987; e Silva, 1988; de aproximar a Funcio de
Green localmente usando o Método de Elementos Finitos, (FEM), co-
mo método residual para calculo dessa func3o. Os trabalhos ante-
riores de Burns, 1975, Horak, 1980, Dorning, 1981, e Horak &
Dorning, 1981, com o Método da Funcido de Green Local utilizam in-
tegracdo direcional desacoplada para obter uma aproximacio da
Func3o de Green local, comprometendo o resultado final da
analise.

A atual concepcdo do MLGFM ¢ a de explorar as princi-
pais vantagens de trés outras técnicas: o Método de Elementos Fi-
nitos, dos Elementos de Contorno e da Funcido de Green.

De posse do operador adjunto do problema, o Método de
Elementos Finitos é utilizado com o objetivo de obter valores no-
dais das projegdes da Funcdo de Green na base do espaco de ele-
mentos finitos (base do dominio e contorno). Esta & uma das eta-
pas fundamentais do MLGFM, pois permite o calculo aproximado da

Funcso de Green somente com o conhecimento do operador adjunto do



problema.

Apos determinar as projecdes da Funcido de Green, o
Método dos Elementos de Contorno de Galerkin, Galerkin-BEM, ¢é
utilizado para resolver o problema no contorno. Vale a pena res-
saltar que todas as integrais oriundas da discretizacio do
dominio/contorno s3o suficientemente regulares, permitindo inte-

gracdes numéricas cCom processos convencionais.

1.2-0OBJETIVOS

O conteudo deste trabalho é dividido em 4 partes dis-
tintas: o formalismo matematico do método, o desenvolvimento e
aplicacdo do método para problemas de potencial, problemas da
elasticidade bidimensional e analise de placas com teorias de

primeira ordem.

1.2.1.-Formalismo Matematico do MLGFM.

No Cap.2 a formulacido abstrata do MLGFM ¢ tratada com
detalhes, partindo de uma relacio de reciprocidade genérica e
mostrando que esta nova técnica numérica pode ser entendida como
sendo uma extensio do Galerkin-BEM.

S3o discutidas as condig¢des de existéncia e unicidade
da solucdo e todo o formalismo para implementacdo numérica. Espe-
cial énfase ¢ dada para a interpretacido fisica de cada um dos

problemas que surgem no desenvolvimento do método.

1.2.2-Problemas de Potencial.

Os problemas de potenciais podem ser citados também
como marco inicial do surgimento do MLGFM. Barcellos & Silva,
1987, resolveram com eficiéncia o problema de membranas elasticas
com o MLGFM usando elementos quadraticos de 8 n6s para as apro-
ximacdes de dominio com o FEM. Otimos resultados de potencial e
fluxo foram observados com maihas grosseiras. K este fato, junta-
mente com a possibilidade de aproximar a Funcdo de Green para si-

tuacodes onde uma solucggo -fundamental nZo é conhecida, que motiva-



ram o desenvolvimento deste trabalho.

No Cap.3 é mostrado com detalhes a formulacido do
MLGFM para problemas de potencial. S#o desenvolvidos diversos ti-
pos de elementos com o objetivo de testar a qualidade de cada um
deles e verificar experimentalmente a taxa de convergéncia qnu para
o MLGFM.

Com relac3io as taxas de convergéncia (A e n), é natu-
ral a comparac3do com o FEM, devido ao carater das aproximacgdes da
Funcio de Green. Em se tratanto do erro medido na norma da ener-
gia, as solucles via MLGFM aparentemente apresentam taxas de con-
vergéncia # bem semelhantes as do FEM, porém com superconvergén-
cia de resultados para elementos de ordem maior ou igual a 2. Ca-
racteristicas de superconvergéncia pontual, tanto para potencial
como para fluxo, s3o observadas. Na medida em que o grau do poli-
némio aproximador (elemento finito) é elevado, excepcionais valo-
res pontuais sio obtidos.

Outras aplicacdes interessantes, estudadas no Cap.3,
sjo os problemas de materiais n3do homogéneos com caracteristicas
do meio fisico variaveis, problemas singulares, axissimétricos e
tridimensionais. Para os problemas nido homogéneos, onde nio exis-
tem solucdes fundamentais, a aproximacido das projecdes da Funcgio
de Green é& facilmente realizada com o FEM, sem comprometimento
das caracteristicas de convergéncia do método.

Os problemas singulares também s3o estudados com deta-
lhes. As caracteristicas de oscilacido do fluxo perto da singula-
ridade também s3o observadas com o MLGFM e a técnica de isolar a
singularidade proposta por Szabo, 1986, e Babuska & Guo, 1988, é
empregada com muita eficiéncia. Otimos resultados pontuais de
fluxo e potencial também s%o obtidos, mesmo muito perto da singu-

laridade.
1.2.3-Elasticidade Bidimensional e Problemas Axissimétricos.

Esta é a primeira aplicacio do MLGFM para problemas da
Elasticidade Bidimensional/Axissimétrica. Devido a este fato,
elementos lineares, quadraticos e cubicos foram desenvolvidos com

objetivo de verificar a convergéncia do método e selecionar os



melhores elementos.

S30 resolvidos problemas de Estado Plano de Tensdes,
Deformacdes e Axissimétricos com excelentes resultados. De manei-
ra genérica, o aumento da ordem do polindémio do elemento provoca
uma melhoria acentuada nos resultados.

Mesmo com malhas grosseiras, a concentracido de tensdges
é perfeitamente captada com resultados extremamente satisfatérios
quando comparados com outras técﬁicas numéricas. Outro aspecto
interessante abordado é a determinac3o dos fatores de intensidade

de tensio para problemas de fraturas eljsticas.
1.2.4-Placa de Mindlin.

Novamente, esta é a primeira aplicacdo do MLGFM para
problemas de flexio de placas semi-espessas/espessas. Como as
aproxima¢des da Funcdo de Green s&o obtidas com o FEM, existia no
inicio deste trabalho, uma certa expectativa com relacido ao
fenémeno do travamento (locking) e com relacio a distorsio dos
elementos. O travamento nio foi detectado pofﬁgenhum dos elemen-
tos utilizados e a sensibilidade a distorsido para os deslocamen-
tos foi bem pouco verificada para elementos de baixa ordem. Com
relacio aos esforcgos, forga cortante e momentos., a sensibilidade
a distorsido dos elementos é mais significativa e pronunciada para
0os elementos de baixa ordem. Entretanto, para o elemento de ordem
quatro, esta sensibilidade sé é significativa para placas muito
finas. '

Mais uma vez, a superconvergéncia nodal de deslocamen-
to, momentos e esforgcos cortantes & notoria. S3o efetuadas diver-
sas comparacdes com o0s mais modernos elementos finitos e os re-
sultados s#do bastante favoraveis as formulagdes com o MLGFM e

elementos de ordem superior.
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CAPITULO 2

FORMULAGAO MATEMATICA E FORMALISMO DO
METODO DA FUNGAO DE GREEN LOCAL MODIFICADO (MLGFM).

1. INTRODUGAO

O Método da Funcido de Green Local Modificado (MLGFM),
foi originalmente desenvolvido por Barcellos & Silva (1987) e
Silva (1988), apés médificacées no Método da Fungido de Green Lo-
cal, (LGFM), wusado por Horak (1980), Burns (1975) e Dorning
(1981). As primeiras aplicaces dessa nova técnica foram para so-
lucdo de problemas de membranas, vigas e hastes. Recentemente
Barbieri & Barcellos (a,b,c,1991) e Barcellos & Barbieri (1991)
utilizaram este método para solucio de problemas de potencial n3o
homogéneo, potencial singular, potencial tridimensional e placa
de Mindlin, com resultados extremamente satisfatorios.

A caracteristica principal desse novo método é resolver
com sucesso problemas ligados 3 mecanica do continuo com o uso de
vantagens de dois outros métodos largamente utilizados: o Método
de Elementos Finitos (FEM) e o Método de Elementos de Contorno
(BEM) .

O BEM, embora seja uma técnica extremamente vantajosa
para algumas situagdes, tem sua utilizacdo inviabilizada para
problemas onde uma soluciio fundamental n3o é conhecida na sua
forma explicita. Para estes problemas, Beskos (1987) cita como
futuros desenvolvimentos necessarios para o BEM, o <c¢alculo

numérico da soluciio fundamental e/ou da funcdo de Green com
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técnicas de residuos ponderados. Mostra-se nos itens seguintes,
que é exatamente esta uma das proposicdes do MLGFM. A aproximacio
da funcfo de Green é inegavelmente a maior contribuiciio desse no-
vo método para o desenvolvimento de técnicas n3o convencionais do
BEM.

Com relagcdo ao FEM, o MLGFM tem a vantagem de calcular
com precisio fluxos e/ou reacdes no contorno. Outra caracteristi-
ca observada por Barbieri & Barcellos (c¢,1991) é a superconvergén
cia de potencial e fluxo medidos na norma £»v. O erro no potencial
(medido na norma da energia) também apresenta caracteristicas de
superconvergéncia e aparentemente preserva as "razdes de
convergéncia" da vers3o & do FEM. Técnicas adaptativas (&,n ou
f-n) podem se tornar extremamente atrativas com uso do MLGFM de-
vido a esta propriedade de superconvergéncia.

Um esquema simplificado das principais etapas do MLGFM é
visto na Fig.1l, em comparacio com outros métodos integrais. Seu
tratamento matematico e implementacio numérica é o conteudo dos

proximos tépicos deste capitulo.

{Problema Adjunto] MLGFM
[ Excitacdo "8" ]
_ !
Condicdes de Con- Condicdes de Con-
torno torno Especiais
{Métodos Analiticos| |[Métodos Anal/Numer]| [Métodos Residuails |
|
[Soluc.Fundamental | | Func3o de Green || [Aprox.Funcdo Green|
l
{BEM Convencional | |Equag¢des Integrais]|| | BEM N3o-Convenc. |

Fig.1- Esquema do MLGFM x Outras Técnicas Integrais.

2.0 PROBLEMA ABSTRATO DE VALOR NO CONTORNO

Designa-se por Q um dominio aberto, limitado, no espago
R", com contorno suficientemente regular 3Q, i.é, um contorno que

admite a existéncia do vetor normal em quase todos os pontos, ex-



ceto em conjuntos de medida nula.

Seja u(x) uma funcido definida no espaco de Hilbert
zZ'(Q), i.é, u(x) € #"(Q). As derivadas normais de u(x) no contor-
no 3Q(x) ser3o representadas por

y,u(x) =3’u(x)/an’ VXed, 0<js<m-i1 (2.1)

onde n € a normal ao contorno 3Q no ponto x. O operador 7; é co-

nhecido como "Operador Traco" e é um mapeamento linear e continuo

¥ 2" (Q) » 2" IV 2(aq) (2.2)

" "

onde, sem perda de generalidade, o expoente "m" pode assumir va-
lores inteiros ou fracionais, Oden & Reddy (1976). Uma outra pro-

priedade desse operador é:

Ker (¥5¥,5¥,--+57 ) = %‘;‘(Q) (2.3)

m-1

onder Ker(+) denota o nucleo da colecio de operadores 11. Ainda,

Ker(-) é& denso no espaco $2(Q).
Sejam #, U e OX espacos de Hilbert tais que:
Yy ¢+ # - 3% (2.4)

sendo y o "Operador Traco". Diz-se que o espaco # tem a "proprie-

dade do traco" se satisfazer as seguintes condicgdes:

1.#%Z estiver contido em U, sendo 2% de topologia mais fra-
ca que #;

2.#% é denso em U, sendo % um espaco pivotal, i.é:
Xcu=U @’ (2.5)

onde U’ e #’ s3do os espacos duais topoloégicos (espacgo
dos funcionais continuos e lineares ) de U e #; e
J.Existe o mapeamento 7y, tal que seu nﬁcleo,%o, seja

denso em U, i.é:



Ker y = xo c &

ﬂtoc‘u;‘u’ c?to’ (2.6)

sendo as inclusdes densas e continuas.

Considere-se agora, a forma bilinear continua B(.,:),

definida nos espacos de Hilbert ¥ e Q:
B{u,v) :  x@-> R Vue? vea (2.7)

Como B(-,«) é& continua, a continuidade implica na exis-

téncia de um M>0 tal que, para todo ue X e v € @:
IB(u,v)l s M Ilullx Ilqu (2.8)

onde ll-ll76 e H-HQ representam as normas nos espacos de Hilbert &
e @, respectivamente.

Seja um v € ¥ fixo. Ent3do, a forma bilinear B(u,.) defi-
ne um funcional linear e continuo #« em #, sendo o funcional li-
nearmente dependente da escolha de wu.Este fato implica na
existéncia de um operador # € 2(%,@0’) e 4 € §£(Q,3c0’)1 3:

B(u,v) = < gdu,v > V Vv e Qo (2.9)

Q

B(u,v) = < 4*v,u > V u e 760 (2.10)

%

onde <.,.>_ indica o par dual definido em & x #’, i.é, uma forma

bilinear ggntinua # x # - R . O operador £ & conhecido como
"Adjunto Formal" do operador #£. Note que as expressoes (2.9) e
(2.10) sdo validas apenas para v € Ker(y") e u € Ker(y), respec-
tivamente. '

Para remover este inconveniente, ou seja, obter
expressdes do tipo de (2.9) e (2.10) com restrigdes mais brandas
para u e v, o seguinte teorema, Oden & Carey (1983), ¢ tomado co-

mo referéncia:

1 — . _— .
Definicdo: Sendo U e ¥ dois espagos normados lineares, define-se
2(%,¥) como sendo o espaco linear normado formado pelos opera-
dores lineares e continuos que mapeiam U em 7.
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Teorema:

Sejam # e @ espacos de Hilbert com a propriedade do

traco:
Rcu=1U @ Qc ¥ =7 c@
¥ 2 & > o ¥ 1 a - 8@
— *—
Ker(y) = Ro Ker(y') = Qb
b 1 9 9
?COCUE‘U. C?Co ro'}'a? CQO (2.11)

com inclusdes densas e continuas. Seja também B(.,-) uma
forma bilinear continua em # x @’ satisfazendo a

Eq.(2.8). Além disso, sejam £, € @ x O0s subspacgos:

o o
Ra = {uedi due?v} (2.12)
ax=1{veal dv e U} (2.13)

onde € e & s3o definidos em (2.9) e (2.10). EntHo exis-

tem operadores univoczamente definidos

N e 2(%,,02) e ¥ e £(Q %, 8% ) (2.14)
tais que
B(u,v) = (stu,v), + < Nu,yv >aa
Y ue md, veqg (2.15)
B(u,v) = (d*vsU)u + < N*V,yu >a%
Vuet#, ve@ux (2.16)

o

onde (-,-)7 ,(-,-)u representam produto interno em 7 e

i, respectivamente, <.,- € <e,e> denotam par dual

”aa o
em 3@’'x3Q e 3X’x 9%, respectivamente.mw
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Fig.2- Identificac3o de £(%,QO’) e $(Q,Ro’).

Os operadores y e 7* s3o conhecidos como "Operadores de
Dirichlet", enquanto ¥ e N s3o chamados de "Operadores de Neu-
mann" associados aos operadores # e «*, respectivamente. As Egs.
(2.15) e (2.16) s3o conhecidas como "Férmulas de Green Abstratas”
para a forma bilinear B(.,:). Os operadores # e « em (2.12) e
(2.13) representam restrigdées a %d € Qd*’ respectivamente, dos
operadores & e #4* identificados pelos mesmos simbolos em (2.9) e
(2.10).

Escolhendo u € #,, v € @ ,x ¢ subtraindo membro a membro

o o
essas duas ultimas equagdes, resulta:

(a™vyu )y = (( U,V ) = < HV,qu >+ < NPV >0
VYV ue %d’ vV € Qd* (2.17)

Esta equac3io pode ser convenientemente reescrita na for-
ma:

* —
( dv,u )u = ( du,v )7 + I .<u,v> (2.18)

.9
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que é conhecida como "Forma de Green Generalizada" para o opera-
dor 4. O termo I‘aQ

linear" do operador # e vale:

<u,v> é conhecido como "Concomitante Global Bi-

T.\<u,v> = - < N*v,yu > + < Nu,y"v > (2.19)

N a# oQ

Fig.3- Identificacio de %d e de.

Neste ponto ¢é interessante estabelecer a questio da
equivaléncia entre os problemas de valor no contorno "classico" e

"variacional" para o operador . Tem-se:
1.1- Problema Clissico de Dirichlet
Dados f € ¥ e g € 3%, o problema é encontrar u € %ﬂ EX
du = f e Yyu = g (2.20)
1.2- Problema Classico de Neumann
Dados f ¢ ¥ e s € 8@’, o problema é encontrar u € ¥, >:

o

du = f e Nu = s (2.21)
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2.1- Problema Variacional de Dirichlet
Dados f € ¥ e g € 3% , o problema é encontrar u € xo EX
B(u,v) = ( f,v ), - B(y 'g,v) Vvea (2.22)

2.2- Problema Variacional de Neumann

Dados f € ¥ ¢ s € 3@’, o problema é encontrar u € # 3:
B(u,v) = ( f,v )7 + < 8, NV > VvVvea (2.23)

A equivaléncia entre estes problemas é estabelecida pelo

seguinte teorema, Oden & Carey (1983):

Teorema

O "Problema de Dirichlet" (2.20) para operador &4 e o

"Problema Variacional de Dirichlet" (2.22) s3o equiva-
lentes no seguinte aspecto. Seja 1'1 a inversa do mapea-
mento y, se u é solugio de (2.20), entdio W = u - y 'g é
a solucsio de (2.22). Por outro lado,se w é a soluciio de
(2.22),ent3o u = w + y 'g é a solugio de (2.20). Além
disso, o "Problema de Neumann" (2.21) para o operador «
¢ equivalente ao "Problema Variaciocional de Neumann"
(2.23) no sentido de que gqualquer solucio de (2.21) tam-

bém é uma solucio de (2.23) e vice-versa.m

Finalmente, a ultima questio a ser estudada ¢é com
relacio a existéncia e a unicidade da soluc3io dos problemas va-
riacionais de valor no contorno. Felizmente, dada a forma bili-
near B(.,+) uma alternativa para a soluc3io do problema é o uso do
Teorema Generalizado de Lax-Milgram. Quando a utilizacio deste
teorema é inviavel (problema de Neumann, por exemplo), o Teorema

da Alternativa de Fredholm deve ser aplicado para cada situacio.
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Teorema Generalizado de Lax-Milgram:

Sejam & e © espacos de Hilbert reais e B(.,-) uma forma
bilinear definida em # x € com as seguintes proprieda-
des:

1-B(+,+) é continua, i.é, existe M > 0 3:
IB(u,v)| < M Huﬂx Ivilg (2.24)

2-B(-+,.) & coerciva no sentido de que existe a constante

o I

inf sup (B(u,v)l 2 « > 0
ued® ve® (2.25)
Hu"w=1 Hvﬂgsl

~ 3-Para todo v # 0 em €

sup IB(u,v)| > 0

uek (2.26)
Ent3o existe um unico u* € % tal que:
B(u*,v) = F(v) (2.27)
onde F € ¢'. Além disso,
la™l, < IFlg o (2.28)m

As condicgdes (2.24) e (2.26) s3o suficientes para asse-
gurar a existéncia da solucdo unica do problema variacional

abstrato (2.27) que depende continuamente de F € §’.

3.FORMULACAO ABSTRATA DO MLGFM

A escolha da func3io v como uma soluc¢3io fundamental para
o operador «£° da origem as formulacdes diretas de elementos de

contorno. Isto pode ser visto claramente a partir da "Forma de
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Green Generalizada" para o operador «# tomando-se v como solucifo

para o problema «*v = &, onde & indica uma excitagiio do tipo

"func3o" Delta de Dirac. Dessa maneira, a Eq.(2.17) reduz-se a:
(2.29)

u = (su,v), - < Kvyqu > + < Fu,y"v >

o aQ

Entretanto, outras escolhas para o estado auxiliar podem
ser feitas com a finalidade de compactar e melhorar a regularida-
de da solucio, tornando o processo numérico mais eficiente, Silva
(1988). Uma alternativa viavel é adotar v como uma funcio de
Green (uma soluc3o do problema auxiliar #*v = & com condicgdes de
contorno previamente definidas). O "Método da Funcido de Green Lo-
cal" (LGFM) aproxima localmente a Func3o de Green dentro de cada
volume finito com integracSes direcionais desacopladas, comprome-
tendo o resultado final da analise. Com as modificacdes propostas
por Silva (1988) e Barcellos & Silva (1987) o LGFM deu origem ao
"Método da Func3io de Green Local Modificado" (MLGFM). Nos
préoximos tépicos, mostra-se o desenvolvimento matematico do MLGFM
e os detalhes para especificar as condig¢des de contorno para a
Func3io de Green.

Como primeira etapa, seja o estado {v,y*v,(ﬁ*+ﬂ’)v}

obtido a partir da soluc3o do seguinte problema:
4* v(P,Q) = &§(P,Q) (2.30)
(¥*+¥’) v(p,Q) = 0 V P,Q € Q; p,q € &R (2.31)

onde §(P,Q) é a distribuicdo de Dirac no ponto Q e ¥’ é um opera-
dor adicional atuando no contorno, especificado pelo usuario e
de tal modo que:

<N'Vv,yu > = < K'u,yv > (2.31.a)

oz aQ

Substituindo estas trés ultimas expressdes na Eq. (2.17)

resulta:

u(Q) = ( V(P,Q),su )y + < (N+4)u,7"v(p,Q) >4,
VYV P,Q € Q; p € 3Q; Vv € Qﬂ* e u € %d (2.32)
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de onde s3o obtidos os valores de u(Q), V Q € Q. E interessante

notar que se ¥'u=0, a Eq.(2.32) reduz-se a:

u(Q) = ( v(P,Q),du ), + < Nu,y ¥(p,Q) 3

oQ
VP,Q e Q; p € 3Q; VvV € Qﬂx e ueaq

” (2.32.a)

e o operador ¥’ n3o influencia no resultado final da analise. Ele
é especificado com o objetivo tinico de obter uma "aproximacfio" da
Func3io de Green para o problema e seu estudo é realizado com de-
talhes nos préximos itens.

Como segunda etapa, seja o estado {v,y*v,(ﬁ*+ﬁ)’v} obti-

do a partir da solucg3io do seguinte problema:
4 v(P,q) = 0 (2.33)
(F*+¥’) v(p,q) = 8(p,a) VY P €Q; p,q € R (2.34)

cuja substituic3io na relaciio de reciprocidade (2.17) gera os va-

lores de yu(q) no contorno 39Q, ou seja: - - —-

yu(a) = ( v(P,q),du ), + < (N+X)u,y*v(P,q) >
VPe Q; p,q € 3Q; VvV € Qﬂ* eue®

aQ
(2.35)

o

As equacgdes (2.32) e (2.35) formam um sistema de
equacdes integrais que pode ser utilizado na soluclio de equacdes
diferenciais que envolvam o operador # e os operadores de contor-
no y e ¥. Devido ao fato de que o operador de Neumann que apare-
ce nas expressdes (2.32) e (2.35) envolve derivadas no sentido do
traco da funcdo u, o uso direto dessas equacdes nio é aconselhado
para a analise numérica . Modifica-se estas expressdes definindo

uma nova quantidade, F, dada por:
F = (§+¥)u F € 3@’ (2.36)

e dessa maneira, as Eqs.(2.32) e (2.35) podem ser convenientemen-

te reescritas como sendo:

u(Q) = ( G(P,Q),su )V + < F,y*G(p,Q) >aa

VP,Qe Q; pPedN; Ge @ ,x e ueid

o o (2.37)
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- X
yu(gq) = ( G(P,q),«#u )7, + < F,y G(p,q) >3

VPeQ; P,q € 3QQ; Ge @ ,xe ued

o ” (2.38)

onde G(P,Q), G(P,q), G(p,Q) e G(p,q) denotam as solucgdes dos
dois problemas citados anteriormente. E interessante notar que
estas funcgSes agora representam funcgSes de Green € n3o mais
solucdes fundamentais do problema auxiliar.

Os diversos tipos de condicdes de contorno s3o incluidas
através do operador yu e da quantidade F. O trago de u no contor-
no absorve diretamente as condig¢des de contorno do tipo Diri-
chlet, enquanto F representa condicdes do tipo Neumann. Assim, em
cada ponto do contorno as incégnitas s3o yu ou F; ou particgdes
dessas quantidades (condi¢8es do tipo Cauchy-Robin).

Com estas modificacdes, o problema de equacdes integrais

em estudo ja pode ser reenunciado. Para tanto sejam:

awa {uedt ; u o em aQu } (2.39)

e aQ { Feo@d’s F=8 em N r } (2.40)

B
onde aQu representa parte(s) de 3Q onde yu é especificado e an
representa parte(s) onde F é especificado. Ent3o o problema fica

sendo:

"Dado um b € ¥, encontrar u € #, jyu € o, e F e dQ ’

B

tais que as equacdes integrais (2.37) e (2.38) sejam sa-

"

tisfeitas

No sentido distributivo verifica-se que g€u = b em quase

todo lugar (a.e) e como b € ¥, ent3o u € %d

4 .FORMALISMO DO MLGFM

O objetivo inicial é encontrar a soluc3io u para o siste-

ma de equacdes diferenciais

du="> em Q (2.41)

51 S
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com condicdes de contorno devidamente prescritas e contorno dQ
suficientemente regular (problema bem posto), onde # é o operador
diferencial, u o vetor "deslocamento generalizado" e b ov"vetor
forca generalizado".

O problema adjunto correspondente para uma excitacfio do

tipo "funcido" Delta de Dirac, &§(P,Q), pode ser escrito como:
4 G(P,Q) = &(P,Q) I P,Q € Q (2.42)

onde I & o tensor identidade, §(P,Q) a "func3o" Delta de Dirac e

G(P,Q) o tensor solucfo fundamental, i.é, Gij representa o "des-

locamento generalizado" na direc¢3o i de qualquer ponto P € Q,

provocado por uma "forgca generalizada" unitaria aplicada no ponto
Q € Q e direcdio j.
Pré-multiplicando a Eq.(2.41) por G(P,Q)t e a Eq.(2.42)

por u' obtem-se:

u' ¢* G(P,Q) = &(P,Q) ut 1 = &(P,Q) ut (2.43)

e G(P,Q)* ¢ u = 6(P,Q)* b (2.44)

Subtraindo a Eq.(2.44) do transposto da Eq.(2.43) resul-

ta:
u 8(P,Q) = G(P,Q)* b + [«4* G(P,Q)]' u - G(P,Q)" [« ul (2.45)

Integrando no dominio Qp, i.é&, com relac3io ao sistema de

coordenadas localizados no ponto P € Q, a solucido procurada é:

u(Q) = J G(P,Q)t b(P) dopr + j [4*G(P,Q) ] u(P) dop -
Q Q

f G(P,Q) [«4u(P)] dqe (2.46)
Q

Fiqalmente, com integracdes por partes das duas (ltimas
parcelas da Eq. (2.46) as integrais de dominio resultantes desta
operac3o sido automaticamente canceladas e a expressiio final para

u(Q) fica sendo:
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t * t
u(Q) =f G(P,Q)* b(P) doe +j (¥*G(p,Q)1tu(p) dagp -
Q 30

[ e, taulp)] danp (2.47)
nN

onde ddQp representa um elemento infinitesimal do contorno 8Q no
ponto p € 3Q e N, ¥* s3o os operadores de Neumann associados a o
e #4*, respectivamente. O valor de u(Q) também pode ser obtido di-
retamente da Forma de Green Generalizada com auxilio do problema
adjunto definido na Eq.(2.42).

Esta equacio, Eq.(2.47), representa exatamente a formu-
lagio "Direta do Método de Elementos de Contorno" (DBEM) e G(P,Q)
representa (ate aqui) apenas uma solucio fundamental da
Eq.(2.42).

Admitindo que a expressio matematica de G(P,Q) é conhe-
cida na sua forma explicita, o calculo numérico das integrais que
aparecem em (2.47) é bastante dificultado devido a singularidade
desse tensor. A singularidade dessas integrais é ainda maior na
presenca do operador de Neumann que aparece na segunda parcela do
lado direito dessa equacio.

Entretanto, somando e subtraindo a quantidade

G(p,Q) I[N u(p)] = (#'G(p.Q) I u(p) (2.48)

1]

na Eq.(2.47) tem-se:

u(Q) = j G(P,Q)' b(P) dopr - j [(¥*+¥7)G(p,Q) 1tu(p) daQp +
Q on

jG(p,Q)‘[(ffw’)u(p)] dagp (2.49)
a0

que é a expressio basica para o desenvolvimento do MLGFM.
Uma escolha apropriada para o operador ¥’ é da forma:
N¥=puk
1
(2.50)

1 para p € an
b= 0 para p € /0"
onde k é uma constante real n3o nula (k pode ou n3o ser dife-
1 1

rente de k para 1 # j) e aQr indica a parcela do contorno onde é
J
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especificado o operador ¥’, como na Fig.4.

Em todas as situacGes praticas 1ilustradas nos
capitulos que seguem, adota-se ki = kj com valores variando desde
+1.0d-6 até *1.0d+6, sem alteragdes nos resultados finais. A
unica preocupacdo do usuario é a de n3o prescrever um valor de ki
que comprometa o condicionamento numérico do sistema final de
equacgsoes.

Neste momento a soluc3o fundamental G(P,Q) se tor-
na uma funcdo de Green, especificando como condicdo de contorno
para a Eq.(2.42) o termo entre colchetes da segunda parcela do

lado direito da Eq.(2.49). Em particulaf, define-se:
(¥*+¥’) G(p,Q) = 0 (2.51)

Assim, a soluc¢iio procurada u(Q) obtida em (2.49) é rees-

crita como:

u(Q) =f G(P,Q)" b(P) dop +j G(p,Q) [ (W+¥’ )u(p)] daQp (2.52)
Q N

A ultima parcela de (2.52) contém a expressio
"(N'+N)u(p)" que envolve derivadas de u(p) no sentido do tracgo,
altamente indesejaveis para analise numérica. Este inconveniente
é¢ eliminado com outra modificagio, ou seja, definindo a nova

quantidade F(p) como:
F(p) = (#+¥’) u(p)
Finalmente, u(Q) pode ser escrito da seguinte maneira:

u(Q) = j G(P,Q)" b(P) dop +j G(p,Q)“F(p) daQp (2.53)
Q N

que é bem mais confortavel de ser trabalhada numéricamente, pois
njo estjo presentes derivadas de G(P,Q)/G(p,Q) e/ou da quantidade
F(p). Com estas alteracdes propostas por Silva (1988) e Barcellos
& Silva (1987), as integrais que aparecem na Eq.(2.53) tem a or-~
dem de suas singularidades bastante reduzida e/ou eliminada.

A expressio (2.53) oferece valores de u(Q}), Q € Q. Como
se admitiu nas hipéteses iniciais que os espacos de Hilbert em

questlio possuem a propriedade do traco, i.é:
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u(q) = 4Lim u(Q) qQq €3, Qe (2.54)
Q-q

aplica~-se esta propriedade a Eq.(2.53), resultando:

u(q) =j G(P,q)* b(P) dge +j G(p,a)‘F(p) daep (2.55)
Q N

As Egs.(2.53) e (2.55) formam o sistema de equagles in-

tegrais que definem completamente o problema em estudo.

_Li/ov"
_\/\/L
WL
P

Modificado

Original

Fig.4- Problema Original e Modificado.

Embora todo o procedimento descrito até aqui tenha
como objetivo aproximar a Funciio de Green para todo o dominio, o
nome "Método da Func3o de Green Local Modificado", MLGFM, sera
mantido com o objetivo de lembrar as origens do método e indicar
que a aproximacido das projecdses da Funcido de Green ¢é feita

localmente, i.é, em cada elemento finito.
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5.DISCRETIZACAO DO DOMINIO E DO CONTORNO

1" 1"

O dominio Q pode ser subdividido em "m" subdominios, de
agora em diante denominados de Qs, s = 1,2,...m. Dessa maneira o

dominio Q pode ser escrito como sendo
Q=U Qs (2.56)

onde Qs denota o fechamento do subdominio Qs.
Cada um dos subdominios é discretizado em "nel" elemen-
tos finitos. Nas interfaces dos subdominios o numero de elementos

e o grau do polindédmio interpolador devem ser os mesmos.

Fig.5 - Discretizacio do dominio em subdominios

l
|
- clemento

Fig.6 - Discretizaci3o dos subdominios em elementos finitos
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Assim, uma quantidade y qualquer com comportamento '"sua-
ve" no subdominio Qs pode ser convenientemente interpolada com as
usuais funcdes de interpolacio locais wutilizadas no Método de

Elementos Finitos (FEM), i.é:

y = [¥i{y} (2.57)

LA

onde {y} é o vetor cuja componente i representa o valor da

quantidade y avaliada no né i" e [¥] é o vetor das funcdes de

interpolac3o de dominio da forma:

(vl = [ ‘pl"pz’w3’.‘.,wntn] (2.58)

onde "ntn" é o numero total de nés do subdominio.
Cada contorno, i.é, o contorno do subdominio "s'" pode
ser dividido em "nelc" elementos de contorno, como indicado na

Fig.7. A unica diferengca com relagio a malha de elementos finitos
é que esta discretizacio pode ou n3o ter nés duplos em pontos de
descontinuidade das condi¢des de contorno e/ou geometria. As
fungdes de interpolacio ¢ de contorno sio tomadas como traco das
funcdes de interpolacio d; dominio e a quantidade y pode ser in-

terpolada no contorno com

y = [¢]1{y} (2.59)

"os o1t

onde {y} é o vetor cuja componente i representa o valor da

1"en

quantidade y avaliada no né "i" do contorno e i®¢] € o vetor das

funcdes de interpolacio de contorno da forma

(6] = [ ¢17¢2a¢3:---9¢ ] (2.60)

ntnc

onde "ntnc" é& o numero total de nos do contorno do subdominio.

6 . APROXIMACAO NUMERICA

Com a discretrizacido prevista no item anterior e consi-

derando, por simplicidade, o numero de subdominios igual a 1, as
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quantidades u(Q), u(p), b(P) e F(p) podem ser aproximadas com uso
das expressdes convencionais do método de elementos finitos
(FEM), i.é:

\
<+ <L
~. o

™~

I~ S

™~
~

e

Elemento

Vi

~
-
N
N
7

“~
.

Fig.7 - Discretizacdo dos subdominios em elementos de contorno.

u(Q) = [¥(Q)I{u}’ (2.61)
b(P) = [¥(P)]1{b} (2.62)
F(p) = [o(p)]{f} , (2.63)
u(p) = [&(p)I{u}C (2.64)

onde {u}D e {u}C representam valores nodais do "deslocamento ge-
neralizado" u no dominio e contorno; {b} e {f} representam valo-
res nodais da "forga de corpo generalizada" e das "reagdes gene-
ralizadas'",respectivamente.

Em cada elemento de dominio a Eq.(2.53) pode ser rees-

crita como sendo
[¥(Q)1{u}® = j G(P,Q) ' [¥(P)] dor {b} + j G(p,Q)te(p)] dop {f}
Q N
(2.65)

Aplicando o Método Residual de Galerkin, i.é, tomando a

projec3o de u(Q) ortogonal a [¥(Q)] resulta:

j [¥(Q)1'1¥(Q)] doo {u}’= f [W(Q)]tf G(P,Q) ' [¥(P)] dor dRq {b} +
Q Q Q

)

j [wo)]‘j G(p,Q) [e(p)] doQp dRa {f} (2.66)
Q N

gque pode ser melhor representada por
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A {u}® = B {f} + € {b} (2.67)
onde
A = j [9(Q)1'[¥(Q)] dQaq (2.68)
0 |
B=[ Gdp)'le(p)] donp (2.69)
.9,
C = f Gd(P)t[¥(P)] dor (2.70)
Q
Gd(p)'= j [¥(Q)1'6(p,Q)*" doq | (2.71)
Q
e Gd(P)'= j (¥(Q)1'6(P,Q)" doa (2.72)
Q

Repetindo o mesmo procedimento para a Eq.(2.55), porém

tomando como funcdes peso o conjunto [®(q)], resulta:

j [6(q)]1t[®(a)] daQq {u}c=j [¢(q)]‘j G(P,q)(¥(P)] doe doQq {b}
N : Q. )

m - - - - _
+ j [@(q)]‘j G(p,a)t[®(p)] doQp daQq {f} (2.73)
a0 aN
ou ainda
D {u}® = E {f} + F {b} (2.74)
onde
D =j [0(q)1t(®(q)] dong (2.75)
N
E = j Ge(p)tie(p)] doop (2.76)
Q
F o= j Ge(P)[¥(P)] dqe (2.77)
Q
Ge(p)ts= j [6(q)1%'G(p,q)* doQq (2.78)
. N -
e Ge(P)t= j [0(q)]1'G(P,q)" dag v (2.79)

N
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A Eq.(2.74), que ¢ similar ao sistema final obtido pelo
"Método de Elementos de Contorno de Galerkin" (GBEM), pode ser
reescrita em termos dos valores prescritos no contorno, {up} e

{fp}, e dos valores desconhecidos, {ud} e {fda}, como:

[ Dp Dd ]{33} = [Ed Ep ]{;:} + F {b} (2.80)
ou ainda na forma:
[-E4 Da ]{ﬁ:} = [—Dp Ep ]{?i} + F {b} (2.81)

7.FORCA DE CORPO E OU REACOES GENERALIZADAS CONCENTRADAS

O primeiro caso estudado é a situagio onde a forga de

corpo generalizada b(P) & dada na forma:
b(P) = 86(P,R) 1 P,R € Q {(2.82)

Considerando este tipo de excitac#o a Eq.(2.66) pode ser

reescrita como sendo
[ ()1t ¥()1 doe {uwd® = [ (¥(Q)1*[ 6(P,Q)* 8(P,R) I dor dao +
Q Q Q

f [v(o)]‘j G(p,Q)*[®(p)] daQp dRa {f} (2.83)
Q N

ou simplesmente:
A {u}? = B {f} + Gd(R)" (2.84)
Similarmente, a partir da Eq.(2.73) obtem-se:

j [0(q)1t(0(q)] da0q {u}c=f [q>(q)]‘j G(P,q)' 8(P,R) I dop daQq
N Q

N

+ f [¢<q)1‘f G(p,a)t[e(p)] doQp daQq {f} (2.85)
N N

ou
D {u}® = E {f} + Gec(R)" (2.86)

rca
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Estabelecendo uma "reacdo generalizada" do tipo
F(p) = &8(p,r) 1 p,T € 3 (2.87)

e utilizando as equacdes (2.66) e (2.73) resulta:

A {u}? = 6d(r)*t + € {v} (2.88)

D {u}€ Ge(r)t + F {b} (2.89)

8 .APROXIMACOES DAS PROJECOES DA FUNCAO DE GREEN

As matrizes B, €, E e F dependem das projecdes da Funcio
de Green Gd(P), Gd(p), Gc(P) e Gc(p). Para determinar estas quan-
tidades utiliza-se o método proposto por Silva (1988) e Barcellos
& Silva (1987), resolvendo com o Método de Elementos Finitos os

dois problemas associados:

Problema 1

4* G{(P,Q) = &(P,Q) '1 (2.90)

(F*+X¥’) G(p,Q) = 0 VP,Q€Q; pean (2.91)
Problema 2

4 G(P,q) = 0 | (2.92)

(¥*+¥’) G(p,q) = &(p,q) I VPeQ; p,qe R (2.93)

Note que, pés-multiplicando a Eq.(2.90) por [¥Y(Q)] e in-

tegrando no dominio mantendo o ponto "P" fixo resulta:

o j G(P,Q) [¥(Q)] dq = f §(P,Q)[¥(Q)] doq = [¥(P)]  (2.94)
Q Q

e, de imediato identifica-se o termo Gd(P) no lado esquerdo dessa

equacio. Entdo, a Eq.(2.94) pode ser reescrita na forma:
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4% Gd(P) = [¥(P)] (2.95)

Como o termo de excitacdo dessa equacio é constituido
pelas fung¢gdes convencionais de elementos finitos, esta parcela
tem continuidade no minimo €°(Q). E bom lembrar que o termo de
excitacdo da Eq.(2.90) é do "tipo &", muito mais singular. Dessa
maneira a solucido Gd(P) é um tensor bem mais regular do que o
préoprio tensor G(P,Q)l. Este resultado é crucial para o desenvol-
vimento do "Método da Fung¢do de Green Local Modificado" (MLGFM).

O mesmo procedimento é adotado para a Eq.(2.91), resul-

tando:

(N*+K") f G(p,Q)[¥(Q)] doq = 0 (2.96)
Q

donde obtem-se:

(¥*+¥’) Gd(p) = 0 | (2.97)

A mesma técnica pode ser aplicada ao segundo problema

multiplicando as Eq.(2.92) e (2.93) por [®(q)] e integrando no

" "

contorno 3Q, mantendo o ponto "p" fixo, ou seja:

sa*f G(P,q) [®(q)] daQq = 0 (2.98)
o0
ou
#€* Gec(P) = 0 (2.99)
e (N*+X7) f G(p,a) [®(q)] daQq = [®(q)] (2.100)
15,9,
ou,
(K*+¥’) Ge(p) = [o(p)] (2.101)

Dessa maneira, os conjuntos de equacdes (2.95)-(2.97) e
(2.99)-(2.101) s3o tomados como referéncia para calculo das pro-
jecdes da Funcdo de Green. Como estas projecdes sio continuas,

Mikhlin (1970), a interpolacio no dominio usando as funcdées de

se x € R", entio a "funcfo" &(x,y) € #(Q), onde r = -(n+e)/2 e
€ € uma pequena constante positiva.

res
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interpolacdo de elementos finitos é& viavel, resultando nas expan-

sdes:
Gd(P) = [¥(P)] G°° (2.102)
Ge(P) = [¥(P)] G (2.103)
Gd(p) = [&(p)] G°° (2.104)
e Ge(p) = [o(p)] G°P (1.105)

P . .
¢ e GCP siio tensores obtidos dos valores nodais

onde G°°, G°°, G
de Gd(P), Gd(p), Gc(P) e Gec(p), respectivamente. Com uso do Ga-
lerkin-FEM essas projecdes podem ser calculadas resolvendo-se os

dois novos problemas:

Problema 1%

4" Gd(P) = [¥(P)] (2.106)

(¥ +¥’) Gd(p) = 0 . ¥Ypea,Peq  (2.107)
Problema 2%

4" Gec(P) = 0 (2.108)

(¥*+K¥°) Ge(p) = [@(p)] Vpea, Peg (2.109)

Para operadores auto-adjuntos (« &%) & possivel de-

1]

terminar o funcional J(Gd) para o problema 1%, cuja minimizac#o
também resulta nas projecdes desejadas utilizando o FEM. Este
funcional é escrito na forma:

J(Gd) = 0.5 B(Gd,Gd) - Bi(Gd,[W]) + 0.5 Bz(Gd,Gd) (2.110)

onde B(Gd,Gd) & a forma bilinear em estudo,

B (Gd,[Y¥]) = f Gd(P)-[¥(P)] dQp (2.111)
1 Q

e B (Gd,Gd) = f (¥°Gd(p)]-Gd(p) doRp (2.112)
Jd
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Analogamente,o funcional J(Gc) para o problema 2* pode

ser escrito na forma
J(Ge) = 0.5 B(Ge,Ge) - B_(Ge,[#]) + 0.5 B,(Ge,Ge) (2.113)
onde Ba(Gc,[¢]) ¢ da forma:

B,(Ge,(01) = [ Ge(p)-[(e(p)] dovp (2.114)
o9

e Bz(Gc,Gc) assume mesmo aspecto formal que em (2.112).
Um estudo mais detalhado desses funcionais é feito para

cada uma das aplicagdes que aparecem nos capitulos subsegqiientes.

Problema 1 Problema 1"
malha de elementos finitos

: g

() o

B C B [/ T7c
(): A"@(p,Q)=0(P.GN A Qd(P)=1V(P)]
AB : (N"+ N') G(p,Q)=0 (N"+ N') Qd(p)=0
BCA: N Q(p,Q)=0 N" Qd(p)=0
Protlema 2 Problema 2~

malha de elementos tinitos

A
()
B C al [ /7c
Q: A aPgro A’ Gc(P)=0
AB 1 (N"+ N')Q(p,q)= O (p,a) (N"+ N')@c(p)=[ d(p)]
BCA : N @(p,q)= {(p.q) N”Qelp)={d(p))

Fig.8-Interpretacio Fisica dos Problemas 1/2 e 1%/2%.
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9 .DETERMINACAO DAS MATRIZES A,B,...,F

Reescrevendo as expressdes para B, € e F como:

B = j j [¥(Q)1%G(p,Q) “[&(p)] dRa donp (2.115)
N Q
C = f j [¥(Q)1%'G(P,Q) [¥(P)] dao dop (2.116)
Q' Q
e F = j j [6(q)1%G(P,a)t[¥(P)] dQr daq (2.117)
a0

nota-se que € é umz matriz simétrica e que B=F'. Dessa maneira,

utilizando as projecdes da funcido de Green escreve-se:
B = F' = f [v(P)1t[¥(P)] dor G°F = A GF (2.118)
Q

DP

e C = ¢ = I [¥(P)1t(¥(P)] dor @°° = A G°° (2.119)
Q ' S S ]

Uma vez que o vetor {b} é conhecido inicialmente, resol-
vendo a Eq.(2.81) determina-se {f}. Os valores de u(Q) sio facil-
mente calculados a partir da Eq.(2.67) usando as Egs.(2.118) e
(2.119), i.é:

{u}® = ¢ {f} + G°° (v} (2.120)

As matrizes A e D também s3o facilmente obtidas com in-
tegracdo numérica, enquanto gque a matriz E também é& calculada sem

muita dificuldade com:

E = [G°P1t j [o(p)1t(®(p)] daQp = (G°P1% D (2.121)
a0

que completa o calculo de todas as matrizes necessarias para im-

plementacio do método.
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10.COMO SELECIONAR AS CONSTANTES k ’s.
1

Salientou-se anteriormente que valores numéricos para as
constantes k *s podem ser arbitrados levando-se em consideracgio
1

apenas dois critérios:

1-k # 0 e

2-D;ve njo comprometer o condicionamento final do siste-
ma de equacdes para aproximacido das projecdes da
funcido de Green. Este fato pode ser melhor visualizado
agora, pois a forma bilinear Bz(-,o) influi diretamen-
te na matriz de rigidez do elemento finito e é esta

parcela que "carrega" o operador ¥’.

Entretanto, observando mais atentamente a expressio da
quantidade definida como F(p), F(p)=(N¥+¥’) u(p), a primeira par-
cela representa a "reacéo/fluxo"ireél do problema, enquanto a se-
gunda representa a "reac3o/fluxo" ficticio. Devido a este fato,

torna-se necessario uma terceira regra:

3-As constantes ki»s devem ser aplicadas somente na par-
cela do contorno onde existem condigdes de contorno do
tipo Dirichlet homogéneas. Do contrario, a parcela
"N u(p)" introduz um fluxo ficticio em (2.53) e
(2.55), tornando necessario o pos—-processamento dos
valores obtidos diretamente dessas equacdes. Uma outra
alternativa, também utilizada neste trabalho, ¢ arbi-
trar valores para ki’s de tal modo que Nul(p) >> ¥’u{(p)

para evitar o pos-processamento de u(P)/u(p).

O aspecto final da atribuicido dos valores para k ’'s é
1

estudado no proéximo item em conjunto com o tépico "Subregides'.
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10.SUBREGIQES

Seja a particdo do dominio Q em dois subdominios, com as
respectivas malhas de elementos de contorno, como ilustrado na
Fig.9.

Fig.9 - Partic3do do Dominio em 2 Subdominios.

Para o subdominio "j", j=1,2; é valido o sistema de

equacgdes no contorno
lDJ, {u} = IEJ, {f} + lF‘J, {b} (2.122)

que, por conveniéncia é melhor ser reescrito na forma:

ik

[n)j !Djk]{ 33} = [IEj Ejk]{ ij:}+le {b} (2.123)
. 3 1 k - .

LU A

onde o sub-indice j indica subdominio e "jk" a interface do
subdominio "j" com o subdominio "k".

Como o numero de equacdes do sistema (2.122) é menor que
o numero de incognitas do problema, é necessario estabelecer "
condicdes de compatibilidade" para os subdominios 1 e 2. Assim,

na interface 3Q /30 tem-se:
12 21

1- Continuidade de "deslocamento", i.é:

{ulz} = {u21} (2.124)
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2- Somatdrio de "reac¢des/fluxo" nulo, i.é:

{f12} = -{f21} (2.125)

Dessa ultima identidade tem-se:

F,(P) = (N +¥ ') u(p) = (N, +¥, ') u(p) = -F, (p)  (2.126)

e ¥ _’'=-x__2 (2.127)

de onde conclui-se a ultima regra para selecio dos valores de
k ’s, i.é
1
"Em interfaces de subdominios deve-se especificar valores
para k *s positivos de um lado e negativos do outro,
1

quando a Eq.{(2.125) & satisfeita."

Tomando como exemplo o caso ilustrado na Fig.10, para
efetuar a compatibilidade das "reagtes/fluxos" no n6 da
intersecc8o dos trés subdominios deve-se especificar (por comodi-
dade) todos ki’s nulos neste ponto. Para es?a situacio poderiamos
ter em 8932 ki’s positivos (em 8023 ki’s negativos), em 8931 ki’s
negativos (em 8913 ki’s positivos) e 6012 ki’s negativos (em 6921
ki’s positivos).

Para "forca de corpo generalizada"” nula o sistema final
de equacdes no contorno representativo da situacdo ilustrada na

Fig.9 é& escrito na forma

u f
1 1
{1 p,, 0 ] u s {E1 E,, 0 ] e (2.128)
o o, b, ]|, o -E, E ||

21 » 21 .
que & exatamente o sistema final obtido pelo BEM para duas subre-

gides.



T\ 35

e

>
™ <

malha de elementos finitos

Ki=0 Ki<0 Ki=0

Ki>Q

——¢

K0 Ki<O

Ki<0 . KipO )
nos duplos: Ki=0

/

Ki=0 : Ki=0

malha de elementcs de contorno

Fig.10 - Valores de k ’s nas Interfaces dos Subdominios.
1

11.CONCLUSQES

0 objetivo deste capitulo foi dar consisténcia
matemiatica para o Método da Funcfdo de Green Local. A mesma teoria
apresentada aqui serve também para o DBEM e Galerkin-BEM.

O fato de que a aproximacido da Funcido de Green & execu-
tada com uso do FEM possibilita seu calculo em situacSes onde sio
conhecidos apenas o operador adjunto e suas condicdes de contor-
no. Dessa maneira, o grande inconveniente do BEM é solucionado de

modo simples e elegante com calculo das projectes da Funcdo de
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Green na base do espaco de elementos finitos ¥%(A,n). Outra ca-
racteristica marcante é& que todos os integrandos que aparecem no
calculo das matrizes A,B,...,F s3do bem comportados. Dois fatores
importantes levam a isto: a aproximacdo da Funcio de Green citada
acima ¢ a expans3do do termo envolvendo o operador de Neumann, am-
bos com o FEM.

Finalmente, como mostra-se nos capitulos seguintes, ca-
racteristicas de superconvergéncia nodal de "deslocamento gene-
ralizado" e "esforcos generalizados" observadas no BEM, também

sgo caracteristicas marcantes do MLGFM.
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CAPITULO 3

0 METODO DA FUNCAO DE GREEN LOCAL MODIFICADO (MLGFM)
APLICADO A PROBLEMAS DE POTENCIAL

3.1-INTRODUCAO

A Teoria Potencial estuda a solucdo das equacgdes de
Poisson e Laplace. Tais equacdes s3Ho caracterizadas por dois fa-
tores extremamente interessantes para a analise numérica:

1.A equacio diferencial é "bastante simples", permitindo
sua analise com uso de escalares. Este fato quase que necessaria-
mente torna este tipo de problema o marco inicial de novas
técnicas numéricas, como aconteceu com o Método de Elementos de
Contorno (BEM); e '

2.A equacido na sua forma genérica representa um numero
muito grande de aplicacgdes praticas, como: o campo gravitacional,
escoamento potencial de fluidos, escoamento de fluido
incompressivel em meios porosos rigidos, fluxo de calor, fluxo de
corrente elétrica em condutores, campo magnético induzido por
corrente elétrica, torcdo de eixo,....

Devido a estas duas principais caracteristicas, os pro-
blemas de potenciais tem sido vastamente estudados com o uso de
técnicas analiticas e numéricas. As técnicas analiticas estabele-
cem questdes sobre a existéncia e a unicidade das solucdes, porém
tornam-se inviaveis na medida em que o contorno, as condi¢cdes de

contorno, a excitacido e/ou as propriedades fisicas do meio se
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tornam complexas. Numericamente, os métodos de Elementos Finitos
(FEM), Elementos de Contorno (BEM) e Volumes Finitos vem sendo
largamente utilizados e, comparativamente, os resultados apresen-
tados pelo BEM se mostram bastante atrativos com relacso as ou-
tras técnicas.

Apesar das excelentes propriedades de convergéncia tanto
para potencial como para fluxo alcancadas pelo BEM, existe um
grande inconveniente que limita as aplicacgdes do método: o
conhecimento prévio de uma solucdo fundamental do problema
adjunto. Situacdes de ndo homogeneidade das constantes fisicas
sdo suficientes para inviabilizar o <calculo de wuma solucio
fundamental e incompatibilizar a aplicacdo do método.

Recentemente, Silva (1988) e Barcellos & Silva (1987),
desenvolveram e utilizaram o Método da Funcio de Green Local Mo-
dificado na solucdo do problema de membranas elasticas, eliminan-
do este inconveniente do BEM e mantendo as caracteristicas de su-
perconvergéncia tanto para fluxo como para potencial. Barbieri &
Barcellos (a ser publicado,1992) mostraram que o MLGFM pode ser
compreendido como sendo uma extensiio do Galerkin-BEM.

Nos proximos itens, apresenta-se o detalhamento desse
método para os problemas de potencial, comparacdes com outros
métodos numéricos, taxas experimentais de convergéncia para as
versdes A e n, aplicacdes para problemas singulares e de nZ3o ho-

mogeneidade das propriedades fisicas.
3.2-FORMALISMO DO MLGFM PARA OS PROBLEMAS DE POTENCIAL.

Nos problemas de potencial, o interesse é minimizar fun-
cionais do tipo:
J{(u) = 0.5 B(u,u) + F(b,u}) - f{(q,u) (3.1)

onde B(.,-) é¢ a forma bilinear

B(u,u) = J ( Yu-H.Yu - % u? ) dQ (3.2)
Q
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sendo A uma funcfo escalar especifica do meio, H da forma

h _h _h
11 12 13

H = h_h__h (3.3)
21 22 23

31 32 33

e F(b,u)/f(q,u) também szio formas bilineares definidas como:

F(b,u) = J b u dQ (3.4)
Q

e f(q,u) = j qQ u doQg (3.5)
N

Sem perda de generalidade, de agora em diante s3o adota-
das as hipdoteses: Q c RZ e H é simétrica. Minimizando o funcional

J(u) obtem-se o seguinte sistema:

"[(h11usx),x + 2(h1211sy),x + (hzzu’Y)aY] -2 u = -b em
u=au em 3Qu
Q=q em q (3.6)

onde 3u € Qg representam partes do cdntorno onde o potencial u
e o fluxo q s3o especificados, respectivamente; b é a excitacio,
hjk e )\ s30 constantes fisicas do meio e o simbolo (-),k indica
derivada parcial com relac3io a coordenada "k". Dessa minimizacgio

ainda resulta:

= h nx u + h nx u + h ny u + h ny u - (3.7
4 11 % X 12 ¢ Y 21 ¥ F 227 Y ( )

onde (nx,ny) sio as componentes do vetor normal ao contorno, n.
Das Egs.(3.6) e (3.7) identifica-se o operador diferen-

cial 4 e o operador de Neumann N, respectivamente. Os respectivos

operadores para o problema adjunto s3o obtidos reescrevendo

B(«,+) na forma:
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u=u Aus=b

Fig.l-Identificag¢do de 8Qu e 9Qq.

B(G,u) = f ( VG-H-Vu - A Gu ) dQ (3.8)
Q

e com posterior minimizacio com relacdo a u. Desse processo

obtem-se:

d=at”==[h_  (+),xl,x = 2[h (+),ylsx = [h_(+),ylsy = A(+) (3.9)
¥=H"=h nx(+),x + h nx(+),y + h ny(+),x + h_ny(+),y (3.10)

De posse dos operadores diferenciais do problema adjun-
to, as aproximacdes da funcio de Green podem ser calculadas pelo
Método de Elementos Finitos resolvendo os problemas 1* e 2%,
equacdes (2.106)-(2.107) e (2.108)-(2.109), respectivamente.

Para facilitar a visualizac3o, admite-se que a discreti-
zacdo do dominio seja feita com elementos finitos bilineares (4
nés) e a do contorno com elementos lineares (2 nés). Dessa manei-
Ta, a aproximac3o do escalar u em cada elemento de dominio pode

ser escrita como:

u="ly v, v v 1{u u u vl = (¥l (3.11)

onde wi,ui representam a i-ésima funcdo de interpolacio de
dominio e o valor de u no né "i" local, respectivamente. A mesma
aproximacio pode ser realizada no contorno com uso das fung¢des de
interpolacido de contorno calculadas como "traco" das func¢des de

interpolacio de dominio,i.é:
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us="[¢ ¢ I{u uwl = (el{u} (3.12)

onde ¢ ¢é a i-ésima funcido de interpolacido local de contorno e u,
1 1
o valor do potencial u no né6é local "i".

PRt

(a) (b) (c)

Fig.2- Elemento Finito Bilinear (a) i-ésima Func3o de Interpola-
¢do de Dominio (b) e j-ésima Funcido de Interpolacido de Contorno.

Globalmente,i.é, usando as funcdes de interpolacido glo-

bais, o escalar u é aproximado no dominio com: - -

- v o_
u = [ vV, v, ...wntn]{ uou U ... untn} = [¢]{u} (3.13)
onde wi representa agora a 1i-ésima func3do de interpolacdo de
dominio global e "ntn" o numero total de nos da discretizacdo. De

maneira analoga, no contorno tem-se

u=1l[¢ ¢,...0  J{u u ...u 3} = (o]{u} (3.14)
onde ¢ representa agora a i-ésima funcido de interpolacio global
do con;orno e "ntnc" o numero total de nés no contorno.

Note que, uma vez estabelecido o tipo de elemento e a
malha utilizada, o espaco ¥%(&,n) de elementos finitos onde as
projecdes da Funcgido de Green s3o realizadas também est3i definido
e caracterizado pelas grandezas A e qn que definem o maior
diametro externo dentre os elementos da malha e o grau do

polinémio aproximador, respectivamente.
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elementos finitos slementos de contorno

(a) (b)

Fig.3- Funcdes de Interpolacio Globais de Dominio (a)
Funcdes de Interpolacido Globais de Contorno (b)

3.2.1- APROXIMACAO DAS PROJECOES DA FUNGCAO DE GREEN.

As projecdes da funcio de Green Gd(P), Gd(p), Gc(P) e
‘Ge(p), definidas no Capitulo 2, s3o calculadas com o Método de
Elementos Finitos e a partir dos Problemas 1 e 2; Egs.(2.90)-
(2.91) e (2.92)-(2.93), respectivamente. Repete-se por
conveniéncia e para maior detalhamento, todo o procedimento rea-
lizado a partir desses dois problemas para o calculo dessas pro-

jecdes.

3.2.1.1-APROXIMACAO DE Gd(P)/Gd(p)
Para obter as projecdes Gd(P) e Gd(p), do Problema 1

tem-se:

4 G(P,Q) = &(P,Q) vV P,Q € 9 (3.15)

(F*+¥’) G(p,Q) = 0O VQeEQ: pe a (3.16)



44

Pos-multiplicando a Eq.(3.15) por [¥(Q)] e integrando no

dominio © mantendo o ponto "P" fixo, resulta:
4 Gd(P) = [Y(P)] (3.17)
e com mesmo procedimento a partir da Eq.(3.16) obtem-se:
(F*+§’) Gd(p) = 0 (3.18)
Note que Gd(P) é da forma:

Gd(P) = f G(P,Q) [¥(Q)] doe = [gd (P) gd,(P) ... gd_ (P)] (3.19)
Q nwn
onde gd (P) = j G(P,Q) v (Q) dQq
J 0 J

A termo gdj(P) representa a j-ésima componente da
projecdo da Funcido de Green G(P,Q) na base que define o espaco de
elementos finitos ¥(&,pn).

7 Assim sendo, a Eq.(3.17) pode ser reescrita em termos de

cada uma das componentes dessa projecfo, i.é:

o™ gd (P) = y (P) j=1,2,...ntn (3.20)
e a Eq.(3.18) como:

(N +¥7) gd (p) = 0 j=1,2,...ntnc (3.21)

Dessas duas ultimas equacdes, conclui-se que cada compo-
nente da projecdo da Funcido de Green Gd(P) na base do espacgo
V(&,n) obedece também a equacio diferencial do problema adjunto
original, porém com modificacdes nas condigdes de contorno devido
a presenca do operador ¥’ (dai o nome MLGFM). Como comentado no
Capitulo 2, a regularidade da projecdo Gd(P)/Gd(p) é& superior a
da func3o de Green G(P,Q) e tal fato é& facilmente verificado-
através das Eqs.(3.15) e (3.20). Enquanto em (3.15) o termo de
excitacdio é a "funcio &-Dirac”", na (3.20) a excitacfo tem (no

minimo) continuidade €°(Q).
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Finalmente, a ultima etapa & obter a partir das Egs.
(3.20) e (3.21) a aproximacio de elementos finitos. A maneira
mais apropriada é aplicar o Galerkin-FEM (n3%o é necessario o co-
nhecimento de um funcional na sua forma explicita), porém, neste
caso, & possivel escrever o funcional J(gdj) cuja minimizacdo re-

sulta as duas equacdes citadas. Este funcional é
J(gd ) = 0.5 B(gd ,gd ) + B (gd ,p ) - 0.5 B_(gd _,gd ) (3.23)
J J J 1 I | 2 J J
onde B{(.,.) @ a forma bilinear do problema original

B(gd ,gd ) = j { vgd -H.vgd - % gd .gd_} d@ (3.24)
j B 0 j B j i
'B1(°’°) é outra forma bilinear sobre o dominio
B d = d d 3.25
(8 j,wj) JQ gd, v, Q ( )
e Bz(-,~) ¢ uma forma bilinear definida no contorno na forma

B (gd ,gd ) = f gd ( ¥'gd ) dao (3.26)
2 J J a0 ] J

Expandindo a componente gd (P) com a técnica de elemen-
1

tos finitos tem-se:

v_..

gd (P) = [ v v,...v ] [ gd  gd ...gd 1t (3.27)

1 ntn 1 i2 i”ntn”

que pode ser reescrita como: -

gd (P) = [¥(P)] {G""} (3.28)

onde [¥(P)] é o conjunto das funcdes de interpolacdo de dominio

de elementos finitos, gd_k representa o valor no né "k" da
1

i-ésima componente da projecio Gd(P) e {GDP}_ é o vetor:
1

{q;"”’}i = [ gd  gd_...gd 1t | (3.29)

i2 i”ntn”

Admitindo esta expans3o para a projecdo Gd(P) e minimi-~-



46

zando o funcional J(gd ) com respeito a cada componente gd com o
b3 1

FEM,obtem-se o sistema de equacgdes:

[k+x*] [6"F] = [m] (3.30)

onde [K] é a matriz convencional de elementos finitos para pro-

blemas de potencial. Por exemplo,

t
[K] = I (%% +a v, }do (3.31)
Q ‘Pi,v ‘PJ.aY

i,j = 1,ntn

para a analise bidimensional. A matriz [K*] & proveniente da mo-
dificacdo introduzida quando o operador ¥’ é especificado no con-

torno e/ou partes do contorno e vale:

[K*] = J [O1C [N’ @] daQ (3.32)
a0

A matriz [M] tem formato idéntico a matriz massa com densidade

unitaria, i.é:
[(M] = f [vltry] do (3.33)
Q ,

Para problemas de potencial, o operador N’ pode ser ar-
bitrado simplesmente na forma #¥’=ko, onde ko &€ uma constante n3o

nula e seguindo as orientacdes citadas no Capitulo 2.

3.2.1.2-APROXIMACAO DE Gc(P)/Gec(p)

De maneira completamente analoga ao realizado para obter
as projecdes Gd(P) e Gd(p), as projecdes Gc(P) e Gec(p) sido calcu-

ladas a partir do Problema 2, i.é:
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4 G(P,q) = 0 YVPeQ; qe€ (3.34)

(¥*+¥’) G(p,q) = 8(p,q) V p,q € 0 (3.35)

Pos-multiplicando a Eq.(3.34) por [®#(q)] e integrando no

contorno 8 mantendo o ponto "P" fixo, resulta:
4 Ge(P) = 0 (3.36)

e com mesmo procedimento a partir da Eq.(3.35), mantendo agora o

p

1" 1"

ponto fixo, obtem-se:

(¥ +x°) Ge(p) = [&(p)] (3.37)
Note que Gc(P) é da forma:

Ge(P) = f G(P,q)[®(q)] ddQq = [gc, (P) gc,(P)---gc_ (P)] (3.38)
a0 nen
onde gc (P) = I G(P,q) ¢ (q) daQq
J 30 J

A parcela g¢c (P) representa a j-ésima componente da pro-
jecdo da Funcdo de Gréen, Gc(P), na base de elementos finitos de-
finida sobre o contorno do dominio. Ou seja, sfo func¢des de in-
terpolag3do de grau n definidas como tragco das fun¢des de interpo-
lagcdo que formam a base de 7(A,n).

Assim sendo, a Eq.(3.36) pode ser reescrita em termos de

cada componente dessa projecdo, i.é
e gc (P) = 0 j=1,2,...ntnc (3.39)
e a Eq.(3.37) como:
(N +x7) gcj(p) = ¢j(p) j=1,2,...ntnc (3.40)
Novamente, cada uma das projecdes da Funcido de Green na
base do contorno também obedece a mesma equacdo diferencial do

problema adjunto com mudancas apenas no termo de excitacido e nas

condicdes de contorno. Os mesmos comentarios com relacido a regu-
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laridade efetuados no item anterior s3o validos para Gc(P)/Gc(p).
Assim como para a projecdo Gd(P), é& possivel escrever o
funcional J(gcj) cuja minimizag¢d3o resulta nas duas equacgdes

anteriores. Este funcional assume a forma:
J(gc, ) = 0.5 B(gc _,gc, ) + B_(gc ,¢ ) - 0.5 B (gc _,g8c ) S (3.41)
J i Jj 3 B | 4 i J
onde B(-.,+) é a forma bilinear do problema original

B(gc ,g8c ) = j { vgc +H-Vgc - A gc _+gc } dQ (3.42)
J J Q i J J 3

B3(-,-) é a forma bilinear sobre o contorno

Ba(gC.,¢ ) = f gc. ¢ daQ (3.43)
J 3 a0 i J
e B4(-,-) é& outra forma bilinear definida no contorno e na forma

B (gc _,gc ) = f gc (¥’gc ) doaQ (3.44)
4 J i 50 J J .

Expandindo a componente gci(P) via elementos finitos
tem-se:

gci(P) = [ Y, v, 11 ge . 8c _...8C 1t (3.45)

i2 i”ntn”

.wntn

que pode ser reescrita na forma:
gc (P) = [¥(P)] {cr}c"}i (3.46)

onde [¥(P)] é o conjunto das funcdes de interpolacso de dominio

de elementos finitos, gc. representa o valor no noé6 "k" da
. cp

.

1

"i-ésima" componente da projecdo Gc(P) e (G é o vetor:

{ch}i = [ gc, ., 8C ...8C ] (3.47)

1 i2 i”ntn”

Admitindo esta expansio para a projecdo Gc{P) e minimi-
zando o funcional J{(gc ) com respeito a cada componente gc_ com O
1 1

FEM, obtem-se o0 sistema de equacdes:
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[k+x*] [¢°F] = [m] | (3.48)

onde [K] e [K*] s3io as matrizes citadas anteriormente e [m] vale:

(m] = f [o]1t[®] doo (3.49)
5.9,

Finalmente, as Eqs. (3.30) e (3.48) podem ser reescritas

na forma:
[n<+n<*] [G"";GC"] = [mzm] (3.50)

de onde s3o obtidos os valores nodais de cada uma das projecdes

da Func3o de Green Gd(P) e Gc(P).Como os valores de Gd(p) e Gc(p)

sio tracos dos valores de Gd(P) e Gc(P), respectivamente; estas

quantidades também s3o calculadas com a solugcido do sistema
(3.50).

3.3- SISTEMA FINAL DE EQUACJES

Usando a Forma de Green Generalizada para o operador di-
ferencial € e introduzindo as hipotes do MLGFM, mostrou-se no Ca-

pitulo 2 que o valor do potencial u(Q); v Q € Q, vale

u(Q) = j G(P,Q)*b(P) dop + j G(p,Q)t F(p) dagp (3.51)
Q 15.9]

e usando a propriedade do traco nesta equacdo tem-se:

u(q) = j G(P,q)'b(P) doe + j G(p,a)' F(p) danp (3.52)
Q N

para V q € 9Q, sendo F(p) = J‘ (¥+N¥’)u(p) d3Q e b(P) a forca de
15.9)

corpo generalizada.
Finalmente, usando a discretizacdo de elementos finitos

e aplicando o método residual de Galerkin nestas duas equacées



50

obtem-se:

A {u}® =B {f} + € {b} (3.53)

D {u}®

E {f} + F {b} (3.54)

onde {f} e {b} representam os valores nodais de F(p) e
b(P), respectivamente. As matrizes A, B,...e F s3o obtidas a par-

tir de integracdes e valem:

A = j [¥(Q)I1*[¥(Q)] do = [M] (3.55)
Q
B = j Gd(p)t[e(p)] donp (3.56)
aq
C = f Gd(P)t[¥(P)] dor (3.57)
0
D =J‘ [8(q) 1 [®(q)] doQq = [m] (3.58)
5.9,
E = j Ge(p)te(p)1 danp (3.59)
N
e F = f Ge(P)Y[¥(P)] dop (3.60)
Q

Com as aproximacdes das projecdes da Funcd3o de Green

realizadas, de acordo com as Egs.(2.118) e (2.119) escreve-se:
(3.61)

(3.62)

A ultima matriz necessaria para completar a analise
numérica do problema é a E. Entretanto, de posse dos valores no-
dais de [GCP],

por:

no contorno a projecdo Gc(p) pode ser aproximada
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Ge(p) = [@(p)] [G°P] (3.63)

onde [GCP] s3o valores nodais apropriadamente selecionados de
(61, i.é&, s3o os valores do contorno (ja conhecidos devido as
caracteristicas do FEM) necessarios para as interpolacdes. Ent#o,

a matriz [E pode ser reescrita como:
E = [a;c"]tf (@(p)1*[®(p)] doRp = [GPI' D (3.64)
o0

o que completa o calculo de todas as matrizes.

3.4- APLICACOES

Devido ao fato de que a Funcgo de Green é projetada na
base do espaco de elementos finitos 7(#,n), para analise bi-
dimensional foram utilizados os elementos ilustrados na Fig.4 pa-
ra a aproximacdo dessas projecdes. Na analise tri-dimensional os
elementos usados s3o0o o0s que aparecem na Fig.5. Vale a pena lem-
brar, que a malha de elementos de contorno acompanha a malha de
elementos finitos,i.é, para elementos finitos quadraticos usam-se

também elementos de contorno quadraticos.

AL

trO3po quOd4po  quO8po qud8po quiepo qu25po

Fig.4- Elementos Usados na Analise Bi-Dimensional.
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he08po he27po

Fig.5- Elementos Usados na Analise Tri-Dimensional.

3.4.1-COMPARACOES COM OUTROS METODOS

As primeiras aplicacfes s3o estudadas com intuito pura-
~ mente de comparar resultados com outras técnicas numéricas e/ou

solucdes analiticas. Assim temos

Problema 1.Determinar u{x) tal que

A u(x) = -2 [(1-x%) + (1-y%)] VxXeQ
u(x) =0 VX e

onde Q = { x = (x,y) € R%: -1 < x,y <1 }) e 30 = { x = (x,y) €
R?: X,y =+ 1 }. A solucfHo analitica é: ‘

u(x,y) = (1-x%)(1-y%)

e a "energia de deformacfo", U(u), é igual a 2.844444444E+O0.

Com objetivo de demonstrar a eficiéncia do MLGFM, apenas
um quarto do dominio & discretizado (devido a simetria do proble-
ma) com uso de um elemento finito quO4po e 4 elementos lineares

de contorno, como mostra a Fig.6.
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FEM

BEM

Fig.6- Dominio e Discretizacdo do Dominio e Contorno.

Na Tab.1,
O primeiro é obtido sem o uso de no6s duplos e especificando-se

potencial nulo nos n6és de descontinuidade das condicdes de con-

apresentam-se dois resultados para o problema:

torno e o segundo com nos duplos nestes pontos (Fig.6).

A Tabela 2 mostra a influéncia da escolha do operador #’

e & montada com uso da malha com noés duplos citada anteriormente.

Trés importantes conclusdes podem ser tiradas desses re-
sultados:
Tab.1- Solugdo Com e Sem N6s Duplos.
Pto| Analitico Sem N6 Duplo Com N6 Duplo
A [P 1.000E+00{ .6000000000E+00] .1000000000E+01
B |P O0.000E+00 prescrito -.2382354867E-15
F -2.000E+00|-.8000000000E+00{-.2000000000E+01
C |{F 0.000E+00|-.4000000000E+00] .7086356933E-15
P = Potencial F = Fluxo ko = 1.0
Tab.2- Influéncia de ko no Fluxo e Potencial.
kKo Pto Potencial Fluxo
A .99999999G99E+00 prescrito
+1.0E-6| B .1909441494E-09|{-.2000000000E+01
C prescrito .3274508714E-09
A .1000000000E+01 prescrito
+1.0E-3{ B |-.4468647674E-13|-.2000000000E+01
C prescrito -.2568451690E-12
A .1000000000E+01 prescrito
+1.0E+0| B |-.2382364867E-15{-.2000000000E+01
C prescrito .7086356933E-15
A .1000000000E+01 prescrito
+1.0E+3]| B {-0.478885333E-16{-.2000000000E+01
C prescrito .4900044090E-15
A .1000000000E+01 prescrito
+1.0E+6| B .3487011873E-16{-.2000000000E+01
C prescrito .3929127336E-15
Solucdo Analitica:(P=Potencial F=Fluxo)
A:P=1.0 F=0.0 B:P=0.0 F=-2.0 C:P=0.0 F=0.0
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1-0 uso de nés simples em pontos de descontinuidade das
condicdes de contorno e/ou da normal é totalmente inviavel;

2-0 fator ko n3o influencia na resposta; e

3-Existe superconvergéncia nodal para fluxo e potencial.
Note que se a resposta de potencial fosse obtida com uso direto
do FEM, mesmo com os valores corretos da Tabela 1, o fluxo
pos-processado no ponto B valeria apenas -1.0E+0. Outro aspecto
interessante & o de que a energia obtida com o MLGFM ¢é& 1.333E+0,
reforcando o aspecto da superconvergéncia nodal.

Muito embora a convergéncia na norma da energia quase
sempre ¢é indicativo de que a convergéncia nodal aconteceu, a

reciproca nem sempre & verdadeira (como prova o exemplo acima).

Problema 2.Determinar u(r,e) tal que

A u(r,e) =0 vV (r,e) € Q
u(1,e) = 1000 vV o € (0,2n)
u(32,e) = 0 YV o € (0,2n)

onde Q &€ a secido anular de raio externo Re=32 e raio interno

Ri=l. A solucgdo analitica é:

u(r,9) = Ti + [(Te-Ti)/&n(Re/Ri)] &n(r/Ri)

onde Te/Ti representam as temperaturas no raio externo e interno,

respectivamente.

Fig.7- Dominio (a) e Discretizacfo Utilizada.
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Devido a independéncia do problema com relacido a

variavel e, apenas uma parte do dominio é& discretizada com ele-

mentos quadraticos, como i

lustrado na Fig.7. Né6s duplos s3do uti-

lizados em pontos de descontinuidade das condi¢des de contorno e

ou normal. Resultados para

potencial s&o mostrados na Fig.8.

Na Tab.3 s3o encontrados os resultados para o fluxo no

raio interno e externo para cada um dos nés situados nestas co-

tas.
Tab.3-Fluxos. Solug3o Analitica x MLGFM.
né Ri Re
1 288.7434 -9.0180
2 288.5535 -9.0199
3 288.7434 -9.0180
Anal. 288.5390 -9.0168
Erro %
0.1
—1.—
-t
0.01 f f f f

|
15 20 25 30
r

Fig.8- Erro % no Potencial ao longo do raio.

Como mostram a Fig.8 e a Tab.3, excelentes resul-

tados tanto para potencial

malha grosseira.

como para fluxo s3o obtidos com esta
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Problema 3.Determinar u(x) tal que

Au(x) =0 VX e€Q
u(x) = Tm cos(nx/L) V X € Q2
u(x) =0 V X € 301

onde Tm=100, £=6 ¢ © = { x = (x,y) € R%:-35 x <3, 0< y <12 },502
e 901 sio parcelas do contorno indicadas na Fig.9. A solucido ana-

litica desse problema é:
u(x,y) = Tm [ sinh(ny/&)/sinh(nb/L) ] cos(nx/Z)

onde b=12.

Devido 3 simetria do problema apenas uma metade do
dominio foi discretizada impondo condicido de fluxo nulo na linha
de simetria. Nés duplos s3io usados em pontos de descontinuidade

da normal ao contorno e/ou das condicdes de contorno.

u=100 cos(fx/6)

u=0 u=0 malha 2x3

(a) (b) (c)

Fig.9- Dominio (a) Condicdes de Contorno (b) Discretizacdo (c)

Usando a malha de 6x12 elementos quO04po o problema & re-
solvido com o MLGFM com a finalidade de comparar resultados com
obtidos por Kanarachos & Provatidis (1989), mostrados na Fig.l10.
Estes resultados indicam boa concordincia entre o MLGFM e o DBEM.
Em alguns pontos a curva de erros indica também boa concordancia
com o Galerkin-BEM. Em y=0 e 12 o erro é nulo, pois nestas coor-
denadas wutiliza-se nos duplos com valor de fluxo e potencial

prescrito.
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Erro % no Potencial em x=0

20
—— DBEM
—+— Galerkin-BEM
15 1+ —¥— MLGFM
10 +
5 —
0
0 12

Fig.10- Erro %. Comparativo MLGFM x DBEM x Galerkin-BEM.

Apesar da boa concordancia de resultados com outros
métodos numéricos, a distancia para a resposta correta ainda pode
ser considerada "grande" para esta malha de elementos lineares.
Assim, as malhas de elementos finitos e de elementos de contorno
sfjo reprojetadas com os elementos cubicos, prevendo nés duplos em
pontos de decontinuidade da normal, e os resultados de erro per-

centual no potencial s%o ilustrados nas Figs.1l e 12.
8.0

8550 g

\

A = (.400-2

RRELTH
[~ 11 1. -3~ 1.3

B = 0.76D~2

Errod max = 0.94D~2

(a)

malha 4x8

Fig.11 - Isopotencial Exato (a) Erro % com o Elemento qulépo.
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1.000E-06

E

i
| 0.1
0.01
1.000E-03
1.000E-04
1.000E-05

! ' 4 ' ' '
0

0 1 12
Fig.l12a- Erro % Potencial em x=0.
Erro %
10
1
o W
0.01
1.000E-03
no duplo
1.000E-04
Malha
1.000E-05 ——4x8 —K-2x4 -B-1x2
1OOOE06| x — F—t — f 4 % %
4 5 6 7 8 g 10 M 12 18 14
Y
Fig.12b- Erro % Fluxo em x=3.
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Com respeito a Fig.1l, nota-se claramente que existe a
superconvergencia para o potencial nos no6s_inter-elementos. Este
resultado também é confirmado na Fig.12a.

Na Fig.12a & mostrado o erro % no potencial ao longo da
simetria para trés malhas construidas com o elemento qulépo (1x2,
2x4 e 4x8 elementos). E interessante notar a superconvergéncia
citada acima.

Ja na Fig.12b, aparecem as curvas de erro % no fluxo ao
longo do lado x=3 para essas mesmas malhas .A superconvergéncia
nos noés inter-elementos também é notdéria para o fluxo, porém no-
ta-se um outro aspecto interessante que ¢é a excepcional
convergéncia de fluxo para os ndés duplos em malhas mais grossei-
ras.

Entretanto, o aspecto da superconvergéncia nos nés in-
ter-elementos ni3o podé ser diretamente extrapolado para o elemen-
to quadratico, como mostra a Fig.13. Neste caso, ocorre exatamen-
te o contrario,a superconvergéncia ocorre nos noés intermediarios.

Novamente, a Fig.14 aparentemente confirma a supercon-
vergéncia de fluxo provocada por noés duplos para as malhas mais
grosseiras. S3%o ilustradas curvas para as malhas de 2x4, 3x6, 4x8

e 6x12 elementos quld9po.

A = 0.70D-2
=TSO B = £.100-1
po————)  C = 0.20D-1

D = 0.25D~1 {

Erro X max = 8.26p~1

malha 6x12

Fig.13-Erro % no Potencial para o quO9po.
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0.1

0.01

0.001

10

0.1

0.01

0.001

Erro %
:: B-’/_B\B—,/g\ qUOQDO
T
0
Fig.14a- Erro % no Potencial em x=0.
Erro %
S
T quO9po
:J: H \
I
iR /\/\/\/\/\/\\/\ no duplo
F Malha /\/\\/\
T ——6x12 —~+4x8 —¥3x6 -B-2x4 \\
T N
] 1 | 1 [ | | | I i ] |
i i i T 1 H i 1 1 1 1 1

Fig.14b- Erro % no Fluxo em x=3.
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O mesmo procedimento é repetido para o elemento quO4po
com malhas de 2x4, 4x8, 6x12 e 8x16 elementos. Na Fig.15 mostra-
se o erro % no potencial e nas Fig.l16a e 16b o erro para o poten-
cial na linha de simetria e fluxo em x=3, respectivamente. Apa-
rentemente o ndé duplo, como observado nos casos anteriores, pro-
voca a superconvergéncia do fluxo. Porém, para o elemento linear

esta superconvergéncia & bem mais acentuada.

9.50

3.80

J.

Erro X max = 4.19
4.08

]

malha 8x176 qudépo
Fig.15- Erro % no Potencial para o quO4po.

Erro %

100

[ W
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|
T

10
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/
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NN |
T T
Q
C
O
~
ke;
O
/

T Maihe \\_
1 ——s6x12 —+—8x18 —HK-4x8 -S-2x4
0.1 f 1 : % —+— f F f f f t
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

Fig.l6a- Erro % no Potencial em x=0.
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Erro %

100

10

0.1

no duplo
0.01

Malha

1.000E-03
' ——pBx12 —+8x16 —HK-ax8 -E-2x4

-

1.000E-04 +—F+—+—+—+—+—
6

@)
-
N
[6V]
IS
8}

|
i
7
Y
Fig.16b- Erro % no Fluxo em x=3.

Nas Figs.l16a e 16b nota-se que o0s erros percentuais,

"

tanto em fluxo como potencial, crescem na medida em que "y" de-
cresce. Da solucgdo analitica verifica-se que tanto o .potencial
como o fluxo se anulam em y=C e isto explica a tendéncia destas

curvas.

3.4.2-TAXAS DE CONVERGENCIA EXPERIMENTAIS PARA O MLGFM.

Uma vez que o MLGFM usa o FEM como método auxiliar pa-
ra determinar projecdes da Func3o de Green, é natural a pergun-
ta: O MLGFM apresenta as mesmas caracteristicas de convergéncia
verificadas para o FEM ?. Uma segunda questio também é imediata:
Uma vez que o MLGFM usa procedimento semelhante ao do Galerkin-
BEM, existira alguma relacfo entre as taxas de convergéncias des-
ses métodos ?

Questdes dificeis de responder !.

Devido ao fato de que as teorias matematicas para o

FEM est3o bem estudadas e teoremas gerais para as versdes A, n €
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f-n estfdo disponiveis na literatura especializada, a primeira
questio sera respondida com a determinacido experimental das taxas
de convergéncia para o MLGFM. Entretanto, a segunda questdo fica-
T4 com a resposta indefinida, pois para o BEM somente alguns tra-
balhos foram publicados nesta 4area e envolvendo problemas
especificos, Babuska & all (1990) e Postell & Stephan (1990).

3.2.1- Estimativas de Erros A-Priori para o FEM

As diversas versdes adaptativas do Método de Elementos
Finitos (FEM) s3o normalmente comparadas através das curvas de
erro x niumero de equacdes para cada estimativa. O erro usualmente

¢ medido na norma da energia definida como:
el = 2.0 * Ule)

onde U(e) é a "energia de deformacio" do erro e = u -u o sendo

uo a solucéo exata do problema e uFEM a aproximacido obtida
numéricamente.

Designando por £ o diametro externo do maior elemento
da malha e por n o grau do polindémio utilizado nas fungles de in-

terpolacsio, é valido o seguinte teorema (Babuska & Suri, 1990):

Teorema

Seja u € %k(Q), k > 1. Se o espaco de elementos fini-
tos definido pelos parametros A € n é construido a
partir de familias de malhas uniformes (ou quase-

uniformes), entdo

B -«
IlellE <c i n uuon%k(Q)

onde B = min(n,k-1), « =2(k-1) e ¢ uma constante que

independe de u Aenam
Para solucdes uO singulares do tipo:

u = ! f(e), ¥ >0

e vértices dos elementos singulares localizados na singularidade,
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a taxa de convergéncia da vers3o nu € pelo menos o dobro do valor
de B (Babuska & Suri, 1990).

Definindo llelliR como

ER _ 1/2
llellE = 100 * (HeHE/HuOHE)

e lembrando que |{lu < u ara m n, m e n reais

z"(Q)
do teorema anterior escreve-se (Oden & Reddy, 1976):

ER g -«
HeHE s c AY n
Problema 4.Determinar u(x) € %34«Q), 0 < g <<1,tal que

Auw =1 VX €
u =20 VYV X € 3Q
sendo Q = { x=(x,y) € R : -1 < X,y <1 }e 30 ={ x=(x,y) € R?
X,y =+ 1}, cuja solucido analitica é:

u (x,y) = 1352 - ¢
o ' 2

(-1)(n-1172 cos(nnx/2) cosh(nny/2)

n=1,3,5 n3 cosh(nx/2)

onde c=16/n3.

A taxa de convergéncia para a vers3io n do FEM vale:
a = 2(k-1) = 4-2¢
e para a versio & é
B = min (p,k-1) = min (p,2-¢)

Devido a simetria do problema apenas 1/4 do dominio
foi discretizado com as malhas M1,M2,..,M6; ilustradas na Fig.17.
No6s duplos sio inseridos nos pontos A e B para a malha do contor-
no e os resultados para np = 1,2,3 e 4 do MLGFM s3o mostrados nas
Tabs.4 a 6 e Figs.18 a 20 . S¥o admitidos como "exatos" os valo-
res: 0.281154023, 0.294685413126055 e -0.675314475042451 para

Uluo), u(0,0) e u,n(1,0), rtTespectivamente. Estes valores foram
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obtidos com 1000 termos na série da solucgdo analitica.

al” p=1 M2 p=1 M6
X
> L
+
FEM BEM FEM BEM

b\ nd duplo

Fig.17 - Discretizacgdo de 1/4 do Dominio.
Tab.4- MLGFM: Erro na Energia IIeIIER

Malha p=1 p=2 p=3 p=4
M1 57.715 E O} 8.331 E 0] 2.095 E O] 5.874 E-1
M 2 30.027 E 0} 2.716 E 0] 0.498 E 0| 1.484 E-1
M 3 20.184 E 0] 1.339 E 0y 0.214 E 0} 6.457 E-2
M 4 '15.187 E 0} 0.796 E 0| 0.116 E 0| 3.404 E-2
M 5 12.169 E 0} 0.531 E 0] 8.083 E-2] 1.832 E-2
M 6 10.150 E 0} 0.377 E 0| 5.519 E-2| 6.320 E-3

Tab.5- MLGFM: Erro % em u{(0,0)

Malha p=1 p=2 pP=3 p=4
M1 -27.254 E 0}{-6.324 E-2 177 E-=2 1.837 E-2
M 2 |- 5.439 E 0} 2.691 E-2 .934 E-4) 3.304 E-5
M3 |- 2.279 E 0] 6.057 E-3 .059 E-5} 3.155 E-7
M4 {- 1.258 E O 1.961 E-3 .119 E-6| 2.305 E-8
M5 |- 0.798 E 0] 8.191 E-4 .276 E-8] 3.714 E-9
M6 |- 0.552 E 0} 3.944 E-4 .240 E-7} 9.993 E-10

Tab.6- MLGFM: em u,n(l,O)

Malha p=1 p=2 p=3 p=4.
M1 -29.569 E 0} 4.444 .531 E O] 7.434 E-1
M2 |- 2.598 E 0] 0.366 .739 E-2| 3.182 E-2
M3 |- 2.111 E 0O} 4.662 .817 E-3} 2.093 E-3
M4 (- 0.975 E O] 8.473 .852 E-4 1.568 E-4
MS |- 0.670 E 0} 2.180 .399 E-5 1.156 E-5
M6 |- 0.454 E 0 6.972 .490 E-6 1.398 E-6
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Tab.7- FEM: Erro % em u(0,0)

p M1 M 2

1 [-27.254 E O

2 8.491 E O

3 7.226 E O

4 - 1.648 E 0)-4.611 E-3
5 0.766 E 0}-2.912 E-3
6 |- 0.336 E 0{-1.557 E-3
7 0.166 E 0|-5.360 E-4
8 |- 9.045 E~-2]1-1.921 E-4

Tab.8- FEM: Erro ueuzR

o) M1 M 2

1 [ 57.715 E 0] 30.027 E O
2 14.453 E O 4.089E O
3 | 12.965 E 0] 3.370 E O
4 4.346 E 0] 1.341 E O
5 2.203 E 0] O0.585E O
6 1.132 E 0] 0.297E 0
7 0.643 E 0] 0.166 E O
8 0.394 E 0| 0.103 E O

As Figs.18 a 20 foram obtidas a partir das Tabs.4 a 8.
Da Fig.18 s3o extraidos os coeficientes o« e B que representam as
taxas de convergéncia para os refinos n e # do MLGFM, respectiva-

mente; ilustrados na Tab.9.

Tab.9- Taxas de Convergéncia Experi-
mentais para o MLGFM.

B n o Malha
0.993 1 4.193 M 2
1.843 2 4,374 M 3
2.043 3 4.547 M 4
2.283 4 4.857 M5

Muito embora as taxas de convergéncia na norma da
energia aparentemente mantenham a tendéncia do FEM, a supercon-
vergéncia é notéria como se observa nas tabelas 4 e 8. Novamente,
em se tratando do potencial e/ou fluxo a superconvergéncia também

é observada e verificada nas tabelas 5, 6 e 7.
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Erro % no Fluxo em (1,0)
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3.4.3- PROBLEMAS SINGULARES

Em problemas de potencial, é interesse determinar
a funcido u(x) que satisfaz o seguinte problema eliptico de valo-

res no contorno:

—#-[a(x) v u(x)] + b(x) u(x) = f(x) X €Q (1)
u(x) =0 X € A (2)

onde Q é o dominio em questio em 8Q seu contorno.
A forma variacional do problema (1)-(2) consiste

em determinar a funcfo u(x) € &;(Q) tal que

J { a(x)v u(x)7 v(x) + b(x) u(x)v(x) } do = f f(x)v(x) dQ
Q Q

V vix) € x;(m (3)

onde %;(Q) denota o espago de Hilbert de ordem k, definido como o

"completamento" (completion) na norma _

1/2

‘ ' I 1/2
Tu (x)gm = [ Y 1 DI%lu(x) e (Q)] = [(u(x),u(x))ap]
2

osm

do espago das fungdes k-vezes continuamente diferenciaveis com

suporte compacto em . Na expressdo acima tem-se:

o = (o ,x_ );ax 20 inteiro
1 2 j

Je] = o + o pl*lu(x) = alalu(x)/ax?1ax§z
e (-,—)wﬁ denota o produto interno definido em Z"(Q); Oden &
Reddy (1976).

Se o conjunto de dados [a(x),b(x),f(x)] é& sufi-
cientemente regular e o contorno 8) é fechado e também regular em
quase todos os seus pontos, as solucdes dos problemas (1) e (3)
s3o coincidentes. De fato, se f(x) € #(Q); r =2 0 e se. a(x),b(x)
€ €(0) de tal forma que a(x) 2 a > 0; b(x) > 0; onde Q indica o
"fechamento" de Q e a_ ¢é uma constante, ent3o a solucgdo u(x) tem

derivadas de ordem r+2 no %O(Q),i.é.,
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u(x) € &%) n 2 () (4)

Para discutir o efeito das singularidades em 3Q,
considere-se, sem perda de generalidade, o caso particular onde
a(x) = 1, b(x) = 0 e f(x) € £°(Q), Q € R%. Neste caso a Eq.(3)

reduz-se a :

j v u(x).v v(x) dQ = f f(x)v(x) dQ
Q Q-

vV v(x) € zc;(m (5)

que esta associada a equacido de Poisson
-A u(x) = f(x) X €Q (6)
u(x) =0 X € 30 (7)

onde A = az/axf + az/ax;.

Seja 8Q um contorno fechado suave ("smooth") com
excecio do vértice "P" onde existe um angulo interno «; Fig.(21).
A perda de regularidade da soluc3o u(x) ocorre devido ao seu
comportamento perto desse vértice "P" e para certos valores do
angulo «.

A solucdo u(x) perto da singularidade pode ser es-

crita na forma

@
u(r,8) = ) An "™ ¥n(e) + " termos suaves
n=1

onde An s3o constantes, ¥n s3o funcdes que dependem exclusivamen-
te da coordenada angular © e sido suficientemente regulares; porém

a parcela rH"

pode ter comportamento singular, i.é., suas deriva-
das com relacdo a r podem ser ilimitadas quando r-0. Além disso,
se o valor n/x nio for um inteiro,o0 termo singular da série pode
ser colocado na seguinte forma:

fn/a sin( ne/«) (8)

e um acréscimo no angulo o« indica um aumento na ordem da singula-

ridade da funcio u{r,e). De fato, pode-se mostrar, Oden & Reddy
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(1976), que a solucio u(x) da Eq.(5) é tal que :

u(x) e 2*F-%() (9)
onde ¢ é uma pequena constante arbitraria positiva, aj é o maior
angulo interno dentre todos os vértices obtidos na discretizacio
do contorno e B é igual a n/aj.

Entretanto, outros tipos de irregularidades podem
estar presentes na solucdo de Problemas de Valores no Contorno
(BVP), mesmo quando a geometria é suficientemente regular. Indi-

cativos de singularidades podem ser encontrados em:

1.Dados Singulares.Este tipo de singularidade é comumentemente
encontrado em problemas com excitac3o tipo Delta de Dirac. Além
disso, condicdes de contorno do tipo u(x)=g(x) e ou 3du{x)/dn=h(x)

podem incluir saltos localizados.

Fig.21-Contorno com Vértice Fig.22- Discretizacido do Contorno
Tipico. Angulos Internos.

2.Condicdes de Contorno Mistas.Se u(x)sg(x) é prescrita em aQ1 e
du(x)/dn=h(x) é& prescrita em aQZ, aQ:a%Uan, a solucso u(x) pode

ter comportamento singular na ju Q NQ .
P gula a juncdo aQJﬁmz

3.Coeficientes Descontinuos.Se a(x) e/ou b(x) sido descontinuos ou
assumem valores nulos em pontos do dominio, a soluc3o u(x) pode

apresentar singularidades nestes pontos.
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Para estes tipos de singularidades cada problema deve
ser analisado separadamente visando identificar a regularidade da
solugcdo, i.é, para determinar qual a ordem maxima do espacgo de
Hilbert que contem esta solugio.

3/2-€

Problema 5.Determinar a fung¢do u(x) € & (Q) tal que

A u(r,e) =0 r,& € Q
u(r,e) = r”zcos(e/Z) T, € 691
du(r,s)/8 = 0 r,eean

onde Q = { x = (x,y) € R%, -1 <sx<1, 0sy=<1/1, 891 e an

sio mostrados na Fig.(23) e a solucdo analitica é

u(r,e) = r/2 cos(e/2)

com energia de deformacdo igual a U(u)x 0.440686767E+0.

As malhas de elementos finitos e de elementos de
contorno utilizadas para obter aproximacdes das projecdes da
Funcio de Green estdo mostradas na Fig.23 . Os elementos finitos
utilizados si3o os lagrangeanos quadriaticos e para a malha de con-
torno usa-se também os elementos quadraticos de linha. Note que,
perto da singularidade a malha ¢é projetada com quatro elementos
dispostos segundo uma progressio geométrica com razdo de 0.50.
Nos duplos sio usados nos pontos de descontinuidade das condig¢des
de contorno e/ou de geometria.

As curvas de isopotencial e erros percentuais no
potencial s%o mostradas nas Fig.24 e 25. Nota-se que na maior
parte do dominio o erro é menor que 0.10% e até proximo da singu-
laridade o erro atinge indices entre 0.10% e 1.00%. Valores supe-
riores a 1.00% s3o verificados somente muito perto da singulari-
dade, atingindo o patamar maximo de 15.00%, porém nido influen-
ciando de forma significativa a norma da energia da solucio
u{x).Por exemplo, Kelly & ali. (1983), com uso de elementos fini-
tos adaptativos, obteve 0.8869 para essa norma. enquanto que com
o MLGFM obteve~-se 0.8820.



u="% cos(0/2)

T
T ; \'\\ _
_.--""(--f .:':: \\\'\.
,x"'-f \\-~~.
- / A
y ; /
; l
u,=0
se ¢

1 N

T
NP

Fig.23- Condicdes de Contorno e Malha de Elementos Finitos.
Detalhe da Malha de Elementos Finitos Perto da Singularidade.
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Fig.24a- Erro % no Potencial ao Longo do Lado Critico.

a.01%

Fig.24b- Erro % do Potencial no Dominio.
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Fig.25. Linhas de Isopotencial .

Tomando como Tereréncia os trabalhos de Szabo
(b,1986) ¢ Babuska & Guo (1988), a malha para determinar as pro-
jecdes da funcido de Green ¢é redesenhada. O segmento singular (o
lado onde existe a singularidade) é discretizado com sete elemen-
tos seguindo uma progressio geométrica com raz3io 0.25. Esta nova
malha, considerada grosseira, também mostrou-se bastante eficien-
te para captar o efeito deste tipo de singularidade e os resulta-
dos de fluxo e potencial perto do ponto singular sfo mostrados
nas Figs.26 a 28.

Note gque o0 erro no fluxo aparece somente no ultimo
elemento junto a singularidade e gque a solucido obtida com o MLGFM
apresenta o mesmo tipo de oscilacio ao redor da solucfo analitica
verificada com uso do DBEM para estas situacdes ,Alarcon & Rever-
ter (1986), Costa Jr.(1990).

Quando a metologia utilizada para a solucfdo deste
tipo de problema ¢ a A e/ou n BEM-adaptativa, alguns autores usam
como critério de convergéncia a integral do fluxo ao longo do

contorno. Neste caso esta integral comporta-se como:

j -2 4r = o9 12
N

e, perto da singularidade, este valor tem ordem 0(e?) o que pro-
porciona a "convergéncia" esperada, mesmo com resultados satisfa-

toérios somente em regides afastadas desse ponto.
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Fluxo
100:1:\
T
-t \
-+ \
T
0%
: X = disténcia da singuleridade
=+
F
T
1 —— Analltica — MLGFM
0.1
1.0E-6 1.0E-4 1.0E-3 1.0E-2 1.0E-1 X 1.0E+0

fig.26. Fluxo ao Longo do Lado Critico.

Assim como para o fluxo, as Figs.(27) e (28) mostram o
comportamento do erro % do potencial ao longo do lado singular e
para os elementos de dominio mais proéoximos da singularidade. Uma
vez que o desenho da malha é baseado numa pg de razio 0.25, os
lados dos elementos ilustrados na Fig.(27) tem comprimento igual
a 1/4% e 1/4°, o que indica resultados altamente satisfatérios

com erro % maximo na ordem de 4.40%.

.10 ~
ﬁn‘
A= 4—7 a.56
=6 1.9
B= 4 8.10
- 4‘3‘?‘\2-6

Fig.27. Erro % no Potencial ao Redor da Singularidade.
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Fig.28. Erro % no Potencial ao Longo do Lado Critico.

Mcdificando as condicdes de contorno de acordo com
o ilustrado na Fig.29, e utilizando a malha inicial (4 elementos
quadraticos em pg com razio 6:é0 perto da singularidade) obtem-se
os resultados ilustrados na Tab.10, que mostram excelente proxi-
midade com os obtidos por Wrobel (1981) com o DBEM.

Fig.29- Dominio com Condic®es de Contorno.
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Tab.10- Resultados do MLGFM e DBEM.

X y DBEM MLGFM X y DBEM MLGFM
-.80] .20} 790.8 790.8 -.80] .80] 386.2 385.9
-.60| .20] 785.1 784.7 -.60| .80 378.7 378.2
-.40} .20) 771.1 770.1 -.40| .80] 363.7 362.8
-.20} .20} 736.6 733.8 -.20| .80} 338.2 336.6

.00] .20} 644.3 637.9 .00/ .80} 300.6 298.6

.20} .20] 495.3 488.5 .20| .80| 255.8 253.4
.40} .20| 378.5 373.7 .40 .80] 212.9 210.7
.60} .20} 304.6 300.8 .60| .80 179.7 177.7
.80} .20} 264.9 260.7 .80] .80} 159.4 157.6

Problema 6. Determinar u(x) ¢ &SKLS(Q) tal que

-A u(x)

u(x)

1]
[y

X €Q

1]
o

xeT

onde Q é o dominio em L mostrado na Fig.30.

N

(a) (b) (c)

Fig.30- Dominio em L (a), Condicdes de Contorno (b) e
Discretizacfio com Malha Grosseira (c).

Nesta aplicacdo, devido a simetria, apenas a meta-
de do dominio ¢é particionada para a aproximacdo da Funcfio de
Green com o FEM. Ao longo da simetria ¢ especificado fluxo nulo e
no6s duplos s#o utilizados nos pontos de descontinuidade das con-
dicdes de contorno e ou da normal ao contorno.

Este problema também foi resolvido wusando a

técnica p-adaptativa do FEM, onde a energia "exata'" foi estimada
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igual a 0.10703473. Este valor ¢é& tomado como referéncia na
obtengdo da Fig.(31), onde & representa o maior diametro externo
dos elementos da malha de FEM e HeNER € a norma do erro definida

no item anterior, trocando a aproximag3io do FEM, I%EM, por
uMLGFM, do MLGFM. '
ER
el
10

p =2 Elemento quadratico

P =2" Elemento quadrético
(174 da singularidade)

p =38 Elemento cubico

Fig.31- Erro !Ie!IER x & .

Novamente, usando a técnica de especificar a malha
auxiliar de elementos finitos em progressio geométrica (malha de
6x6 elementos com o elemento préximo da singularidade subdividido
em 4 elementos em pg com raz3io igual 0.20) os resultados apontam
0.106944661 (llell"" =2.89%) e 0.10698829 (lel:® =2,08%) para a
"energia potencial" usando-se elementos quadraticos com né cen-
tral e a um quarto da singularidade,respectivamente.

A Fig.31 mostra o comportamento f-adaptativo do
MLGFM para malhas uniformes e elementos quadraticos com né cen-
tral e a 1/4 da singularidade. Melhores taxas de convergéncia sio
observadas para o elemento com no a 1/4 da singularidade.

Finalmente, o resultado do fluxo ao longo do lado
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critico & ilustrado na Fig.32 para a malha de 6x6 elementos fini-

tos com a modificacio em progressio geométrica ja citada.

Fluxo
105:
I
1=
0.1=%
x Fluxo em x=0
€1 6x6 homog.  1.520
0.01 = 6x6 modlf. 18.108
1.000E-03 = 1
& —*— 6x6 modif.
T + 6x6 homog.
1.000E-04 ——+HHH - R ERII I NN RN IT
1.0E-5 1.0E-4 1.0E-38 ,'L'(')“E_2l 1 I”‘]”é'E—‘]‘ 1 llll|l1

Fig.32. Fluxo no Lado Critico.

3.4.4-MEIO NAO HOMOGENEO

Esta & uma situacfo clara onde o BEM torna-se imprati-
cavel dada a inexisténcia de solucdes fundamentais para variacgdes

aleatdérias do coeficiente t(x) da equacio
- Ve(t(x) v u(x)) = f(x) Ve

que Tepresenta o campo potencial n3o homogeneo sendo t(x) uma
funcido caracteristica do meio (com variag¢do continua ou continua
por partes) e f(x) o termo de excitacso. Nosso interesse & resol-
ver tais problemas, com devidas condic¢des de contorno, para Si-
tuacdes onde t(x) é variavel.

Se t(x) n3o se anula em nenhum ponto do dominio, essa
variac3o de t(x) n3o causa transtornos no MLGFM devido ao fato de
que a projecdo da Func3o de Green ¢é obtida via FEM. O problema

dessa variac3io ¢ repassado para o modelo de elementos finitos,
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fato que pode ser tratado sem dificuldade.

Problema 7. Determinar u(x) tal que

-v.({ k vu(x) ) =0 VX€Q
u{x) =0 X € N1
u({x) = 50 X € M2
du(x)/on = 0 X € Q3
onde Q@ = { (xl,xz) e R® . 0 = xi,x2 < a } ; a condutividade

L

térmica k = k ou k2 mantem a relacio k1/k2 10 e R/a = 0.6, co-

1
mo indicado na Fig.33.

[O]

T

i
O

u

k1 e

Fig.33- Definigdo do Dominio, Condig¢8es de Contorno
e Malha Auxiliar de Elementos Finitos.

Este problema também foi resolvido por Jaworski (1981)
obtendo para o potencial os resultados ilustrados na Fig.34a. A
malha auxiliar de elementos finitos mostrada na Fig.33 & projeta-
da com uso do elemento qu09po e nés duplos s3o utilizados em pon-
tos de descontinuidade das condig¢des de contorno. Na Fig.34b s3o
mostrados os resultados obtidos com o MLGFM e a proximidade com

os de Jaworski é evidente.



82

: 5
115 k' ; r/’—_—
. 18
0
b . , 15
\S '
20 2
25
20 38
——— e O —
a0 i
-1 T-45 \ s
J_ \
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Fig.34- Isopotencial. Jaworski (a) e MLGFM (b).

Problema 8. Determinar u(x) tal que

-V.( k v u(x) ) =1 VX €Q
u(x) = 0 X € 30
- 2_ = —4
onde Q@ = { (xl,xz) € R®: 0 < X X, S 2 }, k 1 para x < 1 e k

2 para x12 1.

Devido a simetria do problema apenas metade do dominio
é discretizada com elementos quadraticos, malha homogenea de 5x10
elementos. O problema é resolvido usando-se diretamente o FEM e o
MLGFM. Resultados de 1isopotencial para as duas analises est3o
mostrados na Fig.35. O valor maximo para potencial obtido com o
FEM é 2.145000E-1, enquanto o obtido com o MLGFM & 2.145457E-1.

Novamente, a semelhanca de resultados é evidente.
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+21300-+00
19790400
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Fig.35-Isopotencial. FEM (a), MLGFM (b) e Vista 3D (c).

3.4.5-ESCOAMENTO POTENCIAL

Considere o escoamento em regime permanente de um fluido

ideal,i.é&, incompressivel e n#o viscoso. Dada a natureza irrota-

cional do escoamento tem-se:

V=909 (1)

onde v & o vetor velocidade € & uma funcio potencial. Por outro

lado, a equacio da continuidade para um fluido ideal é da forma:

(2)
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Combinando estas duas equacgdes resulta a equacido de

Laplace
A® =0 (3)
para o potencial ¢ (A = 82(-)/axf).

Para dominios bidimensionais a Eq.(2) é reescrita co-

mo:

dvx vy - (4)
ax ~ T 5y 0

onde (vx,vy) representam as componentes de v nas direc¢des Xx,¥;
respectivamente. Esta equacfdo pode ser satisfeita introduzindo

uma nova func3o ¥, chamada de funcdo corrente, definida por:

vy = O¥ e vy = - gz (5)

Por outro lado, o fato de que o escoamento & .irrota-

cional indica que v x v = 0, ou seja:
aVy = 3Vx (6)
ax a3y

Usando a Eq.(5) na Eq.(6) teremos novamente a equacio

de Laplace

(7)

]
o

AY

para a fung¢3do corrente.

Problema 9. Determinar a funcdo potencial e/ou a funcdo corrente
para o escoamento ao redor de um cilindro confinado entre duas
placas com as caracteristicas ilustradas na Fig.36.

A primeira etapa para resolver o problema é esta-
belecer as condicdes de contorno para cada uma das fungdes dese-

jadas e que estdo visualizadas na Fig.37.
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2.0

2.0

Fig.36-Caracterizacdo do Problema.

y=viy)

QO
o

]
—

S
®

Fig.37- Condicdes de Contorno para a Funcido Potencial e
Funcgd3o Corrente.

Na Fig.38 apresenta-se a malha de elementos fini-
tos lineares utilizada por Chung (1978) e a malha de elementos
quadraticos usada para obtencido das projecdes da Funcido de Green.
Como nos casos anteriores, a malha de elementos de contorno
acompanha a malha de elementos finitos com nos duplos nos pontos

de descontinuidade das condicgdes de contorno.
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70
71

73

[ I B |

43

(a) - (b)
Fig.38-Malha de Elementos Finitos. FEM (a) MLGFM (b)

Nas duas figuras seguintes sio apresentados os re-
sultados obtidos com método de elementos finitos, Chung (1978), e
com o MLGFM. Na Fig.39 s30 mostradas as isolinhas da func3do po-
tencial e o perfil da velocidade (Vx) em x=3.5 para essas duas

anjglises. Na Fig.40 mostra-se as isolinhas da funcido corrente.

442 4.0
0
b by S 3 & 2
- o o Y
Velocidade Velocldade
20 28
241 241
221 22T
2 24
18 -J 181
1.0 + + + + + + 4 + + 1.6 + + + +
1 1M 12 13 14 W 18 17 18 W z 1 12 4 16 18 2
Y Y
(a) (b)

Fig.39-Isolinhas da Funcdo Potencial e Velocidade
Acima do Cilindro FEM (a) MLGFM (b).
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¥=20

v=138
v=16
y=14

V= 1.:_——/——
v 1,c~___—/
¢ =08
v = 0sf

¥ =04
v =02
=0

(a) (b)
Fig.40-Isolinhas da Func¢fo Corrente. FEM (a) MLGFM (b).

Otima correlaczo de resultados é observada, mesmo

para o perfil de velocidades acima do cilindro {(em x=3.5).

3.4.6-PROBLEMAS AXISSIMETRICOS

Muito embora o MLGFM possa ser entendido como éenao
uma extensio do Galerkin-BEM, a analise de problemas axissimétri-
cos também é caracterizada pela simplicidade. w

Problemas axissimétricos sio caracterizados pela inva-
riancia do potencial u(a,e,2z) com relacsio a coordenada angular e;
sendo 4, © e #z as coordenadas polares de um ponto X qualquer do
dominio.

As projegdes da Funcido de Green s3io feitas de modo
convencional usando o FEM. A unica alterac3o é a troca da matriz
de rigidez do elemento, [K], pela matriz [Ka] obtida para elemen-
tos axissimétricos. Para ilustrar este fato, considere-se o es-
coamento de um fluido ideal ao redor de uma esfera.

A equacdo de Laplace da func3o potencial para um sis-

tema curvilineo de coordenadas, Ei, assume a forma:

= . = . = i_.a_. ] iy 1 =
Ad =V.ev = V.V D =g 5% (g 3E; ) ®|ij g 0
onde
o] =&, -T“ &, =0, T* o,
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sendo F#_ o simbolo de Christofell de segunda espécie, gi o vetor

H 1) _ oi, ol

base do sistema contravariante de coordenadas e g g g’.
Para o sistema cilindrico de coordenadas (Ei1=a, Ez2=6,
_ _ _.2 - 1 __ 2 _ P
E3=z, g11_1’ g,,=1 g33-1, Fzz n e F12 1/a4) tem-se:

A® = ( 8%/ar% + 8%/0z%+ 1/r 8/8r ) ® = O

de onde se calcula a matriz [Kal] do elemento axissimétrico, que

vale:

P 1 ]t Y. 1
[Kal = 2n II * -H. ] A dadz
wl 9,z' wj ,’Z,

i’j=1,2,...l'1tn

Para o usuario acostumado apenas com o FEM, especial
atengio deve ser tomada no desenho da malha de elementos de con-
torno. Se o eixo de axissimetria, =z, & parte do contorno, este

eixo n3jo deve conter elementos de contorno.

Problema 10. Determinar u(a,e,z) tal que

-A u(x) =0 vV x=(a,8,2) € Q
u(x) = 1000 : X € 30 31 =0.1
u(x) = 500 X € 3Q > 4 =0.4

u,n(x) =0 X € 30 3 2 =0,42

onde Q é um tubo de secido anular e 82 seu contorno.

Usando malha homogénea de 6x3 elementos quadraticos
para discretizacido da secfdo de axissimetria, elementos de contor-
nos quadraticos com noés duplos nos pontos de descontinuidade das
condicdes de contorno € ko=1.0D-6 (n3do existem condigdes de con
torno do tipo Dirichlet homogéneas), obteve-se os resultados
ilustrados na tabela abaixo. Resultados do BEM s%o de Skerget &
Brebbia (1983).
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U,n~0

u=500 u=1000 1°

U0 FEM  BEM
malha 6x3

By,
)
T
L
1

Fig.41- Definigcido do Dominio e Condig¢des de Contorno.

Tab.11- Potencial.Comparacido de Resultados.

n Analitica BEM MLGFM
.15 853.76 - 854.0 - -854.23 _ .
.20 750.00 750.0 750.12
.25 669.52 669.4 669.65
.30 603.76 603.6 603.81
.35 548.16 548.0 548.20

Otima concordancia com a solugio analitica e com
os resultados obtidos com o BEM ¢ alcancada com o MLGFM, mesmo

com malha considerada grosseira.

Problema 11. Determinar u(a,9,2z) tal que

-A u(x) =0 vV x=(1,9,2) € Q

com condicdes de contorno prescritas de acordo com a Fig.42. Este
problema pode representar, por exemplo, o escoamento de um fluido
ideal ao redor de uma esfera dentro de uma tubulagio.

Na Fig.43 mostra-se as isolinhas da funcido poten-
cial e o perfil da velocidade para x=3.5 obtidos pelo MLGFM. Como
medida de comparacdo de resultados mostra-se na mesma figura as
isolinhas da func3o corrente e o perfil de velocidade obtidos por
Chung (1978).
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Chung (b).Malha Auxiliar de Elementos Finitos-MLGFM (c)
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Perfil de Velocidade MLGFM (c) e FEM(d).
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3.4.7-TORSAO DE EIXOS

De acordo com a teoria de St.Venant, na tors3io de bar-
ras elasticas, prismaticas, com secido transversal arbitraria e
simplesmente conecta, Q, e contorno 3Q; o campo de deslocamentos
u com componentes u,v e w nas direcdes X,y e z, respectivamente,

& suposto ter a configuracfo:
u = -ezy vV = ezx w =96 &(x,y)

onde z é o eixo axial da barra, © € o angulo de torsio por unida-
de de comprimento e ®(x,y) é a conhecida funcio de empenamento.
Usando as relagdes deformacido x deslocamento e tensio x deforma-
cdo da Teoria da Elasticidade (Lei de Hooke) resultam as expres-

sodes:

T, = Ge ( &,x - vy ) e T,y = GO ( &,y + x )

para as unicas tensdes nio nulas, onde G é o moédulo de cisalha-
mento. Substituindo essas componentes do tensor tens3do nas

equacdes de equilibrio tem-se:

A d(x,y) =0

que ¢é a equacido de Laplace para a funcdo empenamento. Esta

equacio admite como condicido de contorno:

®(s),n = Xt em 39

onde n é o vetor normal a 9Q, o representa o comprimento de arco
do contorno, X éum ponto do contorno e t é o vetor tangente a 3.

Mais outras duas formulacdes para o problema s3o
possiveis. A primeira ¢é obtida introduzindo a funci3o conjungada
da funcido empenamento, ¥(x,y), com as equacdes de Cauchy-Riemann,

i.é:

\y’y = ®.x € Y,x = ~ @-y
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tem-se a formulacio:

A ¥Y(x,y) =0 VXXen

¥(x,y) = 0.5 (x2 + yz) V X € 3Q

que envolve ‘a equacido de Laplace.
Finalmente, a ultima formulacio é obtida com uso da

funcido tensso de Prandtl, w(x,y), tal que:

1213 = W,y e ‘523 = ~Wyx
resultando
A w(x,y) = -2Ge VX e
w(x,y) = 0 VX €8

- que é caracterizada pela equacdo de Poisson.

Problema 12. Determinar a funcfo tensfo de Prandtl para torsio de
eixos com sec3do no formato de triadngulos equilateros. Este tipo
de sec3o é escolhida devido ao fato de que a solucdo analitica do
problema é bastante simples.

Adotando o sistema de referéncia ilustrado na Fig.44,

a solucdo analitica é:
w(x,¥y) =G ( x -y -23a)(x+¥-23a)(x+a)/2

onde y= y /3, a= a/3 e a=12.

Na Fig.45 mostra-se a malha auxiliar de elementos
finitos utilizada na determinacio das projecdes da Funcgdo de
Green e as isolinhas do erro % obtidas com uso do MLGFM. O valor
de <= calculado pelo MLGFM ¢é& 3.00237E+0, enquanto o analitico

max

(Gea/2) vale 3.00E+0 para Ge=1/2 e a=12.
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Fig.44-Sistema de Referéncia e Isolinhas da Funcgdo
Tensdo de Prandtl.

Fig.45- Malha Auxiliar de Elementos Finitos
e Isolinhas do Erro %.

3.4.8-COMPARACOES COM RESULTADOS ANTERIORES DO MLGFM.

Com objetivo de comparar resultados com

disponiveis na literatura, Silva (1988) e Barcellos &

(1987},

foram resolvidos os dois problemas seguintes.

93
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Silva
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Problema 13.Determinar u(x) tal que

A u = 50(- x% - y®+x+7y) VXeo
e u=20 YV X € 3Q

onde @ = { x = (x,y) e R®: -1s x,y s 1} e d ={ x = (x,y) € R*:
X,y = 1 }. Para discretizacio do dominio (usando a simetria do
problema) foram utilizados 4 elementos qu08po e para o contorno 8
elementos quadraticos de linha com nés duplos nos pontos de des-
continuidade da normal e/ou condi¢des de contorno.

Na Tab.12 apresenta-se os resultados de Silva (1988) e
da presente analise, indicando o erro percentual de cada uma.

Otima proximidade de resultados é& observada.

"Q nd duplo

Fig.46-Discretizacdo do Dominio e Contorno.

Tab.12-Resultados Comparativos para o MLGFM.

X v [Sol.Anal.{Silva (1988)| Erro% [Presente| Erro%
0.5 0.5 1.5625 1.5644 0.121 1.5603 0.141
0.375(0.5 1.4648 1.4745 0.662 1.4658 [-0.068
0.25 (0.5 1.1718 1.1763 0.384 1.1688 0.256
0.125]0.5{ 0.6835 0.6892 0.834 0.6858 0.336

Um aspecto importante a salientar é que nas analises
feitas por Silva (1988) e Barcellos & Silva (1987), a aproximac#o
da funcido de Green é feita a nivel de elemento, enquanto na pre-
sente analise esta aproximacio é realizada tomando como

referéncia todo o dominio.
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Problema 14.Determinar u(x) tal que

VXxeQ
V X € 3Q

-A u
u

1]
o

com dominio e contorno iguais ao do problema anterior.

A discretizacdo do dominio e contorno s3o iguais as do
problema anterior e na Tab.13 mostra-se os resultados da presente
analise, de Silva (1988) com o MLGFM e de Jaswon & Symm (1977)

com o BEM e 64/128 elementos constantes.

Tab.13-Resultados Comparativos para o MLGFM.

X vy [Silva (1988)|Presente|BEM-64 |BEM-128
0. 0 0.2941 0.2941 0.2947) 0.2947
0. 5 0.2291 0.2292 0.2293| 0.2293

0]0.
010.

Este mesmo problema foi resolvido com uso das malhas
de elementos triangulares mostradas na Fig.47. A discretizaci3o do
contorno foi realizada com elementos lineares e prevendo ngs du-
plos nos pontoside'&esédntinuidade'da*normal,e/ou das condigdes

de contorno.

T _1 2 8 T - 1 6
/| yays s
avavs
AN Ve //1/’ 4=0
4 s V =
Vi N
’ // e g u n =O - O, 5 O
T VL —
yd // 4 ,/ g // ,,/ // Vi y / ///_/
// e 4 //’ // . P4 i //’ / pa / 0.28
A /(//// 4// — 0.0
4 / / ! 4

010 0.26 050  1,4=0
(a) (b)

Fig.47- Discretizacdo do dominio. T128 (a) e T16 (b).

A malha T16 é a mesma utilizada por Dhatt & Touzot
(1985) para resolver este problema com o FEM. Resultados compara-
tivos estio mostrados na Tab.14 e as linhas de potencial (resul-

tados do MLGFM)} aparecem na Fig.48.
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Tab.14-Resultados Comparativos para o MLGFM.

X FEM MLGFM-T16 MLGFM-T128
0.0 0.29131 0.29131 0.29065
0.1 0.28798 0.28798
0.25 0.27391 0.27391 0.27679
0.50 0.22353 0.22352 0.22799
y=0. u(0,0)=0.294685413E+0.

Os resultados da Tab.14 mostram que o elemento trian-
gular linear deve ser evitado pelo MLGFM, pois n3o apresenta
ganho nenhum com relacio ao FEM e, mesmo com malha relativamente
refinada (128 elementos), os resultados para o potencial s3o
"péssimos" quando comparados com os obtidos com o elemento qua-

drangular linear e mesmo numero nés.

= |
t ¢ ;
AN BN
<C ~ N\ i
 A=.2876E+0 . N \\ \ !
B=.2672E+0 >%§~\ & : L
C=.2469E+0 X e \
- SRRy N
N=.2247E-2 N , G
0=.2069E-3 ' F NG\ N
_ e O\ - ‘
) \g \ \\ N AN
N A N \\
—2\ c \ \\\\ N
\‘ AY \\
N \\\ \\\ h
N \,

N NI NN

Fig.48- Isopotencial. Malha T128.

3.4.9-0 METODO "HRZ".

Na aproximacio da projecfio da Funcio de Green Gd(P) o

sistema de equacdes resultante é:

o] 6]
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onde [M] tem mesmo aspecto formal que a matriz massa consistente
com densidade unitaria.

Devido a natureza da matriz [M], o tempo de cpu utili-
zado para obter a aproximacido de Gd(P) & excessivamente alto para
malhas com grande numero de nés. Por exemplo, uma malha com "ntn"
n6és (que corresponte a "ntn" funcgdes de interpolagido para a
analise potencial) resulta uma matriz [M] com dimensio "ntn x
ntn" e, além do espaco para armazenamento dessa matriz, o sistema
acima é resolvido "ntn" vezes. Estes fatos podem inviabilizar a
solucdo em computadores de médio e pequeno porte dos problemas
onde existe a necessidade de usar malhas mais refinadas para a
discretizag¢ido do dominio.

Uma alternativa de soluc3do para o problema é a diagona-
lizacdo da matriz [M] com uso do "Método HRZ", Cook et ali.
(1989), com consegqgiiente reduciio do espaco de armazenamento dessa
matriz e do tempo de cpu utilizado para resolucido do sistema em
questio. Duas sido a principais razdes dessa escolha: os excelen-
_tes resultados obtidos com o FEM usando a técnica na analise mo-
dal e gque seu uso nfo é restrito a nenhum tipo de elemento. o

A idéia central do Método HRZ ¢é usar somente os ele-
mentos da diagonal da matriz massa consistente, porém com um cer-
to escalonamento de modo a preservar a massa total do elemento. O

Método pode ser resumido em 4 etapas:

1-Calcular somente os termos da diagonal da matriz

massa consistente;

2-Calcular a massa total do elemento, m. Esta passagem

exige apenas uma integracido direta;

3-Calcular o valor s = ) m__ usando somente as diago-
ij
nais relacionadas com graus de liberdade de translag3o mutuamente

paralelos e na mesma direcio: e

4-Escalonar todas as diagonais multiplicando-as por

m/s; o0 que preserva a massa total do elemento.

Os resultados praticos do uso dessa técnica com O

MLGFM estio mostrados nos exemplos que seguem.
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Problema 16.Determinar u(x), tal que
Au = VXX e
=0 V X € 3Q
sendo Q = { x=(x,y) € R® -1 s x,y 1 } e 8 = { x=(x,y) € R :

X,y =+ 1 }, que ja foi resolvido anteriormente. Usando malha ho-

mogénea de 5x5 elementos qu09po para discretizar 1/4 do dominio

(devido a simetria do problema) com correspondente malha de ele-

mentos quadraticos no contorno, os resultados obtidos com o HRZ

sjo os ilustrados na Tab.15. Nota-se que n3o existe diferenca en-
tre as solugdes obtidas com o MLGFM-convencional e o MLGFM-HRZ,

tanto em energia, potencial e/ou fluxo maximo.

Tab.15-Resultados Comparativos:MLGFM-Conv.x MLGFM-HRZ.

Solucgio Analitica MLGFM-Conv.| MLGFM-HRZ
Energia| 7.028850D-2] 7.028652D-2| 7.028652D-2

u(0,0)| 2.948685D-1| 2.946830D-1| 2.946830D-1
u,n(1,0)|{-6.753144D-1]|-6.752976D-11-6.752976D-1

Problema 17.Determinar a funcfio u(x) tal que
A u(r,e) =0 T, € Q
u(r,e) = ri/zcos(e/z) T, € aQ1
du(r,e)/3 = 0 T, € aQZ
onde @ = { x = (x,y) € Rz, -1 = x <1, 0 sy <11}, 891 e &%

siio mostrados na Fig.23. Este problema também jia foi resolvido

anteriormente e devido 3a

sua singularidade foi escolhido como

teste para validacio do uso do HRZ. A Tab.16 mostra os resultados

de energia obtidos com o MLGFM-convencional e o MLGFM-HRZ e a ma-
lha ¢ a mesma ilustrada na Fig.23.

Tab.16-Resultados Comparativos:MLGFM-Conv.x MLGFM-HRZ.

MLGFM-Conv.
4.408931D-1

Solucio
Energia

Analitica
4.406867D-1

MLGFM-HRZ
4.408931D-1

O comportamento oscilatorio do fluxo perto da singula-

ridade ¢é preservado e erros significativos aparecem somente no
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ultimo elemento perto do ponto singular, ilustrados na Fig.49.
Assim como verificado nas Tab.15 e 16, os valores pontuais do
fluxo também sdo coincidentes para as duas analises: MLGFM-

convencional e MLGFM-HRZ.

Fluxo
1000—':\
T\
T
aR \
100 ==
¥
_(_
10 %
T+
==
i + - —=—Sol.-Analftica —+ MLGFM + HRZ .
0.1 A
1.0E-5 1.0E-4 1.0E-3 1.0E-2 1.0E-1 v 1

Fig.49- MLGFM-HRZ. Fluxo ao Longo do Lado Critico.

3.4.10—PRbBLEMAS TRIDIMENSIONAIS.

Problemas de potenciais tridimensionais sio analisados
com o MLGFM sem nehuma mudanca na metodologia proposta até aqui.
Duas s3o as modificacdes necessarias: para aproximacio das
projecdes da funcfdo de Green o elemento finito passa a ser tridi-
mensional e para as aproximac¢des no contorno o elemento é bidi-
mensional.

As mesmas caracteristicas de superconvergéncia nodal

de fluxo e potencial estido presentes e verificadas com o exemplo

seguinte.
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Problema 18.Determinar u(x) tal que:

Au = 2[(1-x2)(1—y2)+(1-x2)(l—zz)+(1—y2)(1—zz)] VX€eN
u =20 VvV X € 3Q
sendo Q = { x = (x,y,2) € R3: -1 < X,y,Z s 1 } e 8 é& formado pe-

los lados do cubo; aQ = { x=(x,y,2z) € R3: X,¥,2 =+ 1 }.

Devido a simetria do problema, apenas 1/8 do dominio é&
discretizado com apenas um elemento he27po e quatro elementos de
(de superficie) com nos duplos em pontos de

Fig.50.

contorno quadratico

descontinuidade da normal,

™~

FEM

BEM

Fig.50-Discretizacio do dominio.

Excelentes resultados para fluxo e potencial s3o obti-
dos e mostrados na Tab.17, mesmo com malha tio pobre.

Tab.17-Potencial e Fluxo: Analitico x MLGFM.

Solucido Analitica MLGFM
P em O 1.0D+00 1.0D+00 (8)
P em A 0.0D+00 1.3D-24
F em A -2.0D+00 -2.0D+00 (8)
F em B 0.0D+00 5.5D-14

P/F=Potencial/Fluxo.
(.)=Digitos significativos

iguais.
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3.5~CONCLUSJES.

Ap6és a resolucdo desta série de problemas de potencial
com o MLGFM, algumas das principais caracteristicas e observacgdes
verificadas sdo:

1-A superconvergéncia nodal de fluxo e potencial é
marcante, até mesmo para os elementos de ordem baixa;

2-Caracteristicas de oscilac3o do fluxo/potencial para
os nos de um mesmo elemento (nés centrais e dos cantos) merece
uma anjlise matematica mais detalhada;

3-0 uso de nos duplos é essencial para os pontos do
contorno onde existe a descontinuidade da normal e/ou das
condi¢des de contorno;

4-Aplicado segundo as regras estabelecidas no Capitulo
2, o operador de Neumann adicional (¥’=pko) nZo influencia na
resposta do problema;

5-A taxa de convergéncia 4 (HeHER) aparentemente tem o

mesmo comportamento do FEM; - - -

6-A taxa de convergéncia nqn (He"ig) aparentemente n3o
tem o mesmo comportamento do FEM; mantendo, pelo menos, um ganho
de 10 vezes para cada acréscimo da ordem do elemento. Para valo-
res pontuais esta regra também n3do é valida e o ganho com o
acréscimo da ordem do elemento é bem mais acentuado e técnicas
n-adaptativas s3o altamente recomendadas para futuros trabalhos,
como mostram as Figs.(19) e (20).

7-Para problemas singulares, o projeto da malha é a
etapa fundamental para representar com eficiéncia a singularida-
de. Procedendo assim, mesmo com elementos de ordem baixa, fluxos
singulares s30 pontualmente representados com perfeicio. Erros
significativos aparecem somente nos noés do elemento que contém a
singularidade.

8-A nio homogeneidade do meio também & tratada sem
nenhuma dificuldade. Caracteristicas de superconvergéncia perma-
necem inalteradas;

9-Problemas axissimétricos também sio facilmente mode-
lados com a mesma eficiénéia alcancada pelo BEM, porém com extre-

ma simplicidade devido a aproximacdo da Func3o de Green;



102

10-Praticamente nio existe sensibilidade com relacfo a
distors3do dos elementos, mesmo para elementos de baixa ordem;

11-0 Método "HRZ" pode ser empregado com bastante efi-
ciénciaj; e

12-Problemas de analise tridimensional também s3#o mode-

lados com eficiéncia.
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CAPITULO 4

DESENVOLVIMENTO E APLICACAO DO
METODO DA FUNGAO DE GREEN LOCAL MODIFICADO (MLGFM)
PARA A ELASTOESTATICA

4.1-INTRODUCAO

Esta é a primeira aplicacdo do MLGFM para resolver
problemas da elasticidade bidimensiogal.ﬂDevidogg este fato, di-
versos problemas sio resolvidos com diferentes elementos,- coh
objetivo de verificar se a superconvergéncia nodal de deslocamen-
tos e esforgcos também esti presente para aplicagdes da elastici-
dade bidimensional.

Problemas de potenciais singulares foram resolvidos
com sucesso no Capitulo 3, mostrando 6tima proximidade da solucio
analitica, tanto no fluxo como em potencial. Erros acentuados
aparecem somente no ultimo elemento perto da singularidade. Esta
mesma caracteristica é verificada na determinacfo do fator de in-
tensidade de tens3do para problemas de trincas em placas e, compa-
rando com os resultados obtidos com outras técnicas numéricas, o0s
presentes podem ser considerados 6timos.

Para a determinac¢3o da concentracido de tensdes para
os problemas onde a soluc3do é "suficientemente regular", malhas
grosseiras s#o suficientes para uma boa representacio da solucio.
Mesmo considerando elementos distorcidos, o6timos resultados de
deslocamento e esforcos foram obtidos com uso do MLGFM.

Outra caracteristica bem semelhante aos problemas de

potenciais é a solucdo de problemas axissimétricos, que também é
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marcada pela sua simplicidade.

Finalmente, na primeira parte deste capitulo s3o mos-
tradas as equacgdes basicas da elastoestatica; na segunda o deta-
lhamento do formalismo do MLGFM para estes problemas e na tercei-

ra parte os resultados numéricos.
4 .2-RELACOES CLASSICAS DA ELASTOESTATICA.

Nesta secdo sido apresentadas apenas as formulas
basicas que caracterizam a resposta de corpos elasticos lineares
quando submetidos a carregamentos estaticos.
4.2.1-0 Problema da Elasticidade Linear.

Na Teoria da Elasticidade o maior interesse é voltado
para a solucdo da equacido de Navier para meios homogéneos,
isotropicos e lineares:

(A+G) V Vou + G V?u + b = 0 (4.1)
onde u @€ o vetor deslocamento
u- = {u u_ u } (4.2)

b & o vetor forga de corpo

bt

{b1 b2 b3} (4.3)

enquanto que A e G s3o as classicas constantes de Lamé relaciona-

das com o médulo de Young, E, e com o coeficiente de Poisson, v,

por
VE _ E
A E TR (T=25) e G = > (4.4)

A solucgido da Eq.(4.1) tem sido largamente investigada
matematicamente e muitas solugdes analiticas est3o disponiveis na

literatura especializada para problemas tidos como "académicos".
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Entretanto, a soluc3io de problemas com geometria e condigdes de
contorno complexas, & considerada de grande interesse.

Para tornar o problema (4.1) "bem posto", além das
exigéncias geométricas, deve-se prescrever suas possiveis
condigdes de contorno de forma adequada. Essas condig¢des podem
ser do tipo:

1-Condicdes de Contorno Essenciais:

O deslocamento é prescrito no contorno, i.é,

u = u(x) para x € aQ (4.5)

onde 3Q é o contorno do dominio Q.

2-Condi¢des de Contorno Naturais:

O vetor trac3do é prescrito no contorno, i.é,

T(x) = T(x) para x € 3Q (4.6)

onde T(x) é o vetor tracdo no ponto X € 90 que admite a
existéncia do vetor normal (apontado para fora), n, em quase to-
dos os seus pontos.
O vetor tracdo esta relacionado com o tensor tens#o,
¢, por
T(x) = o-n ' (4.7)

sendo que ¢ obedece a lei de Hooke:

g . = X € &  + 2G ¢ (4.8)
ij mm  ij ij

onde
e = (u, +u, )/2 (4.9)
1) i) j i
s _ 0 se 1 # J
ij - 1 se 1 = )

e (), indica derivada parcial com relacio a j-ésima coordenada

j
do sistema de coordenadas em referéncia.
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Com a combinacido dessas ultimas quatro equag¢des, as
condigdes de contorno naturais podem ser reescritas em termos do

vetor deslocamento na forma:
A n veu + 2G u, + G (n x rotu) = T(x) (4.10)
onde (~),n indica derivada normal em x € 3Q.

Ainda, a Eq.(4.8) pode ser convenientemente reescrita

como sendo:

9 T Dt (4.11)
ij ijkl ki
onde
_ 2Gv
ijkl  1-2p aijakl + G (5ik5jl + 5i15jk) (4.12)

3-Condig¢des de Contorno Mistas.
Sdo0 obtidas com combinacio dos dois tipos anterio-
res em diferentes partes do contorno. Tomando como exemplo, o
problema ilustrado na Fig.l, para explorar as condicdes de sime-

tria é necessario especificar u e L nulos no lado DE.

4-Condig¢des de Contorno nio Classicas.
Em adicdo a estes trés tipos classicos de condicdes
de contorno, existem ocasides onde as condicdes naturais aparecem

combinadas com as condicdes essenciais (Robin-Newton) como:
au+bT-=c (4.13)

que representa, por exemplo, um corpo sustentado por apoios
elasticos e/ou suportado por fundacido elastica.

Outro tipo de condicdo de contorno n3o classica pode
aparecer com a combinacido das componentes do vetor tracido da se-

guinte maneira:
a (T-n) + b (T-s) = c (4.14)

onde s & O vetor unitario tangente ao contorno. Esta situac3o po-

de representar, por exemplo, condicdes de contorno para
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superficies de Coulomb.

Fig.1- Condic8es de Contorno Mixtas.

De agora em diante, supde-se que o problema é "bem
posto" e a proéxima etapa é o desenvolvimento do formalismo do
MLGFM para problemas da elastoestatica, sem restricdes para o ca-

-so bi e/ou tri-dimensional.

4,3-FORMALISMO DO MLGFM PARA A ELASTOESTATICA.

Na Elastoestatica, pelo Principio da Energia Poten-
cial Total, o interesse & obter o vetor deslocamento u(x) que mi-

nimiza o funcional J(u):

J(u) = o.sj D u,u, do- j b u do - f T u doq - T u doQ
Q1)11_] 1 sz aQle aQ‘lll
(4.15)
comu = u em 601. Aqui Q < R3; aQ1 é a parcela do contorno onde u

é especificado e aQZ a parcela onde ¥(x) é especificado.

A primeira parcela do funcional J(u) representa a
energia de deformacio do corpo elastico quando submetido ao car-
regamento da forca de corpo b, das tracdes T(x) e deslocamentos u
no contorno. A segunda parcela representa o trabalho realizado
pelas forcas de corpo e as duas ultimas o trabalho realizado pe-

las forcas e deslocamentos de superficie.
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O funcional J(u) pode ser convenientemente reescrito
na forma:
J(u) = 0.5 B(u,u) - F(u) (4.16)

onde B(-,-) &€ a forma bilinear

v , dQ (4'17)

B(u,v) = jQ Dijkl ui’j k1

e F(-) &€ o funcional

F(u) = f b u do + ’i‘_iuidaQ + Tiu;-daQ (4.18)
Q a0 01
2

Minimizando J(u) com relacio ao vetor deslocamento
obtem-se as equacdes de equilibrio da elastoestiatica em termos de
deslocamentos:

G

G uj,kk + = uk,kj + bj =0 (4.19)

com possiveis condi¢8des de contorno:

2Gv o=
=2~ Y M YO (un vu, )0 =T em 5Q (4.20)
ou

u o= em 3Q | (4.21)

i i 1

onde n_ representa a i-ésima componente do vetor normal (sentido
1

—n

positivo apontando para fora do corpo) e o simbolo " indica va-
lor prescrito.

E interessante salientar que a forma bilinear B(-.,.),
como definida acima, atende as condig¢des do Teorema Generalizado
de Lax-Milgram. Uma outra demonstrac3io da solucdo unica da
Eq.(4.19) a partir da forma bilinear B(.,-) ¢é& a realizada por
Malvern (1969).

Das Egs.(4.19) e (4.20) identifica~se o operador di-

ferencial, #d,e o operador de Neumann, ¥, tais que
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du+b=0  em Q (4.22)

e Nu=T em 30 (4.23)

U1 Aus=b

Fig.2- Condic¢des de Contorno.

Como «& & um operador auto-adjunto, os operadores a4 e
¥* também est3o automaticamente identificados. Detalhes dessa de-
monstracido podem ser encontrados, por exemplo, na referéncia
Brebbia et ali. (1984).

De posse desses operadores diferenciais, as projecdes
da Funcido de Green podem ser calculadas via elementos finitos re-
solvendo os problemas 1% e 2%, Eqgs.(2.106)-(2.107) e (2.108)-
(2.109), respectivamente.

Com o objetivo de facilitar a visualizacdo de futuros
desenvolvimentos, admite-se que a discretizacfdo do dominio (malha
de elementos finitos) seja efetuada com uso do elemento bilinear
de quatro no6s e que a discretizacido do contorno (malha de elemen-
tos de contorno) seja realizada com o elemento de linha linear.
Ainda, todo o desenvolvimento que se segue sera realizado basean-
do-se na elastoestatica bidimensional, porém, pode ser aplicado
sem nenhuma limitag¢3o a analise tridimensional.

Assim sendo, a aproximacfio do vetor deslocamento em

cada elemento do dominio pode ser feita da seguinte maneira:

vy Oty '
(0 10

u = v, 0 ng 0 3 0 4 0 {u iu iu iu_ iu _iu__iu  iu_ }
0 w1§0 v, i v, v, 117 217 127 22° T13° 237 14} 24
(4.24)

onde v, representa a i-ésima func¢do de interpolacido local de
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dominio e u o valor da componente u no né "1" local. Matri-

cialmente esta aproximacido pode ser reescrita na forma:

u = (¥] q (4.25)
onde
_ 0 ip_. 0 ip_ 0 iy O
[v] = [ by D iv, Uil 0y,
. 0" 9,i0% v, 10" v 10" y,
e q = {u _iu__iu _iu__iu _iu__iu_  iu_ }*.

Procedendo de maneira anialoga, no contorno, a aproxi-
macdo para o vetor deslocamento u é feita segundo as fungdes de

interpolacdo locais, i.é:

- ¢ 0¢ 0 H ; : t
u o= [ o? ¢1§02 ¢, {u11’u21‘u12‘u22} (4.26)
onde ¢i representa a i-ésima func3o de interpolacido local de con-
torno e u o valor da componente u no no-"1" local. Matricial-

mente esta aproximacio pode ser reescrita na forma:
u = [¢] q (4.27)

onde

Globalmente, i.é, usando as funcg8es de interpolacgio

globais tem-se:

uz[wO?wOE, Py t

1 if2 ieseilntn {fu iu_ fu iu_ _ieeeiu iu

10 ! i ] : ; : : : ;

0 v, i 125 : 0 L 11° 21" 12° 22 1ntn’ 2ntn

(4.28)

onde p_ denota agora a i-ésima func3o de interpolacfdo global, UL
1

indica o valor de u no no global "1" e "ntn" o numero total de

nos da malha de elementos finitos.
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Analogamente, para o contorno tem-se:

5322 g"'g ntnco t

{u iu_ iu _iu  ieeeiu fu
H H H 11 21 12° 22° ' 1ntnc’ 2ntne
1° 2° ) ntnc

u=[8lg

(4.29)
onde ¢i denota agora a i-ésima funcio de interpolacdo global, ukl
indica o valor de u no no global "1" do contorno e "ntnc" o
numero total de nd6és da malha de elementos de contorno.

Note que, uma vez que na discretizacido de elementos
de contorno existe a possibilidade da existéncia de nés duplos,
caracterizados pelas mesmas coordenadas espaciais, estas funcdes
de interpolacido globais do contorno diferem das usuais de elemen-

tos finitos, como mostra a Fig.3.

*r—o—o—=——9 *r—0—00———0—@
i ik I m i i kI m n
D—A—Q
O——A;I——o—a
k Kk

¢k de contorno convencional do FEM ¢k de contorno com no duplo

Fig.3- Funcgdes de Interpolacdo Globais de Contorno.

No final desta etapa o espaco 7(&,n) de elementos fi-
nitos, caracterizado pelas grandezas & e n que definem o maior
diametro externo dentre todos os elementos da malha e o grau qn do
polindémio aproximador, respectivamente, estia completamente defi-
nido. A proxima etapa ¢é determinar as projeg¢des do Tensor de

Green.
4.4-APROXIMACAO DAS PROJECOES DA FUNCAO DE GREEN.

Por conveniéncia, repete-se todo procedimento desen-
volvido no Capitulo 2 a partir dos problemas 1 e 2, Eqs.(2.90)-
(2.91) e (2.92)-(2.93), respectivamente, para obter as projecdes
Gd(P), Gd(p), Gc(P) e Gclip).
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4.4.1-APROXIMACAO DE Gd(P)/Gd(p).

Do problema 1, Eqs.(2.90) e (2.91), tem-se:

4 G(P,Q) = &§(P,Q) 1 V P,Q € Q (4.30)

VQeQ, pe XN (4.31)

(¥*+¥’) G(p,Q) = 0

Pés-multiplicando a Eq.(4.30) por [¥(Q)] e integrando

fixo, resulta:

no dominio Q, mantendo o ponto "P"

a4 Gd(P) = [¥(P)] YVPeq (4.32)

e com mesmo procedimento a partir da Eq.(4.31) obtém-se:

(F*+¥°)Gd(p) = O Vpean (4.33)
Note que Gd(P) & da forma:
- G11{G12 v 0 ip O iy
ca(p) = [ o [ % b ibey eibiny Jame e

pontos "P,Q" e yi depende do ponto "Q".

onde Gij dependem dos
Esta express3o pode ser reescrita como:
Gd(P) = [Gd'(P)iGd?(P)iGd%(P)i...iGd"*"(P)] (4.35)
onde as componentes Gd!(P) valem:
(4.36)

i _ G11yp {Giay,
Gd™(P) = jQ [ Gz1w;§Gzzw; ] dQq

i-ésima componente da projecido da Funcgido de

e representam a
finitos ¥%(&,n).

Green no espaco de
Eq.(4.32) pode ser reescrita da seguinte maneira:

elementos Assim sendo, a

x G11p iGizy, _ p i0
A JQ [ GZ‘IIP:;GZZ(D: ] dQaq = l: Ol;wi VP e



115

ou
* i 7] (P)i O

Gd (P) = i i VPen 4.37

de onde se conclui que as componentes da projecdo da Funcio de

Green também obedecem a equacdo diferencial do problema adjunto,

com modificagdes apenas no vetor excitacdo, i.é, com a substitui-

¢cdo de

ip (P)

1

8(P,Q) I por [ wiép)i 0 ] (4.38)

As condicdes de contorno para a Eq.(4.37) s3o estabe-

lecidas a3 partir da Eq.(4.33), i.é:
(F*+¥’) Gd'(p) = 0 (4.39)

Definindo o operador diferencial & como:

B = [ 0 iy ] (4.40)

onde (-),x indica derivada parcial com relacfo a coordenada car-

" " " "

tesiana "x" e (:),y com relacido a "y", formula-se o funcional,
J(Gd),

J(Gd') = 0.5 f [D ®(Gd') 1Y ®(Gd') do - f [cd'1t p do +
J Q J J Q J J

J (¥ (Gd}) 1Y cdl dan (4.41)
0 J J

cuja minimizagido e posterior solugdo com o FEM resulta na
projecido da Funcido de Green desejada. Nesta expressio tem-se: Gd;

& a j-ésima coluna de Gd!(P) e Pj (j=1,2) vale:

P = [ wiép) ] e P = [ v ?P) ] (4.42)
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Para facilitar a visualizacdo, reescreve-se a j-ésima

coluna da i-ésima componente da projecdo da Funcgdo de Green, Gdi,
na forma:

Gd;'= [ v ] (4.43)

cuja expansio no dominio com elementos finitos é feita com:

i _ [ 0 iy EoLiy
6dj = [01 v, i0° 10

0) , . , , . .
i ntn 0 {v iw iv iw i{eseiv iw }t
: v, 11" 2° 2’ '

ntn' ntn
ntn
(4.44)
Substituindo esta aproximacido no funcional J(Gdi) e
minimizando via elementos finitos para todas as componentes da

projecido da Funcfo de Green na base do espaco ¥(h,qn),

resulta o
sistema de equacdes:

[K + KolIG°"] = [M] (4.45)

onde [K] & a matriz de rigidez convencional de elementos finitos
para analise de problemas elastoestaticos,

(K] = f B' D B dg (4.46)
Q

sendo D a matriz das constantes eliasticas do material que corre-

lacionam tensdes com deformacdes (lei de Hooke), B & igual a

W.osx 0 p.,x O v

H s X O
1 ; 2 : : ntn
B‘= 0 w19y§ 0 wz,y§'°'§ 0 wntn,y (4.47)
wi’y wi’xé wz’y wz’xg gwnt.n"y wntn’x

[Ko] @ a matriz rigidez adicional

devido a preserigca do operador
¥’ no contorno: ,

6 0i¢_ 0 i¢ 07k i0[e. O ie_ 0 i io
(Kol= [1 in2 feesiom ] [15 ][1 in2 feseiim ]d&)
N 0 ¢1‘0 ¢2‘ 107 @ 0 ‘kz 0 ¢1‘0 ¢2= 0 m

(4.48)
onde "m" representa o numero de noés do contorno onde atua o ope-

S O
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rador ¥’e ki uma constante n3o nula arbitraria. Uma outra escolha

conveniente para a matriz [Ko] é da forma:

[Ko] = diag [k1§k2§k3§.“§k2m-1gk2m] (4.49)

"

sendo que k ’s s8o constantes arbitrarias n3o nulas e "m" indica
1
o numero de nés no contorno onde atua o operador ¥’. [M] é

idéntica a matriz massa com densidade unitaria, i.é:

- p 0
(M] = JQ[Ol v

(4.50)

e [GDP] contém valores nodais das projecdes da Funcido de Green:

[GDP]_ ) = valores nodais (j=1,2*ntn) das componentes da
J’Z*I_l .
projecdo Gd' devido ao carregamento wi (i=1,ntn) na
direcgsdo 1.
[(l}DP].Z*i = valores nodais (j=1,2%ntn) das componentes da—
i,

projecio Gd! devido ao carregamento v, (i=1,ntn) na
direcfio 2.
4.4.2-APROXIMACAO DE Gc¢c(P)/Ge(p).
Do problema 2, Eqs.(2.92) e (2.93), tem-se:
4* G(P.q) = 0 VPeQ, qe (4.51)
e (¥*+¥°) G(p,q) = &(p,q) V p,q € 3Q (4.52)

Pos-multiplicando a Eq.{(4.51) por [#(q)] e integrando

no contorno 3Q, mantendo o ponto "P" fixo, resulta:
4 Gec(P) = 0 VPeq (4.53)

e com mesmo procedimento a partir das Egs.(4.52), obtém-se:
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(F*+K¥7)Gc(p) = [d(p)] VpeaxX (4.54)

Note que Gc(P) & da_forma:

G11 G1z2 ¢ 0 i¢p O i i 0
GC(P) =I [ ][ 1 in2 ieesi ntnc ] ddQq (4.55)
30 Gz21 Gz22 0 ¢1:0 ¢2: i0 ¢ntnc
onde Gij dependem dos pontos "P,q" e ¢i depende do ponto "q"
Esta equacio pode sgrrreescrita como:
- 1 : 2 : 3 : : ntnc
Gec(P) = [Gc (P);GC (P);GC (P)g~°-gGC (P)] (4.56)
onde as componentes Gci(P) valem:
i _ G119 G129
Gel(P) = IaQ [G21¢;§Gzz¢:] da0q (4.57)

e representam a i-ésima componente da projecido da Funcio de Green
no espaco gerado pelas funcdes de interpolacdo de elementos. de
contorno. Assim sendo, a Eq.{(4.53) pode ser reescrita da seguinte

maneira:

x G119, {G12¢, _
» jaQ [sz:iczqu;] doQq = 0 VPeOQ

ou
4% Gel(P) = 0 VPeoQ (4.58)

de onde se conclui que as componentes da projecdo da Funcio de
Green também obedecem 3 equacido diferencial do problema adjunto,
com modificacdes apenas no vetor excitacio, i.é, com a substitui-

cido de

S(P,Q) I por 0 (4.59)

Novamente, as condicdes de contorno para a Eq.(4.58)

sio tomadas a partir da Egs.(4.54) e valendo:
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X 4 i ®» (p)i O
= ; : 4,
Da mesma maneira efetuada para a projecio
Gd(P)/Gd(p),

é possivel escrever o funcional

J(Gel) = 0.5 f (D B(Gcl)]t B(Gct) do - f
J Q J J

[Gci,]t p. daQ +
m J J

J (¥ (Ge') 1t Gel dap (4.61)
30 ) 3

cuja minimizacdo e posterior solugdo com o FEM resulta na

projec3do da Funcido de Green desejada. Nesta expressio tem-se: Gc;
& a j-ésima coluna de Gc'(P) e pj (j=1,2) vale:

= |¢.(p) - 0
o= [%6"] e e, ["’i‘P)] (4.62)

&

Para facilitar a visualiza¢Ho, reescreve-se a j-ésima

coluna da i-ésima componente da projec3do da Funcio de Green, Gc%,
i
na forma:

Ge! = [;’,] (4.63)

cuja expansio no dominio com elementos finitos é feita com:

0 ip_ 0 | Py 0 ] . . . t
Gec, = [ Yy i A2 ieee i lntn {v iw iv_iw_feeoiv  iw }
i 0 w1:0 Y, i0 Yo 1t T2 2 ntn’ ntn
(4.64)
Substituindo esta aproximacio no funcional J(Gc%) e
3
minimizando via elementos

finitos para todas as componentes da
projegcdo da Fun¢3o de Green na base do espaco 7(h,n),

resulta o
sistema de equacdes:

[K + Kol[G°F] = [m] (4.65)

onde [K] e [Ko]

sdo as matrizes ja calculadas anteriormente,
é a matriz

[m]
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(4.66)

e [G°"] contem valores nodais das projecdes da Funcido de Green:

[GCP]j o1 = valores nodais (j=1,2*ntn) das componentes da
projecdo Gc' devido ao carregamento ¢i (i=1,ntnc)

na direcfio 1.

CP]

R = valores nodais (j=1,2*ntn) das componentes da
J, 1

projecso Ge! devido ao carregamento ¢ (i=1,ntnc)
1

na direcfo 2.

Para finalizar, as Eqs.(4.45) e (4.65) s3do resolvidas

simultaneamente e podem ser reescritas como:

[K+Ko1[G°PiG "1 = [Mim] (4.67)
. DP cP
De posse desses valores nodais, [G ] e [6 ], sele-

ciona-se os valores dos n6s do contorno para formar [G°P] e
c
[6°P1.

4.5-EQUACOES FINAIS.
4.5.1-DOMINIO.

Foi mostrado no Capitulo 2 que o sistema final de

equacgdes para o dominio é:
A {u} =B {f} + € {b} (4.68)

onde {u} é o vetor contendo valores nodais dos deslocamentos nas
direcdes "x" e "y" (desconhecido e/ou desconhecido por partes),
{b} & o vetor contendo valores nodais das forcas de corpo (conhe-

cido) e {f} & o vetor das reacdes nodais no contorno, i.é, os va-
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lores nodais de "(¥ +¥’)u" (desconhecido e/ou desconhecido por
partes).

4.5.2-CONTORNO.

Para o contorno o sistema final de equacges é:

D {u} = E {f} + F {b} (4.69)

onde {u} representa agora o vetor dos valores nodais dos desloca-

mentos para os noés do contorno.

4.6-MATRIZES A,B,---,[F.

As matrizes A e D,

A

j (¥(P)1*[¥(P)] doe (4.70)
Q

=)
]

j [o(p)1to(p)] daqp : (4.71)
a0

sfdo calculadas diretamente por integracfo numérica em cada um dos
elementos do dominio e/ou do contorno, com posterior superposicio

via elementos finitos.

Com relacdo 4as outras matrizes, mostrou-se no
Capitulo 2 que:

F' = B = A [6°7) (4.72)
C = A [6°"] (4.73)
e E = [G°] D (4.74)

o0 que completa o calculo de todas as matrizes necessarias.
Finalmente, valores no dominio s3o calculados usando-
se a Eq.(4.68) e as Eqs.(4.72) e (4.73), resultando:

{u} = [G°PI{f} + (G°F)(b} (4.75)



4.7-APLICACOES.

Em todas as aplicacdes contidas neste capitulo, uti-
lizou-se a seguinte convencido para a enumeracdo da malha auxiliar

de elementos finitos:
MX-Y = malha "Y" para o problema "X".
Problema 1. ANALISE DE VIGAS RETAS EM BALANCO.

Como primeira aplicacio do MLGFM para a solug3do de
problemas da elastoestatica, os testes de flexso de vigas propos-
tos por Mc Neal, 1985, sio tomados como referéncia. Estes proble-
mas foram propostos com o objetivo de testar a eficiéncia de ele-
mentos finitos bidimensionais com relacfio a distorsfio e raz3o de
aspecto entre os lados do elemento. Estes testes estido ilustrados
na Fig.4.

O carregamento "P" é aplicado na extremidade livre da
"viga, de comprimento L, altura h, espessura t, médulo de Young E
e coeficiente de Poisson v. Admitindo-se o estado plano de
tensGes e o sistema de referéncia ilustrado na Fig.5, a solucdo
analitica para as tensdes & dada por (Timoshenko & Goodier,
1970):

o (x,y) = -3Pxy/(2c>)

e v, (xy) = =3P [ 1 - (y/c)? 1/4c
onde "c" é a distancia da linha neutra até a superficie livre da
viga (h/2).
O perfil de cisalhamento © (0,y) é prescrito como
Xy
condicio de carregamento na extremidade carregada da viga e o©

" 1"

deslocamento na direcido "y" em (0,0) vale:
v(0.0) = PL?®[143E(h/L)2%/10G]/3E1l

onde G=E/(2+2v) e I o momento de inércia da secio. A primeira

parcela dessa expressio ¢ correspondente a4 flexdo da viga e a se-
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gunda ao seu cisalhamento,

h=0.20 [ S B VL
| A PN
E=1.0E7

v=0.30

L=20.0 /4/ 450

P=1.0 JIh M1-3
[

i

Fig.4-Testes propostos por Mc Neal para elementos finitos.

t
-

S G * D .,

®0 JP
[ X X ]
> o

|

[ X X J

2 ng duplo

Fig.5-Sistema de Referéncia, Condicdes de Contorno e Malha
Auxiliar de Elementos Finitos e de Contorno para a malha M1-1.

As Tabs.1 e 2a mostram os resultados obtidos com o
MLGFM, utilizando como elemento finito auxiliar o lagrangeano
quadratico para discretizacdo do dominio e o elemento de linha
quadratico para discretizacio do contorno. Noés duplos s3o adicio-~
nados em pontos de descontinuidade da normal. Na Tab.2b mostra-se
alguns resultados tipicos de elementos finitos para deslocamentos

adimensionalizados.
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Tab.1-Tensdes o (L,y).
X

Ml1-1 M1-2 M1-3 Analitica
0.180000D+3] 0.187215D+3}| 0.189245D+3]| 0.1800D+3
0.000000D+0|-0.360806D+1|-4.623441D+1| 0.0000D+0

-0.180000D+3{~-0.172782D+3{-0.170751D+3|-0.1800D+3

0O O 0

Tab.2a-Deslocamentos v(0,y).

M1-1 M1-2 M1-3 Analitica
0.2161088D-1{0.2141157D-1]0.2139864D-1
0.2161068D-110.2141133D~-110.2139844D-1} 0.216187D-1
0.2161088D-110.2141175D-1]10.2139887D-1

0O O 0|«

Tab.2b-Deslocamento em (0,0) v /v
FEM' ANAL.

Malha| QUAD4 Q4S JET
M1-1 0.904 0.993 0.904
M1-2 0.071 0.986 0.045
M1-3 0.080 0.988 0.438
Ref. Frey, 1989,

Como L/h=20/0.20=100, o efeito do cisalhamento é pou-
co pronunciado para as situacdes ilustradas neste exemplo. O
préximo problema selecionado é a flexéorde vigas com L/h=5, onde
o efeito do cisalhamento da sec3o transversal n3o pode ser des-

prezado.

malha de malha de
glementos finitos elementos de contorno

I
.

®

& & &
v b4 g

1

——P
[ ]
—e

& no duplo

L=20.0 h=4.0 v=0.20 E=80000.0 t=0.25 P=4.0

Fig.6-Malha Auxiliar de Elementos Finitos e Malha de Contorno.

Este problema também foi resolvido por Brebbia & Do-
minguez (1989), com o uso do Método de Elementos de Contorno e
com o0 objetivo de comparar resultados, a malha de elementos con-
torno é a mesma utilizada por estes autores. Elementos lagrangea-

nos quadriaticos s3o utilizados para discretizac3o do dominio e
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noés duplos sido especificados em pontos de descontinuidade da nor-
mal, conforme a Fig.6. Os resultados dessas analises estio resu-

midos nas Tabs.3 e 4.

Tab.3-Deslocamentos v(0,y).

y |Brebbia & Dominguez-BEM MLGFM Analitica
c 0.10166D+0 0.10231D+0

0 0.10169D+0 0.10234D+0 0.102880D+0
-c 0.10166D+0 0.10231D+0

Tab.4~-Tensges ox(L,y).

y |Brebbia & Dominguez-BEM MLGFM Analitica

c 0.2985D+02 0.3000D+02 0.3000D+02

0 0.0000D+00 0.2244D-12 0.0000D+00
-c -0.2985D+02 -0.3000D+02 |-0.3000D+02

Nota-se das Tabs.l1 a 4 6tima proximidade entre os re-
sultados obtidos com o MLGFM e as solug¢des analiticas. Mesmo
quando os elementos estido distorcidos, esta caracteristica .é
mantida. Neste exemplo, a comparacdo BEM x MLGFM mostrou-se fa-

voravel ao MLGFM com relacgdo a precisido dos resultados.
Problema 2.ANALISE DE VIGAS CURVAS EM BALANCO.

Nestas primeiras aplicacdes se verificou que a sensi-
bilidade com relacido a distorsio dos elementos é relativamente
pequena. Diante deste fato, os préximos problemas serfo a analise
de vigas curvas. O interesse ¢é& resolvé-los com a formulacdo da
elasticidade bidimensional e ser3o consideradas duas situacdes:
uma onde a raz3o R/h (raio medio/altura da viga) é pequena e a
outra onde ¢ grande.

A primeira viga curva analisada é a ilustrada na
Fig.7 com R/h pequeno e condicdes de contorno do tipo (Timoshenko
& Goodier, 1970):

Para e=0:

Oy = 0
= -P [ r + a%%/r® - (a% + b%)/r I/N

Tre
N = a% - b% + (a% + b¥)en(b/a).
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Para o=n/2:
% =P [ 3r - azbz/r3 - (a2 + bz)/r 1/N

=0
tre

O deslocamento radial (solucfo analitica) no raio

médio e extremidade livre é dado por:

-Pr (a%+b%)/EN

e
]

a=12.0 b=16.0 P=1.0 E=1.0 v=0.20 t=1.0
Fig.7-Definicdo do Problema.

Para a discretizacfo do dominio sio utilizadas malhas
com 2x5 elementos lagrangeanos cubicos (M2-1) e quadraticos (M2-
2). As malhas de contorno s#o construidas com elementos cubicos
(M2-1) e quadraticos (M2-2), prevendo nés duplos em pontos de
descontinuidade da normal. Resultados de tensdes e deslocamento

s3o apresentados nas Tabs.5 e 6.

Tab.5-TensGes Normais no Engaste.

T Analitica M2-1 M2-2
16.00 4.5560 4.8084 4.6808
15.33 3.1524 3.1358
15.00 2.4117 2.3832
14.66 1.6409 1.5308
14.00| -0.0018 0.0275 |-0.0322
13.33] -1.8068 -1.8767
13.00| -2.7819 -0.2807
12.66f -3.8134 -3.8326
12.00} -6.0747 -5.7313 |-5.9188




Tab.6- Deslocamento Radial no Raio Médio da Extremidade Livre.

e
L N ]
-
[ o ]

AN

o

*—eo—o0-o

+

Malha M2-1

=

+

Malha M2-2

Fig.8-Malha Auxiliar de Elementos Finitos e de

b

Elementos de Contorno.

Analitica

M2-1

M2-2

408.94028

408.14532

391.25173

O segunda aplicacido é a
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ilustrada na Fig.9 com R/h

grande. A discretizacio ¢ feita somente com elementos quadraticos

(M2-3=12 elementos

normais no engaste e deslocamento na extremidade

trados nas Tabs

. 7 e 8.

e M2-4=16 elementos).

Tab.7-Tensdes Normais no Engaste.

T Analitica M2-3 M2-4
4.32 123.3944 111.3402 124.6277
4.22 zerTo 6.1388 0.5129
4.12 |-129.3845 -141.8956 {-128.8576

Tab.8~ Deslocamento Radial no Raio Médio da Extremidade Livre.

Analitica

M2-3

M2-4

1.7677D-3

1.5594D-3

1.7532D-3

Resultados de. tensdes

livre s3o mos-
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Ty

Malha M2-3

%

+ -

Malha M2-4

a=4.12 b=4.32 E=1.0E7 v=0.25 t=0.10
Fig.9-Discretizacfo do Dominio e Contorno com
Elementos Quadraticos.

Mesmo com apenas um elemento ao longo da espessura,
as tensdes normais no engaste e os deslocamentos no raio médio da
extremidade livre est3o relativamente bem representados para a
malha M2-3. Os resultados para a malha M2-4 mostram a eficiéncia

do refino 4.
Problema 3.TUBO DE PAREDE ESPESSA.

Um outro teste proposto por Mc Neal, 1985, é o tubo
de parede grossa mostrado na Fig.l10. Para modelamento desse pro-
blema foram utilizados os elementos quadraticos e n6és duplos nos
pontos de descontinuidade da normal. A Tab.9 mostra os resultados
da tens3o normal ao longo do raio (MLGFMxAnalitico) e a Tab.10 os

deslocamentos radiais.
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0s'¢
oz'y
0¢'s
GL'9

Ri=3.00 Re=9.00 v=0.30 E=1000.0 Pi=1.0

Fig.10-Tubo de Parede Espessa com Pressio Interna.
Malha de Elementos Finitos e de Elementos de Contorno.

Tab.9-Tensdes Normais ao Longo do Raio.

T Analitica MLGFM
9.000 0.25000 0.25230
7.875 0.28826 0.28726
6.750 0.34722 0.34920
5.975 0.40861 0.40743
5.200 0.49944 0.50152
4.700 0.58335 0.58206
4.200 0.69898 0.70134
3.850 0.80808 0.80656
3.500 0.95153 0.95432
3.250 1.08358 1.08096
3.000 1.25000 1.25650

Tab.10-Deslocamentos Radiais.

T Sol.Analitica MLGFM
3.0 4.650D-3 4.649650D-3
1.0 2.250D-3 2.249899D-3

Otimos resultados, tanto para deslocamento como

tensgdes s3o verificados.

129

para
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Problema 4.FURO CIRCULAR EM PLACA RETANGULAR.

Uma outra aplicacido é o estudo de uma placa retangu-
lar com furo circular submetida a trac3o uniaxial, conforme a
Fig.11. Devido 4 caracteristica "suave" da solucso do problema
(n3o est3do presentes cantos reentrantes, mudancas subitas nas
condi¢gdes de contorno e/ou carregamento), malhas relativamente
grosseiras sido suficientes para captar perfeitamente a

concentracdo de tensdes existente perto do furo circular.

—

'IICI'DH"

T

8w

SRS

T
R
ﬁ

18] (@) @ @ Q) @)

Fig.l1-Definigdo do Problema e Condi¢des de Contorno.

Szabo,1986, usa as malhas ilustradas na Fig.12 para
resolver o problema com as versdes A e p-adaptativas de elementos
finitos, sendo que oS elementos utilizados para analise
f—~adaptativa s3o lineares. Para analisar o problema com o MLGFM
foram utilizadas as duas malhas (em escala) mostradas na Fig.13.
O problema foi resolvido inicialmente somente com a malha ME-1
(elementos quadraticos), porém os resultados obtidos para a razio
r/w=0.75 apresentam um erro relativo "muito grande" e, devido a
este fato, a malha M4-2 é projetada com os elementos cubicos com
0 objetivo de melhorar a resposta para esta razio de r/w. Resul-
tados comparativos com a solucdo analitica mostram a superconver-
géncia para tensdes obtida com o MLGFM e podem ser vistos na
Fig. 14,



vers3o & (334 elementos)

Fig.12-Discretizacdes do Problema para o

131

IRRERLE

versiio n (3

elementos)
FEM.

—t+—+ } +
[ i ® T
= L. i 1 Ni
Pt 1 T
Malha M4-1
o N N Jl; IL I
® [ e 9 '
o o e ¢
@~ L T
Malha M4-2

Fig.13-Discretizacdes para o MLGFM.

Kt
3

N\

AN —— SOL. ANAL(TICA
28+
' \\ +  MLGFM:M4-1
N ¥ MLGFM:M4-2
2.6+ \\P O FEM-h ADAPTATIVO
K

FEM-p ADARPTATIVO

2.4 T
22T
2 +— — }
o} 0.2 0.4 0.6
r/w

0.8

Fig.l14-Fator de Concentracido de Tensdes.
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Problema 5.FATOR DE INTENSIDADE DE TENSOES PARA TRINCAS.

Nesta aplicac3o, o objetivo é determinar o fator Ki
para a situacfo ilustrada na Fig.15. Tomando como referéncia o
estado plano de deformacdo, as componentes do tensor tensio perto

da trinca podem ser escritas na forma:

o (r,e) = K1 (2ar) Y2 f (o)
ij ij

onde (r,e) s3o as coordenadas polares com o polo na raiz da trin-
ca, Ki o fator de concentrac3o de tensdes (modo I) e fij(e) sdo
funcdes que dependem exclusivamente da coordenada angular © e su-
ficientemente bem comportadas.

Para calcular o fator Ki utiliza-se a mesma técnica
empregada no método de elementos finitos, isto é, calculando o
limite:

- - K1 = £Lm,0.3(r,e)f(2nr)1/2/f,,le)
-0 ) b

e, como visto em problemas potenciais, uma perturbacio nesse fa-
tor é esperada perto da singularidade devido as oscilac8es carac-
teristicas das solucdes obtidas com o BEM para os problemas sin-
gulares. Entretanto, 'com . o projeto da malha seguindo as
progressdes geométricas vistas anteriormente, erro significativo

¢ esperado somente no ultimo elemento perto da trinca.

Lttt o

{/’
o T Tt

14

14

OO 000

Fig.15-Caracterizac3o do Problema e Condic¢des de Contorno.
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Procedendo desta maneira, a malha auxiliar de elemen-
tos finitos é projetada com elementos quadraticos e escalonados
em progressio geométrica (razio igual a 0.20), conforme a Fig.16.
No6s duplos sio especificados em pontos de descontinuidade>da nor-
mal e a malha de contorno também é construida com elementos qua-
draticos.

Tomando como referéncia ozz(r,e) e fazendo o limite
de r tender a zero para =0, a curva obtida para Ki & a mostrada
na Fig.17b. Como previsto,a oscilacio da tens#o ozz(r,e) ao redor
do ponto singular ¢é verificada e as maiores amplitudes de
oscilacio aparecem justamente nos ultimos elementos perto da
trinca. Mesmo assim, o valor de Ki (extrapolando) esta bem
préximo do valor exato.

Apesar desta o6tima concordancia com a solucio
analitica,'na Fig.17b ainda é possivel identificar que os resul-
tados para os noés situados no meio do elemento estido mais
proximos da curva analitica e que somente no ultimo elemento per-

to da singularidade é que a oscilac3o é bem visivel.

Fig.16-Malha auxiliar de Elementos Finitos e
de Elementos de Contorno.
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Fig.17a-Geometria Deformada.
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Fig.17b-Fator Intensidade Kr.
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Problema 6.PLACA CIRCULAR.

Outra classe de problemas que podem ser analisados
com elementos bidimensionais s3o os "axissimétricos". Assim como
para a analise dos problemas de potencial, a formulagio dos pro-
blemas axissimétricos com o MLGFM é& caracterizada pela simplici-
dade e facilidade de implementac#o.

Novamente, as unicas alteracdes necessarias s3o: a
troca do elemento finito bidimensional (estado plano de tensdo ou
deformacio) pelo elemento axissimétrico e a malha de elementos
de contorno que nio deve conter elementos no eixo de axissimetria
quando este eixo faz parte do contorno da secso axissimétrica.

Assim, o elemento finito passa a ser (adotando o eixo

" "

y" como eixo de simetria):

(K] = 2n f J B'*' D B x dx dy
Xy

onde a matriz D é a especifica para problemas axissimétricos e B

vale

¢j’X: O

0 idj,y -
B = P j=1,2,...,ntn
Pisyidisrx ' ’
oj/xi O
Como aplicac3io de problemas axissimétricos, conside-

re-se a placa circular com carregamento uniformemente

distribuido, como indicado na Fig.18.

4

®)
z R | |

simplesmente apoiada

engastada

E=10920.0 h=0.10 R=5.0 q=1.0

Fig.18-Placa Circular com Condicdes de Contorno.
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A placa ¢é& discretizada com quatro malhas: M6-1 e M6-2
com 10 e 5 elementos cubicos, respectivamente; M6-3 e M6-4 com 10
e 5 elementos quadraticos, conforme a Fig.19. Nos duplos.séo in-
seridos na malha de contorno em pontos de descontinuidade da nor-
mal.

A soluc¢ido analitica para o deslocamento central,

(Teoria de Primeira Ordem), para a placa engastada é:

_ qR4 8 2
w(0) = 5[ 1+ —5gr=o7(t/R)? ]

onde "t" é a espessura da placa, 8 € o fator de correcio da ener-
gia devido ao cisalhamento e D = Et3/12(1 - vz). Para a placa

simplesmente apoiada tem-se:

_ S + v 2
w(0) = g25] 53 * s =7 /R ]

elemento {Inito

Mé-1

aelemento de contorno
——o—9o o

! . ] M8-2

Q - nbd duplo T 1 r +
L. :7 i :
elemento finito I
MB-3
. Gttt e
i A l
+ +—&
alemento de contorno ]
-
MB-4
QO - né duplo + + + t T
A ,
5 } 8

Fig.19-Discretizacdes do Dominio e Contorno.
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Os resultados de deslocamento estio mostrados nas
Tabs.11 e 12 e o6tima concordancia com a solucido analitica é

observada.

Tab.l1-Deslocamento Central para Placa Engastada.

Sol.Analitica M6-1 M6-2 M6-3 M6-4
9.78348 9.78300 9.78227 9.74576 9.58516

Tab.12-Deslocamento Central para Placa Simplesmente Apoiada.

Sol.Analitica Mé6-1 M6-2 M6-3 M6-4
39.83156 39.82657 39.81392 39.82589 39.78714

Tab.13-Tensdes Radiais no Engaste.

y M6-1 M6-2 M6-3 M6-4
0.0500|-.19834D+4|~-.20917D+4|-.18745D+4|-.18749D+4
0.0166|-.58091D+3|~-.53681D+3
0. .21428D+0} .21428D+0

-0.0166| .58035D+3| .53626D+3
-0.0500} .19834D+3| .20916D+3| .18749D+4| .18745D+4

Problema 7.CASCAS ESFERICAS E SOLIDOS COM PRESSAO INTERNA.

Neste problema serido consideradas duas situacgdes:
cascas semi-espessas e s6lido com pressio interna. Primeiramente
analisa-se a esfera sé6lida, ilustrada na Fig.20, com raio interno

a=3.0, raio externo b=9.0 e submetida a uma pressio interna p=1.

Sem Elementos

Nt
~~ /\-\

E=1000.0 v=0.30

Fig.20-Discretizacdo da Casca e Contorno.
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A secfo axissimétrica da casca é modelada com uso de
elementos lagrangeanos quadraticos e seu contorno (n3o incluindo
o eixo y) também ¢ discretizado com elementos quadréticos, pre-
vendo noés duplos em pontos de descontinuidade da normal.

Resultados de tensdes, assim como deslocamentos,
apresentam boa concordancia com os valores analiticos, Roark &
Young, 1976. A oscilag3o das tensdes normais ao redor da solucdo

analitica, vista na Tab.15, & uma das caracteristicas do elemento

quadratico e também foi verificada para os problemas de poten- -

cial.

Tab.14-Deslocamentos Radiais.

T Sol.Anal. MLGFM
3.0 2.0711D-3 2.0701D-3
9.0 3.6346D-4 3.6331D-4

Tab.15-Tensdes Normais ao Longo do Raio.

T Sol.Anal. MLGFM
9.000 .5769D-1 .6121D-1
7.875 .6716D-1 .6528D-1
6.750 .8404D-1 .8899D-1
5.975 .1041D+0 .1009D+0
5.200 .1381D+0 .1458D+0
4.700 .1734D+0 .1688D+0
4.200 .2276D+0 .2211D+0
3.850 .2841D+0 .2779D+0
3.500 .3654D+0 .3786D+0
3.250 .4468D+0 .4389D+0
3.000 .5576D+0 .5747D+0

Dos resultados acima conclui-se que solidos

axissimétricos s3Ho modelados com boa precisiio pelo MLGFM, mesmo
considerando os elementos de baixa ordem utilizados.

A proxima aplicagdo é a analise de cascas semi-
espessas com o MLGFM. Seja, por exemplo, a casca ilustrada na
Fig.21, com raio interno a=10, raio externo b=11 e submetida a
uma pressio interna p=1.

O dominio e o contorno s#do discretizados com elemen-
tos cubicos e prevendo noés duplos nos pontos de descontinuidade

da normal.
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de

apresentam boa concordancia com os valores analiticos,

tensdes,

assim como
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deslocamentos,
Roark &

Young, 1976. Melhores resultados poderiam ser conseguidos com o

aumento do grau do elemento e/ou com o refino da malha, pois ao

longo da espessura usou-se apenas um elemento.
Tab.17,

esperada, como nos problemas de potencial (por exemplo,

tensdes ao redor da solucdo analitica,

ma 3, pg.58).

Tab.16-Deslocamentos Radiais.

E=1000.0

Fig.21-Discretizacsio do Dominio e Contorno.

p=0.30

T Sol.Anal. MLGFM
10.0 3.822D-2 3.8352D-2
11.0 3.489D-2 3.5024D-2

Tab.17-Tens3es Normais ao Longo do Raio.

T Sol.Anal. MLGFM
10.000 .5031D+1 .5086D+1
10.333 .4843D+1 .4824D+1
10.666 .4677D+1 .4756D+1
11.000 .4531D+1 .4293D+1

4 .8-CONCLUSJES.

A oscilacgdo de
ja era
o Proble-

Com os resultados destas aplicacdes conclui-se que a

aplicacdo do MLGFM para problemas da Elasticidade Bidimensional é

perfeitamente viavel e caracterizada pelos seguintes fatores:
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1-A superconvergéncia nodal de deslocamento/esforcos
também & marcante para este tipo de aplicacio,

2-A analise de problemas axissimétricos é extremamen-
te simples quando comparada com os elementos axissimétricos do
BEM,

3-A concentracdo de tensdes para solugdes "suaves" é
captada com exatidio, mesmo com malhas grosseiras,

4-Com o projeto adequado da malha de elementos fini-
tos, o fator de intensidade de tensdes para fratura elastica pode
ser determinado com boa precis3o,

5-Resultados de deslocamento e esforcos ficam compro-
metidos para elementos com razi3o entre lados muito grande e seve-
ramente distorcidos, e

6-De maneira geral, um aumento na ordem do elemento

também acarreta uma sensivel redu¢do do erro.

4 .9-REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS.

- Brebbia,C.A. & Dominguez,J.(1989)
Boundary Elements An Introductory Course. Computational Mecha-
nics Publications, Southampton-Boston. Copublicado com Mc Graw-

Hill Book Company.

- Brebbia,C.A.; Telles,J.C.F. & Wrobel,L.C.(1984).
Boundary Element Techniques. Theory and Applications in Engi-

neering. Springer-Verlag.

- Frey,F.(1989)
Shell Finite Elements with Six Degrees of Freedom per Node. In
Analytical and Computational Models of Shells. CED-Vol.3, ASME,
pg.291-316.

. Malvern,L.E.(1969).
Introduction to the Mechanics of a Continuous Medium. Prentice-
Hall, Englewood Cliffs, N.J.



141

MacNeal ,R. & Harder,R.L.(1985).
A Proposed Standard Set of Problems to Test Finite Element
Accuracy. Fin. Elem. Anal. Design, Vol.1, pg.3-20.

Roark,R.J. & Young,W.C.(1976).
Formulas for Stress and Strain. Fifth Edition. International
Student Edition. Mc Graw-Hill Book Company.

Szabo,B.A.(1986).
Mesh Design for the p-Version of the Finite Element Method.
Comp. Meth. in Applied Mech. and Engng., 55, pg.181-197.

Timoshenko,S.P. & Goodier,J.N. (1970)
Theory of Elasticity. 3rd ed., Mc Graw-Hill, Tokyo.



142

CAPITULO 5

DESENVOLVIMENTO E APLICAGAO DO
METODO DA FUNCAO DE GREEN LOCAL MODIFICADO (MLGFM)
PARA PLACA DE MINDLIN.

5.1-INTRODUCAO

0 eétﬁdo'dé'fleXQO de placas com uso do Método de - Mét
Elementos de Contorno (BEM) pode ser considerado bastante recen-
te. Formulac¢des integrais (BEM) para placas finas surgiram na li-
teratura no final da década de 60, Jaswon & Maiti, 1968; porém,
foi durante a década de 70 que este problema foi devidamente re-
solvido com o BEM. Entretanto, a solucdo de placas moderamente
espessas s6 foi possivel com o aparecimento das solucdes funda-
mentais apresentadas por Van der Weeén (1982, placa de Reissner)
e Silva (1988, placa de Mindlin). Desde entio, otimos resultados
tanto para deslocamentos como para tens®es sio apresentados na
literatura.

Apesar dos excelentes resultados para placas
isotropicas, o grande inconveniente do BEM para placas ainda per-
siste: uma solucido fundamental nem sempre é conhecida. Basta uma
variac#o das propriedades fisicas do meio (espessura, por exem-
plo) para inviabilizar a sua aplicacdo direta, requerendo métodos
iterativos. Mostra-se a seguir, que este fato & contornado com
muita eficiéncia pelo Método da Funcido de Green Local Modificado

(MLGFM) e que a superconvergéncia nodal, tanto para deslocamentos
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como para tensdes, também ¢é uma caracteristica dessa nova
técnica. A

Em se tratando do Método de Elementos Finitos (FEM),
a procura de elementos com alta performance para placa/casca tem
sido o objetivo de muitos pesquisadores nos ultimos 25 anos. Ele-
mentos com alta performance s3o caracterizados por Felippa & Mi-
litello, 1989, como sendo elementos simples, com poucos graus de
liberdade fisicos e preferencialmente nos veértices dos elementos,
convergentes, insensiveis com relacfio ao sistema de coordenadas
adotado (frame-invariant), sem travamento (locking), sem modos
espurios, nem muito rigido e nem muito flexiveis, tensdes preci-
sas tanto quanto deslocamentos, pequena sensibilidade a
distorsido, de facil conex3o com outros elementos, econdémico, ex-
tensdo facil para analise n3o linear e dinamica e com estimadores
de erro para as analises adaptativas.

Entretanto, o travamento (locking), os modos esparios
e/ou a sensibilidade a distors3o da malha s3o problemas quase
sempre presentes nos mais diversos tipos de elementos propostos
na literatura. Mesmo nos elementos mais modernos, - com - as
formulacdes ANS (Assumed Natural Strain) e MITC (Mixed-
Interpolated Tensorial Componentes), a sensibilidade & distorsdo
é notada e o sucesso com elementos de baixa ordem n3o parece tdo
promissor para elementos de ordem superior, Donea & Belystchko
(1987), dificultando os processos adaptativos.

Embora os elementos utilizados para a aproximacido das
projecdes da Funcido de Green sejam elementos lagrangeanos basea-
dos em deslocamento, o fendmeno do travamento (locking) nio foi
verificado com o uso do MLGFM. Outro resultado, ja mencionado
acima, & a superconvergéncia dos valores nodais de tensdes e des-
locamentos. A pouca sensibilidade dos deslocamentos para a dis-
torsjo da malha também é marcante, mesmo para elementos de baixa
ordem. Resultados de momentos e forca cisalhante menos sensiveis
a distorsio da malha s3o obtidos com uso de elementos com ordem
superior, aumentando ainda mais as expectativas com relacgio aos
processos mq-adaptativos para as aproximacdes das projegdes da

Funcdo de Green.
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5.2-MODELO DA PLACA DE MINDLIN.

Seja a placa moderadamente espessa, isotropica, homo-
génea, com espessura "A" (constante ou ndo), caracterizada pela
sua superficie média, conforme a Fig.l., e submetida a carrega-
mentos de flex3do. Sua superficie média pode ser entendida como
sendo um dominio aberto, Q, com contorno suficientemente regular,
n.

Teorias de primeira ordem para flex3io de placas ado-
tam as seguintes hipoteses: deslocamentos e rotacdes pequenos, a.
normal 3 superficie média permanece reta, porém nio necessaria-
mente ortogonal a mesma apdés a deformaciio e que ao longo da es-
pessura as tensdes normais s3o desprezaveis.

Com estas hip6éteses, o campo de deslocamento genera-

. t . . .
lizado, g={u,v,w} , pode ser escrito da seguinte maneira:

u(x,y) = -z ex(x,y) (5.1)
v(x,y) = -z ey(x,y) (5.2)
w(x,y) =

w(x,y) S (5.3)

onde (u,v,w) sio os deslocamentos de um ponto genérico da placa
nas direc¢8es x,y e z, respectivamente; e (ex,9y) sido as rotacdes
indicadas na Fig.l1. Assim, os deslocamentos (u,v,w) podem ser

plenamente caracterizados pelo deslocamento transversal w(x,y) e

o/k %
? Q

s

e

pelas duas rotacgdes, ©x € ©6y.

yL//

}

XU

superticie medla superticie media

Fig.1-Superficie Média, Deslocamentos e
Rotacdes Positivos para Placa.
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O vetor dos momentos generalizados, M={Mxx,Myy,Mxy}t,

e o vetor das forcas cisalhantes generalizadas, Q={Qx,Qy}t, estio
relacionados com o tensor tens3o por:

A/2 :
Mij = f cij (x,y) z dz i,j=1,2 (5.4)
-R/2
A/2
e Qi = i3 (x,y) dz i=1,2 (5.5)
-R/2

Admitindo a variag3o linear das tensdes ao longo da
espessura, ¢é possivel explicita-las

em funcido dos momentos e
forcas cisalhantes:

0ij(x,y) = 12 Mij(x,y) z/R&>

i,j=1,2 (5.6)

e oiz = 3[1-(22/4)%1Qi/24 i=1,2 (5.7)
Definindo u(x) como:

u(x) = {w(x,y),ex(x,y),ey(x,y)}", (5.8)

e usando as relagdes momentos x tensdes (Eq.5.6), cisalhamento x

tensdes (Eq.5.7) e deslocamentos x deformacdes da Teoria da Elas-
ticidade, define-se os tensores sF(u) e € (u),

sF(u) (5.9)

H

[eNeNe)

O

x

- O
<

——
=
1l
B
ool
c

+ X : -1 § O -
e e ) IO O ] u = ods u (5.10)

-

i

que estjo relacionados com os vetores de momentos e forgas cisa-
lhantes generalizadas por:

M = DF sF(u) e Q = Ds es(u) (5.11)

onde
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1 v 0
ER°> ER
D = —=% 1, 1 0 e D_ = I (5.12)
Fo12(1-09) [o 0 (1—»)/2] s — Za(1+)

sendo que E, v, o e I denotam, moédulo de Young, coeficiente de
Poisson, fator de Mindlin para correcdo do cisalhamento e matriz
identidade, respectivamente. Com estas definicdes a energia po-
tencial total, MN(u), para placas com carregamentos distribuidos

na sua superficie, g(x,y), pode ser escrita na forma:

n(u) = jQ{o.steFm)t D_ e (w)+e(w)' D e (u)l-q(x,y) w(x,y)}da

(5.13)

A primeira parcela do funcional T[i(u) representa a

energia de deformac3io produzida pela flex3o da placa quando

submetida ao carregamento da forca externa g(x,y). A segunda par-

cela & analoga a primeira e representa a parcela da energia de

deformacdo devido aos esforcos cisalhantes e a terceira parcela
representa o trabalho realizado pela forgca externa g(x,y).

O interesse é obter o vetor "deslocamento"_u(x) que

minimiza o funcional [I{u) e o0s subsequentes valores de tensdes.

5.3-FORMALISMO DO MLGFM PARA PLACA DE MINDLIN.

O funcional [I(u) pode ser convenientemente reescrito

na forma:
J(u) = 0.5 B(u,u) - F(u) (5.14)

onde B(.,.) &€ a forma bilinear

B(v,u) = j [e.(v)' D e (u) + e (v)' D_e (u)] do (5.15)
Q

e F(.) @ o funcional
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F(u) = f q(x,y) wi(x,y) dQ (5.16)
Q

Da minimizacido de M(u) com relacfio a u(x) resultam as

equacdes de equilibrio para a placa em termos de deslocamentos:
4 u=0>»> (5.17)

onde b = {g(x,y),0,0}* e & & o operador diferencial:

—C(',XX + -,yy)é C * 4 x g C cyy
d = -C +,x é—D(-,xx + a -,yy)+C§ -Db *,yXx
-C +,y -Db .+, xy §‘D('ayy + a «,xx)+C

(5.18)

sendo D = E&%/12(1-p%), C = ER/2a(1+v), a = (1-v)/2 , b = (1+)/2
e ".," indica derivada parcial.
As possiveis condic¢des de contorno também s3o resul-

tantes dessa minimizacdo e s3o:

u(x) = u ou T =T k5.195

"o

onde o simbolo indica valor prescrito e T vale:

T = {Qn,Mxxn,Myyn}"t, (5.20)
sendo

Mxxn = Mxx nx + Mxy ny (5.21.1)

Myyn = Mxy nx + Myy ny (5.21.2)

Qn = Qx nx + Qy ny (5.21.3)

onde (nx,ny) representam os cossenos diretores do vetor normal ao
contorno com relacido aos eixos X e y, respectivamente. Portanto,

o operador de Neumann, ¥, tal que

também ji esta identificado e vale:
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~-C(nx+ny) i C nx C ny
N = 0 D( Nx «,x + any ',y)gD(L)nx *yy + any -,x)
0 iD(anx +,y + vny <,y)iD( ny «,x + anx «,x)

(5.23)

E interessante salientar que a forma bilinear B(.,-),
como definida acima, atende as condigdes do Teorema Generalizado
de Lax-Milgram.

Como # & um operador auto-adjunto, os operadores 4" e
#* também estio automaticamente identificados. Esta demonstracio
pode ser obtida impondo a condic3o de valor estacionario da pri-
meira variac3io de B(u,v) com respeito a u(x).

De posse desses operadores diferenciais, as projecdes
da Funcio de Green podem ser calculadas vid'elementos finitos,
resolvendo os problemas 1% e 2%; Egs.(2.106)-(2.107) e (2.108)-
(2.109), respectivamente.

Com o objetivo de facilitar a visualizacido de futuros
desenvolvimentos,radmite—se que a discretizacio do dominio (malha
de elementos finitos) seja efetuadaVCOm uso do elemento bilinear
de quatro n6s e que a discretizaco do contorno (malha de elemen-
tos de contorno) seja realizada com o elemento de linha linear.
Assim sendo, a aproximacdo do vetor u(x) em cada elemento do

dominio pode ser feita da seguinte maneira:

=4

1]
co€
o' o
€ OO
o o€
oe o
<€ O QO

g t
) e . ) .24
{W1,9x1,@y1, ,W49x49y4} (5 2 )

onde y representa a i-ésima funcio de interpolacido de dominio
1

local e (w ,ox .9y ) representam os valores de (w,ox,6y) no no
1 1 1

local "i". Matricialmente, esta aproximacio pode ser reescrita na
forma:
u = [¥] q (5.25)
onde
p 0 0 { p, 0 0
(v] = 0 v, 0 i«..i0" p O
0 o'y i 0o 0y
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t
e = w ,0 S] e ee s W 4O S .
q { 1’ Xi’ Yi, ’ 49 an Y4}

Procedendo de maneira analoga, no contorno a aproxi-
macdo para o vetor deslocamento u(x) & feita segundo as funcdes

‘de interpolacido locais, i.é:

=

"
O OH

[y
e O
OCOH

N
OS O
S OO

t
.26
{wl,exi,eyl,wz,exz,eyz} (5.26)

€ OO

onde ¢ representa a i-ésima func3o de interpolacio de contorno
1
local e (w ,ox , ©y ) representam os valores de (w,ox,08y) no né
1 1 1
LR ]

local i do contorno. Matricialmente esta aproximacdo pode ser

reescrita na forma:

u = [¢] q (5.26)
onde . - T T s e e L
¢, 0 0i¢_0 O
[#] = | © ¢1o;oz¢zo
0 O ¢1§O 0 ¢2
e q = {W1,exlaeyi,wz,exz,eyz}t.

Globalmente, i.é&, usando as funcdes de interpolacdo

globais tem-se:

wl 0 0 : =wntn 0 0 t
u= 8 gl 1(1)) “.g l(l))ntn 0 {wl’exl’eyi’.'°’wntn’exntn’eyntn}
1} ntn

(5.27)
onde p denota agora a i-ésima func¢do de interpolacio global,
(wi,epteyi) representam os valores de (w,ex,8y) no né global "i"
e "nt&" o numero total de nos da malha de elementos finitos.

Analogamente, para o contorno tem-se:
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0
t
0 {w ,ex_,o e W e o

H 8nt.nc ‘l’ 1’ yl’ ’ nt.nc’ xnt.nc’ yntnc}
1° ntnc

(5.28)
onde ¢i representa a i-ésima funcio de interpolacdo global de
contorno, (wi,exi,eyi) representam os valores de (w,6x,9y) no né
global "i" do contorno e "ntnc" o numero total de nés da malha de
elementos de contorno.

No final desta etapa o espago ¥(&,n) de elementos fi-
nitos, caracterizado pelas grandezas & e nu que definem o maior
diametro externo dentre todos os elementos da malha e o grau n do
polindémio aproximador, respectivamente; esta completamente defi-
nido. A préxima etapa é determinar as projecdes da Funcio de

Green.

5.4-APROXIMACAO DAS PROJECOES DA FUNCAO DE GREEN.

Por conveniéncia, repete-se todo o procedimento de--
senvolvido no Capitulo 2 a partir dos problemas 1 e 2,
Eqs.{(2.90)-(2.91) e (2.92)-(2.93), respectivamente, para obter as
projecdes Gd(P), Gd(p), Gc(P) e Gec(p).

5.4.1-APROXIMACAO DE Gd(P)/Gd(p).
Do problema 1, Egs.(2.90) e (2.91), tem-se:

X

&% G(P,Q) = &§(P,Q) I V P,Q € Q (5.29)
(¥*+¥’) G(p,Q) = O VQeEQ, pe a (5.30)

Pés-multiplicando a Eq.(5.29) por [¥(Q)] e integrando

no dominio Q, mantendo o ponto "P" fixo, resulta:

4 Gd(P) = [¥(P)] VP e (5.31)
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e, com mesmo procedimento a partir das Eqgs.(5.30),
ponto "p" do contorno fixo, obtem-se:

mantendo o

(¥*+¥°)Gd(p) = O V pe o (5.32)

Note que Gd(P) é da forma:

G11 G1z Gi3] [y, 0 0! Py . 0 0
Gd(P) = j Gz1 Gzz Gza|[0' p 0 {---i0"*" yp 0 dQa (5.33)
Q [G31 G3z2 G33]|{0 O wii i0 ont" Cen

onde Gij depende dos pontos "P,Q" e pi depende do ponto "Q". Esta
expressio pode ser reescrita como:

Gd(P) = [Gd'(P)iGd?(P)iGd®(P)i.-.iGd""™"(P)] (5.34)

sendo as componentes Gdi(P) da forma:

G11y iG1iz2y iGi3y,

Gd'(P) = J Gz1y. i Gzay. iGa3p’ | dQa ‘ (5.35)
Q Ga1w;§632w25633w;

e Gdi(P) representa a i-ésima componente da projecio da Funcdo de

Green no espago de elementos finitos ¥%(A,p). Assim sendo, a

Eq.(5.31) pode ser reescrita da seguinte maneira:

Giiy iGizy iG13yp, p i0 {0
o™ J Gz1y’ {Gzayp! |Gaap’| doe =[0'iy {0 VP eq. (5.36)
Q Ga1w:§G32w;§G33w: 0 §O‘§wi
ou 4* Gd'(p) = P VPeo (5.37)

onde
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Das equacgdes anteriores conclui-se que as componentes
da projecido da Funcio de Green também obedecem a equacido diferen-
cial do problema adjunto, com modificacdes apenas no vetor exci-

tacdo, i.é, com a substituicido de

p i0 {0
§(P,Q) 1 por 0'ip. i0 (5.39)
. 0 {0 iy,

Como condicdes de contorno para a Eq.(5.37),.a partir
das Egs.(5.32) escreve-se:

(¥*+x°) Gd'(p) = 0 (5.40)
Para facilitar a visualizac3o, a j-ésima coluna da i-

ésima componente da projecdo da Funcio de Green (j=1,2,3), Gd;, é

reescrita na forma:

o ‘
v |, S ~(5.41)
- 347

cuja expansido no dominio é feita com

v, 0 00 iy o0 0
Gdl = 0 v 0 é"';on " Y 0 {U TR SRR /) U » W }t
J 0 01 w : ‘o onrtn 1 1 1 ntn  ntn’ ntn
1° ' ntn

(5.42)

Com estas aproximacdes, a j-ésima coluna (j=1,2,3) da

i-ésima componente da projecido da Funcido de Green, Gd(P), pode
ser calculada <com a minimizac3do (via elementos finitos) do fun-

cional:
iy _ iyt i iyt i
J(6d}) = jQ[ 9.5{ep<cdj) D, €.(Gd}) + e (6d))" D e (Gd}))

-(gd")t P ) do + f [(Gd)'¥’cd'1doq (5.43)
J J 3 )

N
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Substituindo a aproximacio de Gdf no funcional J(Gdf)
i J

e efetuando a minimizagio para todas as componentes da projecio

da Fung¢ido de Green na base do espaco ¥(h,n), resulta o sistema de

[u<+u<o] [q;‘"’] = [IM] (5.44)

onde [K] é a matriz de rigidez convencional de elementos finitos

equacdes:

para placa de Mindlin,

LDSB 1dQ (5.45)

_ t
[K] = jQ[ BF DF BF + BS S

sendo que DFe DS s3o as matrizes definidas anteriormente,

0 wl,x 0 g 0 wz,x 0 g g 0 wntn,x 0
BF= 0 0 lpl,yé 0 0 wz,y§°°'§ 0 0 wntn’y y (5.46)
0wy woxi 09y ¥, O ¥ in’? Pain’®
fwox -, 0fw,x-p O0i w9 ,x -y 0]
B = 1 1 : 2 2 Peee " 5.47
s [wisy 0% =y i wyoy 0% -y 77T NNy 0" oy [0 ( )

[Ko] ¢ a matriz rigidez adicional devido a presenca do operador

¥’ no contorno:

¢1OO§.§¢OO"k1 $,0 0 00
[u<o]=j 0% 0 i-++i0" 0 K 0% 0 i..-i0™p 0 |dan
a0 0% i {0 0" k| Lo o’¢1 0 0™¢

(5.48)

onde "m" representa o numero de nés do contorno onde atua o ope-

rador ¥’ e k uma constante n3o nula arbitraria. Uma outra esco-
1

lha conveniente, verificada experimentalmente, é selecionar a ma-

triz [Ko] como:
(Kol = diag [k1§k2§k3§---;k ik 1 (5.49)

sendo que k 's s3o constantes arbitrarias n3o nulas e "m" indica
1
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o numero de nés no contorno onde atua o operador #’. [M] é

identica a matriz massa com densidade unitiria, i.é:

: H t H :
[(M]= [31318 §---§g"‘“3ntng } [31318 §...§gntn$ntn8 dq
Qi0 0 w1§ : 0 0 wntn 00 wlg :0 0 Ctn
(5.50)

e [G°"] contém os valores nodais das projecdes da Funcio de

Green:

[Q}DP]k,sxi_2 = valores nodais (k=1,3*ntn) das componentes da
projecéo Gd! devido ao carregamento v, {i=1,ntn)
na direcso 1 (deslocamento w).

[G}DP]k,3*i_1 = valores nodais (k=1,3*ntn) das componentes da
projeciio Gd' devido ao carregamento v, (i=1,ntn)
na direc3do 2 (rotacgio ex).

[GDP]k,3xi = valores nodais (k=1,3*ntn) das componentes da

projecdo Gd' devido ao carregamento v, (i=1,ntn)
na direcdo 3 (rotacdio ey).
4.4.2-APROXIMACAO DE Gc(P)/Gec(p).
Do problema 2, Egs.(2.92) e (2.93), tem-se:
4 G(P,q) = 0 VPeQ, qe€ (5.51)
(¥*+¥’) G(p,a) = &(p,q) V p,q € (5.52)

Pos-multiplicando a Eq.(5.51) por [®(q)] e integrando

no contorno 3Q, mantendo o ponto "P" fixo, resulta:
4 Ge(P) = 0 VPeQ (5.53)

e com mesmo procedimento a partir das Eqs.(5.52), mantendo o pon-

" "t

to "p" do contorno fixo, tem-se:

(F¥*+§’)Gc(p) = [®(p)] Vpea (5.54)
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Note que Gc(P) é da forma:

ntnc .
déQq
ntnc

G11 G1z Ga3 ¢1 0
Gec(P) = I Gz1 Gzz Gz23| |0 ¢
8 |G31 G3z Gaz||0 o

© OO

o OO
.
OO

o

15 ' ntnc
(5.55)
sendo que Gij depende dos pontos "P,q" e ¢i depende do ponto "g".

Compactadamente escreve-se:
Ge(P) = [Ge'(P)iGe?(P)iGe3(P)i-.-iGc™™(P)] (5.56)

sendo as componentes da projecio da Func3o de Green na base do

contorno do espaco de elementos finitos 7(A,n), Gci(P), da forma:

G119 iG12¢ iG13¢.
daQq (5.57)

Gel(p) = I G214 | G22¢. G23¢,
F9) G31¢;§G32¢;§G33¢;

Assim sendo, a Eg.{(5.53) pode ser reescrita da seguin-

te maneira:

. G11¢ iG12¢ G139,
o f Gz10' G2z’ iGzap! | dog = 0 VPeaQ. (5.58)
an Ga1¢:§G32¢;§G33¢;
ou
4 Gel(pP) = 0 VPeQ (5.59)

de onde se conclui que as componentes da projecdo da Funcio de
Green também obedecem a equacdo diferencial do problema adjunto
com modificacfes apenas no vetor excitacido, i.é, com a susbsti-

tuigido de

§(P,Q) I por 0 (5.60)

-

Como condicdes de contorno para a Eq.(5.59), a partir

das Egs.(5.54) escreve-se:
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(N +N') Gcl(p) = P, Vpean (5.61)

onde

Da mesma maneira efetuada para a projecio

Gd(P)/Gd(p), é possivel escrever o funcional

iy _ iyt i iyt i
J(Ge!) = o.sz [e,(6e})" D_ e (6e}) + e (Ge)" Dy e (Gel)l do +

f [ (6e)t ¥’ Gcf - (GeP)tp 1 dan (5.63)
30 J J J J

cuja minimizacido via elementos finitos resulta na projecido da
Fung3o de Green desejada. Nesta expressio Ge' representa a
j-ésima coluna de Gci(P). !

Para facilitar a visualizacio, reescreve-se a j-ésima
coluna da i-ésima componente da projecso da Funcio de Green, Gcz,

na forma:

a4
2 (5.64)
1

cuja expansio no dominio é feita com

0 i ip 0 0 N
0 §~--§O p 0 {ui’vi,M1’...,untn,vntn,wntn}
P ;0 0
1° ntn
(5.65)
Substituindo esta aproximacdo no funcional J(Gcf) e
j
efetuando a minimizacdo para todas as componentes da projecio da
Funcsio de Green na base do contorno do espacgco 7(h,n), resulta o

sistema de equacgdes:



[IKHKO] [Q}CP] = [m] (5.66)

onde [K] e [Ko]l] s3do as matrizes ja calculadas anteriormente, [m]

é a matriz

1 daQ
1

OOH

0 i 0 0 ‘T 00 i¢ O
0 ..éontnc¢ . 0 01¢10 5"§Ontnc¢
¢ EO Onnc 00¢‘ 'O

1 : ntnc

0
[m]j[g

1? ; ntnc

(5.67)

e [GCP] contém os valores nodais das projec¢des da Funcido de

Green:

[(I}(:P]k,aﬂ_2 = valores nodais (k=1,3*ntn) das componentes da
projecdo Gc' devido ao carregamento ¢i (i=1,ntnc)
na direcdo 1 (deslocamento w)., - — - — -~ — - —

>[ch]k.3*i_1 = valores nodais (k=1,3*ntn) das componentes da
projecdo Gec' devido ao carregamento ¢i (i=1,ntnc)
na direcdo 2 (rotacgdo ox).

[(l}cp]k,uj = valores nodais (k=1,3%ntn) das componentes da

projecio Ge! devido ao carregamento ¢ (i=1,ntnc)
1

na direcdo 3 (rotacio eoy).

Para finalizar, as Eqs.(5.44) e (5.66) sido resolvidas

simultaneamente e podem ser reescritas como:

[u<+u<o] [GDP§(1}CP] = [Mim] (5.68)

De posse desses valores nodais, [GDP] e [GCP}, sele-
ciona-se os valores dos nés do contorno para formar [GDP] e
c
(GP].
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5.5-EQUAC6ES FINAIS.
5.5.1-DOMINIO.

Mostrou-se no Cap.2 que o sistema final de equacdes
para o dominio é:

A {u} =B {f} + € {b} (5.69)

onde {u} é o vetor contendo valores nodais do deslocamentos
transversal w(x,y) e das rotacdes ox(x,y) e oy(x,y) (desconhecido
e/ou desconhecido por partes), {b} é o vetor contendo valores no-
dais das forcas de corpo (conhecido) e {f} & o vetor das reagdes
nodais no contorno, i.é, os valores nodais de "(N+¥’)u" (desco-

nhecido e/ou desconhecido por partes).

5.5.2-CONTORNO.
Para o contorno o'sistemé final de equacdes é: —

D {u} = E {f} + F {b} (5.70)
onde {u} representa agora o vetor dos valores nodais dos desloca-
mentos para 0s nos dQ contorno.
5.6-MATRIZES A,B,---,F.

As matrizes A e D,

A

I[W(P)]‘W(p)‘] dop (5.71)
Q

=~
1

j [o(p) 1 (d(p)] do0e (5.72)
30

sjo calculadas diretamente com integracio numérica em cada um dos

elementos do dominio e/ou do contorno, com posterior superposicio
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via elementos finitos.
Com relacdo as 'outras matrizes, mostrou-se no

Capitulo 2 que:

B=F'=na [6F] (5.72)
c =nA [6°F] (5.73)
E = [6°P] D (5.74)

o que completa o calculo de todas as matrizes necessirias.
Finalmente, valores no dominio s3o calculados usando-
se a Eq.(5.69) e as Egs.(5.72) e (5.73), resultando:

{u} = [G6P1{f} + [G°"1{b} (5.75)
5.7-APLICACOES.

Na aproximacio das projecdes da Funcd3o de Green foram
utilizados os elementos finitos ilustrados na Fig.2. O elemento
quOd4pl é integrado seletivamente com 2x2 pontos de Gauss parda a
parcela de flex3do e 1 ponto para a parcela do cisalhamento; o
elemento qu09pl também é integrado seletivamente com 3x3 pontos
para a flex3do e 2x2 pontos para o cisalhamento e os elementos
qul6pl e qu25pl sio obtidos com integracido cheia. Vale a pena
ressaltar que a malha do contorno acompanha a malha de dominio,
i.é&, para elementos finitos de ordem pnu usa-se elementos de
contorno de ordem . e com nés coincidentes. Ainda, todos o0s
elementos finitos utilizados nos exemplos que seguem sio obtidos
com a formulacido de deslocamentos.

Em todas as aplicac®es, os deslocamentos, momentos e

esforco cortante s#o adimensionalizados seguindo as seguintes

regras:
w* = (wD/qa%) x 1000,
M* = (M/qa®) x 100

e Q" = (Q/qa) x 10

" "

onde q e a representam o carregamento externo e o comprimento

do lado da placa.
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quO4pl quOgpl qu1Bpl qu25pl

FLEXAO 2x2 3x3 cheia cheia
CISALH. 1x1 2x2 . cheia cheia

Fig.2-Elementos Finitos Utilizados.

5.7.1-PLACA ENGASTADA. T T

Como primeira aplicacio, considere-se a placa quadrada
(lado=a) engastada, com espessura constante e submetida ao carre-
gamento uniformente distribuido na sua superficie, g(x,y). Devido
4 simetria do problema, apenas 1/4 do dominio sera discretizado
com os elementos qu09pl, qulépl e qu2S5pl. A espessura da placa,
#, sera variada obedecendo o critério 5 < a/f < 106, com objetivo
de detectar a presenca do fenémeno do travamento (locking), pre-
sente nos elementos finitos com formulacdes de deslocamentos.

A primeira discretizacio & feita com o elemento
qu25pl, de acordo com a Fig.3. Vale a pena ressaltar que nos du-
plos sZo inseridos em pontos de descontinuidade da normal e/ou
condi¢cdes de contorno. Resultados de deslocamentos, momentos e
forca cortante sio mostrados nas Tabs.l1 a 4, para as malhas Ml-
1,M1-2 e M1-3 e com a variacido de espessura prevista anteriormen-

te.



Y
Y
engaste
X
a simetria engaste
X
simetria
caracteristicas do dominio parcela a discretizada.
E=2.1E6 v=0.30 a=10.0E0Q q(x,y)=1.0E0
M1-1 M1-2 M1-3
Etemento Finito
' : : : ¢ Elemento de Contorno
9 * O o 4 *—o—0—0—8
* & 8 e

Fig.3-Dominio e Discretizac8es Utilizadas com o qu25pl.

Tab.l-Deslocamento Central.

a/h M1-1 M1-2 M1-3
5 12.1711912.1721312.17215
20 [1.3219711.32708}1.32721
40 11.27367(1.28088{1.28101
80 {1.2611111.26912}11.26924
100 |1.25959(1.2677011.26783
1E3 |1.25690(1.26519|1.26532
1E4 }1.25687(1.26517(1.26530
1ES [1.25687]1.26517]1.26532
lE6 {1.2570111.2658111.26734
Piaca Fina:1.265

161
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Tab.2-Momento Normal Central.
a/h M1-1 M1-2 M1-3
5 12.3632912.35795([2.35762
20 |2.2416812.2980612.29981
40 [(2.1966112.2880712.29247
80 [2.1777212.2834312.28987
100 |2.17448)2.2826712.28947
1E3 ]2.1693612.2811312.28862
1E4 12.16930}12.28112]2.28861
1E5 12.16931)2.28112|2.28863
1E6 [2.1698212.28237(2.29501
Placa Fina:2.3

Tab.3-Momento Normal no
Centro do Lado.

a/h M1 M2 M3
5 14.51626]|4.61845[4.62467
20 15.0361415.07717]5.07816
40 |5.05378(5.1184815.11923
80 |5.04647(5.12842}15.12973
100 }5.04488)5.12949[5.13099
1E3 {5.0415915.1311515.13321
1E4 |5.0415515.13116}5.13323
1E5S |5.04155)5.13119(5.13328
1E6 [5.04237}15.13228(5.13758
Placa Fina:5.13

Tab.4-Esfor¢co Cortante no
Centro do Lado.

a/h M1 M2 M3

S5 {-3.80538]-3.81960|-3.82060
20 }1-4.20188{-4.27626|-4.28507
40 |-4.181841-4.328451-4.34515
80 [-4.16029(|-4.34216{-4.36349
100 |-4.156837(-4.34359|-4.36587
1E3 {-4.150291-4.34547|-4.37031
1E4 |-4.150221-4.34548|-4.37036
1E5 |-4.15022]-4.345481-4.37039
1E6 |-4.15022|-4.34556|-4.37523

O problema é resolvido novamente com o0 elemento

qulépl, com as malhas mostradas na Fig.4. Resultados de desloca-

mento,momentos e esforcos cortantes s3o0 mostrados nas Tabs.5 a 8.



M1-4

M1-5

Elamento Finito

Fig.4-Dominio e Discretizacdes Utilizadas com o qulépl.

Elemento de Contorno

*—o—-o—»

M1-8

Tab.5-Deslocamento Central.
a/h M1-4 M1-5 M1-6
5 12.17056(2.1723412.17210
20 {1.3176111.32713}11.32718
- 40 {1.2708111.2808911.28084
80 [1.25906{1.26910}(1.26905
100 |1.25766}11.2676711.26763
1E3 11.25519)1.26515(1.26510
1E4 11.2551711.26513}11.26508
1E5 [1.25516]1.26513{1.26507
1E6 |1.2551311.26517]1.26507
Placa Fina:1.265

Tab.6-Momento Central.

a/h M1-4 M1-5 M1-6
5 12.3246212.3536512.35722
20 12.18967{2.2947912.29934
40 |2.15637}12.2885112.30079
80 |2.1438712.2875312.30363
100 |2.1421712.2874912.30434
1E3 {2.13905;2.28747{2.30596
1E4 12.13903|2.2874712.30598
1E5 12.13902(2.28747(2.30597
1E6 {2.13909(2.28778}2.30598
Placa Fina:2.3
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Tab.7-Momento Normal no
Centro do Lado.

a/h Mi1-4 M1-5 Mi1-6
5 14.9346614.61120[4.62669
20 15.2211715.05608{5.07879
40 |5.0861315.09465|5.12065
80 |5.01266(5.1106215.13167
100 |5.00178{5.1134315.13303
1E3 (4.98130(5.11883(5.13533
1E4 }4.98125{5.11888|5.13535
1ES5 [4.98108(5.118885.13532
1E6 14.98103(5.11894(5.13531
Placa Fina:5.13

Tab.8-Esforco Cortante no Centro do Lado.

a/h M1-4 M1-5 M1-6

5 1-3.90732]-3.82700|-3.82064
20 |-4.58926(~-4.23284|-4.28716
40 |-4.51705}-4.27269}-4.32901
80 |-4.45010|-4.28125{-4.34505
100 |-4.43934|-4.28125(-4.34703
1E3 |-4.41858|~-4.27138{-4.35012
1E4 |-4.41845|-4.27112{-4.35015
1ES {-4.41836|-4.27111|-4.35014
1E6 |-4.41813|-4.27094[-4.35013

Para concluir o estudo da convergéncia com malhas ho-
mogéneas, O problema é novamente resolvido com o elemento qu0O9pl
e com as discretizacdes ilustradas na Fig.5. Resultados de deslo-
camento, momentos e esforcos cortantes sfo mostrados nas Tabs.9 a

12. :
M1-7 M1-8 M1-9 M1-10

Elemento Finito

Elemento de Contorno
o o @ *—o—9

Fig.5-Discretizacdes do Dominio com o quO9pl.



Tab.9-Deslocamento Central.

a/h M1-7 M1-8 M1-9 M1-10
5 2.40130 2.18390 2.17435 2.17282
20 1.59515 1.33841 1.32937 1.32792
40 1.55450 1.29194 1.28306 1.28168
80 1.54432 1.28008 1.27125 1.26989
100 1.54310 1.27864 1.26982 1.26846
1E3 1.54095 1.27612 1.26730 1.26594
1E4 1.54093 1.27609 1.26727 1.26592
1ES 1.54094 1.27609 1.26727 1.26591
1E6 1.54093 1.27618 1.26717 1.26577
Placa Fina: 1.265
Tab.10-Momento Central.
a/h M1-7 M1-8 M1-9 M1-10
5 2.72587 2.42936 2.38500 2.37152

20 2.60895 2.37033 2.32472 2.31238
40 2.58755 2.36606 2.31762 2.30512
80 2.58133 2.36523 2.31632 2.30315
100 2.58056 2.36514 2.31626 2.30296
1E3 2.57918 2.36495 2.31612 2.30280
1E4 2.57916 2.36496 2.31612 2.30279
1ES 2.57921 2.36495 2.31612 2.30278
1E6 2.57916 2.36513 2.31605 2.30276
Placa Fina:2.3

Tab.l11-Momento Normal no

Centro do Lado.

a/h M1-7 M1-8 M1-9 M1-10

5 4.53289 4.65099 4.64408 4.63494
20 5.91454 5.09371 5.10246 5.09324
40 6.16732 5.13264 5.13493 5.13110
80 6.24084 5.14763 5.14118 5.13888
100 6.24999 5.14978 5.14111 5.13956
1E3 6.26627 5.15383 5.13274 5.13415
1E4 6.26643 5.15387 5.13224 5.13340
1ES 6.26633 5.15387 5.13224 5.13338
1E6 6.26643 5.15421 5.13207 5.13395

Placa Fina:5.13
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Tab.12-Esforco Cortante no Centro do Lado.

a/h M1-7 M1-8 M1-9 M1-10

S |-4.40888 [-3.98629 |-3.90058 [|-3.86536
20 |-5.32802 |-4.35234 |-4.37202 |-4.34488
40 |-5.49619 [-4.35601 |-4.42647 |-4.41243
80 |-5.54510 |-4.34657 |-4.43654 |-4.44255
100 |-5.55119 |-4.34456 |-4.43164 |-4.44841
1E3 |-5.56202 [-4.34027 |-4.35525 |-4.40231
1E4 |-5.56212 |-4.34022 |-4.35237 |-4.39209
1ES |-5.56218 |-4.34022 |-4.35233 }-4.39195
1E6 |-5.56213 |-4.34023 [-4.35290 {-4.39285

Com a finalidade de comparar os resultados das tabelas
anteriores (Tabs.l a 12) com a Teoria Classica de Placas (CPT), a
Fig.6 é construida mostrando a convergéncia & do MLGFM e tomando
como referéncia a/A=1000. Nas Figs.7a a 7e mostra-se o comporta-
mento do momento normal e esforco cisalhante ao longo do lado da
placa.A superconvergéncia nodal é marcante para todos os elemen-

tos, tanto para deslocamentos como para esforcos.

w/wa

1.008 + \
1.004 + \
— quZbp!

—%-= quO9pl 3
1 7% =
—E—- quispl 4

0.896 -

0.992 | %
4 9 10
Num. Elementos

Fig.6a- Convergéncia A para o deslocamento central, wa.



—  qu25pi
—%—  quO9p!
—B- quiepl

Mn/Ma
1.12 3
Scl. Anal. Ma = 2.31
1.07 T
1.02 A
0.97 +
0.92 3 | |
e 4 9 16
Num. Elementos
Fig.6b-Convergéncia & para o momento normal
no centro da placa, Ma.
Mn/Ma
1.01
: . pl
/
//
4 /
0.89 //’
"/
4 / Sol. Anal. Ma = 5.13
0.98 +
//
OQ?d{/ i {
' 1 4 S 10

Fig.6c- Convergéncia & para o momento normal

Num. E!emento§

no centro do lado, Ma.
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O fenémeno do travamento (locking) n3do é verificado

para nenhum dos elementos e a deterioracio dos resultados para
a/&=106 pode ser atribuida ao mal condicionamento numérico das

matrizes. Note que, para esta raz3o, a malha M1-2 apresenta me-

lhores resultados que a M1-3, 4uando deveria ser o contrario. En-
tretanto, as teorias de primeira ordem para flex&do de placas tam-
bém ja si3o impraticaveis para a raz#o a/ﬁ=106.

Novamente, com objetivo de comparar resultados para pla-

cas semi-espessas e espessas, razdes a/f < 100; a Tab.13 é monta-

da com alguns resultados recentes disponiveis na literatura. A

semelhanca de resultados, MLGFM x Série, FEM2 e FEM4 & notoria.

Tab.13- Deslocamento Central.
a/h! FEM1 FEM2}| FEMs3 FEM4 Série| FEMs BEM MLGFM
512.171212.17412.0540]12.172212.1666 2.1721
1011.481611.50411.4726 1.504611.5050]1.5331
20(1.297611.326|1.3177 +1.32854 - 11.3271 4
40 1.2826 1.2809
80 1.2709 1.2691
10011.23621.26511.2674]1.2644 1.267911.271411.2677
FEM1-Yuan,F.G. & Miller,R.E.,1988.Malha 6x6 elementos.
FEMz-Dill,E.H.,1990.Malha 40 elementos.

FEM3-Yuan,F.G. & Miller,R.E.,1990.Malha 8x8 elementos.
FEM4-Weissman,S.L. & Tavlor,R.L.,1990.Malha 16x16 elementos S1.
FEMs-Petrolito,J.,1990.Malha 4x4 elementos Q3-3.
BEM-Silva,L.H.M.,1988.Malha 6 elementos quadraticos.
Série-Deshmukh,R.S. & Archer,R.S.,1974.

MLGFM-M1-2 (4 elementos).



qu28pl- matha 3x3.

Mn
6
- P
o T TT—-
\\ qu25pi- malha 3x3a.
4 —_
3+ M \
\\
X "
2+ \\
'} —_——
0 i f } | | f f 2 }
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.8 4 4.5

Fig.7b-

Momento Normal ao Longo do Lado (qu2spl).
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qu1epl - malha 3x3.

Fig.7c- Esforco Cisalhante ao Longo do Lado (qulépl).

quiBpl - matha 3x3.

0 % : % ; % % } i %
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
X

Fig.7d- Momento Normal ao Longo do Lado (qulé6l).

(@)}
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quO%pl - malha 4x4.

Fig.7e- Esforco Cisalhante ao Longo do Lado (qu09pl).

Mn

5+
h_“--k\\\\\\‘\\\\\ gulOSp! - malha 4x4.

8 P
\\
2T AN
\\
‘l —_—
0 % % t f % 1 % i f
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.8 4 4.5 5

Fig.7f- Momento Normal ao Longo do Lado (qu09pl).
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E interessante notar que a convergéncia & do MLGFM pa-
ra placas semi-espessas/espessas € mais rapida do que para placas
finas. Por exemplo, para os elementos qulépl e qu25pl a solucio
para deslocamento central com as malhas Ml1-1 a Ml-6 diferem ape-
nas no quarto digito significativo.

Outro aspecto interessante é a variacfo do esforco cisa-
lhante perto do canto da placa. Embora as malhas utilizadas até
aqui, M1l-1 a M1-10, n3do permitam uma representacio adequada da
variacdo deste esforgco perto do canto, os resultados centrais
apresentam o6tima concordancia com os analiticos/numéricos. Para
visualizar esta variac3o, a malha para o problema é reprojetada
com o elemento qu09pl, conforme ilustrado na Fig.8 e os resulta-
dos mostrados nas Figs.9a e 9b apresentam boa concordancia com

os apresentados por Matsumoto at. ali.,1991.

X(B)=1.75

. X(C)=3.25
X(D)=4.25

* °? (E)=4.75

Fig.8-Malha Projetada para Captar a Variacido de Q perto do Canto.

Uma outra duvida relevante & com relac3o a distorcgio
dos elementos: Para malhas distorcidas (elementos distorcidos) o

MLGFM apresenta mesmo comportamento que o FEM ?2!.



—— a/h=1.0E3
—+ a/h=1.0E2
¥ a/h=40

&~ a/h=10

Fig.9%a-Esforco Cisalhante ao Longo do Lado.

a/h=1.0E3
a/h=1.0E2
a/h=40
a’/h=10

b1t

Fig.9b- Momento Normal ao Longo do Lado.
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Elementos finitos com formulac8es mais recentes (ANS-
MITC) contornam com eficiéncia o problema do travamento (locking)
e modos espurios, porém, a sensibilidade do esforco cortante com
relacido a distor¢do da malha ainda é um problema a ser resolvido.
Este problema é caracterizado pela oscilacido do esforco cisalhan-
te ao redor da solucido analitica e, segundo Donea & Belystchko,
1989, estsa associado com a violacéo da condicio de
Babuska-Brezzi. Recentemente, Franca & Hughes, 1990, demonstraram,
com uso de principios variacionais hibridos e minimos quadrados,
que elementos de alta ordem s3o pouco sensiveis 3 distorcido. Ain-
da, Akhtar & Basu, 1991, também mostram que o fendédmeno do trava-
mento (locking) nio esta presente nestes elementos.

Na tentativa de demonstrar tais resultados na pratica,
0 problema ¢é resolvido novamente com a discretizacido de 1/4 do
dominio e com uso das malhas distorcidas mostradas na Fig.10. Re-
sultados de deslocamento, momentos e esforgos cisalhantes est#o
mostrados nas Tabs.14 a 17.

Para deslocamentos, mesmo para placas finas, todos os
elementos apresentam o6timos resultados. Entretanto, na medida em
que a razido a/h cresce, a deterioracfo dos resultados do esforco
cortante é bastante visivel.

De acordo com as expectativas, o elemento de ordem
quatro (qu25pl) é o que apresenta melhores resultados com relacio

a distorcido, como mostra as Tabs.16 e 17 e Figs.10a a 11d.

/
/
/r / Malha Elemento
7 M1-11  qu25pl
I M1-12 GuiBpl
/ / M1-13 guG8pl
I /
/ / A
1.5 3.0

Fig.10-Dominio e Discretizacdo Utilizada.



Tab.14-Deslocamento Central.

a/h| Mi-11 Mi-12 M1-13
S 12.17119[2.17213[2.17481
20 [1.3272211.327181{1.32954
40 11.2810111.28098(1.28302
80 |1.26925}]1.26881(1.27077
100 [1.26783[1.26737{1.26915
250 [1.26570)1.26517(1.26557
500 [1.26540}11.26573(1.26209
1E3 }1.26532}11.2643111.25568
Placa Fina:1.265

Tab.15-Momento Central.

a/hl M1-11 M1-12 M1-13
5 12.3576212.35689(2.39023
20 12.29979}2.2986912.35706
40 12.29240(2.30307(2.75658
80 [2.2895712.30698|2.75658
100 {2.28918|2.30723(2.89943
250 |2.2875312.2941213.94037
500 12.2840712.26570/6.03119
1E3 [2.2680912.34979(0.10592
Placa Fina:2.31

Tab.16-Momento Normal no Centro do Lado.

a/hi{Pto Mi1-11 M1-12 M1-13
5 A 4.62478 4.62786 4.64541
B 4.62491 4.62579 4.65806
MEB ....... | B TEEE S SETET | =BT
B 5.07824 5.07679 5.11924
m;g """" A |75 12076 57161617 | 5.03561
B 5.11925 5.12100 5.14792
."56 ....... e T TEEE | e EE | TETE e
B 5.12969 5.13236 5.14857
166 ....... | Ty S5 yee [ TEsETE
B 5.13094 5.13358 5.15235
5}6 ....... o | = TEsE | AT [ SR TE
B 5.13281 5.13132 5.55207
ggg ....... | T EEEE |y greTe | TEYEE S
B 5.13316 5.11746 7.29265
;ES ....... 5 | =TT | wisEaa | Ty e A
B 5.13369 5.08348 11.07045
Placa Fina:5.13
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Tab.17-Esforco Cisalhante no Centro do Lado.

a/h|Pto MI-11 M1-12 Mi1-13
s A |-3.82038 |-3.81278 -3.84672
B ]-3.82064 |-3.81911 -3.93332
20 A [-4.27966 |-4.16356 -3.42622
B |-4.28521 |-4.28852 -4.50391
40 A [-4.32984 |-4.18466 -1.28400
B |-4.34535 |-4.33586 -4.83557

80 A 1-4.32885 |-4.00180 4.16500
B |-4.36402 |-4.36009 -6.02508
100 A |-4.32063 [-3.88177 7.07967
B |-4.36664 |-4.36778 -5.07396
550 A |-4.19584 |-2.31243 32.80166
B |-4.37377 |-4.42672 -20.89056
500 A |-3.8011)5 2.13907 91.88568
B [-4.38612 |[-4.60793 -61.62415
1E3 A [-2.73825 |11.52293 209.51232
‘B |-4.42807 [-5.18713 |-145.59355

Mn* o .
6
Y —— a/h=40 lado AC
5 2

—>— a/h=40 tlado BC
4 oS
8 —
2 R
\\(\
.

1 -
0 f i t i ! i f —+ >

o) 0.5 1 1.5 2 5 3 3.5 4 4.5 5

XY
Fig.10a-Momento Normal ao Longo do Lado, a/#=40.
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Mn*
B
53 —— a/h=100 lado AC
—9— a/h=100 lado BC
4 —
3
2 P
’] —t—
O = Jr; i T Ir T T 4|L L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
XY
Fig.10b-Momento Normal ao Longo do Lado, a/#=100. - - -
Mn*
6
5 —¥— a/h=250 lado AC
| —&— a/h=250 lado BC
4+
8 —t
2 4
1 -+
0 f { f f ~ t
0 ORs 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

XY

Fig.10c-Momento Normal ao Longo do Lado, a/&=250.
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Mn*
6
5 —&— g/h=500 lado AC
—Z— a/h=500 lado BC
4 4
3T Y
2 —_—
1 e
0 i { | | } | + }
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.8 4 4.5
XY

Fig.10d-Momento Normal ao Longo do Lado, a/#=500.

Q-&
5
4- —— a/h=40 lado AC
—%— a/h=40 lado BC
3T
|Y
2+ N
X \&
1T \
0 el
-1 | } { % } f } | }
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
XY

Fig.l1la-Esforco Cisalhante ao

Longo do Lado,

a/h=40
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Q-x
s}
. ] —— a/h=100 lado AC
—%— a/h=100 lado BC
8 P .
Y
2 ——
1 -1
O N
-1 t f f } } } +- f F
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 395 4 4.5 o}
XY
__Fig.11b-Esforgo Cisalhante ao Longo do Lado, a/A=100
Qa
5
. 4 —— g/h=250 iado AC
—&— g/h=250 lado BC
3T

—_— —
—
(@]
N =
N
(@]
o))
@
(@)]
N
S
(@]
O

0 05

Fig.llc-Esforco Cisalhante ao Longo do Lado, a/f=250
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Q*
5
. ] —&— a/h=500 lado AC
a —&— a/h=500 lado BC
8 e
2 —

{ ] | | ] i |

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
XY

Fig.11d-Esforco Cisalhante ao Longo do Lado, a/£=500

5.7.2-PLACA SIMPLESMENTE APOIADA.

De maneira analoga ao realizado para o problema ante-
rior, o proximo objetivo é& determinar a convergéncia & € a sensi-
bilidade com relacido a distorsio da malha para as placas simples-
mente apoiadas em todos os lados.

Seja a placa quadrada, de lado "a", simplesmente
apoiada em todos os lados e submetida ao carregamento externo
uniformemente distribuido e constante, g(x,y). Devido a simetria
do problema, apenas 1/4 do dominio é discretizado com as malhas
M2-1 a M2-10, iguais as malhas M1-1 a M1-10, respectivamente.

Os resultados obtidos para o elemento qu25pl s3o os

mostrados nas Tabs.18 a 21.
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Tab.18-Deslocamento Central.

a/h M2-1 M2-2 M2-3
5 14.9042314.90431]14.90431
20 14.11375{4.11497|4.11497
40 [4.07377{4.07549(4.07551
80 |4.06370(4.06561{4.06564
100 |4.0624914.0644314.06445
1E3 [4.0603514.0623414.06237
1E4 }14.0603314.0623214.06235
1E5 |4.06031)4.06241]4.06233
1E6 [4.0599014.0643014.04225
Placa Fina:4.0624
Tab.19-Momento Normal Central
a/h M2-1 M2-2 M2-3
5 |4.7914714.78900(4.78872
20 |4.7579614.78785|4.78860
40 {4.73983(4.78626(4.78835
80 14.73210(4.78496(4.78803
100 [4.7310114.7847114.78796
1E3 |4.72899|4.78421|4.78776
1E4 [4.72897|4.7842114.78775
1E5 [4.72895|4.7842914.78810
1E6 |4.73037|4.79298{4.75683
Placa Fina:4.7887
Tab.20-Momento Normal no Canto
a/h M2-1 M2-2 M2-3
5 13.2550713.2500013.24907
20 |3.2383513.246843.24825
40 [(3.2329513.2438213.24702
80 |3.23103i3.24174[3.24576
100 13.2307713.2413813.24548
1E3 13.23032{3.24064|3.24481
1E4 13.2303113.24063]3.24430
1E5 {3.23030(3.2407013.24479
1E6 |3.2293613.2397613.23234
PlacaFina:3.25

Tab.21-Esforco Cisalhante no
Centro do Lado.

a/h M2-1 M2-2 M2-3
5 [-3.35379|-3.375501-3.37650
20 {-3.31632(-3.375141-3.37648
40 |-3.27170{-3.37287|-3.37632
80 {-3.24902|-3.36939|-3.37589
100 {-3.24567|-3.36860(-3.37574
1E3 |-3.23937{-3.366851-3.37530
1E4 |-3.23931{-3.36684|-3.37529
lES |-3.23932{-3.366941-3.37549
1E6 |-3.23946|-3.36852|-3.37932
Placa Fina:-3.3765




Para o elemento qulépl os

mostrados nas Tabs.22 a 25.
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resultados obtidos sio os

Tab.22-Deslocamento Central.

a/h M2-4 M2-5 M2-6
5 14.9093414.90436{4.90437
20 |4.15613}4.11606{4.11497
40 14.12965(4.07760}14.07550
80 [4.1243214.0683314.06563
100 14.12372(4.0672414.06445
1E3 |4.1227114.06534(4.06236
1E4 14.12270(14.0653314.06234
1E5 14.12271({4.0653314.06230
1E6 |4.12272 4.05554
Placa Fina:4.0624
Tab.23-Momentc Normal Central.
a/h M2-4 M2-5 M2-6
5 [4.7936114.7875514.78827
20 14.9786114.7945314.78827
40 {5.0443814.80136|4.78827
80 15.06706}14.8055114.78827}
100 15.070011{4.8061714.78827 )
1E3 {5.0753314.80746{4.78827
1E4 15.07585(4.80748{4.78827
1E5 }5.0754014.80748{4.78821
1E6 |5.07517 4.78078
Placa Fina:4.7887
Tab.24-Momento Normal no Canto.
a/h M2-4 M2-5 M2-6
5 [3.2342413.25655]3.25587
20 [3.1341813.24026(3.25566
40 |3.1078713.23100}13.25563
80 |3.09917|3.2263413.25569
100 §3.09805(3.2256413.25573
1E3 |3.09603}3.22430(3.25605
1E4 13.09601(3.22429|3.25606
1E5 13.09600(3.22429(3.25602
1E6 |{3.09604 3.25158
Placa Fina: 3.253
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Tab.25-Esforco Cisalhante no
Centro do Lado.

a/h M2-4 M2-5 M2-6
5 1-3.42855(-3.374071-3.37247
20 |-3.619521-3.37962|~-3.37249
40 {-3.714751-3.38116|-3.37243
80 [-3.749791-3.38005|-3.37228
100 |-3.754431-3.37975}-3.37231
1E3 {-3.76287{-3.37910{-3.37370
1E4 |-3.76296{-3.37909}-3.37379
1E5 |-3.76297{-3.37909}-3.37386
1E6 |-3.76427 -3.37015
Placa Fina:-3.3765

Para o elemento qu09pl os resultados obtidos s3do os

mostrados nas Tabs.26 a 29.

Tab.26-Deslocamento Central.

a/h M2-7 M2-8 M2-9 M2-10
5 5.05138 4.91191 4.90575 4.90476
20 4.24744 4.12175- | 4.11625. | 4.11537
40 4.20722 4.08224 4.07678 4.07590
30 4.19717 4.07236 4.06691 4.06604
100 4.19596 4.07117 4.06573 4.06485
1E3 4.19384 4.06908 4.06364 4.06277
1E4 4.19382 4.06906 4.06362 4.06275
1ES 4.19382 4.06906 4.06362 4.06269
1E6 4.19386 4.06861 4.06287 4.06126
Placa Fina:4.0624
Tab.27-Momento Normal Central.
a/h M2-7 M2-8 M2-9 M2-10
3 4.97551 4.82702 4.80333 4.79604
20 4.97081 4.82671 4.80329 4,.79603
40 4.97033 4.82652 4.80325 4.79602
80 4.97020 4.82640 4.80321 4.79600
100 4.97019 4.82639 4.80320 4.79600
1E3 4.97016 4.82635 4.80318 4.79598
1E4 4.,97016 4.82635 4.80318 4.79598
1ES 4.97016 4.82634 4.80318 4.79591
1E6 4.97012 4.82629 4.80195 4.79456
Placa Fina:4.7887
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Tab.28-Momento Normal no Canto.

a/h M2-7 M2-8 M2-9 M2-10

5 3.67957 3.33082 3.28984 3.27503
20 3.76404 3.36552 3.29883 3.27840
40 3.77256 3.38827 3.30974 3.28298
80 3.77483 3.39943 3.32127 3.28987
100 3.77511 3.40108 3.32388 3.29217
1E3 3.77559 3.40419 3.33010 3.30016
1E4 3.77559 3.40422 3.33018 3.30029
1E5 3.77559 3.40422 3.33018 3.30026
1E6 3.77575 3.40428 3.32975 3.29966
Placa Fina:3.25

Tab.29~Esforco Cisalhante no Centro do Lado.

a/h M2-7 M2-8 M2-9 M2-10
5 1-3.93215 }|-3.53316 {~-3.43287 {~3.40350
20 |-3.86927 |-3.50479 |-3.43180 |-3.40410
40 |-3.86292 |-3.47973 }|-3.42278 |~-3.40330
80 |[-3.86124 1-3.46624 |-3.40929 |-3.39745
100 |-3.86103 |-3.46417 |-3.40588 |~3.39481
1E3 |-3.86067 |-3.46018 |-3.39697 |~3.38399
1E4 |-3.86066 }-3.46013 |-3.39684 |-3.38377
1ES |-3.86066 |-3.46013 [|-3.39678 |{-3.38375
1E6 |-3.86082 {-3.46013 |-3.39527 {~3.38752
Placa Fina:-3.3765

Novamente, a superconvergéncia de resultados nodais é
notoria, tanto para deslocamentos como para esforgos. Nas
Figs.12a a 12d mostra¥se a convergéncia & para o deslocamento
central, momento normal e esforco cisalhante para cada um dos
elementos utilizados na analise.

Para verificac3io desses resultados de placas semi-
espessas/espessas simplesmente apoiada, toma-se como rteferéncia
os valores da Tab.30, coletados de solucdes em série e elementos
finitos recentemente publicado na literatura. Otima concordancia

de valores ¢é observada.



Tab.30-Deslocamento Central.

a/h| FEM1 FEM2| FEMa3a FEM4 FEMs |Série1|Sériez
514.1007 4.1181 5.4965]4.7564
1014.074314.275(4.0778|5.5460(|4.2490}15.4028]4.2353
2014.0651 4.0659 4.111714.2835]4.1034
5014.0549 4.0595 4.1393
80 4.1085
100[{4.0540(4.066}4.056714.0672|4.0645 4.0604
Sériez2-Voyi1adjis,G.Z. at. ali., 1985.

Outras Referéncias

—

qu25pl
—¥—= qu1Bp!
—— quO9p

w/wa

iguais a Tab.13

1.04

1,03 4

1.02

1.01 1

Sol. Anal. wa = 40624

o= "OOO

0.89

4 9
Num. Elementos

i
i

1
T

16

Fig.12a-Convergéncia A para o deslocamento central.
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Sol. Anal. Ma = 3.25

—— qu2spl 1.075

—k— 16pl ue
qu1ep 1.06 a/h = 1000

—&- quO9pl

1.025 +

i

1 — I
—
0.975 +
0.95 ¥ ' |
1 4 9 16

Num. Elementos

Fig.12b¥ConvergénCia f para o momento normal no_canto da placa.

Mn/Ma
1.06 %
\
Sol. Anal. Ma = 4.7887
1.04 E—
— qu2spl \
—k—  qu1Bp!
1.02 + \ a/h = 1000
—-8- quo9p! \

0.98 f f9
Num. Elementos

16

Fig.l2c-Convergéncia & para momento normal no centro da placa.
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Sol. Anal. Qa = -3.3765

—— qu25pi
—k— quiepl 1.05
—B— quO&pl

a/h = 1000

o

n

(o)
]
{

0.975

0.95

@)

7 "4 ‘9 B
Num. Elementos

Fig.12d-Convergéncia & para a forca cisalhante no centro do -lado. ...

Novamente, a etapa final de analise do problema é o
teste da sensibilidade com relacfdo a distors3io do elemento e s&o
utilizadas as malhas M2-11 a M2-13, iguais as malhas M1-12 a
M1-14, respectivamente. Os resultados de deslocamento central,
momento e esforgo cortante estdo mostrados nas Tabs.31 a 34.

Como esperado, o elemento qu25p! é& o que apresenta
melhor capacidade de assimilar a distorsio dos elementos sem
alteragBes significativas nos resultados obtidos <com malha

homogénea.



Tab.31-Deslocamento Central.
a/h| M2-11 M2-12 M2-13
5 {4.90624[14.9043114.90431
20 14.11668(4.11495{4.11497
40 |14.0770514.07548}4.07551
80 [4.0669914.06562}14.06564
100 [4.06576|4.06444|4.06445
250 |4.0638714.06267]4.06268
500 [4.06359(4.06242|4.06243
1E3 }4.06352 4.06237
Placa Fina:4.0624

Tab.32-Momento Central.

a/h| M2-11 M2-12 M2-13
5 [4.80943]4.7882514.78872
20 ]4.8321114.78795|4.78859
40 14.9093614.78507]4.78832
80 [5.08393[|4.77135]14.78795
100 |5.1521314.76285{4.78783
250 15.3547414.70099(14.78728
500 15.4023414.61541(4.78584
1E3 [5.41455 4.77924
Placa Fina:4.7887

Tab.33-Momento Normal no Canto.

a/h{Pto M2-11 M2-12 M2-13
5 C 3.29545 3.25639 3.25014
D 3.28307 3.25217 3.24757
m;a ....... = el I SEEEYE | S ATEE
= D 3.36579 3.24653 3.24706
.";6 ....... = i S yenEe | S SEaea [ SR
D 3.53650 3.23356 3.24593
mgs ....... & [ SRR | 5 g | S ISEE
D 3.62032 3.19990 3.32409
166 ....... Zo | SEEETE | SRR AL | T
D 3.58188 3.18177 3.24134
;;6 """" ¢ 3780371 ki rdclri B 37247917
== D 3.32506 3.05147 3.21830
ggg ....... o [ S EITes Y EseE | SRy
D 3.23017 2.88058 3.13877
;ES ....... & [ SRR [ G
D 3.20018 2.84261
Placa Fina:3.25
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Tab.34-Esforco Cisalhante no
Centro do Lado.

a/h|Pto M2-11 M2-12 M2-13
s A |-~3.39344 |-3.37067 [-3.37641

B {-3.45366 {-3.37568 |[-3.37653

20 A |-2.98183 [-3.31188 [-3.37510
B |-3.50342 |-3.37914 |[-3.37650
40 A 1-2.28362 [-3.14122 |-3.37172
B [-3.65196 [-3.39014 }{-3.37619
80 A 1-1.31703 [-2.62423 |[-3.36317
B |-4.05566 |-3.43389 [{-3.37578

100 A |-1.05653 |-2.32502 |-3.35803
B [-4.22932 |{-3.46923 [-3.37582
250 A [-0.55415 |-2.84784 |-3.29262
B {-4.72138 |-4.11327 |-3.37879
500 A |-0.53454 3.09461 |-3.08989
B |-4.79068 {-5.87877 |-3.39102
1E3 A 1-0.55114 -2.54714
B |-4.79434 -3.44096
Placa Fina:-3.3765

5.7.3-VIGA EM BALANCO.

O problema da flexio de vigas em balanco sera resolvido
com os elementos de placa {(quO9pl, qulépl e qu25pl) com a finali-
dade de testar a resposta com relacio a razio de aspecto entre os
lados dos elementos e sua capacidade de assimilar a distorsido da
malha sem alterar os resultados da malha homogénea.

A viga considerada é a ilustrada na Fig.13 e & submetida
ao carregamento uniformente distribuido, qg(x,y). A solucso

analitica para o deslocamento na sua extremidade livre é:

ge*

— 2
—R8ET [1+2E(R/L)°/5G]

onde £, £, I, E e G representam comprimento, espessura, momento
de inércia, Médulo de Young e Mdédulo de Cisalhamento, respectiva-
mente.

Utilizam-se as malhas M3-1, M3-2 e M3-3, ilustradas na
Fig.14, justamente para testar a capacidade de distors3o dos ele-

mentos sem alterar os resultados obtidos com malha homogénea.



nas

10

\ =1
Z
g=1
X
E=0.21E7 p=0.0 £=10.0 £=1.0
Fig.13-Viga em Analise.
5
I i ]M8-1
° A
t ‘M8-2
. S 4 B
]
I M3-3 c (
2 QUOSPL

Os resultados para o elemento qu0O9pl

Tabs.35 a 37.
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g=1.0 b=1.0

Nos no Engaste

QUIBPL  QU25PL

Fig.14-Discretizacdes da Viga.

sjo os mostrados

Tab.35-Deslocamento do Extremo da Viga.

L/hjPto M3-1 M3-2 M3-3
A .720000000E-2[.709613815E-2}.692141133E-2
10] B .720000000E-2|.704183852E-2].667453410E-2
C .720000000E-21.708670337E-2].699298142E-2
A .714342857E+1].683500987E+1|.581827413E+1
100| B .714342857E+1}.680907222E+1].574403122E+1
C .714342857E+1|.684241669E+1|.586162975E+1
Sol.Analitica: 7.20E-1 para L/h=10 e
7.143428571E+0 para L/h=100.




Tab.36~-Esforco Cisalhante no Engaste.

L/hj{Pto M3-1 M3-2 M3-3
D .100000000E+2| .489630172E+2| .626351241E+2
10y E |-.100000000E+2|-.100000000E+2{-.100000000E+2
F |-.100000000E+2]-.689630172E+2{-.826351241E+2
D |{=-.999999999E+1 .127937979E+3} .226267632E+3
100} E |-.999999999E+1 .100000000E+2|{-.100000000E+2
F .999999999E+1}{-.147937979E+3|~.246267632E+3
Sol.Analitica:-10.0E+0.
Tab.37-Momento Normal no Engaste.
L/h|[Pto M3-1 M3-2 M3-3
D |-.500000000E+2|{~.360096113E+2|-.203153585E+2
10| E .500000000E+2|-.498238735E+2|-.510956606E+2
F |-.500000000E+2{-.646948945E+2|-.753019988E+2
D .499999999E+2|-.161507709E+1| .822285286E+2
100} E .499999999E+2}~.527782949E+2|{-.596835933E+2
F .499999999E+2|{-.872717431E+2|-.143494155E+3
Sol.Analitica:-50.0E+0O.
Os resultados para o elemento qulépl s3o os mostrados

nas Tabs.38 a

40.

Tab.38-Deslocamento do Extremo da Viga.

L/h|Pto M3-1 M3-2 M3-3
A |.720000000E-2|.719963417E-2].7198771210E~-2
10 B |.720000000E-2(.719999767E-2}.7199408531E-2
C [.720000000E-2{.720007157E-2}.7200576374E-2
D |.720000000E-2{.720015800E-2}.7201275867E-2
A | .714342863E+1|.714511318E+1}.7144924827E+1
100 B |.714342863E+1|.714404230E+1}.7143883851E+1
C |.714342863E+1|.714293051E+1}.7142957939E+1
D {.714342863E+1|.714139810E+1|.7141981105E+1
Sol.Analitica: 7.20E-1 para L/h=10 e
7.143428571E+0 para L/h=100.




Tab.39-Esforco Cisalhante no Engaste.

L/h|Pto M3-1 M3-2 M3-3
A .999999920E+1| .327758168E+1| .239051225E+2
10 B .100000002E+2{-.136338619E+2|-.167374012E+2
C .100000002E+2|~-.866700530E+1|-.104430520E+2
D .999999920E+1}|~-.163749806E+2|-.223637644E+2
A .999999999E+1| .114800435E+3] .702428543E+2
100 B .100000000E+2|-.585514059E+2|-.333989411E+2
C .100000000E+2} .162160288E+2|-.706739100E+1
D .999999999E+1{-.677943097E+2 | -.288438627E+2
Sol.Analitica:-10.0E+O0.
Tab.40-Momento Normal no Engaste.
L/h|Pto M3-1 M3-2 M3-3
A .499999960E+2{-.483947913E+2|-.540056982E+2
10 B .500000013E+2{-.503941933E+2|~-.505422539E+2
C .500000013E+2|-.501397390E+2|-.488747924E+2
D .499999960E+2|{-.500034117E+2{-.477431624E+2
A .499999960E+2{-.600699347E+2|~-.504253351E+2
100 B .500000013E+2|{-.519010650E+2|-.540733008E+2
C .500000013E+2|-.449865483E+2{-.486962028E+2
D .499999960E+2|-.492672233E+2|-.412661541E+2
Sol.Analitica:-50.0E+0. ' IR S

Os resultados para o elemento qu25pl

nas Tabs.41 a 43.

Tab.41-Deslocamento do Extremo da Viga.

sio os mostrados

L/h[Pto M3-1 M3-2 M3-3
A |[.7200000000E-2|.7200000000E-2{.7200000000E-2
10 B .7200000000E-2].7200000000E-21.7200000000E-2
C |.7200000000E-2}.7200000000E-24.7200000000E-2
D |.7200000000E-2|.7200000000E-2}.7200000000E-2
E .7200000000E-2{.7200000000E-21.7200000000E-2
A |.7143428610E+1|.7143428531E+1}.71434283566E+1
B .7143428610E+1]|.7143428531E+1{.7143428566E+1
100} C .7143428611E+1}.7143428531E+1|.7143428566E+1
D .7143428611E+1].7143428531E+1|.7143428566E+1
E |.7143428611E+1|.7143428532E+1|.7143428566E+1
Sol. Analitica: 7.20E-2 para L/h=10
7.143428571E+0 para L/h=100.




Tab.42-Esforco Cisalhante no Engaste.
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L/h{Pto M3-1 M3-2 M3-3
A .1000000000E+2|{-.1000000000E+2|-.1000000000E+2
10 B .1000000000E+2{~.1000000000E+2}{~-.1000000000E+2
C .1000000000E+2{-.1000000000E+2{-.1000000000E+2
D .1000000000E+2}|-.1000000000E+2{-.1000000000E+2
E .1000000000E+2|~.1000000000E+2|-.1000000000E+2
A .1000000007E+2|~.9999999981E+1|~-.9999999778E+1
B .1000000004E+2}|~-.1000000001E+2}~.9999999990E+1
100} C .1000000003E+2|~-.9999999935E+1{~-.9999999993E+1
D .1000000003E+2}-.9999999956E+1{-.1000000001E+2
E .1000000000E+2|~.9999999860E+1|-.1000000001E+2
Sol.Analitica: -10.0E+Q.
Tab.43-Momento Normal no Engaste.
L/h|[Pto M3-1 M3-2 M3-3
A .5000000000E+2|~-.5000000000E+2}|~-.5000000000E+2
10 B .5000000000E+2{-.5000000000E+2|-.5000000000E+2
C .5000000000E+2{-.5000000000E+2{-.5000000000E+2
D .5000000000E+2{-.5000000000E+2}|-.5000000000E+2
E .5000000000E+2|-.5000000000E+2|~-.5000000000E+2
A .5000000000E+2|~-.5000000000E+2|{-.5000000000E+2
B .5000000000E+2{~-.5000000000E+2{-.5000000000E+2
100 C .5000000000E+2|~-.5000000000E+2|{-.5000000000E+2
D .5000000000E+2{~.5000000000E+2|-.5000000000E+2
E .5000000000E+2|{~-.5000000000E+2|~-.5000000000E+2
Sol.Analitica:-50.0E+0.

Novamente, a capacidade de distorsdo do elemento

qu25pl & excelente e essa caracteristica é deteriorada com o de-

créscimo da ordem do elemento.

5.7.4-PLACA SIMPLESMENTE APOIADA COM CARREGAMENTO SENOIDAL.

"

Estuda-se novamente uma placa quadrada, de lado "a",

simplesmente apoiada em todos os lados e submetida ao carregamen-

to externo g(x.,v) dado por:

qg(x,¥) = sen{nx/a) sin(ny/a)
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O objetivo deste exemplo é analisar com mais detalhes
a convergéncia o para placas semi-espessas/espessas. S3o utiliza-
das as malhas M4-1, M4-2 e M4-3 para discretizar 1/4 do dominio,
conforme a Fig.15, e os resultados de deslocamento central, mo-

mento e esforgco cortante estio mostrados nas Tabs.44 a 47.

Malha Elemento
‘ 4 4L M4-1 qulspl

X M4-2  quispl

| N M4-3 qu25pl

malha de matha de

slementos elementos
finitos de contorno

Fig.15-Discretizacdes do Dominio.

. - . Tab.44- Deslocamento Central Adimensionalizado.

a/h M4-1 M4-2 M4-3 Série
5 3.14466 3.14593 3.14548 3.14551
10 2.71074 2.71183 2.71124 2.71126
12.5 2.65866 2.65983 2.65914 2.65915
20.0 2.60225 2.60374 2.60269 2.60274
50.0 2.57187 2.57414 2.57230 2.57234
100.0 2.56753 2.57008 2.56795 2.56795
1000.0 2.56610 2.56877 2.56652 2.56657"
Série:Reddy (1988} (x=CPT)
Tab.45-Momento Central. Tab.46-Momento no Canto da Placa
a/h M4-1 M4-2 M4-3 a/h Md4-1 M4-2 M4-3
5 3.32316]3.29549(3.29283 5 1.81244(1.77366{1.77293
10 3.3230343.2990913.29292 10 1.8168711.7736911.77295
12.513.32296(3.30135{3.29299 12.511.8193811.7736411.77297
20.013.3227713.30836(3.29321 20.011.8261111.7735411.77304
50.013.3224513.32388}3.29390 50.0{1.83697{1.77347|1.77325
100.013.32236(3.3293813.29426 100.011.839911}1.7734811.77335
1000.0{3.32233(|3.3316613.29442 1000.0(1.84103|1.77348|1.77339
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Tab.47-Esforco Cisalhante no
Centro do Lado.

a/h M4-1 M4-2 M4-3
5 -1.65742]-1.59209|-1.59154
10 -1.65202|-1.59462}{-1.59155
12.5[-1.648951-1.59675{-1.59156
20.0(-1.64073{-1.60437|-1.59166
50.0{-1.627461-1.62314}1-1.59232
100.01-1.62387|-1.62999|-1.59276
1000.0(-1.62251}-1.62286|-1.59299

Admitindo a solucio em série como "exata", Reddy

(1988), na Tab.44 nota-se a excepcional convergéncia de todos os
elementos para placas semi-espessas/espessas. Por exemplo, para
a/h=10 a diferenca entre a solucdo "exata" e a apresentada pelo
qu09pl (pior resultado) encontra-se no quarto digito_significati—
vo.

Entretanto, para a razi3o a/h=100, o resultado do ele-
mento qu09pl ¢é melhor do que o do qulépl; repetindo-se para
a/h=1000. Tal fato pode ser explicado pela sub-integracfo da par-

cela de cisalhamento efetuada no qu09pl.

Levando em consideracio os resultados de deslocamento,
Tab.44, o elemento qu25pl demonstrou ser o melhor dentre os ana-

lisados.

5.7.5-PLACA CIRCULAR ENGASTADA.

Qutro exemplo para testar a capacidade de distorsdo da
malha é a analise de placas circulares. Seja a placa circular en-
gastada de raio R, espessura A e submetida ao carregamento uni-
forme gq(x,v)=1, cuja solucdo analitica para o deslocamento cen-
tral, &, é:

R 8

- 2

com £ é o fator de correcdo da parcela de cisalhamento (Teoria de
Mindlin) e p=0.30.
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Devido a8 simetria do problema, apenas 1/4 do dominio
sera discretizada com 12 elementos qu09pl e qu25pl, conforme a
Fig.l6. '

Resultados de deslocamento central sio mostrados nas
Tabs.49 e 50, de esforco cisalhante na Fig.17 e de momento normal

no engaste na Fig.18.

BN

ralha de elementos malha de elementos
finitos de contorno

" Fig.l16-Discretizacgfes do Dominio-e-Contorno. .. - _

Tab.49-Deslocamento Central Adimensionalizado.

R/h Sol.Analitica qul9pl qu2s5pl
5 1.182857 1.181965 1.182867
20 1.011428 1.010536 -
40 1.002857 1.001858 -
50 1.001835 - 1.001836
80 1.000714 0.999624 -
100 1.000457 0.999350 1.000467
250 1.000073 0.998935 1.000083
500 1.000018 0.998875 1.000025

Adimens.- w*= 64D wmax/gR*.



a/h=5
a/h=20
a/h=40
a/h=80
a/h=100
a/h=250
a/h=500
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a/h=5
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|
B

Sol. Analitica = -5.0E+0

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Nos do Engaste

Mnno Engaste oo

Sol. Placa Fina
i + |
3 4 5

Nos do Engaste

N 4

Fig.17-Esforco Cortante e Momento no Engaste para o qu09pl.
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a/h=50 2
a/h=100
a/h=250
a/h=500 .
2
-6 3 k iy
Sol. Placa Fina = -5,.0E+0.
-8.5 —H——+—+—~4—~4—+—+—+++4—+—+ M
12 3 4 5 6 7 8 610 M 121314 15 18 17
Nos no Engaste
Mn no Engaste o
12.85
W Sol. Placa Fina
| 12.50E+0.
12,75 + /'\
-a/h=50 , ‘\\
a/h=100
a/h=250
a/h=500

] | | ! ! I ] H |

I I 1 [ T | T I

Fig.18-Esforco Cortante e Momento para o qu25pl.
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Tab.50-Deslocamento Central Adimensiona-
lizado para R/h=100 e malha com
12 elementos.

Elemento Deslocamento Erro %
quO09pl-MLGFM 0.999350 0.110E+0
qu2Spl-MLGFM 1.000467 2.745E-4
MITC4-FEM1 0.948 5.243E+0
MITC8-FEM1 0.997 0.345E+0
MITC9~FEM1 0.998 0.245E+0
CRB1-FEM2 1.049224 4.874E+0
CRB2-FEM2z 1.133619 1.331E+1
S1-FEM2 0.914496 8.592E+0
FEM1- Bathe, Brezzi & Cho. 1987,

FEM2- Weissman & Taylor. 1990.

Como ja foi comentado anteriormente e previsto, a os-
cilacdo do momento e esforco cisalhante no engaste & bem visivel
e 0 elemento qu25pl apresenta melhor capacidade de absorver as
distorsges da malha.

Entretanto, o0s resultados do qu09pl também podem ser
considerados o6timos. Note gque, por exemplo, na Tab.50 a perfor-
mance do qu09pl é superior a de todos os elementos finitos (mo-
dernos) tomados como referéncias. O elemento MITCY9 também tem 9-
nés, porém o erro percentual em deslocamento € maior que duas ve-
zes o0 erro percentual obtido pelo qu0O9pl.

Com relacdo ao qu25pl, nio bastasse a pouca sensibili-
dade a distorsio, os resultados mostrados na Tab.50 sio excepcio-

nais.

4.7.6-0 ELEMENTO LINEAR (quO4pl).

Mesmo apresentando resultados razoiaveis para deslocamen-
tos, o0 elemento linear qu0O4pl pode ser considerado de baixa per-
formance, pois. os momentos e esforcos cortantes sio mal.repre—
sentados. Para demonstrar estes fatos, o problema da placa qua-
drada engastada e submetida a carregamento externo uniforme é re-
solvido com malha a homogénea de 4x4 elementos quOd4pl (numero to-
tal de nés = 25). Os resultados mostrados na Tab.51 para o ele-

mento qu25pl sjo para a malha de 1x1 elemento (25 nés).
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Tab.51-Comparacido: quO4pl x qu25pl para o
mesmo niumero de nods.

a/h{ Reft. Wmax . Mc Mcl Qcl
s quO4pl 2.17419 1.38169 2.86683 -2.91109
qu2ipl 2.17119 2.36329 4.51625 -3.80538
quO4dpl 17257017 | 71.20562 | 72.69356 -2.69140
100|qu25pli 1.25959 2.17440 5.04488 -4.15687
CPT 1.265 2.31 5.13
Mc=Momento Central Mcl=Momento no Centro do Lado

Qcl=Cortante no Centro do Lado

4.7.7-PLACA DE MORLEY (LOSANGO).

O exemplo final & a analise da placa de Morley engas-
tada, de lado "2a", espessura "A" e submetida ao carregamento
constante g(x,y), conforme a Fig.19.

O problema ¢é resolvido com malhas homogéneas de ele-

mentos quadraticos e os resultados comparativos com o "Heterosis" ..

(Butalia; Kant & Dixit, 1990) s3o mostrados na Fig.20, de onde
nota-se a excepcional performance do MLGFM.

Ainda, na Fig.20, as solucdes obtidas com o "Hetero-
sis" s&do para 2a/A=100; a soluc3o analitica é a da teoria de pla-
cas finas e as solu¢Bes MLGFM-100 e MLGFM-500 s3o as obtidas com

o MLGFM para as razdes 2a/f£=100 e 500, respectivamente.

Malha de Elementos Finitos
com 4 elementos

: 22 4
. ° e o
150

Fig.19~-Placa de Morley Engastada Discretizada com Malha Homogénea
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—— Heterosis
—— MLGFM-100 0.75 +
—k— MLGFM-500

0.625 T //

0.5 | } | ] ] |
0 10 20 30 40 B0 B0 70
Num. Elementos

Fig.20-Comparativo MLGFM(quO9pl )xFEM{(Heterosis).

4 .8-CONCLUSJES.

Das aplicacfdes anteriores conclui-se:

1-Mesmo usando elementos finitos com formulacdes de des-
locamento, o fendmeno do travamento (locking) n3o foi verificado
para nenhum dos elementos;

2-Para deslocamento, a distorsio da malha n3o ¢ t3o sig-
nificativa quanto para momentos e forcas cisalhantes. Com o
acréscimo da ordem do elemento a sensibilidade a distors3o & re-
duzida;

3-A superconvergéncia nodal de deslocamentos e esforcgos
é marcante;

4-As comparacdes FEMxMLGFM mostram claramente a superio-
ridade dos resultados obtidos com o MLGFM;

5-A convergénica A (pontual) pode ser considerada excep-

cional;
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6-Além da pouca sensibilidade a distorsido para os ele-~
mentos de ordem superior, um aumento na ordem do elemento também
indica uma sensivel diminuicdo nos erros pontuais (deslocamento e

esforcos).
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CAPITULO 6
CONCLUSGES FINAIS E SUGESTCES.

Em todos os problemas estudados neste trabalho {(poten-
cial, elastoestatica e placa de Mindlin), duas caracteristicas

sempre foram observadas:

1-A superconvergéncia nodal de "deslocamento" -e-

"forca" (para os problemas de potencial também verificou-se a su-
perconvergéncia na norma da energia do erro), e

2-0 acréscimo da ordem dos elementos contribui sensi-
velmente para a reducido do erro pontual (no caso de potenciais,
um acréscimo na ordem do elemento proporciona, pelo menos. uma
reducdo de 10 vezes no erro pontual).

Devido a estes dois fatores, recomenda-se para futuros
trabalhos o estudo matematico detalhado do MLGFM com intuito de
explicar esta superconvergéncia e implementar versdes p-adaptati-
vas para o método. Para tornar a versido pn-adaptativa ainda mais
atraente, para os problemas de placas o aumento na ordem do ele-
mento & responsavel pela diminuicido da sensibilidade com relac#o
a distorsio da malha.

Atualmente, um dos grandes inconvenientes do MLGFM é
com relacdo ao tempo de processamento gasto na aproximacgdo das
projecdes da Funcdo de Green. Neste sentido, o Método HRZ foi

aplicado com bastante sucesso para os problemas de potencial e o

nent
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desenvolvimento de algoritmos para explorar este fato também é
altamente recomendado.

Outra técnica que também contribuira para o desenvol-
vimento do MLGFM é o uso de subestruturas. Como os valores de
"fluxo" no dominio s3o calculados com as fun¢des de interpolacgio
de elementos finitos, com o uso desta técnica a expectativa é a
de aumentar sensivelmente a precisido destes calculos.

Explorando outra caracteristica do meétodo, i.é, a
aproximacdo da Funcdo de Green para os problemas onde n3io existe
uma solucdo fundamental, o estudo de cascas genéricas e dos pro-
blemas de n3do homogeneidade das propriedades fisicas do meio tam-
bém sio 6timas recomendacdes para futuros trabalhos.

Para analise n3do linear recomenda-se, primeiramente, a
obtencido de "forcas" precisas no dominio e depois explorar todos
os aspectos de superconvergéncia do método. Entretanto, nada im-
pede o uso dessa técnica associada ao FEM para o calculo dessas
"forcas".

Finalmente, o MLGFM pode ser considerado um método
~bastante eficiente para solucfo de problemas do meio continuo e
novos investimentos s%0o necessarios para o seu aperfeicoamento -e

perfeita compreens3o matematica.
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