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Resumo

No presente irabalho sao desenvolvidos dois temas centrais naturalmente complementares,
quais sejam: adaptatividade h na otimizagdo topoldgica e projeto dtimo de malhas hp
adaptativas.

Em primeiro lugar, a estratégia h adaptativa do Método dos Elementos Finitos é uti-
lizada como ferramenta no p}'oblema de otimizagao topoldgica em elasticidade plana. Para
determinacdo da topologia 6tima, é imposto um critério de massa minima, sujeito a re-
strigoes de falha pldstica baseada no critério de von Mises. Através da formula¢do adotada
¢é possivel caracterizar a topologia dtima da pega por uma carta de espessura p, a qual é
obtida mediante a resolu¢cdo numérica de uma equag@o nao-linear. A idéia basica do méto-
do consiste em determinar a espessura 6tima da pega p*de modo que, para p > 0, tem-se
uma satura¢do do critério de von Mises, caso contrdrio, ou seja para p = 0, tem-se as
cavidades (Souza de Cursi, 1994 e 95). Com o intuito de obter uma melhor representagdo
da geometria no processo iterativo de otimizagdo, € realizado um refinamento h adaptati-
vo no contorno da pega otimizada, de modo a chegar & forma final do componente, sem
a necessidade de fazer algum tipo de pds-processamento da solugdo. O refinamento local
da malha é desencadeado por intermédio de uma modificacio no esttmador de erro de
Zienkiewicz & Zhu (1987). Para verificar tanto a formulagdo aqui desenvolvida como o
algoritmo implementado, é feita uma andlise dos resultados obtidos mediante a resolugdo
numérica de alguns exemplos cldssicos.

Em seguida, o projeto 6timo de malha hp adaptativa é realizado mediante um critério
de minimizagdo do nimero de equagbes para um dado limite de erro especificado. Sendo
assim, nesta eiapa do trabalho as técnicas de otimizag¢do sao utilizadas como ferramenta no
projeto de malhas hp adaptativas. Essa nova abordagem conduz a um problema de busca
do 6timo, no qual os pardmetros h e p da malha aparecem explicitamente nas equagdes. E
desenvolvido um algoritmo de otimizagdo fundamentado nesse critério, o qual culmina na
resolucdo aproximada de uma equacdo algébrica nao-linear que fornece os valores 6timos

dos pardmetros h e p, de modo a tornar posstvel a projecdo simultdnea de ambos os



pardmetros. Esta metodologia é aplicada na resolugdo aproximada de vdrios problemas
elipticos de valor no contorno uni-dimensionais.

Como os dois temas abordados neste trabalho sdo naturalmente complementares, ao
final sao discutidas formas de acoplar ambas metodologias de modo a melhofar, tanto a

geometria da estrutura otimizada, como o campo de tensoes obtido numericamente.



Abstract

In this work, one discusses two naturally complementary topics: h adaptive in the
topological optimization and an optimum design of hp adaptive meshes.

Firstly, a feasible way to obtain the optimum topology of a two dimensional elastic
component under geometrical and mechanical constraints is used (Souza de Cursi, 199/
e 95). In tﬁis approach, the topology is characterized by an unknown thickness map p
which is explicitly detached from equilibrium equaiibns in order to use it as design vari-
able. The problem formulation is based on the idea that the optimal topology is obtained
when a minimum mass criterion, subjected to a von Mises plastic collapse constraint, is
satisfied. This leads to a non-linear equation on p whose solution is an optimal thickness
distribution p*. In the case of p > 0 one has a fully stressed design condition. Otherwise,
i.e. p =10, one has cavities. The aim of this part of the work is the proposition of an
h adaptive procedure as a straightforward technique to obtain a better geometrical repre-
sentation within topological optimization. In this context, a modification of Zienkiewicz &
Zhu (1987) error estimator is also proposed to guide the refinement of the mesh.

Soon after, an optimum design of hp adaptive meshes is accomplished by means of
a minimization cm’tém’a of the number of equations for a given limit of specified error.
Thereby, in this stage of the work, the optimization techniques are used as tool in the design
of hp adaptive meshes. This new approach leads to a problem in which the parameters
h and p of the mesh appear explicitly in the equations. The optimal conditions leads to
the resolution of a non-linear algebraic equation that simultaneously supplies the optimum
values of the parameters h and p. The methodology here developed is applied in the
numerical resolution of several unidimensional elliptical boundary value problems.

Since the two topics presented in this work are naturally complementary, some discus-
sions about forms of coupling both methodologies in order to improve geometry as well as

numerical stress fields, are presented.
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Capitulo 1

Introducao

Classicamente, no processo de concepgao de um novo produto o projetista tem se am-
parado, quase unicamente, na prépria intuicao e experiéncia adquirida na solugao de out-
ros problemas caracterizando, portanto, um processo de tentativa e erro onde a evolugao
¢é extrememente lenta. Em técnicas mails modernas, busca-se sistematizar a atividade
de projeto através de alguma metodologia. Neste sentido, as técnicas de otimizacao
mostram-se particularmente atraentes visto que, através delas muitas vezes é possivel for-
mular matematicamente um problerha de busca de solugoes que sejam, segundo algum
critério, melhores dentre as diversas possiveis. |

Mais especificamente, no contexto de otimizagao estrutural, uma questao de grande im-
portancia na concepcao de componentes e/ou sistemas mecénicos destinados a transmitir
esforcos entre dois ou mais pontos, é a capacidade de obter automaticamente a topolo-
gia ! 6tima dos mesmos, respeitando certos critérios de geometria e resisténcia mecanica.
Por razoes de custos, necessita-se determinar morfologias que conduzam a pecas de alta
resisténcia de maneira a empregar o minimo material possivel através de uma adequada
distribuicao de tensoes. Assim, uma etapa que precede o processo de otimizacao estru-
tural, consiste na determinacao das tensoes que atuam no componente mecinico.

A formulacao matemdtica para problemas de andlise de tensoes envolve equagoes de
equilibrio, equagoes constitutivas, relagoes deformacgao-deslocamento e condigoes de con-

torno. Solugoes analiticas para estas equagoes muitas vezes sao impraticiveis quando

LA palavra topoldgica aqui utilizada, é a terminologia j& consagrada que descreve a morfologia vidvel
de um componente estrutural, ndo se referindo ao termo utilizado no contexto matemético de Anslise
Funcional. '
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aplicadas a situagoes fisicas reais devido as complexidades de geometria, carregamen-
to, condigoes de contorno, etc. Nesses casos, portanto, é mais vidvel o uso de métodos
numeéricos para a obtencao de uma solucao aproximada para estes problemas. Dentre
outros, o mais difundido atualmente é o Método dos Elementos Finitos (MEF), o qual
estd fundamentado na discretizagao do meio continuo, cuja esséncia consiste em colocar
as eqﬁagc")% escritas na forma diferencial ou abstrata (funcionais continuos) em termos de
um conjunto de equagoes algébricas de valores discretos. Em sintese, o meio continuo é

aproximado por um modelo discreto.

1.1 Método dos Elementos Finitos

O nome Elementos Finitos, que identifica o uso preciso da metodologia geral aplicavel a
sistemas discretos, foi dado por Clough em 1960. Os primeiros trabalhos foram realizados
na década de 50 em que as equagOes algébricas eram escritas em forma matricial, a partir
de uma abordagem vetorial para satisfazer as equacoes de equilibrio. Esta abordagem é
dendr_ninada direta e s6 é aplicavel a problemas extremamente simples. Destaca-se, neste
sentido, o trabalho pioneiro de Turner, Clough, Martin & Topp, datado de 1956. Uma
outra notédvel publicacao é o trabalho de Argyris & Kelsey, apresentado em 1960. Ao
contrario do anterior, este é fundamentado em principios energéticos para satisfazer as
equacoes de equilibrio. Esta outra abordagem foi denominada forma fraca ou global das
equagoes de equilibrio e estendeu a aplicabilidade do método a problemas mais complexos
que os solucionados pela abordagem direta. Tais publicactes uniram os conceitos de
anélise estrutural e mecénica do continuo, e lancaram os procedimentos resultantes na
forma matricial. Desta maneira, as equagoes passaram a ser escritas em notagao matricial
e resolvidas em computadores digitais, estabelecendo um marco no desenvolvimento do
Método dos Elementos Finitos.

A partir da década de 60, o MEF foi reconhecido como um método eficiente e configvel e
tornou-se uma respeitével drea de estudo académico, conquistando, também, um merecido

espaco na industria. Esse fato estimulou a pesquisa, que, a partir de entao, se desenvolveu
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nas seguintes dreas (Mutioz, 1994):

e O MEF foi reformulado como um caso particular do Método dos Residuos Ponder-

ados (ver por exemplo Hughes, 1987);

e Desenvolveu-se uma grande variedade de formulagoes para elementos, tais como a
isoparamétrica e a hierdrquica. Na primeira é utilizada a mesma base de fungoes
de interpolagao para aproximar a varidvel de interesse e a geometria do problema.
J4 na segunda, i.e., na hierdrquica, tem-se que cada conjunto de fungoes relativo a
uma determinada ordem de aproximacao estid contido nos conjuntos subsequentes,

ou de maior ordem,;

e Aplicabilidade do método para vérias classes de fenémenos fisicos, bem como na res-

olucgao de problemas nao-lineares, transientes e na otimizacao de forma e topolégica;

e Nas décadas de 70-80 a teoria matematica do MEF foi estabelecida, relacionando

seu embasamento variacional com conceitos de anslise funcional.

Este tdltimo ponto possibilitou o desenvolvimento de técnicas de obtencao automati-
cas de estimadores de erro no problema discretizado, dando assim, lugar as chamadas
estratégias adaptativas no MEF, que consistem na modificagao automatica do modelo de
elementos finitos nas regioes do dominio onde a precisao nao é satisfatéria. Tais técnicas
s30, geralmente, baseadas na mudancga de localizacao dos nds sem alterar a topologia da
malha (refino r), na superposicao de uma nova malha sobre a original (refino s), no refi-
namento da malha através do aumento do mimero de elementos (refino k), no aumento da
ordem polinomial dos elementos (refino p) ou através de combinacoes destes dois ultimos
(refino hp).

Sendo assim, neste trabalho, discute-se uma nova estratégia de refino hp adaptativo
onde um problema de 6timo é formulado de modo a permitir a projecao simultinea dos
parametros h e p da malha em cada iteracao do problema.

E importante mencionar ainda que o MEF ¢ visto atualmente como uma eficaz ferra-

menta numérica na obtencao de soluges aproximadas para modelos continuos e, sendo
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suas bases matematicas bem postas, é o método mais amplamente utilizado em problemas
de ané,lise estrutural e da mecénica do continuo em geral. No entanto, o MEF est4 muito
longe de ser apenas uma ferramenta de andlise numérica, pois, quando devidamente ex-
plorado, pode auxiliar o projetista, desde a concepgao de um novo produto, até o projeto

final do mesmo, respeitando critérios de seguranca e confiabilidade.

1.2 Otimizacao Estrutural

O problema de otimizacao estrutural é uma drea de estudo que, na sua esséncia, procu-
ra melhorar o desempenho estrutural de componentes ou sistemas mecinicos de maneira
sistemdtica. Assim, primeiramentg necessita-se identificar as varidveis de projeto que
caracterizam um determinado componente. Em seguida, mediante modiﬁcé,g&s destas
variaveis segundo algum critério, espera-se obter uma melhor solugao, dentre as diversas
possiveis.

Em geral, as varidveis de projeto que definem um componente mecénico, destinado a
transmitir esforcos entre dois ou mais pontos dados, estao associadas 4 sua geometria (ver
Figura 1.1). Logo, vérias técnicas tém sido utilizadas para controlar e/ou definir projetos
6timos em termos geométricos, sendo, portanto, relativamente dependentes do tipo de

estrutura em andlise: treligas, pérticos, placas e cascas, sélidos tridimensionais, etc.

bt

. AV

Figura 1.1: Otimizacao estrutural como um problema de transmissao de esforgos.
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Assim, o problema de otimizacao estrutural tem sido resolvido através da caracteriza-
cao da peca por um esqueleto conhecido (ou desconhecido) ou por uma curva média a ser
coberta por segoes de momento estético a ser determinado, como é mostrado na Figura

1.2.

Figura 1.2: Cobertura de um esqueleto conhecido.

Uma maneira mais geral de abordar esse problema é através da parametrizacao da
geometria do componente, cuja topologia j4 estd previamente definida, e posterior otimiza-
¢ao em relagao 3 esses parametros, dando lugar entao a ja consagrada técnica de Otimiza-

¢ao de Forma, como mostrado na Figura 1.3.

F

(3 ®)

Figura 1.3: Otimizacao de Forma: Configuracao inicial (a) e componente otimizado (b).
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O inconveniente dessas abordagens é que requerem hipéteses prévias sobre a topologia
da peca em estudo (no iltimo exemplo, nao foi prevista é. presenca de cavidades, portanto a
peca otimizada é resultado apenas de mudancas na fronteira!). Neste sentido, surgiram as
técnicas de Otimizagao Topoldgica onde nada € suposto sobre a morfologia do componente
e, classicamente, caracteriza-se sua topologia, geralmente de forma grosseira, por uma
densidade de material a ser determinada, ou seja, as cavidades correspondem a regiao de
densida.dé nula e a peca ¢ identificada por uma regiao onde a densidade é nao nula, sendo
a topologia final obtida através de técnicas de homogenizacao (Bendsge et al. 1993 e Diaz
& Kikuchi, 1992). Na Figura 1.4. é mostrado um exemplo dessa técnica onde, apesar de

nao previsto, nota-se a presenca de cavidades.

®)

Figura 1.4: Otimizacgao Topolégica: Configuracao inicial (a) e pega otimizada (b).

Mais recentemente (Souza de Cursi, 1994 e 95), foi apresentada uma forma possivel
de obter a topologia 6tima de componentes estruturais em regime eléstico linear, sujeitos
a um critério de massa minima e restrigoes de falha pldstica de von Mises. A idéia bésica
desta formulacao, a qual fol primeiramente proposta por Souza de Cursi (1994), consiste
em. caracterizar a morfologia da pega por meio de um.parémetro geométrico p, de modo
que, para p > 0, tem-se uma saturacao do critério segundo von Mises. Caso contrério, para
p = 0, aparecem as cavidades na peca. Sendo assim, uma limitacao desta metodologia é

que necessita-se estabelecer uma formulacao matematica para o problema de anilise de
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tensoes de modo que a carta de espessura p apareca explicitamente como um parametro
multiplicativo nas equagoes de equilibrio.

E importante mencionar que as metodologias de otimizacio de forma e topolégica sao
naturalmente complementares, ou seja, a geometria resultante do processo de otimizacao
topoldgica pode ser parametrizada de acordo com alguma técnica e, em seguida, desen-
cadear um processo de otimizacao em relagao a esses parametros (ver Figura 1.5). Esse
procedimento, embora cldssico, tem o inconveniente de ser extremémente custoso e de

dificil implementacao computacional.

F

(2) | | (b)

Figura 1.5: Acoplamento entre otimizaciao Topolégica (a) € Forma (b).

Devido aos inconvenientes do acoplamento entre essas abordagens, nesse trabalho é
proposta uma forma alternativa para melhorar a geometria do componente mecénico
obtido via otimizacao topolégica, mediante a utilizacao da estratégia h adaptativa do

Método dos Elementos Finitos, como pode ser visto na Figura 1.6.

F

(2) (®)

Figura 1.6: Otimizacao topoldgica: geometria identificada (a) e refinada (b).
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1.3 Objetivos do Trabalho

O presente trabalho tem como enfoque central dois temas naturalmente comple-
mentares. O primeiro, consiste no estudo e implementacao computacional de uma técnica
de otimizacao topoldgica em elastidade plana. Neste caso, é proposta uma metodologia
nao convencional para melhorar a geometria da peca obtida via otimizacao topoldgica,
mediante a identificagao do novo contorno e posterior refino h adaptativo nessa regiao, de
modo a melhorar, além do cdlculo de tensoes, a prépria geometria otimizada. Deste modo,
espera-se chegar & forma final do componente sem a necessidade de desencadear algum
tipo de poés-processamento da solugfxo, tal como otimizacao de forma. Assim, no primeiro
estigio deste trabalho, o MEF é utilizado como ferramenta para auxiliar no processo de
otimizagao topoldgica. No segundo estédglo, é apresentada uma nova estratégia de refino
hp adaptativo, onde um problema de busca do 6timo é estabelecido mediante um critério
de minimizacao do mimero de equacoes para um dado limite de erro fixo. Essa abordagem
conduz a um problema de otimizagao onde os pardmetros A e p da malha aparecem ex-
plicitamente nas equacgoes. Um algoritmo fundamentado nesse critério é desenvolvido, o
qual culmina na resolucao aproximada de uma equacao algébrica nao-linear que fornece os
valores 6timos dos parametros h e p, de modo a tornar possivel a projegao simultanea de
ambos os pardmetros. Sendo assim, nesta outra etapa do trabalho, a situacao se inverte,
ou seja, as técnicas de otimizagdo sdo agora utilizadas como ferramenta para auxiliar no
projeto de malhas hp adaptativas.

E importante mencionar ainda que a estratégia de refino hp, aqui desenvolvida, é
aplicada somente na resolucao aproximada de problemas elipticos de valor no contorno
unidimensionais. No entanto, como serd mostrado no Capitulo 7, nada impede que esta
metodologia seja estendida diretamente a problemas bidimensionais e tridimensionais e,
consequentemente, acoplada & técnica de otimizagao topolégica estudada neste trabalho
ou ainda a outras técnicas de projeto e analise de componentes mecinicos e da mecanica

do continuo em geral. Fechando, portanto, o ciclo do trabalho.



Capitulo 2

Formulacao de Equilibrio em
Elasticidade Linear

Neste trabalho é abordado o problema de elasticidade linear no plano, cujas equagoes
sao obtidas mediante a degeneracao de um problema tridimensional. As equagoes de
équih’brio de um meio eléstico linear podem ser obtidas em forma de equagoes diferenciais
(forma forte), ou mediante formulages variacionais (forma fraca) que, no contexto do

método dos elementos finitos, tornam-se particularmente atraentes (Oden & Carey, 1983).

2.1 Equilibrio em Elasticidade Tridimensional

Seja 2 um dominio aberto limitado em R™ cujo contorno, denotado por I' = I'y UT'p
etalque 'yNT'p =0, ¢é suﬁcientemente regular, ou seja, admite a existéncia de um vetor
normal n em quase todo lugar (a.e.) exceto possivelmente em um conjunto de medida
nula. Fisicamente, tem-se um corpo deformavel 2, submetido a um conjunto de forgas
t no contorno I'y, forgas de campo f no dominio ) e restrigoes de deslocamentos na
superficie I'p, como mostrado na Figura 2.1.

Se o corpo ) estd em equilibrio, o seguinte conjunto de equagoes deve ser satisfeitas:

divo(u)+f = 0 emQ, (2.1a)
u =g emlp, (2.1b)
cuyn =t emTy, (2.1c)

onde g sao os deslocamentos prescritos no contorno I'p, n o vetor unitirio normal a
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superficie I' e o (u) é o tensor tensado de Cauchy que depende da varidvel primal u.
Esse conjunto de equacoes ¢ composto pelas equagoes de equilibrio na sua forma forte
ou diferencial (Egs. 2.1a), condigoes de contorno de Dirichlet ou essenciais (Egs. 2.1b) e

condicoes de contorno de Neumann ou naturais (Egs. 2.1c).

Figura 2.1: Corpo eléstico em equilibrio.

As equacdes cineméticas de uma estrutura, sujeita ao campo de forcas e condigoes de

contorno mostrado na Figura 2.1, sao dadas por

ug(T,y,2) = u(z,y,2), w(z,y,2) =v(z,y,2) e u,(z,y,2)=w(x,y,z2), (2.2)

sendo u, u, € u, os deslocamentos nas direcoes z, y € z, respectivamente.
As equagoes deformagoes-deslocamentos da teoria da elasticidade, considerando o caso

de pequenos deslocamentos e deformagoes, sao dadas por
1
€ = 5 (Ui + U, (2.3)

na qual ¢;; s30 as componentes do tensor deformacao de Green linearizado, u; sao as com-
ponentes do vetor deslocamentos e o operador (:) ; é adotado para representar 9 (-) /0z;.

Escrevendo as Egs. (2.3) em forma compacta vem,

e(u) = ———— = V’qy, sendo e=¢€". (2.4)
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Considerando as equagoes constitutivas da teoria da elasticidade para o caso de ma-

terial isotrépico, linear e homogéneo tem-se (Chen & Han, 1988)
Oij = /\6ij€kk + 2G€ij, | (25)

na qual 0;; sao as componentes do tensor tensao de Cauchy, d;; o delta de Kronecker, A
a constante de Lamé dada por A = vE/ (1 — v?), G o médulo de elasticidade transversal
do material dado por G = E/2(1 + v), sendo E o médulo de elasticidade longitudinal e
v o coeficiente de Poisson do material.

Uma forma mais conveniente da Eq. (2.5) é
Oi5 = Cz‘jklt?kl, : (2-6)
onde o tensor Cj i, é dado por
Cijrr = A6k + 1 (681 + 6abji) , | (2.7)
e, devido a propriedade de simetria do tensor constitutivo tem-se que,
Cijtt = Cjini = Criij = Cigij- | (2.8)

Escrevendo a Eq. (2.6) em notacdo compacta e inserindo a relacdo deformacao-

deslocamento dada por Eq. (2.4), vem
o(u)=Ce(u)=CV°u, onde o =0 (2.9)

Entao, as equacoes de equilibrio podem ser colocadas em termos da varidvel primal u,

ou seja,

div (CV*u)+f = 0 emQ, (2.10a)
u =g em[p, (2.10Db)
(CV'u)n =t emTy, (2.10c)

Este problema pode ser escrito em uma forma variacional, o que permite trabalhar em

espacos topologicamente mais fracos e estabelecer condigoes de existéncia e unicidade de
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solugéo, bem como estimativas de erro a priori e a posteﬁ'om’ no problema discretizado
que sao vitais em andlises adaptativas. A forma abstrata das equacgoes diferenciais de
equilibrio pode ser obtida através do Método dos Residuos Ponderados, o que consiste na
ortogonalizacao do residuo da Eq. (2.10a) em relacao ao espago das variacoes admissiveis.

Em outras palavras, significa resolver (2.10a) no sentido distributivo, i.e.:

Encontre u € U, tal que
r(a) = / [div (CV°u)+1f]-vdQ=0 VveV. (2.11)
9}

Supondo a existéncia de forgas de corpo f € L? () e forgas'de superficie t € L? (T'y),
o espago das variacoes admissiveis V e o espago das funcgoes admissivels U podem ser

definidos, respectivamente, como
V={vsuf regular|[v=0emIp} e U={ueH*(Q)|u=gemIp}, (2.12)

sendo L2 (-) o espaco das fungdes quadraticamente integréveis segundo Lebesgue ¢ H? (-)
um @pago de Hilbert de segunda ordem, ambos definidos em um dado dominio (Kol-
mogorov & Fomin, 1995).

E importante observar que na forma (2.11) as funcbes admissiveis (funcdes teste) u
devem ser duas vezes diferencidveis e satisfazer as condi¢oes de contorno em I'p € I'yy. En-
tretanto, as variagoes admissivels (fungdes peso) v necessitam apenas ser suficientemente
regulares para que a integral de Lebesgue em (2.11) possa ser resolvida, ou seja, que nao
gere distribuicoes singulares.

Por smmplicidade, serd suposto que u = 0 em I'p. Isso pode ser feito, visto que um
problema com condigoes de contorno nao homogéneas pode ser facilmente transformado
em outro com condigoes de contorno homogéneas.

Rearranjando a Eq. (2.11), tem-se

r(u) = /div (CVsu)-de+/f-de
Q Q

= / div [(cvsu)Tv] aQ — / CV°u. Vv dQ+ / f-vdQ (2.13)
JQ Q Q
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Aplicando apenas uma vez o Teorema da Divergéncia no primeiro termo da Eq. (2.13),
ou seja, integrando por partes até que a ordem da derivada atuando sobre uev sejam as

mesmas, resulta que

r(un) = /(CVSu)TV-ndI‘—/CVsu-stdQ—i—/f-de
r Q o

= CVsun-vdI‘—/CVsu-stdQ—i—/f-de
'y 194 ' Q

= / t-vdl’—/CVsu-stdQ-}-/f-de=Ob VveV. (2.14)
T'n Q o

Finalmente, tem-se o problema (2.14) na sua forma fraca, a qual nada mais é que o

Principio dos Trabalhos Virtuais (Reddy, 1984), ou seja:
Encontre u € U, tal que
/CV“’u-stdQ=/f-de+/ t-vdllT VveV. (2.15)
Q Q Iy

Nesse caso, a exigéncia de regularidade de u foi relaxada, portanto necessita-se redefinir

os espagos U e V, da seguinte maneira,
V={v eH'(Q)|v=0emTp} e U={uecH (Q)|u=gemIp}, (2.16)

Uma forma mais compacta da Eq. (2.15) é obtida mediante a defini¢ao do operador
bilinear simétrico, limitado ¢ coersivo B : U X V —R e do funcional linear limitado
[:V —R, ouseja, l € V’, sendo V' o espaco dual de V. Assim, o problema (2.15) pode

ser escrito na forma abstrata:
Encontre u € U, tal que
B(u,v) =1(v) VveV (2.17)
onde,
B(a,v) = LCVSu - Vv dQ (2.18)

l(v) = /Qf-de+/P t-vdl (2.19)
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Nos trabalhos de Oden & Carey (1983) e Oden & Reddy (1976) sao tratadas as questoes
de equivaléncia entre formulagoes diferenciais e variacionais. Ja os problemas de existéncia
e unicidade da solucao das equagoes escritas na forma abstrata sao dados pelo Teorema

Generalizado de Lax-Milgram, também demonstrado nas referéncias ora citadas.

2.2 Estado Plano de Tensoes

Nesta Secao é adotada a hipétese de estado plano de tensoes para obter uma formu-
lacao onde a espessura p aparece explicitamente como um parametro multiplicativo nas
equacoes de equilibrio. Isso torna mais tratavel o problema de otimizagao topolégica que
serd abordado no Capitulo 5.

Considerando um sistema cartesiano de referéncia (z, y, z), um componente submeti-
do a um estado de tensoes planas tem a caracteristica de possuir uma dimensao muito
pequena comparada com as outras duas dimensoes. Dessa forma, o dominio de interesse

Q) é entao denotado por

Q={(x,y,z)e§R3|z€ [—g,g],(x,y)ESC%2}, (2.20)

sendo p a espessura do modelo € S a projegao do dominio {2 sobre a superficie de referéncia,
cujo contorno é denotado por L = Ly U Lp, onde Ly N LD = 0.

A partir deste ponto, a notacao anterior serd preservada, ou seja, as varidvels serao
apenas redefinidas, ndo devendo ser confundidas com as varidveis da Se¢ao anterior. As-

sim, no caso de uma estrutura sujeita a um campo de tensoces planas, o tensor tensao o

é redefinido como,
Ozz O . T
o=| " "™ | onde 04y = 0y, ouainda, O ={0,,0,y,0y} - (2.21)
Oyz Oyy

Note que (ver Eq. 2.5), como as tensoes cisalhantes transversais 0, € 0, sao consider-
adas nulas, entao as deformagoes cisalhantes transversais ¢,, e ¢,, também sao nulas. Por
outro lado, como ¢,, = 0, a componente ¢,, pode ser expressa em termos das deformacoes

Egz € Eyy, OU SEJA

€rp = (Ezz + Eyy) - (2.22)
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Assim, o campo de deformacoes pode ser escrito utilizando somente as trés compo-

nentes independentes €;,, £,y € €4, da seguinte maneira

1
e=| %% % onde €ay = Eys = 5 Vyz» OU Binda, € = {Ew’ Eyy> 71‘11} i (2.23)
Eyz Eyy 2

Reescrevendo a relacao tensao-deformagao (Eq. 2.5) em forma expandida e utilizando

o campo de tensoes e deformacoes dados, respectivamente, por Egs. (2.21 e 2.23), tem-se

O na E 1 v O Erx

Opw =75 |V 1 0 Eyy ou o = Ce, (2.24)
(1 —V ) 1—-v

Ozy . 0 0 5= Yoy

onde C é a matriz constitutiva do material, representando a rigidez de membrana do

componente, isto &,

v
1 0 |. (2.25)

Finalmente, a relacao deformacao-deslocamanto (Eq. 2.3) pode ser reescrita, em forma

expandida, como

Ezz d/0x 0O u :
Eyy [ = 0 9/8y { v } ou €=Vu (2.26)
Vay /0y 8/ox

Particularizando-se as equacoes de equilibrio escritas na forma fraca (Eq. 2.15) para
o estado de tensdes (Eq. 2.24) e deformagdes (Eq. 2.26), aqui descrito, tem-se o seguinte

problema:
Encontre u € U, tal que

//CVsu-stdQ=//f-de+/ /t-vdF VveV. (2.27)
SJz SJz Ly Jz

Efetuando analiticamente as integrais ao longo da espessura na Eq. (2.27), tem-se,
/pCVsu-stdS=/pf-vdS+/ pt-vdL Vvev. (2.28)
s s Ln
O problema (2.28) também pode ser escrito na seguinte forma abstrata:
Encontre u € U, tal que

B (pu,v) =1 (pv) VveV, (2.29)
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onde,
B(pu,v) = /pCVsu-st ds, (2.30)
s
lpv) = /pf-vdS—}—/ pt-vdL. (2.31)
s Ly

A equagdo variacional (Eq. 2.29) é equivalente a
div (oCVu)+pf = 0 em S,
u =g em Lp,’ (2.32)
(pCV'u)n = T em Ly, |
onde T = [ t dz = pt. Em termos de tensdes,vem
div (po(u))+pf = 0 emS,
u =g em Lp, (2.33)
(po(w)) m = T  em Ly.
O pardmetro p estd agora explicitamente inserido nas equacoes de equilibrio, tanto
na forma abstrata (Eq. 2.29), como na forma diferencial (Egs. 2.32 e 2.33). A razso do

esquema aqui adotado ficard mais claro no Capitulo 5. Note ainda que, dessa forma a

varidvel primal u e, consequentemente, a varidvel dual o dependem de p.

2.3 Aproximagao via Método dos Elementos Finitos

Na Secao 2.1, os problemas de valor no contorno em elasticidade linear foram colocados
em uma forma variacional, a partir das equagoes diferenciais, sendo o equilibrio obtido na

seguinte forma abstrata:

Encontre u € U, tal que
B(u,v)=1(v) Vvevy, (2.34)

onde ! é um funcional linear em V e B é uma forma bilinear associada que satisfaz as
devidas condigoes de continuidade e coersividade, de modo que o Teorema generalizado

de Lax-Milgram se aplique.
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Os métodos de busca de solugoes aproximadas para problemas de valor no contorno
em geral baselam-se na feconstrugéo do problema de modo que a solugao aproximada
pertenca a uma classe restrita de fungoes. Mais especificamente, o Método de Bubnov-
Galerkin pode ser visto como uma maneira sistemética e geral de se construir familias de

subespacos Up, C U, ou seja, consiste em resolver o seguinte problema aproximado:
Encontre a solucao aproximada wuy, € Uy, C U, tal que
B (Unp, Vi) =1 (Vap) VYV €VipCV. (2.35)

Nesse caso, o espago das variacoes admissiveis discretizado V4, coincide com o es-
paco das funcoes admissivels discretizado Uy, ou seja Uy, = V), sao topologicamente
equivalentes. | |

Essa iltima forma de colbcar as equagoes de equilibrio, conduz as equacoes de Ele-

mentos Finitos em um problema de elasticidade linear estatica, do tipo
Ku, = F, (2.36)

onde K ¢é a matriz de rigidez global da estrura e F é o vetor carregamento generalizado.
Sabe-se que a qualidade da solucao obtida por elementos finitos dependerd de qﬁéo
bem Uy, se aproxima de U. Portanto, uma questao de grande interesse é a possibilidade
de se melhorar automaticamente a qualidade da solucao numérica obtida via Elementos
Finitos mediante a incorporacao de estratégias adaptativas, as quais serao apresentadas
no Capitulo 3.
E importante observar que a aproximacao de Galerkin Uy, € a melhor aproximacao

possivel da solucio exata u no espago Upp, pois, da Eq. (2.34) tem-se
B (u,vp,) =1 (Vhp) V Vip € Vip. (2.37)
Subtraindo Eq. (2.37) de Eq. (2.35), vem
B(u,v,,) — B(unp,vy,) = B(a—upp,vy,) =0V vy € Vi (2.38)
Definindo o erro de aproximacgao como

e =1u— Uy, (2.39)
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tem-se entao que

B(e,vy,) =0 ¥V vy € Vi, (2.40)

ou seja, o erro € é ortogonal ao subespago Vi,

2.4 Discretizacao das Equacoes de Estado Plano de
Tensoes |

Na secao 2.2, o problema de elasticidade linear em estado plano de tensoes foi colocado

na seguinte forma variacional (Eq. 2.28):
Encontre u € U, tal que
/pCVsu-stdS=/pf'vdS+/ pt-vdL VvevV (2.41)
S S Ly

Para obter a equacao de elementos finitos do problema (2.41) necessita-se escrever os
deslocamentos u em termos de deslocamentos nodais up,, mediante a definicao de uma

base de fungoes de interpolagao, da seguinte maneira,
u = Nuy,. (2.42)

Neste caso, N é a matriz de fungoes de interpolacao que representa um conjunto

apropriado de funcgdes base globais e uy, é o vetor de pardmetros multiplicativos dados,

Ni 0 Us
N=[0 Ni] e uhp={vi}, (2.43)

sendo 7 o nimero de fun¢oes de interpolacao e o indice 7 denota valores nodais.

respectivamente, por

Do Teorema do embutimento de Sobolev tem-se que os espagos H! (Q2) e C° () sao,
em certas condigoes, topologicamente equivalentes, portanto as fungoes de interpolagao
N utilizadas nesse trabalho devem possuir ao menos continuidade C°.

Introduzindo a equacao (2.42) na forma variacional definida em Eq. (2.41), tem-se o

seguinte problema aproximado:
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Encontre up, € Uy, C U, tal que

/ pCV* (Nup,) -V* (Nvs,) dS = / of - (Nsp) dS +
S S

+/ pt- (Nvp,) dL Y vy, € Vi CV (2.44)
Ly

Como Vpp € Viy € arbitririo, a Eq. (2.44) pode ser transformada no seguinte conjunto
de equacgoes algébricas
/p(V’N)T CV°N dSu, = /pNTf dS+/ pNTt dL, (2.45)
S S Ln
ou, de forma mais compacta, tem-se as equacoes de elementos finitos de uma estrutura

em régime eléstico linear e estado plano de tensoes, como
Ku,, =F, (2.46)

onde a matriz de rigidez da estrutura K e o vetor carregamento generalizado F sao dados,
respectivamente, por

K='/pBTCBdS, sendo B=V°N e F=/pNdeS+/
S S

pNTt dL. (2.47)
Ly ’

E importante mencionar ainda que as integrais que aparecem nessas equagdes po-
dem ser resolvidas de maneira aproximada utilizando algum tipo de quadratura numérica

(Dunavant, 1985).



Capitulo 3

Estratégias Adaptativas &
Estimadores de Erro

Apesar dos significativos avangos alcancados no desenvolvimento da teoria matemadtica
e de algoritmos para o Método dos Elementos Finitos, a discretizacao de um determinado
problema depende, na maioria dos casos, do bom senso do analista e das experiéncias
adquiridas na solucao de outros problemas. Entretanto, se os resultados forem julgados
ruins, a discretizacao devera ser refeita. Ocorre que, se na concepgao do modelo a intu-
icao do analista falhou, é rezodvel supor que o mesmo podera acontecer no julgamento da
validade dos resultados (Szabé & Babuska, 1991). Devido a estas incertezas, a possibil-
idade de se melhorar automaticamente a qualidade de uma solugao numérica tornou-se
uma questao de grande interesse em Mecanica Computacional, dando lugar assim as es-
tratégias adaptativas do Método dos Elementos Finitos. Nestas técnicas estd implicita a
capacidade de se avaliar localmente o erro de discretizacao, fornecendo uma medida da
qualidade da solu(;é.b aproximada (Oden et al. 1989). Mediante esta informagao, alguma
das técnicas de refino da malha pode ser ‘utilizada para melhorar de forma eficiente a
solucao obtida (Rachowicz et al. 1989).

3.1 Estratégias Adaptativas

As estratégias adaptativas encontradas na literatura vigente, consistem, geralmante,
na mudanca de localizagido dos nés sem alterar a topologia da malha (refino ), na super-

posicao de uma nova malha sobre a original (refino s), no refinamento da malha através
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do aumento do mimero de elementos (refino %), no aumento da ordem polinomial dos

elementos (refino p) ou através de combinagoes destes dois ltimos (refino Ap).
3.1.1 Versaor

Na adaptatividade r, a qualidade da solugao de elementos finitos é melhorada através
de uma redistribuicao das coordenadas dos nés sem alterar a topologia da malha. A
vantagem deste método é que consegue-se melhorar a solucao mantendo-se constante o
mimero de graus de liberdade do problema. Por outro lado, os resultados possiveis de
serem obtidos através desta técnica dependem direta e fortemente da topologia da malha
original, bem como do nimero de graus de liberdade utilizados na discretizacao inicial
do problema. Além disso, pode-se ter problemas de distorcao excessiva dos elementos,
produzindo instabilidade nos resultados. Devido a estas desvantégens, este método de

refino torna-se pouco atrativo

3.1.2 Versao s

A versdo s adaptativa consiste em superpor uma nova malha, mais refinada, & malha
original somente nas regices onde o erro ¢ elevado. Esta metodologia é ideal em prob-
lemas transientes ou incrementais, onde tem-se, por exemplo, uma frente de propagacao
de ondas de choque ou plastificagao. Apesar de bastante eficiente em termos de custos
computacionais e controle de erro, esse método exige que a malha superposta seja com-
patibilizada & malha original através de alguma técnica, o que, em muitos casos, pode ser

extremamente complexo (Fish, 1992).

3.1.3 Versao h

O refino h da malha é a mais natural técnica de refinamento da solugao, sendo utilizada
pelos engenheiros de maneira intuitiva, antes mesmo do desenvolvimento da teoria do erro
no MEF. No entanto, com as atuais técnicas de estimativa de erro é possivel utilizar as
informacoes obtidas em uma iteragao para aumentar de maneira automatica o nimero de

elementos nas regioes onde o erro ¢ elevado, melhorando com isso a solu¢ao do problema.
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Dessa forma, deu-se lugar & adaptatividade do tipo h.

Neste procedimento, a ordem polinomial das fungoes de interpolacao dos elementos
permanece constante, enquanto o tamanho dos mesmos é modificado em fungao de uma
estimativa de erro calculadada localmente.

A dificuldade deste método estd na necessidade de geragao automética da malha para
permitir utilizar eficientemente o erro estimado no processo de refinamento. Isto tem
‘motivado muitos trabalhos de desenvolvimento de algoﬁtmos para geracao automatica de
malhas. Neste trabalho ¢ utilizado o gerador de malhas 2D ARANHA (Fancello, 1993), o
qual é baseado na regeragao total da malha via método frontal.

A versao h adaptativa é adequada aos casos em que a malha nao pode ser construida
de modo que os pontos singulares coincidam com os vértices dos elementos ou que as
regices onde ocorram mudangas abruptas nas derivadas da solucao, tais como interfaces
entre materiais diferentes ou fronteira de uma frente pléstica que coicidam com contornos

inter-elementos (Duarte, 1991).

3.1.4 Versaop

Esta metodologia procura criar uma sequéncia de malhas, aumentando-se sucessiva-
mente a ordem polinomial das fungoes de interpolacao em cada elemento e mantendo-se
a topologia da malha inalterada, até alcancar um nivel aceitdvel de erro local.

A grande dificuldade deste método é que o enriquecimento das fungoes de interpolacao
de cada elemento, em funcdo de uma distribui¢ao adequada do erro, produz uma malha
nao conforme que deve ser compatibilizada através de alguma técnica, geralmente mais
simples do que as empregadas em malhas s, impedindo com isso a utilizacao de cédigos
comuns de anélise por elementos finitos (Novotny et al. 1995).

A versao p adaptativa é adequada a problemas em que a solugao analitica nao possui
pontos de singularidade. Neste caso, aumentando-se a ordem polinomial dos elementos a
energia de deformacgao da fungao erro decresce algebricamente com o dobro das taxas de
convergéncia encontradas no método h, sendo, portanto, o método de controle do erro de

discretizacao mais eficiente para esta classe de problemas (Babuska & Suri, 1990). Em
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contrapartida, a principal desvantagem da versao p é que, em problemas cuja solucao nao
¢é suave, a solugao aproximada obtida com esta metodologia pode oscilar nas regices de

singularidade (Duarte, 1991).
3.1.5 Versao hp

Neste caso as estratégias h e p sao combinadas, obtendo-se entao o método mais efi-
ciente de controle de erro para uma vasta classe de problemas (Babuska & Suri, 1990),
sendo este o motivo do grande interesse no refinamento hp adaptativo, apesar do in-
conveniente de que as estruturas de dados capazes de suportar versoes combinadas sao
extremamente complexas (Denkowicz et al. 1989 é Novotny & Fancello, 1996). Além do
mais, surge a necessidade de fazer, segundo algum critério, uma projecao dos paradmetros
h e p da malha (Rachowicz et al. 1989 e Guo & Babugka, 1986). Neste séntido, é ap-
resentada, no Capitulo 7 uma nova estratégia de refinamento hp que é capaz de fazer a
projecao simultanea desses pardmetros dentro de cada iteracao do problema, de modo a
reduzir substancialmente o nimero de iteragoes necessarias para atingir uma tolerancia

pré-estabelecida.

3.2 Estimadores de Erro

Pela teoria de Elementos Finitos, o erro de discretizacao e é uma decorréncia, sobretu-
do, do particionamento do dominio 2 e da escolha das funcgoes de interpolagao (Szabé &
Babuska, 1991). Portanto, pode ser escrito como a diferenca entre o valor exato da solucao
u e o valor uy, obtido numericamente considerando os pardmetros h e p da corrente malha,
sendo dado por

e =1u— U (3.1)

Na maioria das vezes, a solucao exata é desconhecida. No entanto, é possivel estimar
o erro de discretizagao como a diferenca entre uma solugao u*, que, sob algum critério,

produz uma aproximacao melhor de u que u,, ou seja

e~ u —Upp. - (32
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Logo, o problema passa a ser a determinacao de u* de modo a representar de forma
aproximada, € melhor que u,, a solucao exata u. Obviamente, o custo computacional

para estimar a solugao u* nao pode exceder ao da solugio original uy, (Oden et al. 1989).

3.2.1 O Estimador de Erro de Zienkiewicz & Zhu

No trabalho de Zienkiewicz & Zhu (1987) é mostrada uma forma possivel de estimar
o erro de discretizacao através da chamada Técnica de Recuperagio de Gradientes da
Solugdo, que consiste basicamente em fazer uma projecao da derivada nas fungoes base.

Seja a norma-energia do erro e definida como,
lelz = Blee)
= / CV?’e - Ve dQ
Q
- / CV* (1 — tpy) -V* (v = Vip) 2. (3.3)
Q

Nos problemas de valor no contorno aqui estudados, a norma-energia ||-|| ; é topologi-
camente equivalente a norma no espago H' (), ou seja, |||z = ||l z1()-

O erro e pode ainda ser expresso em termos de deformacoes, isto é,
e.=€—¢€p, = V(u—uy,) =Ve. (34)

Reescrevendo a expressao da norma-energia do erro em termos de deformacoes, medi-

ante a introducao da Eq. (3.4) em Eq. (3.3), tem-se
le|2 = /Q ()T Ce, d2 = /Q (6 — €ns)T C (€ — £ny) dC2. (3.5)
Pode-se, também, definir o erro em termos de tensoes, ou seja
e, =0 — Opp, = C (€ — gp) = CV?’e = Ce,, (3.6)

portanto,
e. = Cle,. (3.7)
A expressao (3.5) pode ser escrita agora em termos de tensoes, inserindo-se na mesma

a Eq. (3.7), isto &

el = leo|Eaey = / (es)T C e, d2 = / (0 —01)" C (o0 —0my) dR. (38)
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onde ||-|| .2 denota a norma no espago L? (), por isso, o estimador de erro de Ziekiewicz
& Zhu, inicialmente apelidado de ZZ, atualmente é conhecido como Z2.

Como nao se conhece o, o cdlculo da norma,-;anergia do erro utilizando a equacao
(3.8) € ainda impossivel. No entanto, uma estimativa do erro pode ser obtida se o for
substituido por o*, a qual é obtida a partir de um pés-processamento de op,. Isso
pode ser conseguido através da Técnica da Projecdo (Hinton & Campbell, 1974), que
consiste na obtencao de um campo de tensoes continuo mediante uma projecao de o,
nas funcgoes base. Dessa forma, o campo de tensoes serd considerado continuo em todo o
dominio e escrito em termos de valores nodais, empregando-se a mesma base de funcoes
de interpolacao utilizada para interpolar os deslocamentos, ou seja, 0* = N&*, onde N
¢ a matriz de fungoes de interpolagao e &* denota o vetor tensao nodal. Sendo assim, a

equacao (3.8) pode ser escrita como
lellz = [ (No* - o1y)7 G (N&" — a1) (3.9)
Q

A minimizacao da expressao (3.9), a qual é obtida apenas tomando-se a primeira

variacao e igualando-se a zero, resulta no seguinte sistema de equacoes
ms* =Db, (3.10)
sendo a matriz massa de densidade unitiria m e o vetor b escritos, respectivamente, como
m = / N'NdQ2 e b= / N7o, d2. (3.11)
Q Q

Este procedimento é equivalente a resolver um problema de minimos quadrados, ou
seja, minimizagao na norma ||-|| ; (Hinton & Campbell, 1974).

No trabalho de Zienkiewicz & Zhu (1987) é mostrada uma forma possivel de calcuiar
o novo tamanho do elemento através da Eq. (3.9). Sabe-se no entanto que este tipo
de estimador sé fornece um uper-bound para o erro quando a malha é suficientemente
fina. Portanto ele nao é recomendavel para guiar um refino p da malha, podendo apenas
ser utilizédo como um indicador de erro nos problemas hp adaptativos, mas com ressal-

vas. O termo indicador de erro é empregado para denotar uma estimativa, geralmente
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grosseira, do erro em um determinado elemento da malha. Sendo assim, os indicadores
de erro fornecem apenas informacoes para o controle de um refinamento adaptativo, nao

quantificando satisfatoriamente o erro de discretizacao cometido (Duarte, 1991).

3.2.2 Estimativa do Erro Utilizando uma Andlise Assintética

Um procedimento cldssico para uma estimativa a prior: do erro de discretizagao con-
siste em utilizar as solugoes obtidas mediante uma sequéncia de malhas com enriquec-
imento p uniforme. Essa abordagem fundamenta-se na teoria matematica do erro no
Método dos Elementos Finitos, a qual pode ser escrita, admitindo-se a auséncia de de-

scontinuidades na solugao, da seguinte maneira (Szabé & Babuska, 1991):

Sejam C; e C; constantes que dependem do dominio €2, do carregamento, da dis-

cretizacao e de uma constante positiva chamada taxa de convergéncia assintética 3, entao

-1,

IA

Clp—2ﬁ7 (3.12)

M-I, < Cy(p—1)"%, (3.13)

onde Il ¢ a Energia Potencial Total exata, II, é a Energia Potencial Total obtida pelo

MEF utilizando-se uma distribuicao p uniforme, dadas respectivamente por

=%B(u,u) e ‘Hp=%B(up,up). (3.14)

Para p suficientemente grande, diz-se que a solugao estd na faixa assintética. Neste
caso, o sinal de menor ou igual nas inequacoes (3.12 e 3.13) podem ser trocados por
igualdades (Szabé & Babuska. 1991).

Supondo um comportamento assintético da solugao, 3 conhecida e Cy = Cs, pode-se

operar sobre as inequagoes (3.12 € 3.13) para determinar II mediante a equagao
-4

p ™ -, (p—1)""
p#—(p—1)7"

Sers mostrado a seguir que, caso nao se conheca o valor 3, a obtengao de trés solugoes

o=

(3.15)

aproximadas serao suficientes para estimar II. Voltando-se as inequagoes (3.12 e 3.13),
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tem-se
-1,  p% I-1,, (@E-1)""" 316
H_Hp—l - (p— 1)—2[3 H-—Hp_2 - (p_ 2)_23- ( . )

Reescrevendo ambas as Equagoes (3.16) vem

Im- Hp—l __ - .
log( T ) ~ 28log (p_1>, (3.17)
M-T,,\ _ p—1
log (H - Hp-—l) = 2Qlog (p — 2) . (3.18)
Dividindo-se a Eq. (3.17) por (3.18) tem-se

log (——P—“rfn;l) log (pL)

3

—1
= =gq. (3.19)

-, _

log (n-n,,_f) log (;%;)
Reordenando a Eq. (3.19), obtem-se
M-T,, (H-I,_,\°
=, = () 520
onde q é dado por

og (521) (3.21)

qg= .
log (;L:li)

Resolvendo-se a Eq. (3.20), tem-se uma estimativa de II, que pode ser utilizada para
gular um enriquecimento p uniforme. Esse procedimento permite obter valores precisos
de II, no entanto, fornece apenas uma estimativa do erro global. Isso faz com que esse
estimador de erro nao seja utilizavel, tal como apresentado, em um processo de enriquec-
imento p adaptativo de uma malha, j4 que, nesse caso, é necessario obter estimativas do
erro local. Por outro lado, é importante mencionar que ambas as técnicas de estimativas
de erro mostradas nesse Capitulo podem ser utilizadas simultaneamente em um refino
hp adaptativo da malha, ou seja, primeiramente faz-se um refino h adaptativo através
da técnica de remeshing de Zienkiewicz & Zhu e, partindo-se da premissa que o erro es-
t4 equidistribuido em todo o dominio, faz-se um refino p uniforme estimando-se o erro

através de uma andlise de convergéncia assintética da solucao.



Capitulo 4

Bases Hierarquicas no Metodo dos
Elementos Finitos

Sabe-se que o procedimento padrao para interpolar os deslocamentos tem a vantagem
de atribuir um significado fisico aos deslocamentos (Dhatt & Touzot, 1984) com o incon-
veniente de que as funcgoes relativas a uma determinada ordem de aproximacao diferem
totalmente das de outra ordem e, em consequéncia, também as respectivas matrizes e
vetores resultantes. Isso faz com que, por exemplo, em um processo p ou hp adaptativo, o
sistema obtido na iteracao anterior (para um determinado p) ndo seja aproveitado. Este
inconveniente pode ser resolvido utilizando-se uma base hierdrquica, pois, neste caso, a
matriz de rigidez e os vetores carregamento relativos a um grau p estarao contidos nas
matrizes e vetores correspondentes aos graus polinomiais maiores ou iguais a p+ 1. Desta
maneira, pode-se aproveitar a matriz de rigidez e o respectivo vetor carregamento calcu-
lados numa iteracao anterior, diminuindo assim o custo computacional na montagem de

um problema adaptativo.

4.1 Consequéncias do Uso de Bases Hieférquicas

Quando se utiliza uma base hierdrquica no método dos elemento finitos a versao p,
e consequentemente a versao hp, torna-se particularmente atraente, pois, neste caso, o
aninhamento dos conjuntos de funcgoes de interpolagao resulta em um aninhamento da

matriz de rigidez e do vetor carregamento, conforme a descri¢ao que segue:
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Seja o sistema de equacgoes, onde foram inicialmente utilizadas m fungbes base para

gerar o espago de elementos finitos

K, mu, =1,. (4.1)

Se a base do espaco de elementos finitos for enriquecida hierarquicamente, adicionando-

se as m fungoes pré-existentes outras n fungoes, o sistema de equagoes resultante serd dado

Fal-a [ B S ST

Note que a Eq. (4.1) esta contida em Eq. (4.2). Dessa forma pode-se aproveitar o

por

sistema de equacoes obtido em uma ordem de aproximacao anterior.

Outra importante vantagem da utilizacao de uma base hierdrquica na versao p é a
facilidade de forcar a continuidade no contorno inter-elementos quando estes possuem
ordens diferentes. Existem dois procedimentos que permitem obter uma aproximacao

continua (conforme) dos deslocamentos:

¢ Regra do Miximo: consiste em adicionar uma funcao de interpolagao, de mesmo
grau do elemento de maior ordem, ao lado que pertence ao elemento de menor ordem

e que é comum aos dois elementos.

e Regra do Minimo: esse procedimento baseia-se no fato de que os coeficientes
das fungoes de interpolacao hierdrquicas, com excecao dos coeficientes dos valores
nodais, representam desvios de linearidade, podendo-se, dessa forma, simplesmente
eliminar a funcado de interpolagdo associada ao lado do elemento de maior grau, de

modo a compatibilizar o lado comum aos elementos de ordens diferentes.

Devido a sua maior facilidade de implementagao, geralmente é utilizada a Regra do
Minimo, apesar do inconveniente de que através dela pode-se requerer uma iteracao a mais
para atingir a precisao desejada. Esse mesmo procedimento pode ser empregado para

impor, automaticamente, as condigoes de contorno homogéneas nos modos hierdrquicos.
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4.2 Escolha do Espaco de Elementos Finitos

Muitos trabalhos com elementos hierdrquicos tém utilizado as fungoes hierdrquicas 1D
construidas a partir dos polinémios de Legendre, sendo facilmente estendidas para elemen-
tos quadrildteros e hexaédricos (Novotny et al. 1995). No caso de elementos hierdrquicos
triangulares e tetraédricos é necessdria uma abordagem diferente para sua construcao,
nao podendo simplesmente multiplicar as fungoes unidimencionais em outras diregoes.
Apesar desta desvantagem, o que tem motivado muitos trabalhos no desenvolvimento de
elementos triangulares e tetraédricos é a facilidade de geracao automatica de malbas h e

hp adaptativas.
4.2.1 Base Hierdrquica Unidimensional

As funcoes hierdrquicas unidimensionais utilizadas nesse trabalho pertencem a familia
lagrangeana e sao construidas a partir da integral dos polinémios de Legendre. Tais

funcoes possuem continuidade C° e sao dadas por (Szabé & Babuska, 1991)

_ - 1
N, = -1—2—5, N, = —%é: e N;=¢, ;(§) com i=34,...,p+1, (4.3)

onde ¢; é definido em termos dos Polinémios de Legendre P;_;, ou seja,

. 3
¢j(§)=\/2j2 1/_1P-_1 (t)dt com j=23,.. (4.4)

ou devido as propriedades dos Polinémios de Legendre, tem-se

1

¢j(§)=m

[P (€) = P2 (§)] com j=2,3,.. (4.5)

Para obter as funcoes de interpolacao hierarquicas bidimensionais e tridimensionais
basta fazer o produto tensorial das fun¢oes unidimensionais acima mostradas nas outras

direcoes naturais.

4.2.2 A Base Hierarquica para Tridngulo de Webb & Abouchacra

No trabalho de Rossow & Katz (1978) é mostrada uma base hierdrquica para tridn-

gulos, a qual se basela na mudanca de varidvel para um conjunto de valores nodais do
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potenciai e de suas derivadas primeira e de ordem superior. Como estas funcdes base sao
linearmente dependentes, é, sua utilizacao implica em um mau condicionamento da matriz
de rigidez.

Mais recentemente, foi proposto por Webb & Abouchacra (1995) um novo conjunto
de funcoes de interpolagio hierdrquicas triangulares de continuidade C°. Tais fungoes
sao linearmente independentes devido ao uso dos polinémios ortogonais de Jacobi para
sua construcao. Isso resulta em um melhor condicionamento da matriz de rigidez, similar-
mente ao que ocorre com as fungoes hierdrquicas unidimensionais baseadas nos polinémios
de Legendre (Szabé & Babuska, 1991).

Para construcao desse espago de elementos finitos é considerado um tridngulo simplex
mapeado em £ e 77 (Figura 4.1), podendo-se definir trés coordenadas naturais (;, {5 € (5,
da seguinte maneira '

_ Area P23 ¢ = Area 1P3
17 Area 1237 2 Area 123

onde 0 < (C17¢2:C3) <le(+¢+¢=1

_ Area 12P'
3" Area 123’

¢

¢ (4.6)

22 N,
(0,1,0)

(@)

Figura 4.1: Elemento Mestre: Simplex bidimensional (a) e esquema de numeracéo (b).

As funcoes hierdrquicas de Webb & Abouchacra sao organizadas em trés categorias:

fungoes nodais, fungoes de aresta e funcoes de face.
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e Funcoes nodais, sao aquelas associadas aos vértices do tridngulo.

As trés primeiras fungoes de interpolacao sao dadas por

Nl = .Cl)
Ny = (,, (4.7)
Ny = Cs-

Note que estas sao as fungoes lineares usuais para tridngulos.
e Funcoes de aresta, sao as fungoes associadas aos lados do tridngulo.

As funcoes de interpolagao associadas aos lados do tridngulo, para a n-ésima ordem,

sao escritas da seguinte maneira

Nei = GGPEY (G =6,
Narz =GP (G~ C), (48)
News = GGPIY (61— G)

onde a = ip(p+1),p =23, ... ,ne Pi(a’ﬁ) é o polinémio de Jacobi, definido em uma

forma recursiva como

cx +e
b

onde Pfal’ﬁ ) = 0, Péa’ﬁ ) =1 e as constantes b,c,e e f sao calculadas como

PR () = TLEPER () - L PP (o), (49)

u = 1—1

§ = g+u

h = s+1,

t = s—1, (4.10)
b = 2ugt,

¢ = hst,

e = 8 (a2 — ﬁz) ,

f = 2(a+uw)(B+u)h
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e Funcoes de face, sao aquelas associadas aos modos internos.

Finalmente, as fungoes de face sao construidas como segue

Natars = G1$6s (1= Go)* P9 (1 - 2¢) B> (%’—%) . (a1
53

ondek =p—3 —i.

O esquema da enumeragao utilizado neste trabalho para o conjunto de fungoes N;
(Egs. 4.7, 4.8 € 4.11) pode ser visto na Figura 4.1b.

E importante observar que somente os coeficientes das fungoes hierdrquicas associa-
dos aos vértices representam deslocamentos nodais, os demais graus de liberdade estao
aséociados a desuvios de linearidade.

Uma complicacao adicional que surge quando se utiliza estas fungoes base é a de que
existe uma incdmpatibilidade de sinal entre as fungoes de aresta fmpares comuns a dois
elementos adjacentes, quando estes sao numerados sempre no sentido anti-horario. Isso
significa que, para obter uma malha conforme em todo o dominio, deve-se corrigir o sinal
de uma das fungées incompativeis.

A forma encontrada de resolver este problema é, antes de sobrepor a matriz de um
elemento, verificar, para cada lado do elemento, se as equagtes correspondentes as fungoes
de aresta fmpares perténcenf% ao elemento vizinho j4 foram sobrepostas. Caso nao ten-
ham sido, as linhas e colunas relativas as funcgoes de aresta impares da matriz do elemento
que estd sendo sobreposto devem ser multiplicadas por —1.

Resultados da utilizagao desta base em problemas de flexao de placas semi-espessas
podem ser vistos no trabalho de Novotny et al. (1996), onde é feita uma andlise de
convergéncia hp, bem como do fenémeno do locking de cisalhamento transversal em placas

de Reissner-Mindhn.
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Um Problema de Massa Minima

Como j4 mencionado, no problema de otimizagao topolégica de componentes mecani-
cos se necessita buscar formas que conduzam a pecas de alta resisténcia € minima massa
respeitando certos critérios de geometria e resisténcia mecanica. Neste sentido, é apre-
sentada uma forma possivel de obter uma aproximacao para a topologia 6tima de com-
ponentes estruturais em regime eldstico linear, sujeitos a um critério de massa minima e
restrigoes de falha pléstica baseada no critério de von Mises, cuja metodologia foi primeira-

mente proposta por Souza de Cursi, (1994 e 95).

5.1 Formulacao Matemadatica do Problema

Matematicamente, o problema de minimizacao da massa de um componente mecénico,
destinado a transmitir esforcos entre dois ou mais pontos dados, pode ser escrito como

(Souza de Cursi, 1995)

Minimize : M;/de=u/pdS, (5.1)
o s
P 8. Oe¢q <7c
Sujeito a : { b <p<H (5.2)

sendo M a massa total da estrutura, ¢ a massa especifica, 0., a tensao equivalente de von
Mises, G a tensao limite do material, p_;, a espessura minima da peca e H a espessura
méxima, como mostrado na Figura 5.1. Em outras palavras, as varidveis de projeto sao
representadas pela carta de espessura p, a funcao objetivo é a massa M da estrutura, a

primeira restrigao é o critério de resisténcia mecénica do componente e a segunda repre-
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senta as limitagoes geométricas. O parametro p define entao a topologia da peca, ou seja,
a parte de Q correspondente as cavidades é dada por 2y = {p € Q | p = 0}. J4 a parcela

de Q que representa realmente a peca é escrita como Q1 = {p € Q| p > 0}.

Simétrico x y

Figura 5.1: Topologia de uma peca na vizinhanca de um furo.

Na Secao 2.2, o equilibrio de um corpo submetido a um estado plano de tensoes foi
obtido de modo a explicitar o parAmetro geométrico p nas equagoes. Sendo assim, para
obter a topologia 6tima de componentes mecéinicos deste tipo, pode-se utilizar o resultado
do Teorema 7.4 do trabalho de Souza de Cursi (1994, pag 55), o qual fornece os valores

S6timos da espessura, p*, através da seguinte equacao nao-linear,

p" = projiom {p*h (02,) } (53)
onde, para um mimero real o, o operador proji uj {@} € a projecao ortogonal de o sobre
o intervalo [0, H|, ou seja,

0, se a<0

projom{a} =4 a, se a€[0,H] , (5.4)
H se a>H

e h & uma funcao tal que 0 < h < 1,se o;, <7; e h =1se g;, =7, isto &,

< o .
h{a) = 0, se &< om , onde apy = Prmin (5.5)
O, se Q> Omnpin P

Portanto, o problema pode ser visto em forma de alternativa:
e Seja p* = 0, se 0}, < T; neste caso tem-se as cavidades, i.e., {o;

e Seja p* > 0, se 0, = 7; tem-se a saturacao do critério de von Mises sobre {2, ..
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Isso significa que a topologia 6tima é tal que o critério de von Mises deve estar saturado
em todo o dominio (fully stressed design condition).

Este resultado pode ser interpretado, também, em termos das condigoes de Karush-
Kuhn-Tucker (Bertsekas, 1995), ou seja, a derivada de M (p) em relagdo a p é constante e
nao nula. O problema é caracterizado por trés restrigoes de desigualdade p > 0, p < H e
Oeq < 0. Assim, para que o 6timo exista, ao menos um dos multiplicadores de Lagrange
associado as restrigoes deve ser nao nulo e, por consequéncia, ao menos uma das restrigoes
deve ser saturada. Por outro lado, se p = H e 0.4 < 7, deve ser possivel diminuir p, até
que o critério de von Mises seja saturado.

Uma limitagao da metodologia d&eenvolvida por Souza de Cursi (1994) é que o prob-
lema de transmissao de uma densidade de esforcos (forcas de corpo) fornece como solucao
unica p* = 0. De fato, se as condigoes de contorno do problema descrito por Eq. (2.33)
sao tomadas como homogénea, ou seja po (u) n =0 em Qy e u =0 em Qp, o conjunto de

equacoes que descreve o fenémeno torna-se um problema de Dirichlet, ou seja,

div (po(u))+pf = 0 emS,

u =0 emQp (5.6)

Entao, V k£ > 1, tem-se que

o (%) =o(p) =o. (5.7)

ou seja, as tensoes independem da espessura.

Também, VY k > 1, tem-se que

M(E) =M () < M(p). (5.8)

Seja uma sequéncia de Cauchy, tal que {px} — p*, entao a Eq. (5.8) fornece,
lim M (o) =M () =0 = p"=0. (5.9)

Sendo assim, neste caso, é possivel diminuir a espessura tanto quanto se queira, sem
que o critério de resisténcia mecanica sature, o que fornece, portanto, a solucao trivial do

problema, i.e. p* = 0 (ver Eq. 5.9).
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5.2 Algoritmo para Cdlculo da Carta de Espessura

Neste trabalho, o equilibrio escrito em uma forma abstrata, é obtido de maneira aprox-
imada através da discretizagao, por elementos finitos, dos problemas elipticos de valor no
contorno em andlise. Isso conduz a um problema onde a Eq. (5.3) deve, também, ser

satisfeita no sistema discreto, ou seja, para cada elemento finito K da estrutura, tem-se,

Pk = Projio,x {p*h (a:q) }K (5.10)
Na Eq. (5.10), a carta de espessura 6tima elementar, p};, pode ser caracterizada como

um ponto fixo de h. Assim, p}, é solucao de uma equagio do tipo algébrica definida em

cada elemento finito, ou seja,

* * * * 5 O'Zq "
px — Pi [P (02)],, =0 ou px—pk = =0, para n=1/2,12.. (5.11)
K

Esse resultado sugere a utilizacao de métodos numeéricos para obter, de maneira aprox-
imada, a carta de espessura, bem como de diferentes escolhas de h na Eq. (5.10).
Uma forma possivel de calcular p} de forma aproximada é mediante o Método da

Relaxacao que resulta no seguinte algoritmo:
Algoritmo do Ponto Fixo

Seja uma espessura inicial p%, uma tolerancia tol e um mimero méximo de iteragoes
maxiter fornecidos, entao para um dado fator de relaxacao w > 0, tem-se

om\"
Prt = (1—w)pR +wpR (;‘”’) (5.12)
) K

sendo que o método converge quando (UZ;) K = 0 L tol ou para se m = maziter.
Fim do Algoritmo

‘No trabalho de Novotny et al. (1997) é proposta uma forma mais sofisticada para
resolucao aproximada da Eq. (5.3), a qual é baseada no Método de Newton. Muito
embora esse algoritmo fornega uma convergéncia quadrética (no Método do Ponto Fixo
tem-se convergéncia linear), ele mostrou-se extremamente custoso, devido a necessidade

do cdlculo de sensibilidade para montagem da matriz jacobiana.
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5.3 Identificacao das Cavidades

Para criar os furos, nao basta apenas eliminar os elementos cuja espessura esta abaixo
da minima através do operador projecao definido em Eq. (5.4). Isso pode provocar o
surgimento de contornos tipo dentes de serra, indesejéveis no processo de concepgao de
componentes mecénicos (ver Figura 5.2a). Neste sentido, é proposta uma metodologia de
identificacao sistemdtica das cavidades, o que permite obter contornos bastante suaves e
bem definidos.

Esta metodologia consiste, primeiramente, em identificar células na malha que sao
definidas como a composi¢ao de todos elementos que compartilham um dado né em co-
mum, como pode ser visto Figura 5.2b. Em seguida, a cada nd, que é o centro de uma
célula, atribui-se um valor de espessura através de algum critério (ver Segao 6.1), ou se-
Ja, para o i—ésimo né, tem-se uma espessura nodal associada p;. Finalmente, compara-se
esse valor nodal com a espessura minima, p_. , definida pelo usuério e, caso 7} < p ..

elimina-se a célula, dando lugar aos furos na pega (ver Figura 5.2¢).

()

Figura 5.2: Identificacao das cavidades: Furo tipo dentes de serra (a), conceito de célula
(b) e furo desejado (c).

Sendo assim, através desta técnica é possivel identificar sistematicamente, tanto as
cavidades como o novo contorno da peca de maneira barata e bastante eficiente, sem o
surgimento de dentes de serra na topologia final da peca.

Por outro lado, uma vez identificada a célula que deve ser retirada para dar lugar
as cavidades, basta eliminar as equagoes associadas ao né central da mesma, de modo a

obter um sistema de equacgoes nao singular, tornando o algoritmo mais estével.
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5.4 Resultados Numeéricos

Para verificar os conceitos aqui apresentados, sao resolvidos numericamente alguns
exemplos cldssicos. Os resultados obtidos sao comparados, quando possivel, com solucoes
analiticas para a condicao de saturacao do critério de von Mises sobre todo o dominio.
Nos exemplos que seguem, o componente estrutural é feito em ago de densidade p = 7800
kg/m?®, médulo de Young E = 210 x 10 N/mm? e coeficiente de Poisson v = 0.3. Além
disso, é considerado um limite eldstico do material @ = 200 N/mm?, uma tolerancia
tol = 2% de 7, uma espessura méxima H = oo, um fator de relaxacao w =1en =1 (ver

Eq. 5.12).
5.4.1 Barra Submetida a Tragio Simples

O célculo da espessura 6tima de uma barra submetida a tracao simples uniformemente
distribuida ¢ realizado. Considerando a simetria do problema, a barra modelada na Figura
5.3a. é discretizada como 902 elementos finitos lineares, assim como pode ser visto na
Figura 5.3b. A dimensdo méxima do componente é a X b, onde a = 50 mm e b = 100
mm, a carta de espessura inicial é constante e dada por p° = 4 mm e o carregamento

distribuido é ¢ = 400 N/mm.

a 9 3

! ] .qé

: x
(a) (b)

Figura 5.3: Barra submetida a tracao simples: Modelo (a) e malha (b).

A solucdo analitica para a espessura étima pode ser facilmente calculada como p* =

q/7. Neste caso, tem-se que p* = 2 mm e o processo iterativo converge em uma simples
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iteracao para p! = 2 mm, o que est4 de acordo com a solucao analitica do problema. Esse
exemplo, apesar de simples, mostra que o método converge rapidamente para a solucao

6tima.
5.4.2 Viga Curta Simplesmente Apoiada

Nesta Secao, o projeto de uma viga curta simplesmente apoiada, subinetida a uma
forca concentrada no centro é realizado. Considerando a simetria do problema, a viga
modelada na Figure 5.4a é discretizada com 902 elementos finitos lineares, como pode ser
visto na Figura 5.4b. A dimensao méxima é a X b, onde a = 50 mm e b = 100 mm, a

espessura inicial é dada por p° = 4 mm e a forca concentrada é F = 5000 N.

Simétrico 4

(@) ‘ F (b)

Figura 5.4: Viga curta simplesmente apoiada: Modelo (a) e malha (b).

No decorrer do processo iterativo sao adotadas vérias espessuras minimas, p.;,, de
modo a obter nao apenas uma solugao possivel para o problema em andlise. De fato, na
Figura 5.5 podem ser vistos os resultados obtidos apés o processo de otimizacao, onde
¢é possivel identificar trés configuracoes distintas, embora factiveis, para o componente
estrutural em andlise. No entanto, as trés solugoes sao conceitualmente similares, onde

todas se caracterizam por um arco reforcado através de barras.
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Figura 5.5: Possiveis solugtes: Arco reforgado por duas (a), trés (b) e quatro (c) barras.

5.5 Comentarios Adicionais

Neste Capitulo, é apresentada uma formulacao que permite determinar a topologia
6tima de componentes estruturais em regime eldstico linear e estado plano de tensoes,
sujeitos a um critério de massa minima e restrigoes de falha plédstica de von Mises. O
Método da Relaxacao mostrou-se eficiente do ponto de vista de convergéncia quando
utilizado na resolucao da equagao nao-linear que fornece a carta de espessura 6tima da
peca.

O caso analisado na Secao 5.4.2 mostra claramente que o problema abordado é de
otimizacao nao-convexa, portanto, o algoritmo desenvolvido pode fornecer mais de uma
solucao possivel para um mesmo problema (minimos locais), salvo em casos extremamente
simples, tal como o analisado na Sec¢ao 5.4.1. Assim, cabe ao engenheiro escolher ade-
quadamente os parimetros de otimizacao, sobretudo p_. , de modo a obter uma solucao
satisfatdria.

Uma desvantagem da metodologia de otimizagao topolégica aqui apresentada, bem
como de outras fundamentadas no corte dos elementos finitos que nao contribuem estru-
turalmente, é que tem-se uma topologia resultante extremamente grosseira. Sendo assim,
no Capitulo 6 serd mostrado como a técnica h adaptativa pode vir a ser utilizada para

melhorar de forma alternativa a geometria do componente mecanico. -



Capitulo 6

Estratégia h Adaptativa na
Otimizacao Topoldgica

Como visto no Capitulo 5 (Secao 5.4), as técnicas de otimizagao topoldgica conduzem
a geometrias bastante grosseiras. Neste sentido, é proposta uma forma alternativa para
melhorar a geometria da pega obtida via otimizacao topoldgica mediante a identificacao
do novo contorno e posterior refino i adaptativo nessa regiao de modo a obter a forma final
do componente. Em outras palavras, a estratégia h adaptativa, normalmente utilizada no
controle de erro de discretizagao, é agora empregada para melhor representar a geometria

da peca no processo iterativo de otimizacao topoldgica.

6.1 O Estimador Z2 Modificado no Problema de Otimiza-
cao Topoldgica

Quando o problema de otimizagao topolégica é discretizado, ou seja, resolvido para
cada elemento finito, o resultado obtido pode ser bastante comprometido em termos de
qualidade numérica no que diz respeito ao cdlculo das tensoes como na representacao da
geometria otimizada, devido 3 utilizacao de malhas grosseiras.

Uma forma imediata e evidente de resolver esse problema é empregar malhas bastante
refinadas desde o inicio do processo. No entanto, essa metodologia, além de ser extrema-
mente custosa computacionalmente e pouco eficiente, pode tornar o problema instével,
pois & cada elemento finito K estd associado uma varidvel de projeto pg-.

Outra maneira é refinar a malha nos locais onde o erro de aproximacao é grande
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(estratégias adaptativas convencionais) ou onde a geometria do problema otimizado esteja
mal representada ou ainda em ambos os casos.

Sendo assim, neste trabalho se propoem uma forma de identificar a nova fronteira da
peca de maneira sistemdtica e guiar um refinamento h adaptativo nessa regiao de modo
a melhorar a geometria otimizada.

Isso ¢ alcancado mediante uma modificacao no estimador de erro de Zienkiewicz &
Zhu, o qual é utilizado como um indicador de salto que auxilia na identificacao do novo
contorno e possibilita o refinamento adaptativo nesta regiao.

Inspirado no trabalho de Zienkiewicz & Zhu (1987), é definido o escalar salto s como,

= [ o=p) (o= pr)an (6.1)

onde, p e p;, sao os vetores que representam a carta de espessura exata e aproxima-
da, respectivamente, cujas compontes sao os valores de espessura no baricentro de cada
elemento.

Substituindo p por p* na Eq. (6.1) e fazendo uma projecao desse tltimo nas fungoes
base, ou seja, p* = Np*, onde p* denota o vetor de espessuras nodais, tem-se uma forma

aproximada para a Eq. (6.1), i.e.

s* = / (NB" = ps)" (NP" — py) d2. (6.2)
Q

A minimizacdo da Eq. (6.2) em relacdo aos valores de espessuras nodais p* resulta no
seguinte sistema de equacoes,
mp* =d, (6.3)

sendo m a matriz massa de densidade unitéria dado pela Eq. (3.11) e o vetor d escrito,

como
d= / N7 p,dSQ. (6.4)
Q
Similarmente ao trabalho de Zienkiewicz & Zhu (1987), tem-se o pardmetro 7,, que

fornece uma informacgao do tamanho novo tamanho do elemento em funcgao do valor do

salto calculado, tal que,

s vm sk

nad s ) . (6-5)

w
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s
Sﬁ = nad"ﬁv (6.6)
onde K é o K-ésimo elemento e m denota o nimero total de elementos da malha.

Dessa forma, pode-se difinir o pardmetro de enriquecimento local da malha como

X

S

§= K (6.7)

Y

Sendo o novo tamanho de elemento devido ao salto calculado por
hn=—. (68)

Assim, é possivel desencadear um refino h adaptativo da malha em funcao da carta de
espeésura. No entanto, como esse resultado nao estd matematicamente bem posto, nada

garante que essa metodologia seja capaz de controlar o erro de discretizacao do problema

de forma satisfatéria.

Neste sentido, o refino h adaptativo é utilizado apenas para auxiliar na i1dentificagao
da geometria otimizada, com o intuito de dispensar uma posterior fase de otimizagao de
formé do componente. Isso ¢ conseguido, mediante uma modificacao do conceito da carta

de espessura, dando lugar & carta de espessura bindria.

6.2 Carta de Espessura Bindaria

Note que o salto s estd associado apenas com a representacao da geometria discretiza-
da. Assim, para forcar que o refino ocorra somente na borda da peca, necessita-se redefinir

a carta de espessura da seguinte maneira:
e Se py > 0, entao faga py = 1; caso contrario, py = 0;
e Se sx =0, entao faca £ = 1.

A essa nova carta de espessura dé-se o nome de carta de espessura bindria.
No principio isso pode parecer estranho, mas quando a carta de espessura bindria é

utilizada no célculo do salto, o pardmetro 7, fornece uma estimativa bastente precisa de
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qudo menor os elementos devem ficar no contorno da peca. Além disso, na regiao onde
p > 0, a topologia da malha é preservada. |

Uma outra vantagem dessa metodologia é que o refino ocorre de maneira uniforme no
contorno do modelo otimizado, i.e., nessa regiao o tamanho dos elementos distribuem-se
de maneira homogénea, identificando a no§a geometria da peca de modo barato e preciso.

E notério que o célculo de tensoes melhora mediante a utilizagao desta técnica. No
entanto, é importante observar que essa melhoria nao é necessariamente a 6tima, como
aquela apresentada nos trabalhos de Babuska et al. (1997), Zienkiewicz & Zhu (1987),
Oden et al. (1989) e no Capitulo 7 deste trabalho. Apesar disto, acredita-se que através
de um enriquecimento p e¢/ou hp adaptativo na dltima iteracdo do problema se consegue
uma. precisao satisfatéria, tanto na definicao da topologia como no célculo de tensoes. Isto

serd discutido no dltimo Capitulo deste trabalho.

6.3 Algoritmo para Identificacao da Nova Geometria

Necessita-se, agora, estabelecer uma maneira de desencadear o refino h adaptativo no
processo de otimizagio topolégica de modo a permitir uma identificagao precisa da nova
geometria. A estratégia proposta consiste nos seguintes passos:

1. Resolver o problema de otimizagao topoldgica tal como apresentado no Capitulo 5;
2. Fornecer 71,,;

3. Com auxilio da carta de espessura bindria, calcular o salto s entre dois elementos

adjacentes, o que conduz a duas situagoes distintas:

(a) Caso s > 0, tem-se que a interface desses elementos é parte integrante do novo
contorno da peca. Entao, através da Egs. (6.5, 6.6 e 6.7), respectivamente,
calcula-se o novo tamanho do elemento, h,,, sendo h,, < h, de modo a forcar o

refino no contorno da pega otimizada;

(b) Caso s =0, congela-se a malha fazendo £ = 1;

4. Voltar ao item 1 até obter uma geometria satisfatéria.
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Note que nao existe um critério de parada para o método, cabendo ao engenheiro de-
cidir ihtuitivamente se a geometria resultante em cada iteracao é satisfatéria. De qualquer
modo, os experimentos numéricos realizados nesse trabalho indicam que, para 7., = 0.1,
necessita-se repetir o procedimento acima descrito entre trés e quatro vezes, para chegar

a um bom resultado, no sentido de obter uma clara identificacao da geometria.

6.4 Resultados Numéricos

Com o intuito de ilustrar a metodologia desenvolvida no presente trabalho sao resolvi-
dos numericamente alguns problemas. Os resultados obtidos sao comparados, quando
possivel, com solugoes analiticas para a condigao de saturacao do critério de von Mises no
dominio.

Nos exemplos que seguem, o éomponente estrutural é feito em aco de densidade p =
7800 kg/m®, médulo de Young E = 210 x 10° N/mm? e coeficiente de Poisson v =
0.3. Além do mais, é considerado um limite eldstico do material 7 = 200 N/mm?, uma
tolerancia tol = 2% de &, uma espessura méaxima H = oo, um fator de relaxacao w = 1
en = 1. Em todos os casos, o refino h da malha é desencadeado com 7,; = 0.1, sendo
realizadas 4 iteragoes até atingir a forma final do componente mecénico, com excecao

apenas do exemplo mostrado na Secao 6.4.5, onde sao feitas 3 iteracoes.

6.4.1 Projeto de uma Barra

O projeto de uma barra submetida a um carregamento uniformemente distribuido é
realizado. A dimensao méxima permitida do componente a ser projetado é a X b, onde
a = 50 mm e b =100 mm, a carta de espessura inicial é constate e dada por p° = 4 mm
e o carregamento distribuido é ¢ = 400 N/mm, aplicado sobre o contorno ¢ do dominio,

onde ¢ = 20 mm, tal como mostrado na Figura 6.1.
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Figura 6.1: Projeto de uma barra: Modelo empregado.

Considerando a simetria do problema, a barra modelada na Figura 6.1 é discretizada
com 902 elementos finitos lineares, assim como pode ser visto na Figura 6.2a. O resultado
obtido apés otimizacgao topolégica é apresentado na Figura 6.2b, onde é possivel 1dentificar

uma barra cuja dimensao é aproximadamente b X c.

()

(@)

Figura 6.2: Topologia final: Malha (a) e peca otimizada (b).

Utilizando o procedimento % adaptativo para identificar a nova geometria (ver Figura

6.3a), tem-se a forma final da peca, assim como mostrado na Figura 6.3b.
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Figura 6.3: Forma final: Malha h (a) e peca otimizada (b).
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A solugao analitica para a espessura 6tima pode ser facilmente calculada como p* =

. Neste caso, tem-se que p* = 2 mm e o processo iterativo converge para p, ~ 2 mm
q que p p Pn

(ver Figura 6.4). A condi¢ao de saturagao do critério de von Mises, atingida ao final do

processo iterativo, ¢ mostrada na Figura 6.5.

Figura 6.4: Carta de espessuras.

Field:
Name: Thick_Map_20

Max.

Min.

Value: 2.178144E+00
Node: 1062

Value: 1.722192E-01
Node: 1

Palette:

RN NORRRBRRERHERPNN

.178144E+00
.052773E+00
.927403E+00
.B02033E+00
.676662E+00
.551292E+00
. 425922E+00
.300552E+00
.175181E+00
.049811E+00
.244408E-01
.990705E-01
.737003E-01
.483300E-01
«S23597TR~-01
. 975895E-01
. 722192R -01
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Field:
Name: Von-Mis_20
Max. Value: 2.021683E+02

Node: 966

Min. Value: 1.581445E+02
Node: 1

Palette:

.021683E+02
.994168E+02
.966653E+02
.939138E+02
.911623E+02
.884108E+02
.856594E+02
.B29079E+02
.801564E+02
.774049E+02
.746534E+02
.719019E+02
.691504E+02
.663989E+02
.636475E+02
.608960E+02
.581445E+02

RPRRERRBRRERRBERRB RBERRREN

Figura 6.5: Tensao equivalente de von Mises.

6.4.2 Projeto de uma Viga Curta

Neste exemplo é realizado o projeto de uma viga curta simplesmente apoiada, sub-
metida a uma forca concentrada no centro. O modelo empregado é o mesmo da Secao
5.4.2, o qual pode ser visto na Figura 5.4.

Considerando a simetria do problema, a viga modelada na Figura 5.4 é discretizada
com 902 elementos finitos, assim como pode ser visto na Figura 6.6a. O resultado obti-
do apés otimizacao topolégica é apresentado na Figura 6.6b, onde tem-se uma possivel

solucao, caracterizada por um arco reforgado por barras.
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(a) (b)
Figura 6.6: Topologia final: Malha (a) e peca otimizada (b).

Mediante estratégia h adaptativa (ver Figura 6.7a), chega-se a forma final do compo-

nente, o qual pode ser visto na Figura 6.7b.

5 o "\" 7
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Figura 6.7: Forma final: Malha h (a) e peca otimizada (b).

Nas Figuras 6.8 ¢ 6.9 tem-se, respectivamente, a carta de espessura e a tensao equiv-

alente de von Mises saturada em todo o dominio.
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Field:

Name: Thick_wWap 12

Max. Valwe: 1.6350744E+D01
Mode: 3277

Min. Valwe: 7.04598500E-032
Mode : 4

Palektte:

65074 4E+ D01
.347616E+01
.4444285E+01
.341361E+01
.23T234E+01
.133106E+01
.0318978E+01
.228317E+00
.2357242E+00
.2258962E+00
.194694E+00
.162420E+DD
.132146E+D0
.100272E+00
.0695928E+00
.O032324E+00
.0438900E-03

R W O LB s B D R R e e e

Figura 6.8: Carta de espessura.

Pield:

Wame: Vean-Mia 12

Max. Value: 2.073106E+02
Noede: 1113

Min. Valwe: 1.649875E+02
Noade : 4

Falette:

.O0732106E+02
.O046E66E1E+02
.020213E+02
.9937689E+02
LA67324E+02
.8402872E+02
.914432E¢+02
.2278926E+02
.861341E+02
.B33093E+02
.202649E+02
.782303E+02
.755752E+02
.728312E+02
.T02BE6EE+O2
.676421E+02
.6498973E+02

B G i I T VI V)

Figura 6.9: Tensao equivalente de von Mises.

O contorno da viga curta pode entao ser visto na Figura 6.10, onde é mostrado o

modelo completo obtido ao final do processo iterativo.
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Figura 6.10: Projeto de uma viga curta: Contorno obtido.

6.4.3 Projeto de uma Trelica Plana

Aqui, o projeto de uma trelica plana é realizado. A dimensao méxima do componente
a ser otimizado (ver Figura 6.11) é dada a x b, onde a = 50 mm e b = 150 mm, a espessura

inicial é p° = 4 mm e a forca concentrada é F' = 5000 N, aplicada no centro da viga.

'

Figura 6.11: Projeto de uma trelica plana: Modelo empregado.

O componente modelado na Figura 6.11 é discretizado com 1362 elementos finitos,
considerando a simetria do problema, sendo que a malha inicial é mostrada na Figura
6.12a. Uma possivel solucao, obtida apés processo de otimizagao topolégica é mostrada

na Figura 6.12b, onde nota-se uma trelica plana claramente caracterizada.
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(2)

Figura 6.12: Topologia final: Malha (a) e peca otimizada (b).

Utilizando o procedimento h adaptativo para identificar a nova geometria (ver Figura

6.13a) se obtem a forma final da peca tal como mostrada na Figura 6.13b.

AV AV T S AT AT AW V2

Q 2 o :A1¢:¢r¢y‘
3\

:4 s.n&’%

D

FAVAVAVAVAV/
AVAVAVAV‘
VAVAVAV%

N

Figura 6.13: Forma final: Malha h (a) e peca otimizada (b).

A carta de espessura bem como a de tensao equivalente de von Mises, obtidas ao final
do processo iterativo, podem ser vistas nas Figuras 6.14 e 6.15, respectivamente. Através
da anélise da Figura 6.15, é possivel verificar a condi¢ao de saturacao das tensoes em todo

o dominio.
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Field:

Name: Thick_Map_B8

Max. Value: 1.872593E+401
Node: 1520

Min. Value: 1.203430E-02
Node: 1

Palette:

.872593E+01
.755632E+01
.638670E+01
.521708E+01
.404746E+01
.2B87784E+01
.170822E+01
.053860E+01
.3668984E+00
.199365E+00
.029747E+00
.B60128E+00
.690509E+00
.520891E+00
.351272E+00
.181653E+00
.203430E-02

FREPNWRNNDORRERBRRRPP

Figura 6.14: Carta de espessura.

Field:

Name: Von-Mis_ B8

Max. Value: 2.092B874E+02
Node: 1075

Min. Value: 1.612217E+02
Node: 1

Palette:

.092874E+02
.062833E+02
.032792E+02
.002751E+02
.972710E+02
.942668E+02
.912627E+02
.882586E+02
.B52545E+02
.B22504E+02
.792463E+02
. 762422E+02
.732381E+02
.702340E+02
.672299E+02
.642258E+02
.612217E+02

P REPRRPRRRERRPRRERRRERNDNDNODN

Figura 6.15: Tensao equivalente von Mises.

O contorno completo da trelica plana obtida ao final do processo iterativo é mostrado

na Figura 6.16.
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VAVAN

Figura 6.16: Projeto de uma trelica plana: Contorno obtido.

6.4.4 Projeto de uma Viga

Um caso bastante comum de projeto consiste em determinar a topologia de um com-
ponente mecinico que possui algum tipo de restri¢ao quanto a sua forma final. Assim, na
Figura 6.17 tem-se uma viga simplesmente apoiada, submetida a uma forca concentrada
no centro, onde os furos exemplificam tais restricoes (passagem de cabos, dutos, etc.). As
dimensoes do componente sao a = 40 mm, b = 240 mm, ¢ = 30 mm e d = 20 mm, a

espessura inicial é dada por p® = 4 mm e a forca concentrada é de F' = 2000 N.

‘F

[00®00}

Figura 6.17: Projeto de uma viga: Modelo empregado.
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Considerando a simetria do problema em anélise, a viga (Figura 6.17) é discretizada
com 1358 elementos finitos, como pode ser visto na Figura 6.18a. O resultado obtido apés

processo de otimizagao topoldgica é mostrado na Figura 6.18b, onde é possivel visualizar

uma possivel solucao para o problema.

z

'AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA'AVAVAVAVAVAVAV"
VAV W AYAYAYAVAVAYAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA!
\VAVAVAVAYS IVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAY

V#VAVAV‘VA

\Vj

JAVAVAVAVAN
AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA'AVAVAVAVAVAVAVAVAV
RVAVAYAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV/

(b)

Figura 6.18: Topologia final: Malha (a) e pega otimizada (b).

Mediante estratégia h adaptativa (ver Figura 6.19a) se obtem a forma final da pega,

a qual pode ser vista na Figura 6.19b.
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Figura 6.19: Forma Final: Malha h (a) e pega otimizada (b).

Na Figura 6.20 é apresentada a carta de espessura obtida ao final do processo iterativo,
onde se nota uma concentracao da massa em torno dos furos previamente colocados. A
condicao de saturacao do critério de von Mises para a mesma situacao é mostrada na

Figura 6.21.
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Field:

Name: Thick Map_ 12

Max. Value: 1.720673E+01
Node: 2550

Min. Value: 1.387100E-02
Node: 1

Palette:

.720673E+01
.613218BE+01
.505762E+01
.398307E+01
.290851E+01
-183396E+01
.075%41E+01
.6B48B54E+00
.610300E+00
.535747E+00
.461193E+00
.3B6639E+00D
.312086E+0D
.237532E+00
-16237BE+00
.0B8425E+00
.387100E-02

a8

R ERENWAEUOANN DO R

Figura 6.20: Carta de espessura.

Field:

Name: Von-Mis 12

Max. Value: 2.085511E+02
Node: 531

Min. Value: 1.38870BE+02
Node: 1

Palette:

.085511E+02
.041960E+02
.998410E+02
.954860E+02
.911310E+02
.867760E+02
.824210E+02
.780659E+02
.737109E+02
. 693559E+02
.650009E+02
.606459E+02
.562909E+02
.519359E+02
.475808E+02
.432258E+02
.388708E+02

RERRERRERREBRBRERERRERERBNDN

Figura 6.21: Tensao equivalente de von Mises.

Na Figura 6.22 é mostrado o contorno completo da viga obtida ao final do processo

iterativo.
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Figura 6.22: Projeto de uma viga: Contorno obtido.

6.4.5 Projeto de uma Bicicleta

Este exemplo mostra como a otimizagao topolégica e adaptatividade h podem ser
combinadas para revisar o projeto estrutural de um produto cléssico e ja4 consagrado:
uma bicicleta.

Na Figura 6.23 é apresentado o lay-out de uma bicicleta comum sobreposta a configu-
racao inicial a ser otimizada. O desenho da bicicleta, bem como o estado de carregamento

ao qual a mesma est4 submetida, foram extraidos do trabalho de Rasmussen et al. (1992).

Figura 6.23: Projeto de uma bicicleta: Modelo empregado.
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A malha utilizada para discretizar o dominio de concepgao pode ser vista na Figura
6.24a. J4 na Figura 6.24b é mostrado o resultado obtido apés o processo de otimizacao

topolégica, mas sem refino h.
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Figura 6.24: Topologia final: Malha (a) e estrutura otimizada (b).

A forma final da bicicleta obtida via refino h da malha (Figura 6.25a) pode ser vista na

Figura 6.25b, onde se tem a estrutura da bicicleta sensivelmente diferente da concepcao

classica (Figura 6.23).
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Figura 6.25: Forma final: Malha h (a) e configuracao otimizada (b).

Nas Figuras 6.26 e 6.27 tem-se, respectivamente, a carta de espessura e a tensao

equivalente de von Mises saturada em todo o dominio.
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Field:

Name: Thick_Map_12

Max. Value: 1.542427E+00
Node: 1442

Min. Value: 1.300000E-06
Node: 1

Palette:
1.542427E+00

1.446026E+00
1.349624E+00
1.253222E+00
®1.156821E+00
©11.060419E+00
1 9.640176E-01
4+ 8.676159E-01
7.712143E-01
6.748127E-01
5.784111E-01
4.820094E-01
3.856078E-01
2.892062E-01

1.928046E-01
9.640293E-02

Figura 6.26: Carta de espessura

Field:
Name: Von-Mis_12
Max. Value: 2.096818E+02

Node: 1838

Min. Value: 1.181206E+02
Node: 1

Palette:

2.096818E+02
2.039592E+02
1.982367E+02
1.925141E+02
™ 1.867915E+02
1.810689E+02
' 1.753464E+02
@ 1.696238E+02
B 1.639012E+02
1.581786E+02
1.524561E+02
1.467335E+02
1.410109E+02
1.352883E+02
1.295657E+02
1.238432E+02

Figura 6.27: Tensao equivalente de von Mises.

Uma nova configuracao para a bicicleta é entao proposta (ver Figura 6.28), onde
nao houve necessidade de realizar um pés-processamento da solugao (parametrizacao da

geometria e posterior otimizacao de forma).
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Figura 6.28: Projeto de uma bicicleta: Solucao final.

Seria interessante, ainda, estudar a viabilidade de projetar esta bicicleta, por exemplo,
através de estruturas tubulares. Neste caso, a topologia obtida fornece informacao de
como deve-se posicionar os tubos (ver Figura 6.29). No entanto, esta tltima proposta de

solucao exige ainda an4lises posteriores para determinar as segoes transversais dos tubos.

Figura 6.29: Projeto de uma bicicleta: Solucao alternativa.
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A Figura 6.30 mostra a solucio obtida por Rasmussen et al. (1992) através de otimiza-
¢ao topolégica convencional, a qual é bastante similar a obtida neste trabalho antes do

refino h adaptativo (Figura 6.24b).

Figura 6.30: Solucao possivel dada por Rasmussen et al. (1992).

Na Figura 6.31 tem-se uma proposta de solugao obtida através da parametrizacao da
topologia dada pela Figura 6.30 e posterior otimizacao de forma (Rasmussen et al., 1992).
Neste caso nota-se uma semelhanca bastante grande entre esta solucio e a obtida apés
refino h adaptativo (ver Figura 6.28), onde nao houve necessidade de lancar mao de algum

tipo de pés-processamento.
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Figura 6.31: Solugao final proposta por Rasmussen et al. (1992).

E importante mencionar ainda que ambas as solugdes propostas por Rasmussen et
al. (1992) nao fornecem nenhuma idéia de profundidade do modelo, ou seja, a espessura
¢ constante. Contrario & metodologia aqui apresentada, onde é possivel identificar a
carta de espessura (ver Figura 6.26), fornecendo, portanto, uma nocao tridimensional do
componente. Sendo assim, o projetista pode utilizar esta valiosa informacao de modo a
auxilid-lo no projeto final do produto.

As propostas de solugoes apresentadas neste trabalho (Figura 6.28) e por Rasmussen
et al. (1992) - Figura 6.31 - assemelham-se muito ao desenho cldssico da bicicleta (Figura
6.23). Isso era esperado, ja que este ltimo ¢é resultado de muitos anos de experiéncia em

projeto de veiculos deste tipo. , N

6.5 Comentarios Adicionais

A técnica de refino h adaptativo é utilizada para melhorar consideravelmente o célculo
de tensoes, bem como a geometria da peca otimizada mediante a identificacio da nova

fronteira e posterior refino da malha nessa regiao. O conceito da carta de espessura
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bindria é apresentado, o qual permite induzir o refino no contorno do modelo otimizado
de modo que nessa regiao, o tamanho dos elementos distribuem—ée de maneira homogénea,
identificando, portanto, a nova geometria da pega.

Além do mais, pode-se concluir que mediante o uso de técnicas de refino h adaptativo
é possivel identificar a geometria da pega otimizada de forma precisa e barata, sem a
necessidade de d%encadearium processo de otimizacgao de forma, o que tornaria o proble-
ma mais custoso computacionalmente. Através dos métodos adaptativos evita-se, ainda,
que haja um refinamento desnecessdrio nas regioes de menor interesse do dominio. Outra
importante vantagem dessas estratégias é que, com elas, possiveis erros de discretiza-
¢ao decorrentes da falta de experiéncia ou desconhecimento do problema especifico sao
significativamente reduzidos no pfocmso iterativo.

E importante mencionar ainda que, como nos exemplos mostrados ¢ utilizada uma
espessura maxima H = oo, é possivel que em alguns deles a premissa ad hoc de estado
plano de tensoes tenha sido violada localmente. No entanto, em geral esse problema
ocorre na presenca de singularidades, onde o Método dos Elementos Finitos nao é capaz
de representar adequadamente o fendmeno. Sendo assim, na pratica pode-se utilizar
uma espessura maxima H limitada ou, como é comum, deve-se simplesmente rejeitar
os resultados obtidos via elementos finitos na vizinhanga das singularidades e fazer uma

andlise local nestas regioes através de alguma técnica.
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Capitulo 7

Projeto Otimo de Malhas hp
Adaptativas

Existem vérias formas de desencadear um refino hp adaptativo de uma malha de
elementos finitos. Uma delas, e a mais utilizada, consiste em fazer, primeiramente, um
refino h adaptativo da malha até captar as singularidades, caso estas estejam presentes no
problema analisado. Em seguida é realizado um refino p uniforme até atingir uma precisao
pré-estabelecida. Essa metodologia, apesar de simples, é de elevado custo computacional. .

Outra maneira é projetar, sob algum critério, os pardmetros h e p em cada iteracao do
problema, até atingir uma precisao aceitével. Nesta iltima linha, destacam-se os trabalhos
de Guo & Babuska (1986) ¢ de Rachowicz et al. (1989).

No primeiro, é feito um refino p adaptativo onde a solugao é suave e, na presenca
de singularidades, procura-se criar uma sequéncia de malhas hp, onde o tamanho h dos
elementos diminuem em uma dada progressao geométrica no sentido da singularidade, cuja
razao depende da intensidade desta, enquanto a ordem polinomial p dos elementos cresce
linearmente no sentido contrario, sendo a ordem do elemento, onde ocorre a singularidade,
sempre maior ou igual 3 ordem do elemento adjacente. A essa metodologia dé-se o nome
de malha hp 6tima verdadeira (Babuska et al. 1997). O inconvenuente desta técnica é
que na regiao do dominio onde a solugao é nao-singular, um refino p puro pode nao ser a
melhor opcao de estratégia. Além do mais, como a topologia da malha é preservada nesta
regiao, a solugao possivel de ser obtida fica fortemente dependente da discretizacao inicial,

pois nao ¢ praticdvel enriquecer a base de elementos finitos aumentando-se a ordem dos
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polinémios indefinidamente, devido a problemas de instabilidades numérica.

J4 o trabalho de Rachowicz et al. (1989) fundamenta-se na minimizagao do erro para
um dado nimero de equacoes fixo, o que conduz a um problema onde os pardmetros h
e p sao projetados isoladamente, através de uma anslise das taxas de convergéncia do
método dos elementos finitos. Em outras palavras, essa \ltima estratégia pode ser sinteti-
zada na seguinte conjectura (Babuéké, et al. 1997): Entre duas malhas, em uma sequéncia
de sucessivos refinamentos hp, a mudancga do erro por incremento do nimero de eguagoes
¢ mazimizada. E importante ressaltar ainda que, sob certas condigSes, essa metodologia
conduz as malhas hp dtimas verdadeiras de Babuska et al. (1997). O inconveniente dessa
abordagem é que para atingir uma precisao satisfatéria é necessdrio um nimero elevado de
iteragoes. Além do mais, o limite de erro nao é colocado de forma explicita no algoritmo,
0 que, por questoes praticas, torna o método pouco interessante.

Devido a isso, propoem-se uma estratégia de projecao simultinea dos pardmetros h
e p. Isso é conseguido mediante a resolucao de um problema de otimizacao, onde busca-se
minimizar o nimero de equagoes para um limite de erro pré-estabelecido. Essa abordagem
coloca os parametros h e p explicitamente nas equagoes, o que conduz a um algoritmo
baseado na resolucao aproximada de uma equagao algébrica nao-linear, a qual fornece os
valores 6timos dos pardmetros k e p. Dessa forma, o usudrio fornece um limite de erro de
discretizacao e entao o processo iterativo ¢ desencadeado de modo a obter a malha 6tima
(ou quase 6tima), no sentido de minimizar o nimeros de equagoes que envolve o problema
em consideracao e ao mesmo tempo satisfazer a tolerancia pré-estabelecida pelo usuario,
de maneira barata e bastante precisa, vindo de encontro, portanto, a um problema de

engenharia.

7.1 Projeto da Malha Otima

Neste trabalho ¢ mostrada uma forma possivel de obter a projecao simulténea dos
pardmetros h e p, mediante a resolugdo de um problema de minimizacao do nimero de

equagoes para um dado limite de erro fixo. Matematicamente, esse problema de busca do



Capitulo 7 - Projeto Otimo de Malhas hp Adaptativas’ 69

6timo pode ser escrito da seguinte maneira:

Minimize : N (hy,pn) = C’/ 72 (B, n)g 482, (7.1)
Q

Sujeito a: le (hmpn)”Hl(Q) = ||ead“H1(Q)7 (7.2)

onde e, é o erro de aproximacao admissivel, NV (h,, p,) é o mimero de graus de liberdade
total do problema, C' é uma constante positiva que depende da geometria do problema,
7 (hn,pr) representa a densidade de graus de liberdade e ||| 41, denota a norma no
espaco H! (Q).

Experimentos numéricos indicam que a densidade de graus de liberdade n (hn, p,) esté

associada aos parametros h, e p, da seguinte maneira,

7 (B, pr) = (i-:)a, (7.3)

onde o = 1 para problemas unidimensionais € a = 2 para problemaé bidimensionais.

No problema de otimizacao, adotou-se trabalhar com restricoes de igualdade para
permifir tanto refino como desrefino da malha. Além do mais, neste caso esta hipétese
simplifica ainda mais o problema.

No trabalho de Rachowicz et al. (1989) demonstra-se que, em alguns casos, uma
condicao de otimalidade da malha ¢ atingida através da equidistribui¢ao do erro em todo
o dominio. Assim, neste trabalho é adotada essa condi¢ao como premissa basica, de modo

que a restricao no problema de minimo (Eq. 7.2) é reescrita como

le (2 iy = D €% (n o) s ey
K
= m HeK (hmpn)”;(x) =m Hefd“ip(xy (7.4)
onde m é o mimero total de elementos finitos e K indica o K-ésimo elemento da malha.

Dessa forma, tem-se que a restricio (Eq. 7.4) pode ser escrita para cada elemento

finito como,
1o o)y = - 5

Similarmente, a funcao objetivo apresentada na Eq. (7.1) também pode ser escrita em
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termos do K-ésimo elemento finito, i.e.

N (hn,pa) =C > /K 1 (R, pn) i K. (7.6)

Como C é uma constante positiva e as operacoes de soma e integracao sao lineares, o
problema de otimizagao (Egs. 7.1 e 7.2) pode ser reescrito para o K-ésimo elemento da

seguinte maneira

Minimize : 7 (R, D) e = (%> , (7.7)
Sujeito a: HeK (P, Dn “Hl(K) “ead”Hl(K)' (7.8)

A partir deste ponto é necessério associar a restrigio do problema (Eq. 7.8) aos
parametros h, € p,, dé modo a obter uma formulagao que os envolva explicitamente.

Uma estimativa a priori do erro de interpolagao no elemento K é_dado pelo Teorema
2.1 do trabalho de Oden et al. (1989). No entanto, sabe-se que no Método dos Elementos
Finitos o erro de discretizagao (Eq. 3.1) se comporta exatamente da mesma forma que o
erro de interpolacdo, a menos de um termo de poluicdo e uma constante que, também,
independe dos parametros h e p. Tem-se, portanto, uma estimativa a priort do erro de

discretizacao, dado pelo seguinte Teorema:

Theorem 1 Sejam uma constante C > 0, que independe do tamanho h e da ordem poli-
nomial p do elemento, e uma fungdou €H" (K), onder > 1 estd associado a regularidade
da solugcdo. Entdo, para familias de malhas uniformes ou quase-uniformes com h — 0,

tem-se que

€% (B, D) | 2 sy < CR¥ 0~ | gr ) + polusigio, (7.9)

sendo p=min (p+1,7).

O resultado do Teorema 1 (Eq. 7.9) pode ser escrito, também, em termos da norma-

energia do erro admissivel para os novos pardmetros da malha (h,, € p,), como

€% (e, )| 1 iy = Nl €8l a3y < Cn 7227 N0l g ) + poligo, (7.10)

onde y,, = min (p, +1,7).
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Desprezando os termos de polui¢ao e dividindo a Eq. (7.9) por Eq. (7.10), tem-se

Pn

”eK (h,P)“m(K) _ HeK (h,P)HHl(K) _ A1 (p )—(r—-l) e a1
”eK (h/n7pn)”Hl(K) ”eéfi”HJ(K) hzn—l B .

Note que, como a constante C independente dos pardmetros h e p, ela desaparece na
Eq. (7.11).
Rearranjando a Eq. (7.11), obtem-se
1/{pn—1)

w )T

Finalmente, como a restricio est4 escrita em termos dos parametros h, € p,, o proble-

ma de otimizacao com restrigao (Eqgs. 7.7 e 7.8) pode ser transformado em um problema
de otimizacio sem restricao, apenas substituindo a Eq. (7.12) na funcdo objetivo (Eq.
7.7), resultando em,

o

[ (;:-::):]

A condicdo necessdria de primeira ordem para o 6timo é que a primeira derivada da

Minimize : 7n(pp)x = TG ( o ondes=r—L - (7.13)

Eq.(7.13) em relacdo a p, seja nula, isto &,

d
" )i =0- (7.14)

No entanto, ainda nao é possivel obter a derivada (7.14), pois a dependéncia de u,,
em relacao a regularidade r ou da ordem polinomial p,, estd associada ao tipo de refino
(h, p ou hp) e a cada problema em andlise, mais especificamente da presenca ou nao de
singularidades, bem como das intensidades destas.

A seguir, sao discutidos os casos especificos para cada tipo de refino k, p ou hp e
regularidade da solucao.

7.1.1 Malha h

Neste caso, a ordem polinomial p,, é tomada constante, ou seja, p, = p e é realizado

um refino h adaptativo na malha. Assim, a Eq.(7.12) toma os seguintes formatos:
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i- Se p> s, entao p = s+ 1, logo

(7.15)

(7.16)

Este é o resultado j& obtido por Zienkiewicz & Zhu (1987). De fato, o problema de

6timo desaparece, dado que satisfazendo simultaneamente ambas as condicoes p, = p e

Eq. (7.11), o valor das varidveis hn € p, ficam univocamente determinados. Portanto,

para obter uma equidistribuicao do erro em todo o dominio, basta satisfazer qualquer

uma das restrigoes (Eqgs. 7.15 e 7.16), dependendo da classe do problema em andlise.

7.1.2 Malha p

Aqui, fixa-se o tamanho do elemento h, = h e trabalha-se em termos da ordem

polinomial p,,, ou seja, o objetivo é realizar um refino p adaptativo, sem variar o tamanho

dos elementos da malha. Sendo assim, a Eq.(7.12) & reescrita com:

i- Sep>sep,>s,entao p =s5+1e p, = s+ 1, portanto
{= (%) ou p,=¢"p.

ii- Sep<sepp,>s,entao, u=p+1epu, =s+1, sendo assim

1 (P’ o (ps
$= 1D (‘1‘3) ou p, =¢Yoph=Is,

- Sep<sep,<s,entaop=p+1lep, =p,+1,logo

1 (p\
iy v (%) ou p, = EVophEnP,

iv- Sep>sep,<s,entao p=s+1epu, =p,+ 1, desta forma

_ 1 (e _ ¢1/s, 1 (Pa—s)/s
f—m(g) ou pn,=§""ph :

(7.17)

(7.18)

(7.19)

(7.20)
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Note que, neste caso, assim como no anterior, basta satisfazer as restrigoes (Egs. 7.17,
7.18, 7.19 e 7.20), dependendo da regularidade da solucao, para obter uma equidistribuicao
do erro na malha. Novamente o problema de 6timo, tal como formulado neste trabalho,
torna-se impraticével, uma vez que, satisfazendo as condigoes h,, = h e Eq. (7.11), fixa-se

os valores das vandveis h,, € p,.

7.1.3 Malha hp

Finalmente, € discutido o refino hp adaptativo, onde os pardmetros h, € p, podem

variar livtemente no processo de projeto da malha. Entao, da Eq. (7.12) tem-se:

i- Sep>sep,>s,entao u=s5+1ep, =5+ 1, portanto

nh\° Prh
{= (71—7:1;) ou hn = ey - (7.21)

ii- Sep<sep,>s,entaop=p+1epy, =s+1, sendo assim

_p (P '=E>”s& |
E=h (hnp) ou h, <€ e (7.22)

Nas duas primeiras situacoes, onde a regularidade da solugao é baixa (s < p,), nao
é possivel resolver o problema de 6timo tal como proposto no presente trabalho, pois ao
substituir essas restrigoes (Egs. 7.21 e 7.22) na funcdo objetivo (Eq. 7.7), a mesma ficard
constante. Desta forma, sugere-se fixar p, e fazer um refino h (Secao 7.1.1), ou vice-versa,

isto &, fixar h,, e fazer um refino p (Segao 7.1.2), dependendo da regularidade da solugao.

ili- Sep<sep,<s,entdop=p+1ep,=p,+1,logo

W\’ P (1"
EEY el e
ha \ p ¢ \p (723)
Substituindo essa restricao na funcao objetivo (Eq. 7.13), tem-se

[+

n (pn) g = B - (7.24)




Capitulo 7 - Projeto Otimo de Malhas hp Adaptativas 74

iv- Sep>sep, <s,entao p=s+1 e p, =p, + 1, portanto

hs " s hs n s711/pn
() o e ()] 29
Fazendo o mesmo procedimento mostrado anteriormente, vem

27

n(Pn)x = [h_ (i}]lm : (7.26)
€ \?

Nos dois dltimos casos, é possivel calcular a derivada em relagdo a p, das Egs. (7.24

7.26) mediante a Eq. (7.14) de modo a obter uma condicao necessaria de primeira ordem
para os valores 6timos de p,, os quais podem ser substituidos nas Egs. (7.23 e 7.25),
dependendo do caso, para obter o tamanho do novo elemento h,,.

Uma limitacao desta metodologia (e de outras que se baselam nas propriedades de
convergéncia do MEF) é que deve-se conhecer a priori o espago em que se encontra a
solucéo, o que cria no usuério uma forte dependéncia em relacao ao conhecimento prévio
do problema especifico em andlise. Sendo assim, propoem-se uma maneira alternativa
para formular o problema de otimizagao, de modo a eliminar essa dependéncia no processo

adaptativo, i.e.:

Lemma 2 Sejamp=s, p=p+1, p, = pn + 1 e considerando a Eq.(7.12), tem-se,

1 Db P 1 P h)p/pn
= [ hy = —— | =/ . 7.27
¢ hﬁ“(zf)) o 51/”"(:0 (7.27)

Proof. Imediata B

Note que essa modificagao na restrigao do problema de étimo é bastante severa, no

entanto as premissas aqui adotadas fornecem:

Lemma 3 Sejamp=s, p=p+1, g, = pn + 1 e considerando a fungdo objetivo (Eq.
7.7) e o resultado do Lemma 2 (Eq. 7.27), tem-se a densidade de graus de liberdade dada

por

1/pn
n (o) = { —2n LS (7.28)

1 pah p/Pn puh P/Pn
E]/Pn 14 ¥4

Proof. Imediata B
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A funcao objetivo dada pela Eq. (7.28), que estabelece a relagao entre a nova ordem
polinomial p,, e a densidade de graus de liberdade n (p,), , pode ser melhor vizualizada
através da Figura 7.1, tanto para refino (Figura 7.1a), como para desrefino (Figura 7.1b)

da malha.

167 10
= & =1000 =197
I I |
< S E=1
g 12 3 8]
= S
(] Q
%o = E=0.1
é 8 § 6
) i G
3 3 £=0.01
-"g’ 4 B 4
[
2 S & =0.001
5 g |
S T T ] E— T ] A2 T T T 7 T ]
0 2 4 6 8 2 4 6 8 10
Ordem Polinomial p Ordem Polinomial p
(a) (b)

Figura 7.1: Funcao objetivo para virios valores de £ e h = 1: Refino parap =1 (a) e
desrefino para p = 8 (b).

Finalmente, pode-se demonstrar que o problema de otimizagao aqui analisado consiste
em resolver uma equacao algébrica nao-linear, independente de s e a, que fornece os valores

6timos de p, e, consequentemente, de h,. Esse resultado é dado pelo seguinte Teorema:

Theorem 4 Sejamp =35, p=p+1 ey, = pn + 1. Entdo, uma condigao necessdria e
suficiente para o étimo (minimo da Eq. 7.28) que néo depende da regqularidade da solugdo,

r, e nem da dimensdo do problema em andlise, o, pode ser escrita como

nh
pn—p—ln§+pln(‘2—9p—)=0 ou pp=¢(pn), (7.29)

onde ¢ (pn) é dada por
nh
¢on) =p+ing —pin (222, (7.50)
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Proof. Substituindo o resultado do Lemma 3 (Eq. 7.28) em Eq. (7.14), tem-se

a

oo ) = {(pj)?] (ﬁ;/:;" [pop g pm (%Iz)] =0 (731

Note que, tanto o primeiro como o segundo termo da Eq. (7.31), obviamente fornecem
uma solugdo trivial do problema de otimizagdo, ou seja p — oo ou & — 0. Dessa forma,
somente o terceiro termo, que ndo depende de o e nem de r, permite identificar uma
solugd@o nao-trivial dada pela Eq. (7.29).

Derivando a Eq.(7.29) em relagéo a p,, resulta

p
14+=>0. (7.32)
Dn v

Portanto, devido & convexidade da Eq. (7.28), o Teorema estd demonstrado M

A partir do resultado do Teorema 4 (Eq. 7.29) tem-se que a ordem polinomial p,, pode
ser caracterizada como um ponto fixo de ¢ (p,). Assim, o problema de otimizagao, tal
comb formulado, consiste apenas em resolver para cada elemento finito a seguinte equagao
algébﬁca nao-linear,

Pr— ¢ (pa) =0. (7.33)

Esse resultado sugere a utilizacao de métodos numéricos para obter de maneira aprox-
imada a ordem polinomial p,, a qual deve ser posteriormente utilizada pafa calcular o
novo tamanho do elemento A, através da Eq.(7.27).

Uma forma possivel de calcular p, de forma aproximada é mediante o Método da
Relaxacio que resulta no seguinte algoritmo:

Algoritmo Ponto Fixo

Seja uma ordem polinomial inicial p, uma tolerdncia tol e um mimero maximo de

iteracoes maxiter fornecidos, entao para um dado fator de relaxacao w > 0, tem-se

Pt = (1—w)pll +we (p7), (7.34)

sendo que o método converge quando a tolerancia tol é atingida ou para se m = maxiter.

Fim do Algoritmo
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A rigor, este problema ¢ de otimizagio inteira (p, deve ser um nimero inteiro). No
entanto, € definido o pardmetro p,, como o inteiro mais pféximo de p,,, o qual é efetivamente
utilizado no enriquecimento das funcoes de interpolagao em cada elemento e no cilculo de
h,. Isto é bastante aceitavel devido ao comportamento estiavel apresentado pela funcao
objetivo (ver Figura 7.1).

Os valores 6timos de p, dados pela Eq. (7.29) e hy, calculados através de P,, pela Eq.
(7.27), pa;a h = 1 e vérios &, podem ser vistos na Tabela 7.1. Note que no caso de refino
(¢ > 1) se tem uma variagao grande em p,, enquanto que h, é mantido em torno do
valor 0.43. No caso de desrefino (¢ < 1), é possivel observar que p,, diminui lentamente,
enquanto h, sofre variagoes maiores aquelas encontradas no caso que £ > 1. Conclui-se
assim que a metodologia aqui proposta procura criar malhas com refino mais forte em
p. Este fato estd de acordo com a o teoria matemiética do MEF }4 que, em problemas
reglﬂaxes, as maiores taxas de convergéncia sao atingidas através de um refinamento p

(Szabé & Babuska, 1991).

Tabela 7.1: Valores 6timos de py,, P, € hn, para h = 1 e vérios &.
Refino (( >1ep=1) Desrefino ({ <1 ep=38)
3 1 10 100 1000 10000 | 1 0.1 0.01 0.001 0.0001
pn | 1.00 242 418 6.10 812 {800 6.89 5.87 4.94 4.11
71 1 2 4 6 8 |8 7 6 5 4
h, | 1.00 0.447 0.447 0.426 0.410 |1.00 1.19 147 1.88 2.50

Um tltimo detalhe a ser observado é que a norma-energia do erro, por se tratar de
uma quantidade absoluta, ndo é a melhor maneira de trabalhar no controle de erro.
N3o obstante, no trabalho de Zienkiewicz & Zhu (1987) é apresentado um pardmetro

denominado 7,,; que quantifica o erro global méximo de forma relativa, isto é

”ead”m 0
Neg = Ll L

(7.35)

”u”Hl(Q) .
Como n3o se conhece a norma-energia da solucao, ||lul| ;1 q), € necessério reescrevé-la

em termos de ||l p1 () € llelly1(q)-
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A partir das Egs. (3.1 e 2.17), a norma-energia da solugio exata, ||ul| Hi(q) » Pode ser

escrita como

”u”iﬂ(g) = |lup + e“ip(a)
= B(upp +euy, +e)
= B (upp,unp) + B (e,€) + 2B (upp, €). | (7.36)

Devido a ortogonalidade do erro e em relagao ao espaco das variagoes admissiveis

discretizado Vi, = U, (ver final da Secao 2.3), tem-se que,
B (uhp, e) =0 A Upp € Uhp = V;zp- (737)
Portanto, a norma-energia da solugao exata |[ul| ;1) pode ser escrita como

Il = (B (unpung) + B (e,€))"?
1/2
= (Ianell3 ey + lelify) - (7.38)

Substituindo a Eq. (7.38) em (7.35), tem-se o erro relativo global maximo admissivel,
Mag> €m termos de |[unp| 1oy € llell g1 qy» 0u seja

1 €adll 10

1/2°
2 2
(o oy + el oy )

Utilizando-se a premissa de que haja uma equidistribui¢cdo do erro em todos os ele-

Nad =

(7.39)

mentos da malha, a equacao (7.39) pode ser escrita como

1/2
(7 el i)

Nad N ) 172

(s gy + Nelnco)
o valeElagg

= 1/2°

(g5 + Moy )
1/2
. (Iranells @y + lelisco)
lesill iy = Maa = . (7.40)

Por fim, pode-se calcular a norma-energia do erro admissivel no K-ésimo elemento,
lleX M (x)» @ Ppartir do parémetro 7,4 o qual deve ser fornecido pelo usuério e ||el| g €

obtido através de estimadores robustos.
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7.2 Um Refino hp Adaptativo

No método hp adaptativo, necessita-se gerar malhas adaptativas de elementos finitos,
o que tem motivado muitos trabalhos de desenvolvimento de algoritmos para geragao
automdtica de malhas. Atualmente, pode-se mencionar dois procedimentos fundamentais
para a discretizagao nao estruturada de dominios arbitrarios, quais sejam, por particao
dos elementos originais (Rachowicz et al. 1989) ou por re-geracao total ou parcial da
malha (Fancello, 1993).

Os algoritmos de particao de elementos em geral possuem baixo custo computacional e,
como a posi(;'é.d dos nés originals permanece inalterada, permitem a utilizagao de técnicas
iterativas de solugdo, fazendo-se uma répida projegao da solugao na nova malha. Uma
considerdvel desvantagem desta técnica é a perda do controle da geometria, limitada
sempre 4 aproximacao obtida com a malha original. Por outro lado, esta técnica nao
permite diminuir o nimero de graus de liberdade nas regioes onde o erro € menor do que
o admussivel.

Por sua vez, os métodos de re-geracao da malha pemitem um maior controle da geome-
tria e dos graus de liberdade envolvidos no problema. Sendo assim, neste trabalho é uti-
lizado um algoritmo baseado na re-geracao total da malha via método frontal (ver Secao
8.2), também conhecido como remeshing adaptativo (Zienkiewics & Zhu, 1987).

E importante mencionar que, neste trabalho, para aproximar a varidvel primal u no
enriquecimento p, sao utilizadas bases hierdrquicas 1D construidas a partir da integral
dos polinémios de Legendre, tal como mostrado na Secao 4.2.1. Entretando, o enriqueci-
mento das fungoes de interpolagao de cada elemento produz, nos casos 2D e 3D, malhas
nao-conformes que devem ser compatibilizadas através de alguma técnica, impedindo a
utilizacgo de cédigos comuns de an4lise por elementos finitos (Novotny et al. 1995).

A estratégia para desencadear um refino hp da malha dependerd, basicamente, se a
solucao for singular, embora tratdavel pelo Método dos Elementos Finitos convencional,
i.e. 0 < 8 < 1, ou regular o suficiente a permitir o emprego da metodologia de otimizacao

proposta neste trabalho, ou seja, se s =p > 1.
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7.2.1 Problemas Regulares (s > 1)

Neste caso, ¢ utilizado o remeshing adaptativo de Zienkiewics & Zhu. Este procedi-
mento, consiste em associar a cada elemento da malha um valor da nova ordem polinomial,
pr, calculada pela Eq. (7.29) e do novo tamanho, h,,, dado por Eq. (7.27). A partir desta
tltima informacao, calcula-se um mimero inteiro Ny > 1, que mais se aproxima de Aj,

sendo este tdltimo dado por

1
Ap = /0 et (7.41)

A posiggo dos novos nés i, 1 < i < N (osnés i =0ei=Np+1 correspondem aos

nés inicial e final, respectivamente) ¢ calculada encontrando );, tal que,

S A S
i= /0 s (7.42)

Finalmente, projeta-se a ordem polinomial, p,, na nova malha. No presente trabalho
¢ feita uma extrapolacgao linear dos valores de p,, de cada elemento para os nés da malha
antiga, em seguida é feita uma média aritmética desses valores nodais encontrados e,
entao, projeta-se esses valores médios no baricentro dos elementos da malha nova.

Uma vez que se utiliza o remeshing adaptativo para gerar a nova malha hp adaptativa,
nao é possivel aproveitar diretamente o sistema de equacoes obtido em uma iteracao
anterior, devendo ser, entao, reconstruido em cada iteragao. Isso ainda se justifica, porque
através da metodologia de otimizacao aqui desenvolvida espera-se obter uma aprecidvel
reducao no mimero de iteragbes necessirias para alcancar a malha Stima, em relacao
a outras estratégias de refino hp adaptativo, tal como a proposta por Rachowicz et al.
(1989). Por outro lado, nada impede a construgdo de malhas aninhadas de modo a
tornar possivel o aproveitamento, de maneira direta, do sistema de equacoes resolvido

anteriormente.

7.2.2 Problemas Singulares (0 < s < 1)

No caso de problemas que apresentem singularidades na solucao (trincas, vértices,

mudanca abrupta no carregamento, condicao de contorno ou propriedades materiais, etc.)
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é necessario um tratamento especial, J4 que a metodologia aqui desenvolvida nao se aplica
diretamente a esta classe de problemas. Ocorre que, a premissa adotada no Teorema 4,
i.e. § = p, passa a ser uma condi¢cao muito forte, visto que a regularidade em problemas
singulares, passiveis de andlise via MEF convencional, é tal que 0 < s < 1.

Sendo assim, utiliza-se a metodologia das malhas hp 6timas verdadeiras de Babuska
et. al (1997) na vizinhanca da singularidade, a qual é indiscutivelmente a melhor técnica
de controle de erro nesta regiao. Para construir tais malhas geométricas, é adotada uma
lei de crescimento dos elementos em progressao geométrica (P.G.) de razao @), no sentido

contrério 4 singularidade, ou seja,

hn (1+Q+ Q%+ ... + QM) =, (7.43)

onde, h é o tamanho do elemento no qual ocorre a singularidade (soma db termos da

P.G.), h, é o tamanho do novo elemento a ser gerado sobre a singularidade (primeiro

termo da P.G.) e N; é o mimero de camadas (elementos) a serem gerados em torno da
singularidade.

Dessa forma, h,, é calculado considerando um refino adaptativo h puro (Eq. 7.15) e,

para um dado @ > 1, calcula-se IV, da seguinte maneira,

log [1~ £ (1- Q)]
¢~ log Q B

Como o objetivo deste trabalho é testar uma formulagao que possa ser estendida

1. (7.44)

diretamente a problemas de valor no contorno bidimensionais e/ou tridimensionais, é
adotada uma razao fixa de Q = 4. Isso se deve a limitagoes na geracao de malhas em 2D e
3D (Q > 4 pode provocar excessivas distorgoes na malha em um processo de remeshing).
J4 a regularidade da solucao é fixa em s = 1/2 < p, pois supoe-se que o usudrio conheca
apenas as regides de ocorréncia de singularidades, mas nao a intensidade destas (o que,
para o engenheiro analista, ¢ bastante razodvel).

No caso da distribuicao da ordem polinomial dos elementos na regiao singular, é utiliza~
da uma lei de crescimento linear a partir do segundo elemento adjacente & singularidade,

tal que, {p,} = {1,2,...,N.}. Para o elemento onde ocorre a singularidade, arbitra-se
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uma ordem polinomial p, = N, + 1. Sendo assim, a distribuicado da ordem polinomial
na regiao singular deve ser tal que, {p,} = {N.+1,1,2,..., N.}, no sentido contrério a

singularidade.

7.2.3 Algoritmo de Refinamento hp

A estratégia hp desenvolvida neste trabalho permite tanto refino, como desrefino da
malha. No caso de desrefino, a ordem polinomial pode variar livremente dentro da faixa
1 < p, < 8. J4 o tamanho dos elementos, quando h, > 1.3 h, podem crescer, no maximo,

segundo a seguinte relagao,
2hh.,
h, =
- h+h,

(7.45)
Esse amortecimento é introduzido apenas para evitar excessivas distorcoes da malha
(Fancello, 1993).
Uma forma, aqui adotada para atingir o limite de erro admissivel 7., (Eq. 7.35) no
problema de otimizacao, consiste em dividir esse pardmetro em incrementos dentro de

cada iteracao. Isso é realizado mediante a definicio de um novo parametro 7j,,, ou seja,

ﬁa,d —_ (T)ad)\/ite'r/niter , (7.46)

onde niter é o mimero total de iteragoes no processo adaptativo e ster é a i-ésima 1teracao.
Deste modo 7, € interpretado como o limite de erro admissivel em cada iteracao iter.
Finalmente, o procedimento proposto no presente trabalho para desencadear o refino

hp adaptativo consiste nos seguintes passos:

1. Fornecer 17,, e niter.

2. Enquanto iter < niter desencadeia-se o processo adaptativo propriamente dito, ou

seja, para ﬁad 2 Nag*

(a) Identifica-se os elementos que possuem nés singulares e desencadeia-se um re-

fino hp adaptativo sobre estes segundo o critério da malha hp dtima verdadeira
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de Babuska, et. al (1997), ou mais especificamente, tal como apresentado na
secao 7.2.2.

(b) Nas demais regices, supoe-se que a solucao seja regular. Desta maneira, faz-se
uma projecao simultdnea dos pardmetros h e p através da metodologia descrita
na secao 7.1.3. A partir desta informacao, faz-se uma regeracao total da malha
de modo que esta contenha as informagoes no novo tamanho h, e da nova

ordem polinomial p, do elemento, tal como proposto na segao 7.2.1.

3. Quando iter = niter, tem-se que 7,; = 744 €, apdés uma ltima andhse da malha
obtida nos itens (a) e/ou (b), o método para. Neste momento espera-se ter alcancado

o limite de erro pré-estabelecido.

7.3 Resultados Numéricos

Para ilustrar a estratégia de refino hp adaptativo proposta neste trabalho, é resolvido

numericamente o seguinte problema eliptico de valor no contorno

2a0s
%+f(“’)=0, z€Q=(0,1), u(0)=g0 e u(l)=g (7.47)

sendo que f (z) é escolhido de maneira tal a provocar grandes variagoes locais na solugao
u(z) da Eq. (7.47) devido a singularidades ou gradientes elevados, haja vista que, para
funcoes muito suaves, o esquema de otimizacao aqui desenvolvido conduz a refinamentos
p puro.

Em todos os casos, o refino hp é desencadeado a partir de uma malha uniforme com 10
elementos lineares, sendo que o refinamento hp adaptativo é desencadeado considerando
que a solugao exata u (z) seja conhecida explicitamente.

Nos exemplos que seguem, ¢ feita uma anilise comparativa entre a estratégia hp aqui
desenvolvida com a metodologia apresentada por Rachowicz et al. (1989), em termos de
taxas de convergéncia e niimero de iteragoes necessarias para atingir um mesmo lhimite de .

€rTo.
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7.3.1 Exemplo 1

Neste exemplo, considera-se go = 0, g; = 0 € uma excitagao f (z) tal que

1 a? (z — zo) (1 — x)

=2 748
f (=) = 2o 14 a2 (z — x0) 1+a? (m—xo)Z]Z (7-48)

Logo, a solu¢do u (z) é dada por
u(z) = (1 —z) [tan™" a (z — o) + tan~! outo] (7.49)

Para o = 4/9 e a = 50, tem-se uma funcdo u (z) suave, no entanto com altos gradi-
entes em = = 4/9.

Os resultados obtidos podem ser vistos na Figura 7.2, onde sao apresentadas as taxas
de convergéncia obtidas por Rachowicz et al. (1989) e através do processo de otimizagio
desenvolvido neste trabalho para 3, 4 e 5 iteragtes. Comparando ambas as metodologias,
observa-se um comportamento bastante similar em termos de taxas de convergéncia. No
entanto, através da presente formulacao atinge-se o limite de erro estabelecido com um

mimero bastante reduzido de iteragoes.

10.00 — Rachowicz, et al. (1989)
—A— piter=3 7, =0.050%
¥ piter=4 1.2 =0.038%

S —@~ niter=5 1, =0.040%

I IIIILLLI

llell
L4 IL[Hl

{

0.10

1

0.01 3

N I

ll T [ B T T T I*Fl

10 N 100

Figura 7.2: Convergéncia hp.
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Na Figura 7.3 é apresentada a malha hp obtida apé6s o processo iterativo para niter =
4. Nesse caso tem-se um refinamento hp concentrado em torno do ponto z = 4/9. O que

era esperado, visto que nesta regiao ocorrem elevados gradientes da solucao.

6 — — 12

5 — 1.0
_ i =

g 4 — 0.8
= -8
C 3 — 06 =
-3

2 — 04

1 02

0 0.0

0 Coordenada x 1

Figura 7.3: Malha hp final para niter = 4.

7.3.2 Exemplo 2

Aqui, analisa-se o mesmo problema do Exemplo 1, mas com a = 200. Embora a
funcio continue suave, tem-se gradientes ainda mais elevados em z = 4/9.

Na Figura 7.4 sao apresentadas as taxas de convergéncia obtidas por Rachowicz et
al. (1989) e através da metodologia aqui proposta para 3, 4 e 5 iteragoes. Fazendo-se
uma andlise comparativa entre as duas metodologias, nota-se que, no inicio do processo
iterativo as taxas de convergéncia sdo preservadas até que, através da estratégia aqui
proposta, um né é posicionado na vizinhanca de £ = 4/9, onde ocorrem altos gradientes
da solugao ocasionando um sensivel aumento das taxas de convergéncia. Esse fato se deve
ao remeshing utilizado neste trabalho que, apesar da aleatoriedade na regeracao da malha,

o processo adaptativo conduz a um aumento do mimero de elementos na regiao de altos
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gradientes. Isso aumenta a probabilidade de um novo né ser gerado em uma coordenada

z~4/9.

10 7 — Rachowicz et al. (1989)

> & pitgr=3 1, ~0.028%
k- —X piter=4 1,, =0.044%
i NN niter=5 11,4 =0.052%

e

T| f T f‘fli’l

10 N 100

Figura 7.4: Convergéncia hp.

A Figura 7.5 mostra a malha hp obtida ao final do processo iterativo para niter = 4.
Neste caso tem-se um refinamento hp concentrado em torno do ponto = = 4/9 onde ocorre
os elevados gradientes da solugao. Note que existe um né posicionado em z = 4/9, o que

provocou as elevadas taxas de convergéncia mostradas na Figura 7.5.
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Ordem p
Solugdo u

4/9 1
Coordenada x

Figura 7.5: Malha hp final para niter = 4.

7.3.3 Exemplo 3
Neste ultimo exemplo, tem-se que, go = 0, g; = 1 e a excitagdo f (z) é dada por
f@)=a(a=1)z>2 (7.50)

Portanto, a solugao u (z) € tal que
u(z) = z* (7.51)

e, sendo o = 0.6, tem-se uma singularidade no problema em z = 0. No entanto, a

norma-energia da solucao ¢ limitada, ou seja,

d 1
a——g <oo, se a<c- (7.52)

el oy = el = 5

_ / tdu, o

L2(0) o dz V2a -1
A Figura 7.6 mostra os resultados obtidos em termos de taxas de convergéncia, tanto
para a metodologia proposta por Rachowicz et al. (1989) como para a estratégia de
refino hp aqui apresentada para 3, 4 e 5 iteragoes. Mediante uma andlise comparativa
entre ambas metodologias, nota-se um comportamento bastante similar em termos de

taxas de convergéncia. No entanto, através da vmetodologia aqui proposta, tem-se uma
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reducao bastante aprecidvel do nimero de iteracoes necessdnas para atingir a precisao

pré-estabelecida.
10 7] —— Rachowicz, et al. (1989)
1 Al piter=3 M. = 0.60%
_ \::.:“:\\ _.__*._.-. mter = 4 nad = 1’2%
N @ niter=5 11,, =11%
- 4
0.1 7]
] I T T T T T

Figura 7.6: Convergéncia hp.

Nota-se que na regiao singular (em torno do ponto = 0) é desencadeado um refino
hp segundo a metodologia de Babugka et al. (1997). No restante do dominio ¢ utilizada a
metodologia proposta neste trabalho para determinar os parametros h e p. A Figura 7.7

mostra a malha hp obtida ao final do processo iterativo para niter = 4.
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6 — 1.0

57 — 0.8

4 — j =
S —06 .
& s
(%3 3 - (&Y
o] =]
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= —04 @

2 i

- — 0.2

0 *—o o o o—» .- - *-——e - 0.0

0 Coordenada x 1

Figura 7.7: Malha hp final para niter = 4.

Como o refino é extremamente localizado em z = 0, nas Figuras 7.8 e 7.9 as malhas
finais sdo mostradas através de zoom de 4 x 10° e 2/3 x 10® vezes, respectivamente, de
modo a tornar possivel a visualizacao da distribuicao da ordem polinomial, bem como do

tamanho dos elementos em torno da singularidade.

63 | — 12E4

51 B — |
a4 e § —80B-5 S
R " — - 3
B 32
S2+ e p —40E-5 &

17 ® i

0 s — . 0.0E+0

0.0E+0 2.5E7

Coordenada x

Figura 7.8: Malha hp final para niter = 4: Zoom de 4 x 10° vezes.



Capiftulo 7 - Projeto Otimo de Malhas hp Adaptativas 90
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Figura 7.9: Malha hp final para niter = 4: Zoom de 2/3 X 10® vezes.

7.4 Comentarios Adicionais

Neste Capitulo é proposta uma nova estratégia de refino hp adaptativo, onde os
parametros h e p sao projetados simultaneamente em cada iteracao do problema. Neste
sentido, o problema de 6timo é estabelecido mediante um critério de minimizacao do
miméro de equacGes para um dado limite de erro fixo. A abordagem apresentada neste
trabalho conduz a um problema de otimizacao onde o limite de erro e os parametros h e
p aparecem explicitamente nas equagoes. Como as equacoes sao obtidas analiticamente
para cada elemento, o método resulta em uma equacgio algébrica nao-linear que fornece
os vaior% 6timos dos pardmetros h e p. Assim, é sugerido um algoritmo de otimizagao,
fundamentado na resolugio aproximada desta equacao através do método do ponto fixo.

Uma condicao necesséria e suficiente para o 6timo, tal como proposto neste trabalho,
é estabelecida para cada elemento. Todavia, este resultado nao pode ser estendido dire-
tamente a toda a malha, razao pela qual, no momento, a questao da unicidade da solugao
¢é deixada em aberto.

Para desencadear o refino hp da malha, adota-se um processo de remeshing que permite
desvincular, quase totalmente, o processo adaptativo da discretizacao inicial do proble-
ma. Isto diminui ainda mais a responsabilidade do engenheiro analista em relagao ao

conhecimento prévio do problema (ver exemplo 2 da Secao 7.3). O inconveniente é que
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através desta metodologia nao € possivel aproveitar o sistema de equacgoes obtido em uma
iteracao anterior de maneira direta. Entretanto, nada impede a utilizacao da estratégia
hp aqui desenvolvida em conjunto com outras filosofias de refinamento hp adaptativos,
inclusive aquelas fundamentadas na construcao de malhas aninhadas de modo a permitir
o aproveitamento total do sistema de equagoes em cada iteracio (Demkowicz et al. 1989).

Como o objetivo deste trabalho é testar uma formulacao que possa ser estendida
diretamex:;te a problemas de valor no contorno bidimensionais (e/ou tridimensionais) e
que, por questoes praticas, nao exija do usudrio o conhecimento especifico dos espacos
onde se encontram a solugao do problema em anilise. Aqui sao adotadas vérias hipéSteses
simplificativas que podem conduzir a malhas que nao sejam Stimas, tal como definido por
Babuska et al. (1997). No entanto, apesar de detectada uma sensivel superestimacao do
limite de erro global admissivel 7,,;, os resultados obtidos se mostram bastante satisfatérios
do ponto de vista de independéncia do analista no processo adaptativo, de taxas de
convergéncia e, sobretudo, em relacao a redugao do niimero de iteragoes necessirias para
atingir uma precisao pré-estabelecida comparada a outras estratégias de refinamento hp
(Rachowicz et al. 1989). Esse fato é de grande importéncia em andlise adaptativa,
visto que uma substancial redugdo do nidmero de equagoes e das iteracoes necessérias
para resolver o problema, resulta em uma diminuicio efetiva dos custos computacionais
dispendidos em um processo adaptativo. Além disso, considerando-se situagoes praticas
reais, os resultados numeéricos obtidos com apenas 3 iteracoes sao considerados muito

satisfatérios.



Capitulo 8

Aspectos Computacionais

O problema da implementacao computacional de novos procedimentos em um pro-
grama de Elementos Finitos visando aproveitar a estrutura computacional j4 existente
pode se tornar extremamente trabalhoso quando se utiliza uma filosofia de programacao
procedural.

Neste sentido, a filosofia de programacao orientada a objetos fornece uma estrutura de
trabalho que induz o programador a desenvolver seus c6digos de forma modular, organi-
zando o trabalho em classes. Esta particularidade, quando devidamente utilizada, oferece
um maior controle no gerenciamento de grandes‘estruturas computacionais na atualizagao

do cédigo e na incorporagao de novos procedimentos.

8.1 Programacao Orientada a Objetos

A caracteristica fundamental das linguagens orientadas a objetos consiste em fornecer
ao programador uma série de ferramentas para estruturar, ordenar e modularizar seus
cédigos. Isso pode ser conseguido agrupando-se, numa mesma entidade, um conjunto de
dados e métodos (fungdes) sobre estes dados, sendo estas estruturas de dados denominadas
classes. Assim, classe é a definicdo de uma estrutura complexa de dados e objeto é uma
instancia da mesma.

Existem trés propriedades fundamentais que caracterizam uma linguagem orientada a

objetos, quais sejam, encapsulamento, heranca e polimorfismo (Fancello, 1993).
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¢ Encapsulamento

A programacao orientada a objetos permite encapsular conjuntos especificos de dados
e métodos, formando entidades auto-suficientes denominadas classes. Toda interacao
entre o objeto e o resto do sistema é efetuada através dé mensagens. Quando um objeto
recebe uma mensagem, os métodos executam a operagao associadas a esta atuando sobre
os dados da classe. Portanto, a organizacao dos dados, sua estrutura, posicao fisica na
memédria e detalhes de implemantacao sao alheios ao cédigo que utiliza o objeto. Se a
mensagem que ativa o método de um determinado objeto nao é alterada, a implementagao
do mesmo pode ser modificada com total independéncia do resto do programa. Por outro
lado, a invisibilidade dos dados de um objeto por parte do resto do cédigo, proporciona
confiabilidade dos resultados e facilidade de manutencao.

e Heranca

Definida uma classe, a mesma pode ser utilizada para construir classes herdadas que
tém acesso a todos os dados € métodos de sua antecessora. Sendo assim, quando um
objeto recebe uma mensagem, a classe da qual este objeto é uma instancia procura entre
seus métodos aquele que corresponde & mensagem. Caso este nao seja achado, a procura

continua na sua antecessora, repetindo-se o processo até o método ser localizado.
e Polimorfismo

O polimorfismo ¢ a capacidade de se usar o mesmo nome para métodos distintos,
implementados em diferentes niveis de uma hierarquia de classes. Nesse caso, o método
pode ter uma finalidade especifica em cada classe. Assim o polimorfismo é a propriedade
de um programa orientado a objetos de discernir, dentre o métodos homoénimos, aquele
que deve ser executado. Através desta caracteristica, uma tnica mensagem pode ser
enviada a todos os membros de uma familia de classes, cada uma respondendo de forma

particular através de seu préprio método.
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8.2 ACDPOOP & ACDPFEM, 2D ARANHA e ACDP-
TOP |

Neste trabalbo sao exploradas as potencialidades oferecidas pela filosofia de progra-
macao orientada a objetos mediante a utilizacao dos recursos ja existentes no ACDPOOP
(Guimaraes & Feijéo, 1989), ACDPFEM (Feijéo et al., 1991) e 2D ARANHA (Fancel-
lo, 1993) e a implementacao de novos procedimentos (classes) compativeis com estes, de
modo a desenvolver uma estrutura computacional, neste caso o programa ACDPTOP,
capaz de gerenciar a natural complexidadé das informacoes inerentes a versoes adaptati-
vas do Método dos Elementos Finitos, bem como do problema de otimizagao topolégica
em elasticidade plana. Esta classe de problemas tem a caracteristica de apresentar uma
aprecidvel diferenca na estrutura de dados em relagao a um programa convencional de
Elementos Finitos. Portanto, a filosofia de programacao aqui utilizada se mostra espe-

cialmente atraente quando empregada a problemas desta natureza.
e ACDPOOP & ACDPFEM

O Ambiente Computacional para Desenvolvimento de Programas Orientados a Objetos
(ACDPOOP) dispoe de procedimentos especificos para gerenciamento de objetos, tanto
na memoéria do computador como em arquivos, facilitando a tarefa de construir um banco
de dados para utilizar devforma racional a miquina (Guimaraes & Feijéo, 1989). J4
o Ambiente Computacional para Desenvolvimento de Programas de Elementos Finitos
(ACDPFEM) procura fornecer algumas facilidades ao programador no desenvolvimento e
incorporacgao de novos elementos finitos e procedimentos associados a estes (Feijéo et al.,

1991).
‘e 2D ARANHA

Para triangularizacao dos dominios bidimensionais, neste trabalho é utilizado o gerador
de malhas 2D ARANHA (Fancello, 1993), o qual baseia-se em técnicas ndo estruturadas

frontais. A denominagao ndo estruturada provém do fato de que a malha nao é resultado
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de um mapeamento prévio com estrutura e topologia fixas e sim pelo preenchimento do
dominio de interresse pelos elemento finitos. O termo frontal indica que a incorporacao
dos elementos dentro da geometria se produz seguindo uma frente de geracao que se

propaga pelo interior do dominio.
e ACDPTOP

O cédido Ambiente Computacional para Desenvolvimento de Programas em Otimiza-
¢do Topoldgica (ACDPTOP), desenvolvido neste trabalho, contém todos os procedimen-
tos necessarios para montagem e resolu¢ao de um problema de otimizacao topoldgica em
elasticidade plana utilizando a versao h adaptativa do Método dos Elementos Finitos.

Durante o processo iterativo, esta estrutura computacional permite identificar a nova
fronteira da peca de maneira sistemdtica e realizar o refino adaptativo da malha nessa
regiao, de modo a melhorar, além do cédlculo de tensoes, a prépria geometria otimizada.

E importante ressaltar ainda que, devido a caracteristica modular dos procedimentos
implementados neste trabalho, a aplicabilidade da estrutura computacional desenvolvida
nao se limita apenas a otimizacao topolégica e adaptavidade em elasticidade plana, sendo

facilmente estendida a outras classes de problemas.
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Conclusoes Finais & Sugestoes

No presente trabalho sao desenvolvidos dois temas centrais naturalmente comple-
mentares, quais sejam: adaptatividade h na otimizacao topoldgica (Capitulo 6) e projeto
6timo de malhas hp adaptativas (Capitulo 7). Sendo assim, neste dltimo Capitulo é dada
uma visao breve e global do trabalho, bem como é proposta uma forma de acoplar ambas
as metodologias ora citadas. Além do mais, sugere-se alguns caminhos que podem ser
seguidos de modo a tornar a estrutura computacional aqui desenvolvida mais geral e mais

aplicdvel a situagoes fisicas reais.
9.1 Conclusoes Finais

Neste trabalho ¢ inicialmente apresentada uma metodologia alternativa para melhorar
a representacao da geometria de uma pega otimizada mediante a identificacao da nova
fronteira e posterior refino h da malha nessa regidao. Desta forma, a técnica de refino h
adaptativo € utilizada como ferramenta no processo de otimizagao topolégica.

Os resultados mostrados na Se¢ao 6.4 confirmam que é possivel chegar i forma final da
peca de maneira sistematica e barata, sem a necessidade de desencadear um processo de
otimizacao de forma, o que implica na parametrizacdo da nova geometria obtida através
do processo de otimizacao topolégica. Essa tarefa de identificacdo de pardmetros pode vir
a ser extremamente complexa, a tal ponto que, muitas vezes, é realizada de forma quase
artesanal pelo engenheiro projetista. No entanto, quando se leva em conta questoes de

manufaturabilidade da peca, por exemplo, a metodologia aqui desenvolvida nao elimina
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uma provavel etapa de parametrizagao da nova geometria. Embora forneca mais subsidios
para realizar tal tarefa.

A carta de espessura bindria permite induzir o refino no contorno do modelo otimizado,
identificando, portanto, a nova geometria da peca de maneira sistemdtica. E notdério,
também, que as tensoes que ocorrem no contorno do componente sao em geral as mais
criticas. Assim, a técnica de refino h adaptativo induzido artificialmente nesta regiao
melhora consideravelmente o célculo das tensoes nos pontos de maior interesse.

Em seguida, a teoria de otimizagao é utilizada. como ferramenta no projeto de malhas
hp adaptativas. Assim, é formulado um problema de étimo de modo a tornar possivel
a projecao simultinea dos pardmetros h e p da malha em cada iteracao do problema de
maneira simples e pouco custosa computacionalmente.

No decorrer do trabalho, sao adotadas hipé6teses simplificativas que conduzem a uma
formulacao que nao exige do usuério o conhecimento especifico da regularidade da solucao
do problema em andlise e que pode ser diretamente estendida a problemas bidimensionais
e tridimensionais. Embora essas simplificagoes possam levar a malhas que nao sejam
6timas, os exemplos apresentados na Secao 7.3 mostram que as taxas de convergéncia sao
preservadas e observa-se ainda uma apreciivel redugao no nimero de iteragoes necessarias
para atingir uma precisao pré-estabelecida, diminmindo, assim, os custos computacionais
envolvidos em um processo auto-adaptativo.

Em sintese, os resultados obtidos através da metodologia desenvolvida no Capitulo
7 se mostram bastante satisfatérios do ponto de vista de independéncia do analista no
processo adaptativo, de taxas de convergéncia e, sobretudo, em relacao a reducao do
nimero de iteracoes necessdrias para atingir o limite de erro especificado comparada a

outras estratégias de refinamento hp adaptativo (Rachowicz et al. 1989).

9.2 Sugestoes

Um caminho natural para dar sequéncia a este trabalho, consiste em acoplar a es-

tratégia de refino hp aqui desenvolvida & técnica de otimizagao topoldgica apresentada no
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Capitulo 6, ou ainda a outras metodologias de projeto e andlise de componentes mecéni-
cos e da mecénica do continuo em geral. Assim, no primeiro caso tem-se a ‘Estratégia hp

Adaptaviva na Otimizacao Topolégica (ver Figura 9.1).

Figura 9.1: Uma proposta para continuidade do trabalho.

Sendo assim, uma forma possivel de acoplar ambas as metodologias desenvolvidas neste
trabalho consiste em, primeiramente, obter a topologia 6tima do componente mecanico
tal como mostrado no Capitulo 6. Em seguida, desencadear um refino hp adaptativo da
malha, como proposto no Capitulo 7, mas sem permitir um desrefino - da malha, de modo
a preservar a topologia da peca. Por tltimo, recalcular a carta de espessura até obter a
saturacao do critério de von Mises.

Para guiar um refino hp adaptativo necessita-se ainda fazer um estudo mais aprofunda-
do de técnicas de estimativa de erro a posteriori de discretizagao. Os estimadores de erro
baseados no Método dos Residuos em Elementos (Oden et al. 1989) e modificagoes destes
(Duarte, 1991) sao particularmente eficientes para as versoes p e hp adaptativas do MEF'.
QOutra importante melhoria, é a implementacao de métodos iterativos para resolucao do
sistema de equagoes, tais como o Método de Gradientes Conjugados e o de Jacobi.

Como continuidade deste trabalho, sugere-se também, trabalhar com estruturas tipo
placas e cascas. Isso aumentaria muito a gama de aplicagoes em problemas préticos de
engenharia. Acredita-se ainda que a extensao deste trabalho a sélidos tridimensionais seja
possivel, embora nao direta. Isso se deve ao fato de que, o parametrd geométrico p nao
aparece explicitamente nas equactes de equilibrio de estruturas deste tipo. Entao haveria

necessidade de encontrar formas alternativas de embutir p nestas equacdes.
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