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RESUMO

Todo método numérico necessita de um constante desenvolvimento e

aprimoramento para estar atualizado com as novas formulagOes tedricas desenvolvidas
e novos recursos de "hardware". Apresenta-se, entdo, aqui, o desenvolvimento e
aplicagdo do Método da Func¢do de Green Local Modificado para a resolugéo da equagdo
de Helmholtz, equagdo da onda. Tem-se, com iSso, mais uma etapa na implementagio
deste novo método numérico para a solugdo de problemas do continuo. _
, 0 Método da Fungido de Green Local Modificado é um método novo,
podendo ser visto como uma extensdo do Método de Elementos de Contorno de
Galerkin. Porém, ndo hé necessidade do conhecimento de uma solug¢do fundamental de
forma. explicita, visto que a funcdo de Green € aproximada pelo Método de Elementos
Finitos. Portanto, € um método hibrido na sua concepcgio.

A aplicagdo do Método da Func¢do de Gi‘_een Local Modificado a4 equacgdo
de Helmholtz vem resolver problemas de vibragdo livre em membranas e em cavidades
acusticamente rigidas, desde que aplicadas as condi¢des de contorno de Dirichlet e
Neumann, respectivamente; o problema de vibrag¢do livre de uma membrana com uma
porgdo do contorno livre e outra fixa pode ser resolvido com a imposigdo de condigdo
de contorno mista. Estes problémas j& foram extensamente estudados através dos
Métodos de Elementos de Contorno e de Elementos Finitos. S3o mostrados resultados
comparados com solug¢des analiticas bem como com resultados obtidos por outras
técnicas numéricas. E feita uma anédlise experimental de convergéncia, tanto p- como
h-, mostrando as tendéncias da solugdo mediante estes tipos de refinamento da
discretizacgdo aplicada. ' '



ABSTRACT

Numerical methods need continued development and
improvement to be updated with new theoretical formulations and new hardware
features. Then, here are presented both development and applications of Modified
Local Green’s Function Method to solve the Helmholtz’s equation (wave equation). So,
one has performed an additional step on the implementation of this new numerical
method to solve continuum’s problems. ’

Modified Local Green’s Function Method can be seen as an
extension of the Galerkin Boundary Element Method, but avoiding the requirement of
the knowledge of the explicit form of a fundamental solution, since the Green’s
function is approximated by the Finite Element Method, and the evaluation of singular
integrals. A

Applications of Modified Local Green’s Function Method to
Helmholtz’s equation solves membranes free vibration problems and acoustically hard
cavities wave propagation problems, when Dirichlet and Neumann boundary conditions
are applied, respectively. Free vibration problems of a membrane which has a
boundary portion free and another boundary portion fixed can be solved by applying
mixed boundary conditions. These problems were hardly studied by Boundary Element
Method and Finite Element Method. Results are shown and compared with analitycal
solutions and with others numerical techniques results. An experimental p- and h-
convergence analysis is made showing the solution tendencies of these types of

refinement.



1 INTRODUCAO

A maioria dos problemas reais da mecénica do meio continuo,
formulados em termos de um conjunto de equagles diferenciais sob condigGes de
contorno e condig¢des iniciais apropriadas, s8o caracterizados por uma complexidade
geométrica e de constituicdo material, apresentando, em alguns casos, nfo-linearidades
geométrica e material. Portanto, solu¢Ges analiticas desses problemas s8o praticamente
impossiveis de serem obtidas, propiciando o desenvolvimento de métodos numéricos
para a determinacdo de uma solucdo aproximada do problema. Essa solucdo aproximada
serd tdo mais precisa quanto mais préximo da realidade esteja o modelo matem4tico
utilizado para a construcdo do método numérico. Um método numérico € do tipo
diferencial ou integral, ou seja, de formulagdo fraca ou forte, dependendo da
formulagdo numérica, se esta precede ou segue a integracdo das equagdes governan-
tes.



1.1 FORMULACOES NUMERICAS.

Os métodos numéricos mais utilizados sdo o Método de
Diferencas Finitas (FDM) [33,16], o Método de Elementos Finitos (FEM) [24,27,13,21,12]
e o Método de Elementos de Contorno (BEM) [17,4,15]. Os métodos FDM e FEM sdo do
tipo diferencial, enquanto o BEM é do tipo integral. O FDM transforma as equacdes
diferenciais em equac¢des algébricas, vdlidas em um conjunto de pontos no dominio.
O FEM deScreve o dominio como um conjimto de subdominios ou elementos finitos,
conectados étravés de nés e reproduzindo, aproximadamente, o comportamento daquela
por¢do do dominio pela satisfagdo, na média, das equacdes de equilibrio ou movimento
e atendendo condigdes de compatibilidade de deslocaentos nas interfaces dos
elementos. O BEM , como o FEM, requer uma discretizagdo do meio, porém apenas do
seu contorno, reduzindo, portanto, a dimensdo do problema em uma unidade e,
consequentemente, o nimero de equacdes necessérias é sensivelmente menor. Quando
as fungdes incdgnitas que aparecem na formulagio integral sdo relacionadas com as
varidveis fisicas do problema, o método de elementos de contorno é dito direto;
alternativamente, as equagdes integrais podem ser formuladas em termos de funcdes
incégnitas anélogas a uma forma fraca, fornecendo o método semi-direto. Quando as
equacgdes integrais sdo expressas em termos de uma solugdo fundamental das equacgles
diferenciais originais, distribuida em uma densidade especifica sobre os contornos da
regido de interesse, o método é dito indireto. Logo, o estabelecimento de formulagGes
integrais requer o conhecimento prévio de uma solugdo fundamental do operador
diferencial do problema, no caso do método indireto, ou de uma relagéo de reciproci-
dade, no direto.

Paralelamente ao desenvolvimento de cada método numérico em
si, procurando melhorar suas caracteristicas e suprir suas defici€ncias, desenvolvem-
se estruturas visando a unificacdo dos métodos de elementos finitos e de contorno,
pela investigacdo de formulagles integrais que sejam compactas e que apresentem
apenas singularidades fracas. Com esse intuito foi desenvolvido o Método da Fungéo
de Green Local Modificado (Modified Local Green Function Method - MLGFM).

1.2 O METODO DA FUNCAO DE GREEN LOCAL MODIFICADO (MLGFM).

O Método da Fungdo de Green Local Modificado (MLGFM) surge
com os trabalhos de BARCELLOS & SILVA (1987)[11] e SILVA (1988)[71], como uma
extensdo do método de  elementos de contorno de Galerkin [8]. O método foi
estruturado com base no Método da Fungdo de Green Local (LGFM), desenvolvido e
aplicado por BURNS (1975)[20], HORAK & DORNING (1977)[47], LAWRENCE (1979)[56],
HORAK (1980)[46] e DORNING (1981)[29]. Burns aplicou o LGFM para o problema
multidimensional de difusdo de néutrons; Horak desenvolveu o LGFM para a solug¢io
de problemas de condugdo de calor e de escoamentos incompressiveis e Lawrence
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apresenta o LGFM para o problema de difusdo de néutrons. Como o LGFM emprega a
técnica de integragdo transversa, que transforma o operador diferencial parcial do
problema em um operador diferencial ordindrio, as formulacdes ficam restritas a
dominios que possuam contornos que coincidam com linhas de coordenadas ortogonais.

Barcellos e Silva modificaram o LGFM, gerando o MLGFM, com
o operador adjunto do problema e a aplicagdo do Método de Elementos Finitos (FEM)
como método residual, para aproximar de forma direta as matrizes resultantes da
transformagdo dos operadores integrais em operadores discretos, matrizes de Green,
sem o conhecimento prévio de uma solugdo fundamental, no caso, da fung¢fio de Green.
Obtém-se, assim, valores nodais das projegdes da funcdo de Green na base do espacgo
de elementos finitos. Por essa formulagdo, as fungdes de Green empregadas ndo
- necessitam ser disponiveis analiticamente e podem ser resolvidos problemas para os
quais ndo existam solug¢les fundamentais. Com as projegbes da fung¢do de Green,
valores da fung:éd nos pontos nodais, o problema de contorno é resolvido pelo Método
de Elementos de Contorno de Galerkin. A discretizagcdo do dominio e do contorno
produz integrais suficientemente regulares, sem singularidades, onde processos
convencionais de integragdo numérica podem ser aplicados, como a integragdo
gaussiana [54,1]. Em esséncia, o Método da Funcédo dé Green Local Modificado € um
método integral que utiliza o Método de Elementos Finitos para determinar automatica-
mente proje¢des da fungdo de Green para um sistema de equagles de contorno e de

dominio.

1.3 DESENVOLVIMENTOS E APLICAGCOES DO MLGFM.

A primeira aplicagéo do MLGFM foi apresentada no trabalho de
Barcellos & Silva (1987), onde foi resolvido o problema de potencial, equagdo de
Poisson, representado por membranas eldsticas, quadradas e circulares, sob condigdes
de contorno de Dirichlet e mista. Foram utilizados elementos quadréticos isopara-
métricos de 8 nés para obter as matrizes de Green e elementos de contorno
isoparamétricos quadréaticos para aproximar as equagSes integrais. Otimos resultados,
tanto para potencial quanto para fluxo, foram obtidos utilizando-se malhas grosseiras.
Em seguida, Silva (1988) utilizou o MLGFM para resolver o problema de hastes
delgadas e o de vigas de Bernoulli, sob situagSes diversas, como sob cargas
concentradas, descontinuidade de rigidez e vArias condigBes de contorno, apresentan-
do 6timos resultados comparados com solugdes analiticas. Nestes casos, foi empregado
o método de colocagio para a obtengdo das matrizes de Green, j& que para os modelos
unidimensionais os contornos ficam reduzidos a pontos. Silva desenvolveu, também,
o MLGFM para o estudo de membranas elasticas ndo homogéneas. Os resultados
numéricos foram obtidos empregando-se elementos finitos quadréticos isoparamétricos
de 8 nds, no dominio, e elementos quadréaticos isoparamétricos unidimensionais, no
contorno. Esses resultados foram comparados com resultados obtidos por elementos
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finitos e elementos de contorno, bem como com solu¢des analiticas, mostrando boa
precisao. '.
Recentemente, BARBIERI & BARCELLOS (1991)[9] apresentéram
uma revisdo do formalismo do método, resolvendo o problema potencial para dominios
bidimensionais e tridimensionais. BARCELLOS & BARBIERI (1991)[10] ilustraram a
aplicabilidade do MLGFM para a solugdo de problemas de potencial em dominios que
apresentam singularidades. Para esse tipo de problema, foram usadas malhas com
elementos convencionais, elementos lagréngeanos quadréticos para o dominio e
elementos quadréticos ‘unidimensionais para o contorno. Préximo & singularidade, a
malha desenvolvia-se em progressdo geométrica. BARBIERI & BARCELLOS (1991) [8]
descreveram, também, como resolver problemas de potencial em meios ndo homogéneos,
- que ndo podem ser resolvidos diretamente pelo método de elementos de contorno,
devido a inexisténcia de uma solugdo fundamental disponivel. Resultados numéricos
foram comparados com os do FEM. Para obter-se uma comparagdo com o BEM foi resol-
vido um problema onde as propriedades do meio eram descontinuas por partes, j& que
este tipo de problema tem solugdo via BEM, demonstrando notdvel semelhanca de
resultados. Foram usadas func¢des de interpolagdo quadraticas, tanto no dominio
quanto no contorno. BARBIERI & BARCELLOS (1991)[7] extenderam o MLGFM para. o
modelo de placa de Mindlin, mostrando que o fendmeno de "locking" ndo ocorre. Os
resultados, obtidos a partir de elementos isoparamétricos quadréticos e cuibicos, foram
comparad_os com resultados encontrados pelo FEM e BEM mostrando boa concordancia.
MACHADO & BARCELLOS (1992)[57] investigaram a aplicabilidade do MLGFM para placas
laminadas ortotrépicas, usando elementos lagrangeanos quadriticos no dominio e
elementos de contorno quadréticos, e novamente n#o foi observado "locking".
Resultados numéricos foram comparados com os do FEM, mostrando-se precisos.
FILIPPIN, BARBIERI & BARCELLOS (1992)(31] apresentaramd desempenho do MLGFM
para problemas de potencial, tanto estdtico quanto dindmico (an4lise modal),
verificando experimentalmente as taxas de convergéncia. Para a an4lise estéitica foram
empregados elementos de até 25 nés (quarta ordem), e para a analise dindmica até 81
nés (oitava ordem). ' " '

Finalmente, BARBIERI (1992)[6] desenvolveu e aplicou o MLGFM
para. uma vasta gama de problemas da mec@nica do continuo. Para problemas de
potencial foram usados elementos lagrangeanos quadrangulares de 4, 8, 9 ¢ 16 nés e
triangular de 3. nés. Correspondentes elementos de contorno foram empregados.
Problemas de potencial para meios homogéneos foram resolvidos e os resultados
comparados com outras técnicas numéricas, bem como taxas experimentais de
convérgéncia, tanto A- quanto p-, foram determinadas. Foram resolvidos, também,
problemas singulares, problemas em meio ndo homogéneo, problemas de escoamento
potencial, problemas axissimétricos e de torsdo de eixos; foram feitas comparagdes com
resultados anteriores do MLGFM. O método "HRZ" (COOK (1989)[24]), um procedimento
efetivo para produzir uma matriz massa diagonal, usando somente os termos da
diagonal da matriz massa consistente escalonados de modo que a massa total do
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elemento seja preservada, foi investigado visando diminuir espago de meméria e tempo
de cpu, mostrando-se perfeitamente aplicdvel. Problemas tridimensionais foram
resolvidos utilizando-se elementos hexaédricos isoparamétricos quadréaticos no dominio
e elementos quadrangulares isoparamétricos quadriticos no contorno. Nota-se
superconvergéncia nodal de fluxo e potencial. Barbieri realizou as primeiras aplicagbes
do MLGFM para resolver problemas da elasticidade bidimensional. Portanto, fez-se a
 anélise de vigas em balanco, tanto retas como curvas, de tubos de parede espessa e
de placa retangular com furo circular, empregando-se elementos quadrangulares
isoparamétricos quadréticos e cibicos. Os resultados foram comparados com solucgfes
analiticas e numéricas. Determinou-se, também, o fator de intensidade de tensdes para
trincas, utilizando-se malhas em progressio geométrica. Problemas axissimétricos foram
analisados, com a solugdo dos problemas de placa circular com carregamento
uniformemente distribuido e de cascas esféricas, espessas € semi-espessas, com
pressédo interna. Nestas aplicagbes também se verificou superconvergéncia nodal de
deslocamentos e esforgos. O MLGFM implementado para o modelo de piaca de Mindlin
também demonstrou superconvergéncia nodal de deslocamento e esforgos. Foi notada
a inexisténcia do fendmeno de travamento ("locking") e reduzida sensibilidade a
distor¢do de malha. Taxas experimentais de convergéncia h- e p- foram determinadas.
Para as aplicagdes numéricas foram empregados elementos lagrangeanos quadréaticos
de 4, 9, 16 e 25 né6s. Elementos de contorno correspondentes foram utilizados; todos
os elementos seguem formulagSes de deslocamentos. Barbieri apresentou exemplos de
placa engastada e de placa simplesmente apoiada; de viga em balango resolvida com
elementos de placa; de placa simplesmente apoiada com carregamento senoidal; de placa
circular engastada e de placa de Morley. Em todas as aplicagbes realizadas com o
MLGFM, foram empregados nés duplos nos pontos de descontinuidade de condigbes de
contorno e/ou da normal, na malha representativa da discretizagdo do contorno.I

1.4 OBJETIVOS DO TRABALHO.

Dando-se continuidade ao desenvolvimento e aplicagdes do
Método da Funcdo de Green Local Modificado, 0 presente trabalho tem por objetivo
desenvolver e empregar o MLGFM para a andlise dindmica de estruturas, especifica—-
mente membranas eldsticas e cavidades acisticas, .sob o ponto de vista da anilise
modal, ou seja, resolvendo-se um problema de autovalor/autovetor para a determinacdo
das frequéncias e modos naturais de vibragdo. Primeiramente é apresentada uma
revisdo detalhada do formalismo do método; em seguida, o método é implementado para
equagdes hiperb6licas, mostrando-se a obtengdo das matrizes de inércia para as
equagles integrais, bem como a montagem do problema algébrico de autovalor/autove-
tor. Para tanto, sdo consideradas trés situa¢bGes quanto as condig¢des de contorno:
condigdo de contorno de Dirichlet homogénea, condigdo de contorno de Neumann
homogénea e condigdo de contorno mista homogénea. O MLGFM é, entdo, aplicado a
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equacdo de Helmholtz, resolvendo-se problemas de vibragdo livre de membranas
eladsticas e de ondas em cavidades acusticamente rigidas, conforme as condigdes de
contorno impostas. Analise experimental de convergéncia, tanto h- quanto p- &
realizada. Para tal, implementa~se elementos lagrangeanos quadrangulares de primeira
a4 décima ordem, ou seja, de 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100 e 121 nés. O problema de
autovalor/autovetor é resolvido pelo método de iteracdo subespacial, visto que todas
as matrizes envolvidas sdo positiva definidas e simétricas. Analisa-se, ainda, o
comportamento do método quanto & distorcdo de malha e verifica-se a consténcia de
resposta com a variacdo do parametro intrinseco & formulacdo. Os resultados
numéricos sdo comparados com solugdes analiticas e com resultados obtidos pelos

métodos de elementos finitos e de elementos de contorno.

1.5 MELHORAMENTOS ‘APLICADOS. AOS METODOS NUMERICOS MAIS UTILIZADOS
PARA A RESOLUGCAO DO AUTOPROBLEMA DINAMICO.

1.5.1 InvestigacOes no Método de Elementos Finitos.

A andlise dindmica de estruturas pelo método de elementos
finitos convencional introduz imprecisGes adicionais na solugdo, que né&o estéo
presentes na anélise est4tica. Estas imprecisSes provém da formulagdo do elemento e
devido & condensacdo estédtica. Os erros, em ambos os casos, sdo causados pela
desconsideracdo de termos dependentes da frequéncia nas fung¢des que relacionam os
deslocamentos em cada ponto da estrutura com os deslocamentos em certos pontos
fixos, nés na formulagdo do elemento finito e nés "mestres" na condensagdo estética.

- GUPTA (1973-84)[38-44] desenvolveu uma formulacdo de
elemento finito para anédlise modal de estruturas onde as fungbSes de interpolagéo
dependem da freqiiéncia natural de vibragéo. Isto resulta em matrizes de inércia e
de rigidez dependentes da frequéncia, que n3o é conhecida a priori A matriz das
fungdes de interpolacio é, entdo, expandida em séries, resultando em um problema de
autovalor/autovetor quadréitico, para o caso de vibrag¢des livres, que pode ser
resolvido pela combinacdo de sequéncia de Sturm com técnicas de iteracdo inversa.
Recentemente, GMUER (1990)[36] apresentou uma técnica de iteragdo subespacial
inversa para a solucdo desse tipo de autoproblema. FRICKER (1983)[35], usando a
expansdo das fun¢des de interpolacdo dependentes da frequéncia de vibragdo em
séries, implementou uma condensagdo usando matrizes de rigidez din@micas calculadas
em frequéncias fixas, semelhante & condensagdo estética. MILSTED & HUTCHINSON
(1974)[60] apresentaram a solugdo de problemas de vibracdo em membranas com o uso
de elementos finitos, onde o deslocamento transversal de um elemento quadrilateral
arbitrdrio € aproximado por um polinObmio de quatro termos mais um ndmero
arbitrdrio de termos trigonométricos. LADEVEZE & PELLE (1989) [55] propuseram um

<
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novo método numérico para a obtencdo de valores superiores e inferiores ao valor
nominal da frequéncia natural de vibragdo. Esse método estd associado com uma nova
formulacdo, formulagdo estdtica, para um problema de autovalor, baseada em um novo
quociente Rs, denominado " quociente de Rayleigh estédtico", construido a partir de

um operador de Green.

1.5.2 Investigagdes no Método de Elementos de Contorno.

O método de elementos de contorno tem sido empregado com
sucesso na solu¢do de problemas tanto em regime permanente quanto em regime
transiente. BESKOS (1987)[14] fez uma revisdo do BEM para a solugdo de problemas
dindmicos da elasticidade linear, bem como de outros métodos de elementos de con-
torno ndo convencionais, como o esquema hibrido que resulta de uma combinagdo de
elementos finitos com elementos de contorno. Quando aplicado & solugdo de problemas
de vibracdo livre, o BEM pode ser classificado em duas categorias: método das raizes
de determinante e método da transformacdo integral de dominio. A maioria dos
trabalhos de aplicagdo do BEM para problemas de autovalor situa-se na categoria do
método das raizes de determinante, como os trabalhos de TAI & SHAW (1974)[74],
VIVOLI & FILIPPI (1974)[75], DeMEY (1976)[25,26], HUTCHINSON (1978,1985) [48,49] e
SHAW (1979)[69], para a equacdo de Helmholtz. O maior inconveniente desta categoria
de aplicagé‘,o'do BEM 'é-o fato de que as solugbes fundamentais sdo complexas,
envolvendo fungdes de Hankel com a frequéncia de vibragcdo como argumento,
produzindo problemas de autovalor ndo algébricos. Isso ocorre porquée a andlise de
vibragdes livres tem sido feita da mesma maneira que para vibragdes forcadas, pela
sucessiva aplicagdo de diferentes frecjﬁéncias forcadas a um sistema sem amortecimen-
to até que ocorra ressonancia. O uso de solugdes fundamentais reais ndo é efetivo
porque estas solugC=s ndo satisfazem a condig¢do de radiagdo de Sommerfeld.

Na categoria de método da transformacfo integral, a integral
de dominio da equacdo é transformada em integral de contorno pela aplicacdo do
teorema da divergéncia. Como todas as integrais da equagdo sdo, agora, relacionadas
ao contorno, a equacdo integral é reduzida a um problema de autovalor/autovetor
algébrico. Este método foi proposto por NARDINI & BREBBIA (1982)[62] e BREBBIA &
NARDINI (1985)[18], onde as equagles integrais somente precisam ser computadas onde
estas sdo independentes da frequéncia. Esse procedimento, denominado "Dual
Reciprocity Method (DRM)", utiliza solu¢des fundamentais estédticas, independentes da
frequéncia. O método apresentado por AHMAD & BANERJEE (1986)[2] tem alguma
similaridade com aquele proposto por Nardini e Brebbia. Este, "Particular Integral
Method (PIM)", utiliza uma funcdo densidade ficticia para aproximar as forgas de
inércia e, ent8o, usa o conceito de fungbes complementares e integrais particulares
para resolver as equacgdes diferenciais resultantes. Depois, BANERJEE, AHMAD & WANG
(1988)[5] implementaram a formulagdo com elementos isoparamétricos avangados com
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integracdo auto-adaptativa com controle automitico de erro. Porém, os métodos DRM
e PIM requerem a inversdo de uma matriz para a obtencdo do problema de autovalor.
ALI, RAJAKUMAR & YUNUS (1991)[3] propuseram uma técnica que elimina a inversao
de matriz nesses métodos. Com base no método proposto por Nardini e Brebbia,
KANARACHOS & PROVATIDIS (1991)[51] discutiram formulagdes diferentes para a matriz
massa para o BEM, matriz massa "consistente" e "inconsistente", onde a formulagdo
"consistente" utiliza as mesmas fung¢Oes de interpolagdo e fungbes peso tanto para os
termos estédticos quanto para os dindmicos. '

KATSIKADELIS & SAPOUNTZAKIS (1988)[52] determinaram as
frequéncias e modos de vibragdo de membranas por um método que consiste na
determinacdo numérica da fungido de Green para a equacdo de Laplace utilizando o
BEM, e subsequentemente na dedug¢do da representagdo integral da solugdo do
problema, que envolve um potencial desconhecido na integral de dominio. Empregando
integracdo gaussiana para a integral de dominio e uma técnica de colocagéo, é obtido.
um sistema homogéneo de equagdes algébricas lineares com respeito s deflexGes nos
pontos de Gauss. A integragdo de dominios com formas arbitrarias é feita por um
método denominado "Finite Sector Method (FSM)". NOWAK (1988)[63], BREBBIA
(1989)[19] e NOWAK & BREBBIA (1989)[64] desenvolveram o "Multiple Reciprocity
Method (MRM)" no método de elementos de contorno para converter integrais de
dominio em correspondentes integrais de contorno, utilizando solu¢bes fundamentais A
de alta ordem do operador de Laplace. O método foi aplicado para analise transiente
de transferéncia de calor e a equacdo de Poisson e de Helmholtz. Depois, KAMIYA &
ANDOH (1991) [50] apresentaram um novo e robusto esquema de elementos de contorno
para analisar o problema de autovalor/autovetor oriundo da equac¢do de Helmholtz,
baseado na combinacdo do método MRM, da equacgd@o caracteristica e de uma técnica
eficiente para a determinacdio de autovalores. HONG (1991)[45] apresentou um método
de elementos de contorno modificado, "Modified Boundary Element Method (MBEM)",
no qual o contorno é dividido em partes regulares e irregulares, e a funcdo de Green
é forcada a satisfazer as mesmas condi¢bes de contorno homogéneas que a funcgéo
potencial satisfaz no contorno regular. O intervalo de integragdo das equagles é
reduzido aos contornos irregulares.



2 0 _METODO DA FUNCAO DE GREEN
LOCAL MODIFICADO

A formulagdo abstrata do MLGFM, com o formalismo matemético
e formulagdo variacional, partindo de uma relagéo de reciprocidade genérica, pode ser
encontrada no trabalho de Silva (1988){71] e, mais detalhadamente, no de Barbieri
(1992) [6], onde sdo discutidas as condi¢cles de existéncia e unicidade da solugdo e
o formalismo para a implementa¢do numérica. Porém, faz-se necessdrio, aqui, que se
especifique e caracterize o espago onde o método é definido para que se possa
~ desenvolver o formalismo do método, vendo-se com transparéncia todo o rigor
matemético envolvido, sabendo que este se situa fora do escopo do presente trabalho.
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2.1 FORMULAGAO DO METODO DA FUNGCAO DE GREEN LOCAL MODIFICADO
(MLGFM).

Denota-se por Q um dominio aberto, limitado, no espago & *, com
contorno &2 suficientemente regular, ou seja, um contorno que admite a existéncia do
vetor normal em quase todos os pontos, exceto, possivelmente, em conjuntos de medida

nula.
A formulagido de Elementos de Contorno [17], utiliza funcdes

definidas em espacos de Hilbert H™ (Q) com valores no contorno. Estes valores séo
usados para determinar os do dominio. Entdo, os espagos de fung¢Ses apropriadas
devem permitir extensdes ao contorno, isto é, devem possuir a propriedade do tracgo.
Um espago de Hilbert H™ (Q) tem a propriedade do trago se satisfizer as seguintes
condigbes, [65]: _

(i) H™ (Q) estiver denso e continuamente contido em U(Q) e U(Q) tiver
uma topologia mais fraca que H™ (Q), H™ (Q) <« U(Q);

(ii) U(Q) for um espago pivotal, ou seja,

H(Q) < U@Q) = U/(Q) c HAQ) (2.1)

- onde UR) e H(Q) sdo os espacos duais topolégicos de U(R) e H(Q) respectivamente,
" isto é, os espacos dos funcionais lineares continuos sobre U(Q) e H(Q), [66];

(iii) existir um mapeamento linear y:H(Q)-> 8H(Q), onde o operador linear
y mapeia o espago H(Q) sobre outro espago de Hilbert 8H(Q), tal que o nicleo de vy,
H, ,seja denso em U, ou seja, '

H, = ker(y) ' (2.2a)

H cU=U'cH] (2.2b)

sendo as inclusbes densas e continuas.

O espago 9JH(Q) corresponde a um espago de valores de
contorno, com o operador y levando os elementos de H{(Q), definidos em Q, para &.
O operador y é denominado "operador trago". Para uma fungdo u(x) definida em um
espacgo de Hilbert H™ (Q), o operador trago é definido por-

Yyu() = ;‘f’L (2.3)

V xedQ, u(x)eQ, 0 £ j £ m-1

Y = (Y Yo oo Youot) (2.4)
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e esses componentes sdo as derivadas normais em 6Q de ordem menor que m, onde
n é a normal ao contorno & no ponto x. Entdo, y j ¢ um mapeamento linear e continuo
de H™ (Q) em H™ % ()

nt

v, : H™Q) - H' "~ *(@Q) (2:5)

com m podendo assumir valores inteiros ou fracionarios [64].

2.2 FORMALISMO DO MLGFM.

Seja o problema linear genérico, um sistema de equagdes

diferenciais, na forma

Alu()] = b(x) | (2.6)

em 9, com condigdes de contorno prescritas e contorno 8Q suficientemente regular,
onde existe uma solugdo dnica que depende continuamente das condi¢Bes de contorno
e da excitacdo, caracterizando um problema bem posto. Nesta representagdo, A(+) € um
operador diferencial linear, u(x) ¢ um vetor deslocamento generalizado ¢ b{(x) é um
vetor forca generalizado.

_ O MLGFM é um método integral com estrutura semelhante & do
método de elementos de contorno indireta, porém com as varidveis diretamente
relacionadas a fendmenos fisicos. Tem-se, entdo, um problema adjunto correspondente
para uma excitagdo do tipo funcgdo Delta de Diracl, §(P,Q), na forma |

- A'[GP,Q)] = 3P,QI (2.7)

com I como o tensor identidade, §(P,Q) a funcdo Delta de Dirac e G(P,Q) o tensor
solug@o fundamental, onde G ;; representa o deslocamento generalizado na diregdo i de
um ponto QeR, devido a uma forgca generalizada unitdria aplicada na diregdo j no
ponto Pef, e A* (+) é o operador adjunto de A(-).

Multiplicando-se a equagédo (2.6) por G(P,Q) t e a equagéo (2.7)
por u® (x), tem-se:

G(P,Q)A[u(x)] = G(P,Q)'b(x) (2.8)

! 8(5:,5) = 0, vxok e J o u(x)6(x,E)dQ(x) = u(E)
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u(®)A°[GP,Q)] = u'®)8P,QI = 6(P,Q)u‘x) (2.9)

Subtraindo-se a equagdo (2.8) do transposto da equagdo (2.9),

resulta:
[4 TGP.QN'u(x)-GP.QIAl@)] = ux)(P,Q-GR.Q's() (2.10)
que rearranjada fica: =
u(x) 8(P,Q) = G(P,Q\b(x)+[A “[G(P, QN u(x)-G(P,Q  [Alu(x)]] 1)

Localizando-se um sistema de coordenadas no ponto QeQ, a
integracdo da equacdo (2.11) no dominio, agora Q p fornece a solugdo, como sendo:

[P 8P.Q)0, = [ GE.QB(PIA, [ [AI6P.OIfuPy0,

(2.12)
-[ GP.Q (AP,
que levandb—se em conta as propriedades da funcgdo Delta de Dirac, fica:
wQ = [ GP.Q'B(P)NN,+[ [A TGP,QN u(PIQ,
, (2.13)

- -[ 6RO UEPL,

Aplicando-se o teorema de Gauss [30] &s duas Ultimas :parcelas
da equagdo (2.13), resulta:

f M TGP, .u(P)fmp = 'f al’ CE.QW up)da, (2.14)
+ B (u(P),G(P,Q))
(]
fnG(P’Q)t[A [u(P)]]dQP = __fanG(p,Q)t[N[u(p)]]dan (2.15)

onde B(u,G) é a forma bilinear associada ao operador A( °), e doQ, representa um
elemento infinitesimal de contorno & com o ponto ped? e N(°) e N* (-) sdo os
operadores de Neumann associados a A(-) e A* (-), respectivamente. Substituindo as
equagdes (2.14) e (2.15) na equagédo (2.13), vem:
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u@ = [ GPQBPNE,+
- 1IN ‘[G(P,Q)]]'Iu@)daﬂp+B(u(P),G(P,Q))+. (2.16)
T LQG@’Q>‘tNlu(p)lldaﬂ, —B(G(P,Q),u(r»v
Com a definigdo de operador adjunto [23], ou seja,
(If,g) = (f,8") - - (217)

sendo T um operador sobre um conjunto D em um espago ®, que mapeia D em &, entdo
g*=T"g e T*é o operador adjunto de T, tem-se:

B(fg) = (T fg) = ((T" g (2.18)
Entéo,
. B(u(P),G(P,Q)) = B(G(P,Q),u(P)) - (2.19)
portanto: o
wQ) = [ G(P.QB(P)MQ,- |
| (2.20)

- [V I6@.0NuE)d00,+ [ 6.0 NIu(pINIdo0,

O tensor G(P,Q) representa uma solugdo fundamental da equacéo
(2.7). A equacdo (2.20) representa uma formulagdo direta de elementos de contorno
(formulagdo integral), [17]. Portanto, o tensor G(P,Q), como solucdo fundamental,
apresenta irregularidade no caso unidimensional e singularidade nos casos bidimensio-
nais e tridimensionais, dificultahdo o célculo numérico das integrais da equacgdo (2.20),
mesmo que seja conhecida a expressdo mateméatica de G(P,Q). A singularidade dessas
integrais é agravada pela presenga do operador de Neumann, aplicado sobre G{p,Q).
Para compactar e melhorar a regularidade da solucdo, tornando o processo numérico
mais eficiente, [71], transforma-se a solugdo fundamental G(P,Q) em uma fungido de
Green, que é a solugdo da equacdo (2.7) atendendo a apropriadas condigdes de
contorno previamente estabelecidas. Portanto, para uma maior conveniéncia, soma-se

e subtrai-se a quantidade
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GE.Q'INu@)] = IN'[GP.QN u(p) (2.21)

na equagdo (2.20). Logo,

WQ = [LGP.QBPYR,-[_[(N*+NIIG( QI up)don, +
(2.22)

+[. GO+ (NI,

que é a expressdo de onde parte a concepgdo do MLGFM.
Uma forma apropriada para o operador N’é a de um operador

constante, ou seja

N/ = ki (2.23)

onde k; € uma constante real ndo nula, com k; podendo ou ndo ser diferente de k;,
para isj. £ mais conveniente utilizar-se k; = k; Os valores numéricos para k; devem
ser arbitrados de forma a manter um bom condicionamento numérico do sistema final
de equacdes. '

Para se atingir o objetivo de transformar G(P,Q) em uma fungéo
de Green faz-se necessiario o estabelecimento de condigbes de contorno. A condigdo
de contorno mais apropriada é a condigdo de contorno homogénea para a fungio de -

Green:

(N*+NHYG@p,Q) = 0 (2.24)

Portanio, a solugdo u(Q) fica: _
u@ = [ GP.Q'HPM,+ [ _G(p.QY [(N+N) [u(p)llddn, (2.25)

Porém, a integral de contorno na equacgdo (2.25) apresenta
derivadas de u(p) no sentido do trago, inconvenientes para a andlise numérica.

Define-se, entéo, uma nova quantidade F(p) como:
F@p) = (N+N)[u(@)] (2.26)

Logo, a solugdo u(Q), em uma forma mais apropriada, sem
derivadas da fungdo de Green e de u(p), fica:

w@ = [ GP.QHPA, [ Gp.QFp)oN, (2:27)

que fornece valores de u(Q) para Qe, ou seja, € a equacio integral que representa
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a solucdo do problema no dominio. Como as fung¢bes envolvidas no problema foram
definidas em espagos de Hilbert que permitem extensGes ao contorno, ou seja, que

possuem a propriedade do trago, isto é:

u(g) = lim u(Q) (2.28)
Q9
obtém-se a equacdo integral que define o problema no contorno :

u(g) = [ 6P b(P)IQ, + [ Glo0) F(p)doR, (2.29)

As equagBes (2.27) e (2.29) compdem o sistema de equagdes
integrais que representam o problema completamente. As cbndigées de contorno sdo
incluidas através do operador de Dirichlet e da quantidade F(p). As condigles de
contorno de Dirichlet sdo automaticamente incluidas na definicido do espago das
fungdes admissiveis, espago de Hilbert com a propriedade do trago, [66]. As condig¢les
de contorno de Neumann, Cauchy-Robin e mistas sdo representadas pela quantidade
F(p), [6]. Contudo, F(p) = (MN)u(p) representa a "reagdo/fluxo" real do problema,
Mu(p), e uma "reagdo/fluxo" ficticia, Nu(p). Quando existirem porg¢Ges do contorno com
condigBes essenciais homogéneas, € conveniente definir valores de k; apenas nestas
porgles, para evitar um p6s-processamento dos resultados. Nos demais casos de
condi¢Bes de contorno deve ser efetuado um simples pés-processamento.

2.3 FORMULAGCAO NUMERICA.
2.3.1 DISCRETIZACKO E APROXIMACAO NUMERICA.

A formulacdo original do MLGFM proposta por Silva [71],
propunha a partigdo do dominio em subdominios e o método era desenvolvido para
apenas um subdominio. BARBIERI ( 1992.) [6] também considera a partigdo de dominio,
porém, aplica o método para todo o dominio, ou seja, para todos os subdominios
simultaneamente. Portanto, o dominio Q@ pode ser subdividido em m subdominios, Q¥ ,
k=1,...,m e

m __k
o= a (2.30)
i1 :

_k
onde g € o fechamento do subdominio Q% e
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QAN =0 (2.31)

Como o Método de Elementos Finitos é empregado para se obter
a aproximagdo da funcdo de Greén no dominio, cada subdominio é discretizado em f
elementos finitos. As interfaces dos subdominios devem ter a mesma discretizac¢do, ou
seja, o mesmo nimero de elementos e funcdo de interpolagdo de mesmo grau. Portanto,
é possivel se interpolar qualquer quantidade y, que tenha comportamento. suave,
sobre o subdominio Q¥ com fungdes de interpolagdo locais do Método de Elementos

Finitos, como:

y = (210} | - @3

onde y; representa o valor da quantidade y medida no né i da malha de elementos
finitos, com i=1,...,nd, sendo nd o ndmero total de n6és da malha de elementos finitos
~do subdominio, e [¥] é a matriz das fung¢gBes de interpolagdo de dominio,

%] =10y, ¥, ¥, .. ¥, (2.33)

Para a resolugdo do sistema de equagdes integrais, divide-se
o contorno &% de cada subdominio Q¥ em c elementos de contorno. As fungdes de
interpolacdo de contorno, ¢;, sdo o trago das fung¢les de interpolagdo de dominio, ¢;
Uma quantidadé y € interpolada no contorno como '

y = [®]1{y} (2.34)

onde y; representa o valor da quantidade y medida no né i da malha de elementos de
contorno, com i=1,...,nc e nc € o nuimero total de nés da malha de elementos de
contorno do subdominio, e [®#] é a matriz das fung¢bes de interpolagdo de contorno,

@] = [$, &, & - &, , (2.35)

A malha de elementos de contorno emprega, se necessario, nés
duplos em pontos que apresentam descontinuidade de condig¢des de contorno e/ou de
geometria, ou Sseja, da normal. Esta malha utiliza elementos de contorno corresponden-
tes aos elementos finitos utilizados na malha discretizadora do dominio, isto é,
elementos com fungdes de interpolaqab de mesmo grau. Para a varidvel de campo u(p)
é necessidrio que haja esta correspondéncia, entre a ordem das fungles de
interpolagdo da malha de elementos finitos, malha de dominio, com a malha de
~ elementos de contorno, malha de contorno. Contudo, a varidvel de fluxo f(p) pode ser -
expressa em termos de um outro conjunto de func¢Ses de interpolacdo linearmente
independentes, caso seja mais vantajoso. '

' Considerando, agora, o dominio sem ser particionado, ou seja,
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Q=Q!, apenas um subdominio ( Figura 2.1). Expandem-se, entdo, as quantidades u(Q),
u(q), b(P) e F(p) pelas funcbes de interpolacdo, como no FEM:

w(Q) = [T(Q)] (u}? (2.36)
bP) = [TP)] (5} | )
Fo) = [0 ) (2.38)
u(g) = [@(@1{u]}¢ | (2.39)

com {u} P e {u} € representando os valores nodais de deslocamento generalizado u no
dominio e no contorno, respectivamente; {b} e {f} representando valores nodais de
forcas de corpo generalizadas e de reagles generalizadas, respectivamente.

elemento finito

[ [ ]
[ ] ]

malha de dominio

DOMINIO

elemento de contorno

X malha de contorno

Figura 2.1: Discretizagdo do dominio.

A equagdo (2.27), aplicada a cada elemento em que foi
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discretizado o dominio, fica reescrita como:

[P@1 ) - [ GEOTEPIBIAQ, + [ Gr.O0@] 140,
| (2.40)

Como os valores {b} e {f} sdo valores nodais, portanto

constantes, ndo necessitam estar submetidos ao operador integral. Entio:

[‘}’(Q)] {u}? = fQG(P,Q)'[T(P)]dQP{b} + faoG(p,Q)'[‘P(P)]daﬂ,,{ﬂ + R
- (2.41)

A equacgdo (2.41) representa a solucdio do problema de forma
aproximada, j4 que todas as quantidades envolvidas. foram expandidas em um numero
finito de nés, ou seja, em um nimero finito de graus de liberdade. Portanto, a
expressdo (2.41) apresenta um residuo, R. Utilizando-se um método de residuos
ponderados, faz-se com que este residuo seja nulo no sentido da média. Aplicando-se
o Método de Galerkin [19,76], faz-se uma projegdo ortogonal do residuo sobre um
conjunto de fungdes linearmente independentes, as fungdes de interpolacdo de elemen-
tos finitos ¢; aplicando o produto interno definido no espago de Hilbert. Portanto,
faz-se a projegdo ortogonal de u(Q). sobre [¥(Q)]. Entdo:

[ [RQIT2@1dQ,(4}° = [ [F@F [ GP.QITE(PNd04Q,1{b} +

+ [ [PQF[_6E.Q'®@1450,d0, (1)

(2.42)
" Escrevendo em uma forma sintetizada, fica;
A{u)® = B{f} + C{b} | (2.43)
onde
A = [ [FQITT@Id0, (2:44)
B = [ [FQF [,_60.Q) [¢@]dan,dQ, (2:45)
C = [ [PQI[ GP.OTEPIN4A, (2.46)

Escrevendo as projeg¢des da fungdo de Green
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Gy = [ [F(QF GP.QrdQ, (247)

G = [ [¥(QY G@.Qrda, O as)

que serdo obtidas pelo Método de Elementos Finitos, pode-se reescrever as matrizes

B e C como:

B = [ Gp)[¢()don, (2.49)

C = [ GPY[E(PldQ, ©(2.50)

Considerando, agora, a equagdo (2.29), aplicada a cada elemento
em que foi discretizado o contorno, em termos das quantidades expandidas, vem:

[@@](2)€ = [ GO TEPIQ, ) + [ Goa@@ldan, (i (251

Aplicando o Método de Galerkin & "equagdo (2.51), porém
fazendo, agora, a projecdo de u(q) ortogonal ao subespaco das fungdes de interpo-

lacdo de contorno, [®(q)]}, vem:

[ Je@I1®@ldoa, (1)° = [ [0@] [ GP.OTEPR,H0, (b} +

(2.52)
+ [ [0Q] |G [e@ldon,don, (A
que em uma forma mais compacta, fica:
DS = E{fy + Flb} (2.53)
onde:
D - [ [0@I10@ldon, (2.54)

E - [ 0@ [ 6.0/ [2()1don,do0, (2.55)
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F = [ [9@) [ 6P R(PNdR 400, (2.56)

onde as projecgdOes de Green sdo:

G Py = [ [0@IG(P.9Yd0, (2.57)

6.y = [, [®@YGra'don, | (2.58)
As matrizes F e F podem, entdo, ser reescritas como:

E - [ Goriepldn, | (2.59)

F = [ G(PY[R(PldQ, (2.60)

2.3.2 DETERMINACAO DAS PROJECOES DA FUNCAO DE GREEN.
A pedra angular do MLGFM ¢ a determinac¢do das projecdes da
funcdo de Green G4 (P), G4 (P), G. (P) e G (p), sem o conhecimento da mesma. Para

tal, resolve-se pelo Método de Elementos Finitos dois problemas associados:

- Problema 1

A’G(P,Q) = 8P, QI (2.61)

(N*+N)G(p,Q) = 0 | (2.62)

para todo P,Q eQ e ped.

Problema 2

A'G(Pq) =0 (2.63)
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(N*+N)G(p,g) = 3,91 (2.64)

para todo PeQ; p,q €. 4
Projetando o Problema 1 no subespaco gerado pelas funcgdes

de interpolacdo de dominio, isto é, multiplicando-se a equagéo (2.61) por [®(Q)] e
integrando no dominio, mantendo o ponto P fixo, vem:

A* [ GP.QIRQMQ, = [ 3P.QITQId, =[FP)] (2.65)

onde a integral do lado esquerdo representa a projecdo da fungdo de Green G4 (P).

Logo:
A'G/P) = [P(P)] (2.66) -

Portanto o Problema 1 que envolvia a fungdo de Green sob uma -
excitacdo do tipo Delta de Dirac foi transformado em outro que envolve a projecdo da
funcdo de Green excitada por fungBes convencionais de elementos finitos, com
continuidade C° (Q), fornecendo como solug¢do um tensor G4 (P) mais suave que G(P,Q).

Analogamente, multiplicando-se a equagdo (2.62) por [P(Q)] e
integrando no dofninio, tem-se: '

(N* +N) [ G.QIF@ldQ, = 0 | (2.67)

ou, identificando-se a projegdo da fungdo de Green, G4 (p),
(N".+ N/)Gd(P) =0 (2.68)

Os tensores G4 (P) e G4 (p) tém a forma:

GAP) - [ GR.QITQMA, - [2,P) 8, 8, - £, ] (.69

com

84(P) = fnG(P,Q)IIJ,(_Q)dQQ - (2.70)

6) = [ CR.OITQU, = [8,0) 8,0) £,P) - 8,1 (271

com
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£® = [ eV a4, (2.72)

As equacghes (2.70) e (2.72) representam a j-ésima componente da projegdo da fungéo
de Green G(P,Q) e G(p,Q), respeétiVamente, na base que define o espago de elementos
finitos #(h,p), onde h define o maior didmetro externo entre os elementos da malha
e p o grau do polindmio interpolador, [6]. ‘

Entdo, pode-se reescrever as Aequagﬁes (2.61) e (2.62) como:

Ag,(P) = () (2.73)

(N* +N/)gd;(p) =0 (2.74)
com j=1,...,nd.
Repetindo-se o procedimento . para o Problema 2, porém
projetando-o, agora, no subespago gerado pelas fungSes de interpolagdo de contorno,

ou seja, multiplicando a equagdo (2.63) por [®(q)] e integrando no contorno &,
mantendo o ponto p fixo, tem-se: ’

A*[ 6(P.9[®(@)doQ, = 0 | (2.75)
onde se observa a projecdo da fungdo de Green G. (P), resultando em
A ‘GC(P) =0 - - (2.76)
Para a equacdo (2.64) vem:

(N* + N[ CEO8@I0, - [ 3.I0@I0, - [0@)] 27D

onde, identificada a projegdo da funcdo de Green G. (p), 'fica:
(N*+ NG () = [2()] - @

Os tensores G (P) e G; (p) tém a forma:

6P = [ CPOIOQIN, = (5, 6. 6B . GBI  (279)

com

&P = ) 2o FPD) b(9)doQ, | (2.80)
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6.0) - [, GEDOWIRN, - (2,0 £,0) £, - 8, O] (28D

com
g = f;nG(P,Q)dy(q)daQq | - (2.82)

representando a j-ésima componente da projecdo da fungdo de Green G(P,q) e G(p,q),
respectivamente, na base definida sobre o contorno, ou seja, fun¢Ses de interpolacdo
de grau p definidas como trago das fungdes de interpolagdo que formam a base #{h,p),

[6].

Portanto, pode-se escrever as equagles (2.63) e (2.64) como:

A’ gc,(P‘) =0 ’ (2.83)

(N"+N) g.() = &) | (2.84)

com j=1,...,nc.
Entdo, os dois problemas associados sdo reescritos como:.

Problema 1*

A* GAP) = [2(P)] (2.85)
(N*+N)Gfp) =0 ~ (2.86)
para todo PeQ; ped.
Problema 2*
A*GP) -0 (2.87)
(N*+N') G(p) = [@)] (2.88)

para todo Pe; ped.

Como as projecdes da funcio de Green sdo continuas, a
aproximacdo no dominio usando as fung¢des de interpolagdo de elementos finitos é
possivel, resultando: '
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gd‘(P) = [‘-I’l Y, ¥y .. ¢M] [gdu gda gdu ng]‘ .

g,(P) = [2(AG™,

24

(2.89)

(2.90)

com 84ix Tepresentando o valor da i-ésima componente da projegdo G4 (P) no né k e

ou

{Gbp}i - [gdu 84, &4, gdua]t

De maneira anéaloga, tem-se:

' gd‘(p) = [‘bl ¢2 ¢3 4),“_-][3,1” gdﬂ gdu gdm]t

8, = [2@)1{G™},

{G-Dp}l = [gdu &, &4, - gdm_]t '

para a aproximacgdo de gg; (P).

ou

ou

‘Para g (P), vem

g.P) = (¥, ¥, ¥; - ¥ ]Ig, & 8 -8
g.(P) = [TP1{G},
(G, =18, 8, 8, 8,
Finalmente, para g (p), tem-se:

gc‘(p) = [¢1 ¢2 ¢3 4)“0] [gcu g% gc“ gcm ¢

8. = [PEN(GZ),

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)

(2.97)

(2.98)

(2.99)
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{G?), =g

€i

g, 8, - gcw ¢ (2.100)

Portanto, pode-se escrever, de maneira compacta;:

GAP) = [T(p)jGDP (2.101)
G(P) = [F(P)1G . (2.102)
| G p) = [®@)]1G™” _ (2.103)
G = [P@)]G? (2.104)

onde G®% GP% G°Pe G°Psdo tensores obtidos dos valores nodais de G4 (P), G4 (p),
G. (P) e G, (p), respectivamente, com o uso do Galerkin-FEM aplicado aos problemas
associados, [6].

Para operadores auto-adjuntos, A(+) = A* (-), pode-se determi-
nar funcionais para os problemas 1* e 2*, NGy ) e JG. ), cuja minimizagdo também
resulta nas proje¢des da fungdo de Green. Estes podem ser encontrados em [6]. Com
estas projegdes, tém-se os sistemas de equacgdes:

[K +K*][G"F] = [M] - (2.105)

onde [K] é a matriz de rigidez convencional de elementos finitos e [K* ] é a matriz
proveniente da modificagdo introduzida gquando o operador N’ é especificado no
contorno, e vale:

(k'] = [_[e@IIN'[@@®doa (2.106)
A matriz [M] pode ser vista como a matriz massa formal com densidade unitdria,
M) - [ [E@TEE0 (2.107)
a partir do problema 1% e
[K+ K*1[G] = [m] - (2108

com [m] escrita como

(m] = [_[0G) [2()1do0 (2.109)
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Justapondo-se os dois sistemas, vem:
[K +K*] [GDPIGCP] - [Mlm] _ ' (2.110)

que tem como solugdo os valores nodais das projegdes da fungdo de Green G4 (P) e

G. (P). Os valores de G4 (p) e G, (p) também séo obtidoé, j& que sdo o trago dos

anteriores. :
Rescrevendo as matrizes B, C € F como

B - [ [ 00} Gr.QT¥@lda400, (2.111)
¢ = [ [ [PQIGE.QTEPaLQ, (2.114)
F = [ [ [2QIGe.Q [0@a b0, (2:113)

verifica-se que C é uma matriz simétrica e que B = Ft',
Das equagdes (2.57), (2.102) e (2.111), é possivel escrever:

- ou

B = [ [¥(PIFPdQ, G (2.114)
ou melhor,
B = F' = A G (2.115)
Das equagﬁes‘(2.47), (2.101) e (2.112), vem: ‘
C = [ [¥PAITEP)40, 6" | (2.116)
C = A GPP | : (2.117)

Reescrevendo a matriz E como:
E = [ [ I0Q@I'Cra0@)dn 0, (2.118)

e com as ecjuagées (2.58) e (2.104), vem:
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E = (67 [0G)I10()d0, (2.119)

que fica:
E = [GCp]tD ’ (2.120)

As matrizes A e D s8o as matrizes grammianas de domfnio e de
contorno, respectivamente, e sio facilmente obteniveis por integrag¢do numérica.
' Da equacdo (2.43) escreve-se:

A{u}? = AGT{f1 + AG” (b} (2.121)
e, porténto:

{u}D = GCPm + GDP (b} (2.122)

Logo, os deslocamentos no dominio sdo obtidos sem a inverséo

da matriz A

2.4 CONCLUSOES.

A estrutura analitica-do _MLGFM. € paralela & do método original,
LGFM. Entretanto,.a aproximacdo de quantidades no MLGFM pode ser aplicada a
dominios com contorno arbitririo, em oposi¢céo ao LGFM, que é restrito a dominios cujo
contorno segue linhas coordenadas ortogonais. A generalidade do método é devido
essencialmente & utilizacdo de fun¢des de interpolagdo finitas junto com um principio -
~ variacional para a determinagdo dos coeficientes das matrizes de Green.

A facilidade de célculo das matrizes envolvidas é explicada pela
aproximacdo da funcdo de Green e, também, do termo que envolve o operador de
Neumann. .

Portanto, o MLGFM pode ser visto como uma técnica
" relativamente simples e precisa para a andlise de problemas genéricos, onde outras
técnicas necessitam recorrer a formulacles complexas para a resolucdo destes
problemas ou, mesmo, sdo impossibilitadas de resolvé-los.
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3 IMPLEMENTACAO DO MLGFM PARA
EQUACOES HIPERBOLICAS

O estudo do problema de propagacdo de ondas em meios
continuos consiste da andlise de uma equagdo hiperbélica, que, genericamente,
escreve-se:

9 2u(x,) 1 8%,
o a* of

D = e (3.1)

ou, compactamente,
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O2u(x,f) = fix,) (3.2)
onde

o2 - 29 - L3270 (3.3)

ox?2 a? or?
€ o operador hiperbéh’co,‘ e a equagdo (3.1) é comumente conhecida como a equagdo
da onda, onde a constante "a' caracteriza o meio no gqual a onda se propaga.
Como o presente trabalho se destina & anédlise de problemas de
potencial sob o ponto de vista de andlise modal, e, mais especificamente, na equagao
de Helmholtz para dominios bidimensionais, deduz-se, aqui, a equagdo da onda para

o movimento transversal em membranas.

3.1 PARTICULARIZAGAO DO METODO DA FUNGAO DE GREEN LOCAL MODIFICADO
(MLGFM) PARA A EQUACAO DE HELMHOLTZ. '

3.1.1 O problema de vibracdes livres.

‘ 0 estudo de vibrag¢Ges livres em estruturas revela as
frequéncias naturais de vibracdo, bem como os respectivos modos de vibragdo. A
menor frequéncia de vibracdo €é denominada, especificamente, de frequéncia
fundamental da estruvtura, e as demais como harmdnicos desta. Para sistemas discretos
existem tantas frequéncias de vibragdo quantos sdo os graus de liberdade da
estrutura. Para meios continuos, o nimero de graus de liberdade ¢ infinito e, para
uma solugdo aproximada, € determinado pela discretizagédo aplicada ao meio.

» Para .a andlise dindmica de uma estrutura, buscando as
frequéncias naturais de. vibragdo, as forgas externas aplicadas & mesma devem ser
nulas. Portanto, a equagdo (3.1) se reduz a: :

FPuxg) _ 1 Fulxt) _ 0 _ 3.4
ax? a* o
ou
O2ux,) = 0 ' (3.5)

onde 12 (-) é o operador hiperbélico.
Considerando-se, agora, que o campo de deslocamento u(x,t)
seja um movimento harmdnico do tipo
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u(x,)) = v(x)e ! (3.6)

onde » é uma frequéncia natural de vibragio, entdo a derivada temporal na equagdo
(3.4) fica: .

azl;f:,t) _ 9 V(;:: il ~w2p(x)e "t | (3.7)
ou
a’xg:,t) - —0ulx?) (3.8)

Portanto, a equagdo (3.4) fica, agora:

%‘l . ﬁmzv(x) -0 (3.9)

que é a equagio de Helmholtz. De uma maneira mais compacta, vem:

Hv(x) = 0 (3.10)
onde
"HQ) = 9;_%)_ +x() (3.11)

€ o operador de Helmholtz.
Logo, a determinagio das frequéncias naturais de vibragédo e
respectivos modos recai na solucdo de um autoproblema do tipo da equagdo (3.9).

3.1.2 EQUACOES GOVERNANTES.

Considere-se uma membrana flexivel genérica, constituida de
um material ndo-homogéneo com densidade superficial p(x,y) ocupando um dominio
aberto Qc®&? situado em um plano xy de um sistema de coordenadas cartesianas xyz,
e que possui como contorno uma curva plana &, fechada. A membrana est4 sob a agéo
de uma tensdo T(x,y) aplicada ao longo do contorno, 8. O contorno estd transversal-
mente fixo ou elasticamente restrito. Forgas transversais externas atuam com
densidade superficial f(x,y,t) no interior @ da membrana e densidade linear E(s,t) no
contorno &; o contorno est& sujeito a forcas eldsticas transversais com médulo de
rigidez k(s), onde t representa o tempo € s € um comprimento de arco.

Pelo principio de Hamilton, requer-se que o funcional [52]
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LA (3] dreo( 3] - s

+ f:fm[_zl.k(s)wz - E(s,t)w]ds'dt

(3.12)

tenha um valor estacionério [30], com &w=0 nos instantes t;e t;, ou seja,

8I=0 _ (3.13)

sendo w=w(x,y,t) o deslocamento normal no plano xy.
Com operacgdes do célculo variaciqnal e integragdo por partes,

obtém-se:
2
-TV2w +f= -p a’w (3.14)
ot? '
em Q,
T | kw = 3 ' (3.15)
on :
em X; e
w=w A (3.16)

em 32, , onde 9Q; v, = RX.
Portanto, a equac¢do (3.14) pode ser posta na forma

0wy = -fPY (3:17)
para PeQ, com
| 1:12(-) = -T V() + p%(z_'). - (3.18)
As equaéé’)es (3.15) e (3.16) fepresentam as condig¢des de contérno, na forma
Iwp)] = & | G

para pedQ, e ¢[(-)] é combinacdo linear dos operadores de contorno definidos por

r[(9] (3.20)
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0 ‘ .21
ﬁ[m:) an] o
Portanto

L[] = TF[T@)%] + kTr[(9} (3.22)

onde 3(")/on é o operador derivada normal e

Trig@)] = lim g | ERX)

P-p

é o operador trago, conforme definido no capitulo anterior. O operador (3.20) aplica
condicdes de contorno de Dirichlet, e o (3.21) condi¢des de contorno de Neumann.
Consequentemente, o operador (3.22) aplica condigSes de contorno de Cauchy.

3.1.3 O Problema de Vibragdes Livres em Membranas.

_ . Para a solugédo do problema de vibragbes livres em membranas,
considera-se, nas equacgdes (3.14) e (3.15), £=0 e ¢§=0. Portanto:

200 _
_Tvzw(x’t) = —p(x).a_m (3.24)
atz
em Q,
T | ) = 0 - (3.25)
on _
em &21 s
w(x,t) = 7(',,,) ' ' | (3.26)

em 3Q, , onde &; vk, = A _ .
’ Considerando-se, ainda, que a solugdo da equacido (3.24) é da

forma W(x,t) = w(x)e -iet , onde w representa uma frequéncia natural de vibracéo,

vem:
-TVzw(x)e -lot _ +p(®) w"w(x)e -lof (3.27)

em Q,
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Ta[w(x)e -lof] +‘ kW(x)e —iut»'= 0 (3.28) ‘
an . I
em o2 , ‘
W) = ‘w—(x) (3.29)
em 9Q; .

Como a solugdo fica desacoplada do tempo, obtém-se um

problema espacial, como:

~TVIW(x) = +p(x)ww(x) (3.30)
em Q,
Ta';n(x) + kw(x) = 0 o (3.31)
em 0Q; ,
W) = W) N
em £, .

A Admitindo, agora, que as equacdes (3.31) e (3.32) sejam postas
na forma da equagéo (3.11) vem:

-Viw(x) - %wzw(x) =0 o (333)

em Q e
M) _ g 3.34
a‘f(x) + P roudl 0 | _ (3.34)

em &, onde n é a normal orientada para fora da membrana no contorno & e B=T/k.

Para valores de k muito grandes , ou seja, B?0 com k9w, & equagéo (3.34) representa

condigcdo de contorno de Dirichlet. Para =1 e o » 0, tem~se a condigdo de contorno

de lados elasticamente suportados. Para o=0, tem-se condi¢cdo de contorno de Neumann.
A equagdo (3.33) é, entdo, uma equagdo de Helmholtz,

Hw(x) =0 | (3.35)

onde pode-se dividir o operador de Helmholtz em um operador de Laplace, V2 (-), e
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um operador escalar, pw? /T(:).

3.2 Aplicagdo do MLGFM ao Problema de Vibrag¢des Livres em Membranas-

e Cavidades Acusticamente Rigidas.

O problema de vibragdo livre em cavidades acusticamente
rigidas, ou seja, impermedveis ao fluxo sonoro, € regido pela equacdo de Helmholtz sob
condig¢do de contorno de Neumann homogénea. Portanto, os problemas de vibracgéo livre
em membranas e em cavidades acusticamente rigidas sdo matematicamente idénticos,
a menos das condigbes de contorno impostas.

’ ' Parte-se da equagdo governante do problema de vibracdo livre

de uma membrana, equagdo de Helmholtz,

2
-V2[w(P)] - =w(P) = 0 (3.36)
a
onde
a? = T (3.37)
P

para o problema de ‘vibragdo livre de membranas eldsticas, e

=c (3.38)
para o problema de vibracéo livre em cavidades actsticas, com condi¢des de contorno
prescritas conforme a equagdo (3.34). Introduz-se o problema adjunto correspondente

ao operador laplaceano
-V = 0 (3.39)
com PeQ, na forma

-VZ*[G(P,Q] = 8(P,Q) | (3.40)

com P, Q €9, onde §(P,Q) ¢ uma distribuicdo Delta de Dirac e G(P,Q) é uma solugéo
fundamental. G;; representa o deslocamento transversal de um ponto QeQ, devido a
uma forca generalizada unitdria aplicada no ponto PeQ e v 2* (-) é o operador adjunto
do operador laplaceano V2 (-).

Multiplicando-se a equag8o (3.36) por G(P,Q) e a equagdo (3.40)
por w(P), vem:

cm
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2
~GP,Q VWP - GP.Q=wP) =0 (3.41)
a

-W(P)V*' [G(P,Q)] = w(P)5(P,Q) (3.42)
Subtraindo-se a equagdo (3.41) da equagé‘b (3.42), resulta:
: 2
w(P) 5(P,Q) = -w(P)V**'[G(P,Q)] + G(P,Q)V2[w(P)] + G(P,Q)%W(P) (3.43)
_ a
Integ'rando—se a equagéo (3.43) no dbminic), Qp , com relagdo a’

um sistema de coordenadas localizado no ponto Qef, tem-se a solugdo para o

deslocamento transversal, como:

[ mPs@Qda, = - [ WPV(GEPQLd, +

(3.44)
2
+ [ GR.QVIMPIAQ, + [ GP.Q=wP)MQ,
a
onde, com as propriedades da fungdo Delta de Dirac, vem:
wQ) = - [ WBVTIGP.Q1d0, + [ GP.QVIWPIQ, +
(3.45)

2 »
+ [,6®.QZwPda,

Aplicando-se o teorema de Gauss s duas primeiras parcelas

da equagédo (3.45), vem:

| : _ 36(.Q) M.V
[ MBI IGE.Q1R, = [, wP) o, 99, - [,V 6.1V mP)da,

(3.46)

[.6P.OVIWPIL, - [, GE.0 %"jldan, - [,V WPV [GP,Q10,

, (3.47)
onde 3(-)/on, é a derivada normal.  Substituindo as equacles (3.46) e (3.47) na
equacgdo (3.48), resulta:
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W@ - - [ we 2D, + [ v 1GRQ1.V PG

[ 4

ow(p) '
+ [ ,GP.Q) —Ta;p—danp - [ VImPL.V [6RQIA, +  (3.48)

onde, simplificando—se, vem:

- , 86(0.Q) WD) 150 4
wQ) = - [ wP) y don, + [_GeQ y daq,
(3.49)

(02
+ [ G(P.Q)= w(P)Q,
a

A .fungé_o G(P,Q) representa uma solugdo fundamental da
equacdo (3.40). Para que G(P,Q) venha a ser uma funcdo de Green, estabelecem-se
apropriadas condi¢cSes de contorno. Portanto, soma-se e subtrai-se a quantidade

£,G(p.Q) W) = k,w(p) G(p.Q) | (3.50)

na equacdo (3.49), resultando

WO - - faQW(P){k,G(P,Q) + %@}zaa, ‘
' ' (3.51)

+ faoG(P,Q)[k,W(p) + iawy?f)]dan’ + fnG<P,Q)£:;w(P)dQP

A constante k, representa, aqui, o operador arbitrdrio N’ apresentado na formulagdo

do método.
As condi¢bes de contorno para a funcdo de Green sdo aquelas

estabelecidas na proposigdo do problema, equagdo (3.34), na forma:

k,G(p,Q) + i—aGa(:—Q) =0 (3.52)

P
Ente’io; a sc?lugéo fica:
W) = fmc:(p,@[k,w@- » 20

)
om,

Q L (3.53)
o+ [(ORQZ PR, (35
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Como a integral no contorno da equagdo (3.53) envolve
derivadas de w(p) no sentido do traco, dificultando o seu tratamento numérico,
. define-se uma nova quantidade F(p) como:

F@) = [kow(p) " %“?]  (3.54)

4

Portanto, a representagdo do deslocamento transversal w(Q) fica:

2
Q) = [ CE.QFEIR, + [ GR.Q=wPMa, (3.55)

que define valores para w(Q) com QeQ. Aplicando a propriedade do trago, ou Seja,

w(g) = lim w(Q) (3.56)
Q-4

obtém-se a representagdo para o deslocamento transversal w(q) com gea,

| | .
w@ = [, CEDFE)MN, + [ 6P mPO, (3.57)

Entdo, o problema de vibracdo livre em membranas e cavidades
acusticamente rigidas é completamente formulado pelas eqﬁagées (3.55) e (3.57). As
condi¢cdes de contorno podem ser introduzidas diretame'nte através do trago dos
deslocamentos ou da quantidade F(p). -

3.3 FORMULACAO NUMERICA.

3.3.1}Discretiza9‘a',o e Aproximag¢do Numérica.

O Método de Galerkin junto com as fun¢des de interpolagdo de
elementos finitos é aplicado para resolver numericamente o sistema de equagdes
integrais formado pelas equagdes (3.55) e (3.57). Para uma dada malha de elementos
finitos, existe, associada a cada né Q; , uma funcdo ¢; (Q) defiriida em Q, chamada
fungdo de interpolagéo global. No contorno, existe, associada a cada né gq; , uma
funcdo similar ¢; (q) definida em &2. Entdo, as varidveis do problema podem ser

expressas como:

wQ) = [T(Q] {w}? (3.58)
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w(P) = [T(P)] (w}® | (3.59)
F@) = [o@)] {1 (3.60)
w(g) = [®(@@)] {w}° (3.61)

com {w}?e {w}C representando os valores nodais de deslocamento transversal w no
dominio Q e no contorno &, respectivamente; {f} representa valores nodais de forcas

de reacdo no contorno.
Aplicando a equacdo (3.55) a cada elemento em que foi

discretizado o dominio, fica:

. 2 )
[FQ1 (w)® = [ _Gr.OI®@)Id8, i} + ‘—:; [ GP.QIE@IEQ, (w}® (362)

Como todas a quantidades envolvidas foram expandidas em um
nuimero finito de nés e, consequentemente, em um nimero finito de graus de liberdade
e o problema real apresenta infinitos graus de liberdade, a equagdo (3.62) equaciona
a um residuo. Aplicando, portanto, o Método de Galerkin faz-se ﬁma projecdo ortogonal
do residuo sobre o subespaco gerado pelas fung¢lSes de interpolacdo dé elementos
finitos. Assim: '

[[FQITE@MQ, (W} = [ [P [, Gr.O1e@)Id00,d0, 1} +

(3.63)
w? e o D
+ = [, (RQF [ 6R.QI¥ @144, (w)

Escrevendo na forma de equagioi matricial, fica:

A{w}® = B{f} N w20(w}’>' (3.64)
onde

A = [ [TQITEQMR, (3.65)
B - [ [¥(Q) [ Gr.QI0¢)da0,day, (3.66)

1 )
¢ - = [ [F@I [ GroT®ManLa, (3.67)
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apresentam exatamente a mesma forma daquelas matrizes definidas no capitulo
anterior. Portanto, vé-se que as forcas de inércia sdo realmente tratadas como forgas
de corpo, na matriz C

' Para as projegbes da fung¢do de Green como:

GP) = [ [¥(QI 6(P.QdA, (3.68)
G = [ [TV Gr.QMn, (3.69)
as matrizes B e C ficam:
B=-{[ Goe@ldn, (3.70)
¢ = L[ 6PN (3.71)
a%’® F _

Aplicando agora a equagdo (3.57) a cada elemento em que foi
discretizado o contorno, vem:

| _ 2 .
[®@] (W)€ = fma_(p,q)mp)ldan,m + % [, 6. [EPNdQ, (w}° (.72)

Aplicando-se o Método de Galerkin & equagdo (3.72), projetando-a no subespago gerado
pelas funcgdes de interpolagdo de contorno, [®(qg)], vem:

[, [2@re@Idn, (wi° = [ 0@ [ Gralo@)dn,don, 1+
(3.73)

mz : .
* = [0 [ GEOIF@NN, o0, (v}
que em forma matricial, fica:
D {(w)€ = E{f} + w®F{w}? (3.74)
onde

D = [ _[2@I[®@)doQ, (3.75)
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E - [ 0@, Ge.ol0@Ndn,d0, (3.76)

1 N |
F = = [L10@r [, 6@ore@aa,an, (3.77)

novamente apresentando a mesma forma das equagles correspondentes do capitulo

anterior.
Fazendo as proje¢des da fungio de Green como:

6P = [ [0@I'GP.odoQ, (3.78)
G, = [ [®@1tGp.adon, (3.79)
as matrizes E e F ficam:
E - [ Go)o@]don, o (3.80)
F-1 | |
- [.ere@nan, | (3.81)

3.3.2 Aproximagdo Direta das Matrizes de Green.

Das seis matrizes envolvidas nas equacles integrais que
definem o problema, equagdes (3.65) e (3.74), as matrizes A e D sdo matrizes massa
formais, respectivamente, ao. dominio e ao contorno. As demais envolvem projeg¢des da
fungdo de Green, G4 (P), G4 (p), G. (P) e G, (p), e podem ser calculadas diretamente,
sem a explicitagdo da fungdo de Green. Para a obtengdo dessas projegbes, resolve-se
pelo Método de Elementos Finitos dois problemas associados:

Problema 1

-V [GP,Q)] = 5(P.Q) (3.:82)

com condigdo de contorno
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k,G(,Q) + _ag%@ -0 (3.83)

I 4

com P,Q eQ e ped?, que € o problema associado & equacdo integral de dominio;

Problema 2

-V IG(Pg)] = 0 | (3:84)
com condi¢cdo de contorno
k,G@a) + ——a%n""‘” - 5(20) (3.85)
> )

com PeQ e p,q €39, que é o problema associado & equagéo integral de contorno.

Projetando o Problema 1 no subespago gerado pelas funcgses
de interpolagio de dominio, ou seja, multiplicando-se as equagdes (3.82) e (3.83) por
[®(0Q)] e integrando no dominio ©, mantendo-se o ponto P fixo, vem:

_vz~[ fo G(P,Q) [T(Q)]dQQ]A = f . 3(P,QIT(Q1dQ, = [F( I’)]. (3.86)

P

6P.Q | 1y _ o
/. [k,G(p.Q) + T][Y(ondao -0 (3.87)

onde, evidenciando os operadores k, € o de Neumann associado na equagédo (3.87),
tem-se:

L0 | i
(ko ?n';) faG(P.Q)[T(Q)]dQQ =0 | (3.88)

Identifica-se,.nas equagdes (3.86) e (3.88), as projecdes da fungdo de Green Gy (P)
e G4 (p). Logo, escreve-se o Problema 1 como:

Problema 1°*

-V*G(P) = [F(P)] | (3.89)
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3G Lp)
k,G (o) + a:(p) =0 (3.90)

p

De maneira andloga para o Problema 2, projetando-o no
subespaco gerado pelas fungBes de interpolacdo de contorno, ou seja, multiplicando
as equagdes (3.84) e (3.85) por [#(q)] e integrando no contorno &2, mantendo o ponto

p fixo, vem:

—vz‘[ fa nG(P,q)-[Q(q)]danq] =0 | (3.91)

fm[k,G(p,q) + %"—’]W@]qu - [_s@ale@dn, = [o@)]  (3:92)

Colocando-se em evidéncia os operadores k, e o de Neumann associado, na equacio
(3.92), vem:

.) _
(ko + %(n-;) faoG(P_,q) [@(q)]dagq = [@(@)] | (3.93)

Identifica-se, entdo, nas equagdes (3.91) e (3.93), as projecdes da fungdo de Green G,
(P) e G. (p). Portanto, o Problema 2 pode ser posto como:

Problema 2°*

-V”G‘.(P) =0 (3.94)
kG (p) + G0 [®()] (3.95)
anp -

» Visto que as projegdes da funcdo de Green sédo continuas, estas
podem ser expandidas através das mesmas funcgles de interpolagdo de elementos

- finitos, resultando:

. DP
GAP) = [¥(P)] G (3.96)
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cpP
G(P) = [¥(P)] G (3.97)
Dp
6 ) = [2()]1 G (3.98)
| o
6. = [0()] 6 (3.99)

onde GP?, GPP, GCP e GCPsdo tensores obtidos dos valores nodais de Gy (P), G4 (p),
G. (P) e G. (p), respectivamente, com o uso do Método de Elementos Finitos aplicado
aos problemas associados, Problema 1* e Problema 2* .

Com essas projegdes, tem-se o sistema de equagdes

. DP .
[K+K*]1[G ] = [M] (3.100)
a partir do Problema 1*, onde [K] é a matriz de rigidez convencional de elementos

finitos e [K*] é a matriz proveniente da modificagdo introduzida pelo pardmetro k,
quando especificado no contorno. Entéo:

(K] = [ (2@, [0(@)deQ | (3.101)

ou seja,
[K*] = k,[m] (3.102)

onde [m] é a matriz massa convencional com densidade unitdria (matriz grammiana)
no contorno, ‘

[m] = [ _[0@F[0@la - (a03)

A matriz [M] é a matriz massa formal com densidade unitdria (matriz grammiana) no
dominio,

M) - [ [FOIFQ@MQ (3.104)
Portanto,

DP
K +kml[G 1=[M] (3.105)
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A partir do Problema 2*, vem:
cp
[K + km][G 1 = [m] (3.106)

Justapondo-se os dois sistemas, fica:

) . DP CcP
[K + kml[G |G 1=[M|m] (3.107)

cuja solugdo fornece os valores nodais das projeg¢Ses da fungdo de Green, G4 (P) e
G, (P). Os valores G4 (p) € G (p) sdo obtidos como trago das projecdes anteriores.

Apesar das matrizes B, C, E e F poderem ser obtidas sem a
inversdo da matriz A, conforme demonstrado no capfitulo anterior, na formulagdo do
problema de autovalor/autovetor estas matrizes permanecerdo na sua forma inicial
para facilitar a compreensdo da imposigdo das condi¢gdes de contorno. Portanto, o
problema fica descrito pelo sistema de equag¢bes matriciais:

A{w}? = B{f} + o’C{w}? (3.108)

D{w}C = E{f} + @*F{w}® (3.109)

34 IMPOSICAO DE CONDICOES DE CONTORNO.

3.4.1 CondigOes de Contorno de Dirichlet Homogéneas.

} Como as condi¢des de contorno de Dirichlet sdo automaticamente
incluidas na definicdo do espago de fun¢des admissiveis, espaco de Hilbert com a
propriedade do traco, estas sdo impostas ao problema de autovalor/autovetor jé

montado, tendo o deslocamento w(Q) como argumento. _
Entdo, resolvendo-se o sistema formado pelas equagBes (3.108)
e (3.109) por substituicdo, isola~se as forcas de reagdo na equagédo (3.109), como:

{f} = E'D{w}® - @?E'F{w}? (3.110)
e substitui-se na equacgdo (3.108), obtendo-se:
A{w)? = BE'D(w)C - 0*BE'F{w}® + 0*C{w}? (3.111)

Fazendo a matriz
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J =BED , (3.112)

expandida de maneira que tenha a mesma dimensdo da matriz A, com a inclusdo de

linhas e colunas com zeros, e fazendo a matriz
L - BEF - (3.113)
a equagdo (3.111) fica:
{14 - J1 + &’[C - L1} (w)® = (0} (3.114)

Este é o problema de autovalor/autovetor generalizado correspondente ao problema
de vibragdo livre em uma membrana homogénea sob tensdo constante com as bordas
fixas. Sua solugdo fornece os quadrados das freqiiéncias naturais de vibracgédo _g,: e
os correspondentes modos de vibragdo, w;; , com Fl,ng - n. € j=l,ng , onde ny
representa o nimero de nés em que foi discretizado o dominio e n. o nimero de nés

em que foi discretizado o contorno.

As condigbes de contorno de Dirichlet sdo impostas especifican-
do-se {w}? nulo nas posigdes corréspondente_s aos nés do contorno. Praticamente,
significa eliminar as equag¢des do autoproblema correspondentes a esses noés. Essas
equacdes sdo linhas e colunas das matrizes do autoproblema, e estdo ordenadas
segundo a numeragdo da discretizagdo de dominio. Portanto, os autovetores somente
terdo componentes ndo nulas nos nés internos, isto &, naqueles que ndo pertenceml

a0 contorno.

3.4.2 Condig¢Oes de Contorno de Neumann Homogéneé.s.

As condi¢Ses de contorno de Neumann s8o aplicadas através
da qﬁantidade F(p), visto que esta quantidade representa as reagdes/fluxos reais e
ficticios do problema. Na expressdo para F(p),

F(p) = [kow(p) . Q‘l@l] (3.115)
. anp

aplica-se a condigdo de reacdo/fluxo nulo no contorno, condi¢do de Neumann

. homogénea, fazendo

wp) _ g (3.116)

anp
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Como o pardmetro k, somente deve ser especificado em nés do contorno sob condigéo
de Dirichlet homogénea, k, deveria, aqui, ser nulo, resultando em

F@) =0 ' (3.117)

Poi‘ém, esta imposigdo acarreta em problemas de mau condicionamento numérico, j&4 que

véarios c6digos computacionais para a solugdo de problemas de autovalor/autovetor ndo

detectam o movimento de corpo rigido, que é o modo com freqiiéncia de vibragdo nula,

que ocorre sob este tipo de condigdo de contorno, que nédo apresenta unicidade de

solugdo, necessitando de uma condicdo de ortogonalidade para que a solugdo seja

definida. Portanto, faz-se necessdrio que se especifique um valor para k, em todos

os r1nés -do contorno, quando este estiver, apenas, sob condi¢cdo de Neumann -
homogénea. O valor para este parametro, nesta situagdo, deve ser td8o pequeno quanto

possivel, da ordem de 107%, para que ndo ocorra uma descaracterizacdo da condigdo

de contorno do problema. Mesmo assim o problema numérico n&o fica muito bem

condicionado, exigindo a utilizagcdo de precisio expandida. O fato da especificacdo de
um pardmetro arbitridrio neste caso nfo caracteriza uma dependéncia paramétrica,

visto que ap6s estabelecido o valor para este parametro ndo hi necessidade de alteréa-

lo para outros problemas sob mesmas condigbes de contorno. Logo, a condigdo de

contorno de Neumann homogénea fica imposta fazendo-se: '

{f} = ko{w}c : : (3.118)
Substituindo a equagdo (3.118) na equaééo (3..109), vem:
D{wl€ = L, E{w]® + 0*F{w}® (3.119)
ou
{w)}€ = 0*[D - kEI"'F{w)? | (3.120)
Substituindo a equacdo (3.118) na equacgdo (3.108), vem:
A{w}? = k B{w]€ + 0*C{w}® | (3.121)
Agora, substituindo a equagdo (3.120) na equacgdo (3.121), obtém-se:
A{w}? = o)zkoB[_D - koE]'lF{w}D.+ m2C.{Q}D (3.122)
ou | | |
A{w}? = o*[k B[D - k,E]''F + C]{w}® (3.123)

Fazendo
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P =k,B[D - kE]'F +C | (3.124)
tem-se
[A - 0?P]{w]}? = {0} - (3.125)

que é o problema de autovalor/autovetor generalizado correspondente ao problema de
vibragdo livre em uma cavidade acusticamente rigida, ou seja, com as paredes
impermedveis ao fluxo sonoro. A solugdo fornece os autovalores como os quadrados das
freqgiiéncias naturais de vibragdo, o/ , € os correspondentes autovetores como 0s
modos de vibragdo, w;;, com 1,j = 1,ng , onde n4 representa o nimero de nés em que
foi discretizado o dominio. Vé-se que as condigles de contorno foram automaticamente

impostas através da quantidade {f}

3.4.3 Condi¢des de Contorno Mistas Homogéneas.

As condigGes de contorno mistas homogéneas representam
situagdes onde parte do contorno est4 sujeita a condi¢des de Dirichlet homogéneas e
parte a condi¢Ses de Neumann homogéneas. Portanto, a maneira como estas condig¢bes
sdo impostas é similar & das anteriores, ou seja, onde houver condigdo de contorno
essencial esta serd automaticamente incluida na definigdo do espago de fungGes
admissiveis; onde houver condigdo de contorno natural, esta serd imposta através da
‘quantidade {f}. Deve-se, entdo, efetuar uma particdo do contorno para que se possa
tratar cada porgé’io de maneira adequada. Esta particdo se reflete nas equagdes
governantes como, também, uma particdo das matrizes envolvidas. Cada equagdo
matricial € desmembrada em duas, uma representando a por¢do do contorno sob
condicdo de contorno Dirichlet e outra representando a porgdo sob condigdo de
contorno de Neumann. Ap6és as devidas manipula¢des, obtém-se um autoproblema
generalizado que j4 traz implicitas todas as informag¢des pertinentes as condigdes de
contorno. Portanto, sua solug¢do fornece, como antes, as frequéncias e modos naturais
de vibragio da estrutura. Todo o desenvolvimento deste processo de particionamento
pode ser encontrado com detalhes no Apéndice.
» Da maneira como foi formulada, a imposi¢do de condigles de
contorno mista pode ser realizada né a né, isto & é possivel especificar-se uma
~ condicdo de contorno diferente, essencial ou natural, para cada né do contorno. Deve-
se, porém, utilizar nds duplos quando houver mudanca das condigdes de contorno.
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Apds estabelecida a formulacdo numérica em que é discretizado
um modelo matemético do problema fisico, aqui a modelagem de membranas elésticas
e cavidades acusticamente rigidas pela equagio de Helmholtz, cabe determinar de que
maneira esta discretizagdo é realizada. Conforme exposto, o dominioc em questdo é
discretizado por uma malha de elementos finitos, utilizados para a solugdo de
problemas para a obtencdo da aproximagdo de uma fung¢do de Green, satisfazendo a
equagdo diferencial e as condicdes de contorno impostas. O contorno do objeto de
anilise &, também, discretizado por elementos de contorno, que sdo o trago da malha
de elementos finitos (o contorno é a "borda" do dominio), wutilizados para a
aproximagdo numérica do sistema de equag¢les integrais em que foi transformado o
modelo matemético obtido (de maneira similar ao procedimento empregado no Método
-de Elementos de Contorno de Galerkin).

Pelo fato da malha de elementos de contorno ser o traco da malha de
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elementos finitos, a escolha de um determinado elemehto finito implica, necessariamen-
te, na adogdo de um elemento de contorno correspondente para a avaliagdo do campo.
-potencial (aqui, os deslocamentos transversais nodais da membrana). Para o campo de
fluxo/tracdo (aqui, a  tragdo nas bordas da membrana) é possivel o emprego de
elementos de contorno que ndo sejam correspondentes aos elementos finitos adotados.
Portanto, o campo {w} deve ser no contorno o trago do campo {w} no dominio; o campo
{f} pode ser descrito por fungdes de interpolagdo distintas desde que tenha os
mesmos ndés, por exemplo fungdes de interpolagé‘b singulares. Em todas as aplicagbes
realizadas foram utilizadas malhas no contorno com elementos correspondentes aqueles
empregados na discretizagdo do dominio. Tal procedimento é computacionalmente mais
simples e até mais natural, jA que é necessério fazer duas discretizagSes diferentes.
Aparentemente, o emprego de uma interpolagdo de maior ordem para o campo
fluxo/tragéd que o campo de deslocamentos talvez ndo trouxesse melhoria considerdvel
nos resultados.

Em sintese, o processo de. discretizagdo do problema tem as mesmas
caracteristicas daquele empregado no Método de Elementos Finitos. Cabe ressaltar que
as malhas empregadas para a resolugdo de problemas pelo Método da Fungdo de Green
Local Modificado sdo mais pobres que aquelas empregadas, porventura, no Método de
Elementos Finitos, mantendo-se a precisdo dos resultados.

4.1 ELEMENTOS FINITOS E DE CONTORNO

Os elementos escolhidos foram elementos isoparamétricos com fungdes
de interpolagdo lagrangeanas, bidimensionais para as malhas de dorhinio, e unidimen-
sionais para -as malhas de contorno. Como foi, também, realizada uma  anélise
experimental de convergéncia p- e h- para o método, foi tomada uma familia de
elementos lagrangeanos, desde lineares até de décima ordem, conforme a Tabela 4.1.
Sabe-se que estes ndo sdo os melhores elementos para uma anélise de convergéncia,
sendo ideais aqueles de base hierdrquica. ‘

Elementos isoparamétricos foram estudados primeiramente por ZIENKIEWICZ
(1977)(77], e o nome '"isoparamétrico” vem do fato de que as mesmas fungBes que
descrevem a geometria sdo usadas para interpolar variacdes espaciais de uma fungéo
no elemento. A formulagdo isoparamétrica utiliza um mapeamento do elemento de malha
~em um elemento padréo ("mestre”), utilizando um sistema de coordenadas adimensiona-
lizado (sistema natural de coordenadas), conforme Figura 4.1.

Os elementos isoparamétricos sdo de continuidade C®e tem os nés equidistan-
tes. Os elementos de contorno utilizados para a aproximagdo das equagles integrais
sédo elementos isoparamétricos unidimensionais e tém a fun¢io de interpolagdo no ponto
nodal £ = i expressa por
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elemento real de malha 1 2

elemento "mestre"

Figura 4.1: Elemento isoparamétricoé-elemento "mestre".

N(E) = H (2j-n-l) - (n-1)E 4.1)

= 2G-)
Jui

onde n é o nimero de n6és do elemento e as funcSes N; sdo polinOmios de Lagrange
de grau n-1, em relagdo & coordenada natural § do elemento mestre, conforme Figura
4.2,

—
Os elementos finitos empregados na discretizaga;o do dominio para a obtengédo

das projecgtes da funcgdo de Green sdo elementos isoparamétricos quadrangulares e tém
a funcdo de interpolagdo no ponto nodal (&,n) expressa por

_ 11 @k-n-1) - (n-1)Ey @l-n-1) - (n-Dy
N . - (4-2)
v & =11 2w W 209

1 I

onde n é a raiz quadrada do nudmero de ndés do elemento (ou o nimero de nds em
cada uma das direcSes £ e n) e as fungdes N;; sdo produtos de polindmios de
Lagrange de grau n-1 nas direcles £ e n. A Figura 4.3 mostra um elemento de 2%

ordem.
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-1 0 1
— —C O = O - . =
é- _ 2j-1 1 1 2j-1. S
1 n-1 n-1 n-1 n-1 n
-1<E <1
n par
-1 0 1
© —C) <> % < @ o>
£ 2l _.e 2 2] £ E
1 n-1 n-1 n-1 n-1 n

Figura 4.3: Elemento isoparamétrico quadrético [73].
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Tabela 4.1: Elementos Finitos e de Contorno.

_ Nimero de nés
Ordem do elemento Elemento finito Elemento de contorno

1% ordem 4 . 2
28 or_dem 9 3
3* ordem 16 | 4
4% ordem 25 E 5
5% ordem ' » 36 : , 6
6® ordem 49 7
7% ordem - 64 | 8
8% ordem | 81 9
9% ordem 100 , 10
10® ordem v 121 - 11

4.2 O PROBLEMA DE AUTOVALORES / AUTOVETORES

Ap6s equacionado o problema de autovalor/autovetor cabe resolvé-lo
por algum método numérico. O método empregado neste trabalho é o Método da
Iteragdo Subespacial, onde se itera sobre subespacos até convergir a um subespaco
que contém as melhores aproximacSes dos modos de vibragdo de menor energia,
correspondehdo as menores frequéncias naturais de {ribragﬁo..o Método da Iteracdo
Subespacial é um método preciso, porém lento quando um ndmero muito grande de
autovalores / autovetores sdo solicitados.

. O equipamento utilizado para a execucao do cédigo computacional desenvolvido
foi um Intergraph 1 200 ( Microvax) do Grante/UFSC e um Convex C 210, do
NPD/UFSC. O Microvax, pela sua arquifetura, caracteriza-se por ser um equipamento
muito preciso, propiciando a obteng¢io de bons resultados quando se buscou uma
anédlise de convergéncia de método. O Convex se caracteriza por ter uma grande
capacidade de processamento de operagdes algébricas, mostrando-se muito ttil nas
situacdes onde a discretizagdo aplicada ao problema resultava em um nuimero muito
grande de equagdes a serem resolvidas, mas com precisdo inferior & do Microvax.
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4.3 APLICAGOES

4.3.1 Generalidades

As aplicagbes efetuadas visam, primeiramente, validar o
procedimento desenvolvido, e cobrir uma variada gama de geometrias e condigdes de
contorno suscetiveis de ocorrer em situag¢des reais. Sdo resolvidas geometrias simples,
‘a maioria apresentando solugdes analiticas, e, também, geometrias menos convencionais,
onde ndo h4 solugdo analitica. Os resultados obtidos séo comparados com as solucdes
exatas, 'sempre' que estas existirem, e com solugles aproximadas apresentadas em
outros trabalhos. . '

Portanto, sdo apresentados resultados para frequéncias naturais de
vibracdo de membranas eldsticas com todas as bordas fixas, que corresponde a
condigdo de contorno de Dirichlet; com algumas bordas fixas e outras livres, condigédo
de contorno mista (as bordas fixas correspondem & condi¢do de contorno de Dirichlet
e as livres & condigdo de contorno de Neumann). Também s#o apresentadas
frequéncias naturais de ondas em cavidades acusticamente rigidas (impermedveis ao
fluxo sonoro), correspondendo a condi¢cdes de contorno de Neumann.

Como primeira aplicacéio, cabe verificar a ndo dependéncia paramétrica
em relacdo ao parametro arbitrdrio k, envolvido na formulagdo, para evitar o
surgimento de fluxos ficticios como resultado. A -formulagéo potencial estatica j& ndo
apresenta esta dependéncia, que ocorre no método original, no Método da Funcgio de
Green Local, desenvblvido por Burns, Horak e Dorning. Portanto, é de se esperar,
como realmente acontece, que aqui, na formulacio potencial dindmica, esta dependéncia
ndo ocorra. ' '

4.3.2 Membranas Eldsticas com Bordas Fixas

Apresenta-se, aqui, aplica¢gdes do MLGFM para a obtencdo das
frequéncias naturais de vibragcdo de membranas eldsticas com bordas fixas,
representadas pela equagdo de Helmholtz, sob condigdes de contorno de Dirichlet
homogéneas em todos os nés do contorno. Os resultados mostram a validagdo do
método para esta condicdo e exprimem sua precisdo quando comparados com solugdes
analiticas ‘e outras solugbes numéricas. Os valores para as frequéncias naturais sdo

expressos em forma adimensionalizada
[ (4.3)

Q =wa,l*=

em rad/s, ou
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' P 4.4) -
QM-—Z—EmaJ-:-T- ( )

em Hz, onde 2 é o autovalor obtido do problema de autovalor/autovetor, a é uma
dimensdo caracteristica da geometria em questdo, p é a densidade superficial da
. -membrana e T € a tensdo aplicada & membrana. As expressdes acima serdo empregadas
comforme a forma de apresentacdo dos resultados utilizados para comparagdo. O erro
calculado entre a solugdo obtida e a solugdo analitica ou, porventura, outra solugido
numérica, é obtido na norma le,

Aplicagdo 01: Avaliacdo da influéncia do pardmetro k,

Considere-se uma membrana eldstica retangular, com as bordas fixas,
estendendo-se por um dominio Q = {(x,y) :02x<3 ,0<y <2}, conforme Figura
4.4. Os resultados para a primeira e segunda frequéncias naturais de vibragdo séo
apresentados e faz-se uma variagdo do valor de k, de +107%%até +10*%% mostrando a
pequena ou quase nenhuma alteragdo dos resultados com a variacéo de k, Isso mostra
a ndo dependéncia paramétrica do método. Os valores sdo mostrado na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Verificag@o da influéncia do parametro k.,

ko 1° autovalor 2° autovalor

“ - 10%08 . ' 13,3846242347081 . 23,7846772463068
- 10*77 13,3846242347081 23,7846772463068
- 10%06 13,3846242347081 23,7846772463068
- 1008 13,3846242347081 © 23,7846772463068
- 10*04 13,3846242347081 23,7846772463068
- 10%03 13,3846242‘347081 23,7846772463068
- 10%02 13,3846242347081 23,7846772463068
- 10*9! 13,3846242347081 23,7846772463068
- 10%90 13,3846242347081 23,7846772463068
- 107 13,3846242347081 23,7846772463074

- 10—02

13,3846242347050

23,7846772463068
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]

. ko _ 1° autovalor 2° autovalor

- 1079 _1‘3,3846242343863 23,78467724630s1
- 107% 13,3846242444296 23,7846772463322
- 1079 13,3846261040475 23,78467724 58104
- 10796 . 13,3847560686320 23,78467724633s51
- 1079 13,3888469837250 23,7846770108522
- 10798 9,23164030272365 23,7842921641985
10798 15,9913941873655 23,7516869950405
10797 13,3905290147836 23,784677 0848532
107% 13,384 9902674642 23,78467724 50788
10705 13,384624 5230098 23,78467724 59941
10704 13,3846241735049 23,78467724631360
10703 13,384624234 6605 23,7846772463044
10702 13,3846242347079 23,7846772463067
1070 13,3846242347080 23,7846772463068
10*%0 113,3846242347081 23,7846772463068
10*01 13,3846242347081 23,7846772463068
10%92 13,3846242347081 23,7846772463068
-10%03 13,3846242347081 23,7846772463068
10%0¢ 13,3846242347081 23,7846772463068
10*05 13,3846242347081 23,7846772463068
10*0¢ 13,3846242347081 23,7846772463068
1047 13,3846242347081 23,7846772463068
10*98 13,3846242347081 23,7846772463068

— =

Pela andlise dos resultados percebe-se que, -realmente, ko, ndo pode

assumir o valores tendendo a zero. Também, vé-se que valores para k, entre -1,0 e

+1,0 ndo sdo recomendédveis, j& que é a faixa de valores onde os resultados

apresentam uma ligeira variacdo. Portanto a formulacdo potencial dindmica do MLGFM
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para anélise modal apresenta mau condicionamento restrito a um pequeno intervalo.

Yy

3 | X
B

Figura 4.4

Aplicagdo 02 Avaliacdo da influéncia da distorgédo de malha.

, Uma segunda aplicagdo visa analisar a sensibilidade dos resultados a
distorcdo de malha. Para esta andlise considera-se uma membrana eldstica quadrada,
com as bordas fixas, estendendo-se por um dominio € = {(xy) ; 0 < x,y < 9 },
discretizado por trés malhas de 3x3 elementos finitos lineares, quadréticos e cibicos,
fespectivamente,-é elementos de contorno correspondentemente lineares, quadréticos
e ctibicos. Em cada malha, promoveu-se uma distorg¢do, girando-se o elemento central |
de 45°, conforme Figura 4.5. Os resultados sdo mostrados na Tabela 4.3. Tendo em
vista os resultados para as trés malhas, uniformes e distorcidas, pode-se afirmar que
a formulacdo é sensivel & distorcdo de malha. Porém esta sensibilidade € diminuida
para elementos de maior ordem. Portanto, para geometrias irregulares, onde néo se
pode evitar a distorgdo dos elementos, sugere-se o emprego de elementos de ordem-
mais elevada ou um refino seletivo naquelas regides onde a distorcd@o é maior.
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y ] i |
N | 1 /
4 1
c
9,0 A i
V4 ] )
] 1 \
X - matha de contorno
9'0
malha uniforme - malha distorcida
MALHA DE DOMINIO
Figura 4.5:‘ Distorgdo da malha..
Tabela 4.3: .Distor-gé'o de malha.
. 1% frequéncia (rad/s) 2% frequéncia (rad_/s).
malha
MLGFM erro (%) MLGFM - erro (%)
-1 1
elementos uniforme - 4,64758 4,607 8,04984 - 14,590
li
neares distorcida 5,04524 13,560 9,74945 38,790
elementos. uniforme 4,44639 0,079 7,08719 0,888
drati _
quadraticos distorcida 4,45306 0,229 7,10583 1,115
elementos uniforme | 4,44291 0,000626 7,02684 0,0288
rb- N
cubicos distorcida 4,44317 0,00656 7,03697 0,173
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Aplicagdo 03: Membrana Retangular.

Resultados numéricos para uma membrana retangular a x b, onde a =
[0; 8,5] e b = [0; 12], conforme Figura 4.6, foram obtidos com uma discretizagdo do
dominio feita com uma malha de 3 x 4 elementos finitos ctlbicos isoparamétricos para
o célculo das projecdes da fungdo de Green, e uma malha de 14 elementos de contorno
cUbicos isoparamétricos para aproximar as equagbes integrais. Os resultados sdo
mostrados na Tabela 4.4, sendo comparados. com a solugdo exata, '

172 .
Qm.u = H[nz + mz(—gr] (4.5)

com m,n = 1,2,3,..., e com os resultados mostrados por KATSIKADELIS & SAPOUNTZAKIS
(1988)[52], obtidos por um método que consiste na determinacgido numérica da funcgdo
de Green para a equagdo de Laplace utilizando o BEM, e, subsequentemente, na
deducdo da representacdo integral da solugdo do problema, que envolve um potencial
desconhecido na integral de dominio. Os resultados estdo na forma Q, ,= wa(p/T)!/?
onde a = 8,5 e (p/T)!/%= 1.0. O erro é medido em relagdo & solugdo analitica, na norma
l, . Os 10 primeiros modos de vibragio sdo mostrados nas Figuras 4.7, 4.8 e 4.9.

Y

}malha de dOmi'nio

8,5

[ ] §
, N | 3
12,0 S
: ] ]
| 1

malha de contorno

Figura 4.6: Membrana retangular.
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Figura 4.7: Modos 1, 2, 3 e 4 para membrana retangular.
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Figura 4.8: Modos 5, 6, 7 e 8 para membrana retangular.
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4.96

2.48

0.00 L
0.00 3.50

Figura 4.9: Modos 9 e 10 para membrana retangular.

Tabela 4.4: Frequéncias naturais (rad/s) - membrana retangular.

. Qn,n Katsikadelis[52] MLGFM erro (%)

e, | 3,850 3,849 3,850 0,0004
Qi | 5,448 5,446 | 5,448 0,0047
Q, 5 " 6,666 6,665 6,668 0,0318
03, 7,378 7,355 7,382 10,0517
Q. 7,700 7,693 7,702 0,0261
Q3. 9,168 | = 9,145 9,172 0,0538
94,; 9,439 ‘ 9,368 9,495 0,5858
Qs 9,684 9,650 1 9,744 0,6238
Q3 | 10423 | 10,409 10,479 0,5400
Q4.2 10,895 10,914 10,945 0,4518
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Aplicagcdo 04: Membrana em L.

Este problema tem sido usado por varios autores como um caso padrdo
para testar solugdes numéricas, devido ao vértice reentrante. Como o problema néo
apresenta soluc¢io analitica, toma-se como referéncia os valores calculados por FOX,
HENRICI & MOLER (1967) [34], bem como aqueles obtidos por KATSIKADELIS &
SAPOUNTZAKIS (1988)[52], com o uso do Método de Elementos de Contorno, por
LAVEDEZE & PELLE (1979)[55], e por MILSTED & HUTCHINSON (1974)[60], com o uso
de elementos finitos onde o deslocamento transversal de um elemento quadrilateral
arbitrério é aproximado por um polindmio de quatro termos mais um nimero arbitrério
de termos trigonométricos (denominado "56T"). A membrana, mostrada naFigura 4.10,
tem lados medindo 2a de comprimento, j& que os resultados sdo expostos de forma
adimensionalizada, , = wa(p/T)!/? com a=1,0 e (p/T)!/?2= 1,0, na Tabela 4.5, onde o
erro €& calculado em relagdo aos resultados de Fox et alli, na noi‘ma l, A discretizacéo
utilizada foi de 3 elementos finitos qudrticos isoparamétricos para o dominio e 8

elementos de contorno qudarticos isoparamétricos.

Tabela 4.5: Frequéncias naturais (rad/s) - membrana em L

Q, Katsikadelis Lavedeze erro (%)
Q, 3,8984 3,896 3,885 3,8996 3,8988 | 0,0121
Qs 4,4429 . 4,438 4,430 4,4428 4,4432 0,0068
94. 5,4334 . 5,423 5,460 | 5,4401 5,4366 0,0588
Qs 5,6491 | 5,617 5,695 - 5,6660 5,6619 . 0,2256
Q¢ 6,4401 | 6,399 6,435 6,4498 6,4741 0,5278
Q, | 6,7044 6,677 : 6,640 6,7074 6,7471 - 0,6379
Qg 7,0248 7,020 7,085 7,0248 7,0619 0,5284
Qq 7,0248 7,051 _ 7,085 7,0248 7,0619 0,5284
Q0 7,5306 7,486 7,730 7,5419 7,5637 0,4400
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28 | malha de dominio

malha de contorno

Figura 4.10: Membranaem " L ".

Aplicagdo 05: Membrana Eliptica.

_ Resultados numéricos obtidos para uma membrana eliptica com relagdo
entre semi-eixos b/a = 1,6, conforme Figura 4.11, sdo comparados com os resultados
obtidos por KATSIKADELIS & SAPOUNTZAKIS (1988)[52]. A partigdo do dofninio foi
efetuada com 12 elementos finitos qudrticos isoparamétricos de 25 nés, e a de
contorno com 8 elementos de contorno qudrticos isoparamétricos de 5 nés. Os
resultados, mostrados na Tabela 4.6, sdo postos na forma Q, = wa(p/T)!/? onde, aqui,

a =50 e (p/T)V/2= 1,0.



Tabela 4.6: Membrana eliptica.

Katsikadelis [51]

Q, MLGFM
Q 1,9988 1,9992
Q, 2,8078 2,8094
Q, 3,5132 3,5137
Q, 3,6609 3,6692
Qs 4,2462 4,2486
Q6 4,5373 4,5544
Q 5,0194 5,0214
Qg 5,0380 5,0732
— —

64

5,0

-
N

8.0

N

malha de dominio

O

malha de contorno

Figura 4.11: Membrana eliptica.
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Aplicagdo 06: Membrana em " H ".

‘A andlise pelo método dos elementos finitos de uma membrana em forma
de "H", conforme mostra a Figura 4.12, é dificil devido aos quatro cantos reentrantes
que impedem a correta estimativa das frequéncias naturais. MILSTED & HUTCHINSON
(1974) [60] fornecem valores para as tré€s menores frequéncias correspondentes a
modos apresentando simetria com respeito aos eixos coordenados que passam pelo
centro da membrana,'e comparando-os com aqueles obtidos por DONNELLY  (1969)[28].
Milsted e Hutchinson utilizam o FEM onde o deslocamento transversal de um elemento
quadrildtero arbitrdrio é aproximado por um polindmio de quatro termos mais um
nimero arbitrdrio de termos trigonométricos. O problema é aqui resolvido utilizando-se
duas malhas de 7 elementos: uma com eleméntos finitos cibicos isoparamétricos para
aproximar a Funcdo de Green e 16 elementos de contorno cibicos isoparamétrico para
discretizar as equagBes integrais; outra com elementos finitos quérticos isoparamétri-
cos e, também, 16 elementos de contorno quérticos. Ndo é utilizada a técnica de nds
duplos nos cantos. Os resultados s8o apresentados na Tabela 4.7, onde a = 1,0 e
(p/T)* = 1,0.

Tabela 4.7: Membrana em forma de "H" (rad/s).

Q, DONELLY MLGFM (49 MLGFM (39
Q, 7,7330 7,7842 17,7809 7,8859
Q,” 8,5517 - 8,5965 8,6997
Q, 13,9276 - 13,9615 14,0889
Q, 13,9316 - 13,9650 14,0992
Qs 14,305 14,320 14,3112 14,5991 .
Q¢ - - 17,7196 18,0202
Q, 19,739 19,751 19,7395 20,0000
Qg - - 24,8866 25,5800
Qg - - 26,5179 27,0626
Q10 - - 26,5545 27,0988
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y
a
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malha de dominlo
a ¥
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“malha de contorno

Figura 4.12: Membranaem " H ".

Aplicacdo 07: Membrana circular.

Uma membrana circular definida por pontos p = (x,y) € @ = (x? + y?
<144) e p=(xy) € Q= (x2 + y? = 144), foi discretizada por 12 elementos finitos
quadréticos e por 8 elementos de contorno quadréticos. Adotou-se p/T = 1,0 e a=12,0;

wm=pm\J—% (4.6)

onde B, sdo os zeros das fung¢bes de Bessel J, Os resultados sdo comparados com
a solucdo analitica e com aqueles apresentados por KATSIKADELIS & SAPOUNTZAKIS
(1988)[52]1, que emprega o Método de Elementos de Contorno utilizando quatro setores,

a solugdo analitica é

cada qual einpregando 80 elementos de contorno e 25 pontos de Gauss - Radau para
computar as integrais de dominio, e com os resultados apresentados por MILSTED &
HUTCHINSON (1974)[60], que empregaram elementos finitos quadrangulares com termos
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trigonométricos e elementos de contorno para melhor modelar o dominio circular. Os

resultados sdo apresentados na Tabela 4.8, com os erros calculados em relacdo &
solucgdo analitica. A Figura 4.13 ilustra o dominio circular.

malha de dominlo

malha de contorno

Figura 4.13: Membrana circular.

Tabela 4.8: Membrana circular (rad/s).

Qnn . analitica Milsted Katsikadelis MLGFM" erro (%)

Q0.1 2,40482 2,418 2,4040 2,40492 0,00416
Q1 3,83171 | 3,818 3,8317 3,83184 0,00339
Q11 3,83171 3,818 - 3,83184 0,00339
Q4 5,13562 4,975 5,1316 5,13605 0,00837




- Katsikadelis
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Qm.n - analitica Milsted MLGFM erro (%)
Q1 5,13562 5,189 - 5,13615 0,01032
Q0,5 5,52007 5,584 5,4901 5,52038 0,00561
[ 6,38016 6,460 6,3583 1 6,38162 0,02288
a1 6,38016 6,460 - 6,38162 0,02288
0, , 7,01559 7,129 6,9616 7,01608 0,00698
2, 7,01559 7,129 | - 7,01608 0,00698

Aplicacdo 08: Membrana Quadrada.

Um bom método para a solucdo de problemas de autovalor / autovetor
deve ser capaz de captar autovalores duplos. Para verificar a capacidade do método |
de solucdo do problema de autovalor utilizado, Método da Iteracdo Subespacial,
resolve-se o0 problema de uma membrana quadrada definida sobre o dominio Q, = [O,l]
x [0,1]. Uma membra_,na quadrada apresenta frequéncias naturais aos pares. Foi
efetuada uma discretizagdo com uma malha composta de 2 x 2 elementos finitos
quérticos e 8 elementos de contorno quérticos. Os valores para os parametros da
membrana sédo p/T = 1,0 e a = 1,0. A solugdo analitica é

Q,, - \J'%u (n? + mY)\2

Os resultados sdo comparados com a solugdo analitica e com - resultados
numéricos apresentados por LADEVEZE & PELLE (1989)[55], que utilizaram 400
elementos finitos triangulares para a formagdo da malha. Os erros sdo calculados em

(4.7)

relacdo A solugdo analitica na norma l, Os valores sdo mostrados na Tabela 4.9 e a
geometria na Figura 4.14. Os 10 primeiros modos de vibragdo sdo mostrados nas
Figuras 4.15, 4.16 .

‘Tabela 4.9: Membrana quadrada (rad/s).

Qn,n analftica LAVEDEZE - MLGFM erro (%)
Q1 0,70711 0,707 0,70711 0,000065
Q3 1,11803 1,114 1,11804 0,000599
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_ O J - analitica : LAVEDEZE - . : erfo (%) .
), 1,11803 1,114 1,11804 0,000599
;. 1,41421 1,409 1,41422 0,000732
Q3 - 1,58114 1,576 1,58482 0,2330
Q5 1,58114 1,577 1,58482 0,2330
Qa2 1,80277 1,794 1,80601 0,1795
Q3 1,80277 1,794 1,80601 0,1795
Qa1 2,06155 2,053 2,12261 2,9619
Q) 4 2,06155 2,053 2,12261 2,9619

y.
1.0
malha de dominio
A \ A
1.0
]
St
malha de contorno

Figura 4.14: Membrana quadrada.



70

NN

X \!
AL S
\\\\\\§\\}\\\\\‘ S
RSN
=33 ARy

N B2

Figura 4.15: Modos 1, 2, 3, 4 e 5 para membrana quadrada.
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Figura 4.16: Modos 6, 7, 8, 9 e 10 para membrana quadrada.
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Aplicagdo 09: Membrana Triangular.

Resultados numéricos para a membrana triangular mostrada na Figura
4,17 foram obtidos pela discretizac¢do do dominio com duas malhas: uma composta por
7 elementos finitos cibicos e outra com 7 elementos finitos quérticos. Elementos de
contorno correspondentes sdo utilizados. Os resultados sdo colocados na Tabela 4.10
onde sdo comparados com valores tomados como exatos computados a partir de uma
forma fechada por MORSE & FESHBACH (1953)[61], bem como com resultados numéricos
obtidos por Milsted & Hutchinson, por técnicas j4 mencionadas, empregando uma malha
com 61 pontos nodais, e por Katsikadelis & Sapountzakis, pela técnica de elemento de
contorno, utilizando 6 setores (células de dominio). Os resultados aqui obtidos
mostram-se aceitdveis para aplicacdes préticas, porém sdo piores que aqueles obtidos
pelo Método de Elementos Finitos ou de Elementos de Contorno. Este fato é explicado
pela grande distorcdo da malha quando se emprega elementos quadrangulares para
aproximar um dominio triangular, visto que a formulacio apresenta sensibilidade a
grandes distor¢des de malha. Portanto, resultados melhores poderiam ter sido obtidos
com o emprego de elementos de maior ordem, como ja mencionado.

Tabela 4.10: Membrana triangular (rad/s).

Qo n KATSIKADELIS | MLGFM (39) - MLGFM (49
o, | 7024 | 7031 7,024 7,0428 7,0146
Q1 | 9,934 9,994 9,932 9,9724 10,0653
Q. | 11,327 | 11,342 11,324 11,3894 11,4433
Qs | 12,953 | 12,998 12,929 13,1564 13,0460
Q.2 | 14,089 | 14,110 13,989 14,2308 14,2945
Q.3 | 15708 | 15,791 15,632 15,9874 15,8274
Q1 | 16019 | 16,054 15,852 16,4357 16,2697
Q2 | 16918 | 17,148 16,736 17,4903 | 17,3637
9,5 | 18,318 | 18,522 18,261 18,9689 18,8111
s, | 19120 | 19,610 19,048 19,7624 19,5331
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10,0

malha de dominio

10,0 1 X

| A

malha de contorno

Figura 4.17: Membrana triangular.

Aplicagdo 10: Membrana rombica.

Resultados numéricos para os autovalores de uma membrana rdmbica
foram obtidos com a discretizacdo do dominio com apenas um elemento finito de oitava
ordem (81 nés) e quatro elementos de contorno, também de oitava ordem. Foram
consideradas cinco geometrias que se diferenciam pelo valor do adngulo 6, medido
entre o eixo y e o lado do losango, conforme'a Figura 4.18. O lado do losango mede
1,0 unidade de comprimento e o dngulo 8 assume os valores 15° 309 45°% 60°e 75° Os
valores calculados sdo comparados com alguns resultados obtidos por STADTER (1966)
- [72] que utilizou o método desenvolvido por Fox [34] para a obtenc¢do de aproximagses
superiores e inferiores para os autovalores de uma membrana rémbica sob vibragéo
livre. Os valores apresentados por Stadter correspondem aos modos com simetria em
relacdo ao centro da membrana. Os autovalores sd@o apresentados nas Tabelas 4.11,
4.12, 4.13, 4.14 e 4.15, na forma A/n%
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Tabela 4.11: Autovalores de membrana rdmbica com 8 = 15° (rad/s).

STADTER
A/m? . . MLGFM
inferior superior
1 2,1137 2,1163 02,1144
2 - - 4,8841
3 - - 5,6848
4 7,9960 8,0286 8,0088
5 - - 10,5384
6 11,018 11,072 11,0332
7 - - 12,2099
8 - - 14,5924
9 17,036 17,225 17,1705
10 - - 18,3307
11 - - 18,6973
12 - - 20,9559
13 - - 22,8020
14 - - 23,2124
15 - - 27,7221
16 - - 28,7156
Tabela 4.12: Autovélores de membrana rombica com 0 = 30° (rad/s).
STADTER
A/n? inferior | superior MLGFM
1 2,5210 2,5307 2,5228
2 - - 5,3333
- - 7,2662
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STADTER
A/n? . ) MLGFM
inferior sSuperior
4 8,4807 8,5365 8,4940
5 - - 12,4506
6 - - 12,4531
7 14,186 14,416 14,2336
8 - - 17,2528
9 17,076 17,340 17,2935
10 - - 21,6141
11 - - 23,8084
12 - - 23,8157
13 - - 24,0523
14 26,620 27,896 27,8126
15 - - 31,7349
16 - - 32,0346

Tabela 4.13: Autovalores de membrana rombica com 8 = 45° (rad/s).

A/

STADTER

inferior

superior

MLGFM

-_ ! ! 1

1 3,5170 3,5491 3,521t

2 - - 6,7153
3 10,143 10,257 10,1596
4 - - 10,8491
. _ - 14,3014
p _ - 17,0985
7 - - 18,9603
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STADTER
A/n? . ) MLGFM
inferior superior
8 22,039 ' 22,631 22,2555
9 - - 23,1889
10 - - 25,1367
11 29,541 32,971 31,4235 -
12 - - 33,0647
13 - - 33,2824
14 - - 36,7998
15 - - 43,7961
16 - - 44,7881

—

Tabela 4.14: Autovalores de membrana rombica com 8 = 60° (rad/s).

STADTER
A/7? . . MLGFM
inferior superior ,
1 6,3150 6,4365 | 6,3257
2 - - 10,6362
3 14,940 15,272 15,0026
4 - - 20,2321
5 - - 20,9229
6 25,126 26,918 26,7373
7 s - 30,2608
8 - - 36,0554
9 - - 40,2769
10 - - 43,6923
11 - - 50,6804
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|

STADTER
A/m? 3 . — MLGFM
inferior superior
R | B =
12 - - 54,9312
13 - - 62,1169
14 - - 71,3352
15 - - 72,6262
16 - - 83,1687

Tabela 4.15: Autovalores de membrana rémbica com 6 = 75° (rad/s).

STADTER
A/m? . - : MLGFM
inferior superior
1 20,165 21,041 20,2745
2 - - 29,1286
3 36,252 39,531 38,5419
4 - - 51,8153
5 - - 71,1262
6 - - 73,7535
7 - - 99,5436
8 - - 100,8696
9 - - 133,4569
10 - - 144,0846
11 - - 168,1019
12 - - 185,6073
13 - - 212,0270
14 - - 240,4173 .
15 - - 251,9022
- - 307,6812
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Figura 4.18: Membrana rombica.

4.3.3 Cavidades Acusticamente Rigidas.

'F'requéncias naturais de propagagdo de ondas em cavidades
bidimensionais acusticamente rigidas sdo obtidas pelo Método da Fungdo de Green
Local Modificado. Esta condic@o corresponde & equagdo de Helmholtz submetida a
condicdes de contorno de Neumann em todos os nés do-contorno. Os valores calculados
e comparados com solugles analiticas e outros resultados numéricos validam a
formulacdo para esta situacdo. Os valores para as frequéncias naturais sdo expressos
na forma '

Qm: wac : ~ (4.8)

em rad/s ou
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= —l—w ac : (4.9)

mE o 2n

em Hz onde » % é o autovalor obtido do problema de autovalor / autovetor, a é uma
dimensdo caracteristica da geometria em questdo e ¢ é a velocidade de propagagédo do
som no meio. O erro calculado entre a solucdo obtida e a solugdo analftica ou outra -

solugdo numérica é tomado na norma l,

Aplicacdo 11: Cavidade Retangular.

As frequéncias naturais em uma cavidade retangular com paredes
acusticamente rigidas (impermedveis ao fluxo sonoro) s8o obtidas e comparadas com
a solugdo analitica, '

12

(4.10)
mn .

Q =1I|n? + m? aY
b

com myn = 0,1,2,3,... . Os resultados s@o postos na forma Q, ,= wac; onde a cavidade
tem dimensdes a = [0 ;1,414] e b = [0 ;1,732], conforme Figura 4.19, com ¢ = 340 m/s.
-A discretizacdo aplicada ao dominio foi efetuada com 3 x 3 elementos finitos cibicos
isoparamétricos de 16 ndés e com 12 elementos de contorno cibicos isoparamétricos de
4 nds. Os resultados sdo mostrados na Tabela 4.16, com os erros calculados na norma
1, em relagdo & solugdo analitica. As Figuras 4.20, 4.21, 4.22, 4.23 ¢ 4.24 mostram os - -

17 primeiros modos de vibracgdo.

Tabela 4.16: Frequéncias naturais (Hz)- cavidade retangular

Q0.0 0,0000 1,9841 -

2,0 | 872,1339 872,1428 0,0010
Q0.1 1068,1415 1068,1510 | 0,0009
Q1.1 . 1378,9647 1378,9763 0,0008
Q3.0 1744,2678  1744,8946 | 0,0359
Q21 2045,3354 2045,8739 0,0263
Q0.2 2136,2830 | 2137,0500 0,0359
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Qun : analitica l , MLGFM erro (%)
01,2 2307,4494 2308,1618 ‘ 0,0309
Q3.0 2616,4017 2617,1309 0,0279
Q.2 2757,9296 2758,9192 - 0,0359
23, 2826,0368 2826,7148 0,0240
Q0,3 3204,4245 3205,3170 0,0278

malha de dominio

2 P
¥ ¥

malha de contorno

Figura 4.19: Cavidade retangular.
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Figura 4.23: Modos 12, 13 e 14 para cavidade r‘etangular.
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Figura 4.24: Modos 15, 16 e 17 para cavidade retangular
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Aplicacdo 12: Cavidade Circular.

A solugdo tedrica para as freguéncia naturais de ondas em uma

cavidade circular sdo dadas pela equacgdo caracteristica

J,;,(ka) =0 (4.11)

comm=0,1, 2, ..eJ, ) sendo a primeira derivada da funcio de Bessel de primeiro
tipo e m-ésima ordem. Sdo apresentados valores para estas frequéncias obtidas pelo
MLGFM, que sdo, também, comparadas com resultados numéricos obtidos por ALI,
RAJAKUMAR & YUNUS (1991)[3], pelo Método de Elementos de Contorno, empregando
36 elementos lineares, depois quadraticos; o mesmo trabalho apresenta resultados via
Método de Elementos Finitos, empregando uma malha com 216 elementos. Os resultados
foram obtidos com uma discretizagdo do dominio circular, definido por P=(x,y)eQ=(x?
+ y? < 144) e p=(x,y)e=(x> + y*? = 144), por 12 elementos finitos quadréticos e 8
elementos de contorno corresponderites, mostrada na Figura 4.25, e sdo mostrados na
Tabela 4.17. Os pardmetros caracteristicos para o problema s&o: a = 12, ¢ = 340 m/s..

12,0

/(r’
&

: malha de dominio

malha de contorno

Figura 4.25: Cavidade circular.
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Tabela 4.17: Cavidade circular - frequéncias naturais (Hz).

Qn analitica FEM ALI (1) ALI (II) MLGFM erro (%)
95} 99,63 100,02 101,50 101,27 99,63 0,000
Q, 99,63 100,02 101,50 101,27 99,63 0,000
Q3 165,27 166,33 172,23 171,45 165,27 0,000
Q4 165,27 166,33 172,23 171,45 165,28 0,009
Qs 207,34 209,40 221,97 221,97 207,35 0,008
Qs 227,34 229,88 243,66 242,42 227,37 0,014
Qq 227,34 229,88 243,66 242,42 227,37 0,014

Aplicagdo 13: Tubo de Impedancia.

Nesta -aplicagdo sdo calculadas as frequéncias naturais da propagacéo

de ondas em um-tubo de impedancia, de comprimento 40 m e didmetro. 2 m, conforme
_a Figura 4.26. O mesmo problema foi usado por ALI, RAJAKUMAR & YUNUS (1991)[3]
para obter as frequéncias naturais pelo Método de Elementos de Contorno, empregando
16 elementos ao longo do comprimento e 2 ao longo da largura. O tubo apresenta
extremidade confeccionada com o mesmo material do corpo do tubo, configurando uma
cavidade acusticamente rigida. Aqui foram empregados 16 elementos finitos cibicos e
os correspondentes elementos de contorno. Tomou-se a = 40 e ¢ = 340 m/s. Comparam-

se os resultados, apresentados na Tabela 4.18, com aqueles obtidos por Elementos de

Contorno e com a solugdo teérica, sendo esta empregada no célculo do erro. Os 9
primeiros modos de vibragdo ( do 2° ao 10° ) sdo apresentados nas Figuras 4.27, 4.28

e 4.29.
Tabela 4.18: Tubo de impedancia (Hz).
_
modo analitica ALI MLGFM erro (%)

W
. 4,26 4,25 0,5671x10792

2

4,25

3

8,50

8,53

8,50

0,1417x10792

12,75

12,91

12,75

0,6481x107093
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modo . analitica ALl ~ MLGFM . erro (%)
5 17,00 17,30 17,00 0,4657x1079°
6 21,25 - 21,25 0,6535x107%3
7 25,50 - 25,50 0,1418x107%?
8 29,75 - 29,75 0,3242x10792
9 34,00 - 34,00 0,6916x10792
10 38,25 - 38,25 0,1361x107°!
y :
2,0
X
40,0

T -

malha de dominio

T3
/ ) ] i }

malha de contorno

Figura 4.26: Tubo de impedéancia.
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Aplicagdo 14: Cavidade Trapezoidal.

O problema de propagacdo livre de ondas em uma cavidade trapezoidal
com paredes acusticamente rigidas (impermedveis ao fluxo sonoro), conforme mostra
a Figura 4.30, foi resolvido pelo Método de Elementos Finitos, bem como experimen-
talmente, por SHUKU & ISHIHARA (1973)[70]. O mesmo problema foi resolvido por ALI,
RAJAKUMAR & YUNUS (1991)[3] com uma técnica de elementos de contorno baseada no
Método da Reciprocidade Dual (DRM), e Método Integral Particular (PIM), sob dois
procedimentos: sem pontos internos ao dominio, e com 9 pontos internos. O mesmo
problema foi resolvido pelo MLGFM utilizando-se apenas um elemento finito no dominio
e 4 elementos de contorno, todos de sexta ordem. Os resultados sdo mostrados na
Tabela 4.19, com o erro qalculado em relacdo & solugdo experimental, onde ¢ = 340 m/s.

| 15

1,0 49 nos

. malha de dominio

A

N

malha de contorno

Figura 4.30: Cavidade trapezoidal.
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Tabela 4.19: Cavidade trapezoidal - frequéncias naturais (Hz).

SHUKU ALI

fn FEM Exper. s/ P.I. 9 P.I. MLGFM erro (%)

Q 92,5 93 93,7 92,9 92,47 -0,57

Q, 162,5 164 169,3 165,0 162,17 -1,11

Q5 179,1 182 187,6 182,3 178,61 -1,86
Q, - - - - 209,86 -

Qs - - , - - 243,24 -

Qs - - - - 291,90 -

Aplicacdo 15: Cavidade Retangular.

Uma cavidade retangular acusticamente rigida, de dimensdes 1,1 m X
2,5 ‘m é modelada com uma malha de 50 elementos finitos lineares e 30 elementos de
contorno, também lineares, conforme a Figura 4.31. O mesmo problema foi resolvido por
KANARACHOS & PROVATIDIS (1987)[51] pelo Método de Elementos de Contorno,
analisando a performance de diferentes formulagles para a matriz massa; empregou
a mesma malha para obter resultados pelo Método de Elementos Finitos, para compara-
¢do, e 2 malhas para o Método de Elementos de Contorno: uma com 60 graus de
liberdade e outra de 120 graus de liberdade. Os resultados sdo postos na Tabela 4.20,

com O €rro €m Iela(;ao é. SOlugaO anahtica,

A velocidade do som no meio adotada foi ¢ = 1 m/s.

Analisando-se os resultados obtidos, verifica-se que os erros cometidos
ap]icando¥se o MLGFM com elementos lineares foram praticamente os mesmos
encontrados na solugdo com o Método de Elementos Finitos. Portanto, sugere-se evitar
o emprego do MLGFM com elementos lineares, visto que ndo hd uma melhora nos
resultados em relagdo ao Método de Elementos Finitos, havendo, porém, um acréscimo
no esforgo computacional dispensado para a resolu¢do do mesmo problema.
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Tabela 4.20: Cavidade retangular - frequéncias naturais (Hz).

solugdo erro (%)
2
(5]

n exata MLGFM BEM (60 gl) BEM (120 gl) FEM MLGFM
W
0 1,5791 1,5922 1,39 1,26 0,82 0,82
w 6,3165 6,5270 6,33 6,09 3,43 3,33
w0l 8,1567 8,4284 12,71 12,46 3,31 3,33
o 9,7358 10,0206 7,21 6,86 2,89 2,92
0 14,2122 14,9554 10,93 10,17 5,16 5,22
0 14,4732 15,2921 19,83 18,58 5,63 5,65
ok | 22,3689 23,7205 13,75 12,31 6,03 6,04
0l | 25,2662 28,7284 33,20 30,91 13,71 13,70

Y
Jd
» malha de dominio
]

Y———+— +———
2,5 + +

y 1 i - ] I 1 §

1] [ ] 1 k1 [ L L [ ]
malha de contorno

Figura 4.31: Cavidade Retangular.
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4.3.4 Membranas Eldsticdas com Bordas Fixas e Bordas Livres.

A equagdo de Helmholtz sob condi¢des de contorno mistas, parte do
contorno sob condicdo de contorno de Dirichlet homogéneas e parte sob condigdo de
contorno de Neumann homogénea, € o modelamento matemitico de membranas com
alguma parte da borda fixa e outra livre, respectivamente. Como préatica usual em ele-
mentos de contorno, neste caso faz-se necessario o emprego de nés duplos nas
posigbes onde ocorre mudanga de condi¢bes de contorno. S30 apresentadas apenas
aplicacSes que tém solu¢des analiticas, com dominio retangular e dominio circular

fazendo uso de condigbes de simetria.

Aplicacdo 16: Membrana Circular.

Visando o emprego de condigbes de contorno mistas, resolve-se o
problema de uma membrana circular com a borda fixa, situacdo com condigdo de
contorno de Dirichlet. Porém tomando-se os eixos coordenados com origem no centro
da membrana, faz-se uso da simetria em relagdo a estes eixos e, portanto, aplicam-se
condi¢des de contorno mistas. Os eixos de simetria, agora, devem apresentar condiges
de contorno de Neumann. A geometria é¢ a mesma daquele problema da aplicacdo 07,
com a quarta parte da membrana modelada com 3 elementos finitos quadréticos e o
contorno com 6 elementos de contorno quadréticos, conforme Figura 4.32. N6s duplos
sdo usados nas posigoes onde ocorre mudangas das condi¢des de contorno. Séo
captados, porém, apenas os modos que apresentam a mesma simetria utilizada na
modelagem geométrica. Os resultados sdo apresentados na Tabela 4.21.

Tabela 4.21: Membrana circular -~ frequéncias naturais (rad/s).

Q.1 2,40482 2,40492 0,00405
Q1 5,13562 5,13605 0,00847
Q2 5,52008 5,52038 0,00544
Q41 ‘ 7,58834 7,59255 0,05552
Q55 8,41724 8,42278 0,06582
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Qa,n analitica erro (%)
Q0,3 8,65373 8,65915 0,06262
Q6,1 9,93611 9,96405 0,28125
Q74 11,08637 11,08971 0,03014
Q0,4 11,79153 11,70861 0,70321
Qg1 12,22509 11,88233 2,80374
Q5.2 12,33860 12,27837 0,48811
Q6,2 13,58929 13,69563 0,78252

y

y -

\ |

malha de dominio

-
<

dominio

R 12

du/dn =0

malha. de contorno

no duplo

Figura 4.32: Membrana circular.
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Aplicagdo 17: Membrana retangular com uma borda livre.

Modela-se uma membrana retangular com dimensdes [0; 1,5] x [0,1] com
uma malha composta por apenas um elemento finito de sexta ordem e quatro elementos
de contorno de sexta ordem. A membrana apresenta trés lados fixos e um livre,
caracterizando condi¢do de contorno mista. Utilizam-se nés duplos nos cantos, onde
ocorre mudanga nas condigcdes de contorno, conforme Figura 4.33. Os resultados s#o
apresentados na Tabela 4.22. Os 10 primeiros modos de vibragcdo sdo mostrados nas
Figuras 4.34, 4.35 e 4.36. A solucgdo analitica é

12
( m 12.)1 ' (4.13)

e s
e 4M?  L?

49 nos

1,0

malha de dominio

X
- u=0
15 | = A
u=0 u=0
no duplo )3’ yé\nd duplo
du/on =0

malha de contorno

Figura 4.33: Membrana retangular com uma borda livre.
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Tabela 4.22:Membrana retangular com uma borda livre-frequéncias naturais (rad/s).

Qm,n analitica MLGFM erro (%)
Q1.1 6,85389 6,85389 -0,5344x107%°
Q2.1 20,01336 20,02364 0,5137x107%
Q.3 26,59310 26,59340 0,1141x107%2
Q3.3 39,75257 39,76316 0,2663x107%!
Q3. 41,94582 42,10012 0,3679
Q3,3 61,68503 61,83963 0,2506
Qs 66,07152 66,24906 0,2687
Q4.1 72,65126 79,41882 9,315
Q5 79,23099 91,57782 15,580
Q4,3 92,39047 101,49529 9,855
0.96
0.64
DP"
(=4 ?/m,’ff/,,a;‘, . ~ °
- ,,”,,,.,,;',,,,: ;',"f:,’mf" Lod .
< < ,, :,,' "Z’"” ',”, o2 0.32
70 "v,ﬁp,/ Py : i
o o 0.00 = i
g 0.00 0.33 0.66 0.99 1.32
e 0.96
"; ’, 0.64
~  0.32
< ~ =

0.33 0.66 0.99 132

Figura 4.34: Modos 1 e 2 para membrana com uma borda livre.
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Aplicacdo 18: Membrana retangular com uma borda fixa.

Este problema é o mesmo problema da aplicacdo 17, porém, aqui, a
membrana apresenta apenas um lado fixo e os outros trés lados livres. A discretizagéo
empregada foi, também, de um elemento finito no dominio e quatro elementos de
contorno, todos de sexta ordem, conforme a Figura 4.37. Foram empregados nés duplos
nos vértices onde ha mudanca nas condi¢bes de contorno. Os resultados sdo
apresentados na Tabela 4.23. Os 10 primeiros modos de vibracdo sao mostrdos nas
Figuras 4.38, 4.39 e 4.40. A solucdo analitica €

2 2 112
m_ . E, (4.14)

Q T
o 4aM? L2

il
~

49 nos

1,0

malha de domfnio

X du/dn =0
1,6 | —A
du/on =0 " Bus/on=0
no duplo &5 . Xand duplo
u-=

malha de contorno

Figura 4.37: Membrana retangular com uma borda fixa.
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Membrana retangular com uma borda fixa (rad/s).

.
.

Tabela 4.23
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Figura 4.39: Modos 3, 4, 5 e 6 para membrana com uma borda fixa.
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Aplicacdo 19: Membrana retangular com duas bordas opostas livres e duas
fixas.

Similar ao problema anterior, a mesma membrana, com a mesma malha,
Figura 4.41, apresenta, aqui, duas bordas opostas sujeitas a condi¢cdes de contorno
de Neumann e as outras duas sob condicdo de contorno de Dirichlet. Os resultados
sdo expostos na Tabela 4.24 e comparados com a solugéé analitica. Os 10 primeiros
modos de vib:agao sdo apresentados nas Figuras 4.42, 4.43 e 4.44. A solugdo analitica
é

Q ==z 2 - (4.15)

49 nos

1.0

malha de dominio

X " u=0 .
15 " no duplo I~ | ﬁ,no' duplo
du/on =0 du/on =0
! vl \u !
no duplo & 5 2 no duplo
u =

malha de contorno

Figura 4.41: Membrana retangular com duas bordas livres e duas fixas.
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Tabela 4.24: Membrana retangular com duas bordas opostas livres e duas fixas -

frequéncias naturais (rad/s).

Qu,n analigga MLGFM - : erro (%)
Qo1 9,86960 9,86961 0,6233x10704
Q;, 14,25609 14,25611 ~ 0,9632x107%
Q.1 | 27,41557 27,41617 0,2183x10792
Q0.2 39,47842 39,50156 0,5861x107%!
Q1,2 43,86491 43,88806 0,5277x107%1
Q34 49,34802 50,41426 2,161
Q.2 57,02438 | 57,04811 0,4162x1070!
Q3.2 78,95684 80,04621 1,380
Q4.1 80,05346 84,49948 5,554
Q0.3 | 88,82644 89,17363 0,3909

0.33

0.00
0.00 0.35 0.70 1.05 1.40

1.00

0.67

0.33

0.00 T
0.00' 0.35 0.70 1.05 1.40

Figura 4.42: Modos 1 e 2 para membrana com duas bordas opostas livres e duas fixas.
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Figura 4.44: Modos 7, 8, 9 e 10 para membrana com duas bordas opostas livres e duas
fixas. ,
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Aplicagcdo 20: Membrana retangular com duas bordas adjacentes livres e duas

fixas.

O mesmo problema anterior, agora com a membrana fixa em duas bordas
adjacentes e livre nas outras duas, com a mesma discretizagcdo, é apresentado na
Figura 4.45. Na Tabela 4.25 veé€m-se os resultados comparados com a solugdo analitica.
Nas Figuras 4.46, 4.47 e 4.48 sido apresentados 0s 10 primeiros modos de vibracdo. A
solucdo analitica é

n =L _,"y (4.16)

49 nods

1,0

malha de dominio

X u=0
1.5 no duplo\e\ . 7(
du/dn=0 u=0

malha de contorno

Figura 4.45: Membrana retangular com duas bordas adjacentes livres e duas fixas.
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Tabela 4.25: Membrana retangular com duas bordas adjacentes fixas e duas livres
(rad/s).

_— - T ———
—— e ———

Qm,n analitica MLGFM erro (%)
Q11 3,56402 3,56404 0,4247x107%%
Q1 _' 12,33700 . 12,33715 0,1217x10792
0 5 23,30322 | 23,30355 0,1369x10702
Qs 29,88297 29,96189 0,2641
Q3,3 | 32,07621 32,07667 - 0,1415x107%2
Q5.3 49,62218 49,70140 0,1597
Q4 ' 56,20192 59,00380 4,985
Q1.5 62,78165 62,95921 0,2828
Q5 71,55463 71,73232 ~0,2483
Q1.3 _75,94113 78,74331 | 3,690

1.00

0.67

0.33

0.00 il
0.00 0.35 0.70 1.05 1.40

1.00
0.67 .

0.33

0.00 F | .um,

0.00 0.35 0.70 1.05 1.40

Figura 4.46: Modos 1 e 2 para membrana com duas bordas adjacentes livres e duas fixas.
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1.00
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0.33
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0.00 0.35 0.70 1.05 1.40

1.00
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iy SRS
Sy 0.67
D
- ~$° 033
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0.00 N’
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Figura 4.47: Modos 3, 4, 5 e 6 para membrana com duas bordas adjacentes livres e duas
fixas.
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Figura 4.48: Modos 7, 8, 9 e 10 para membrana com duas bordas adjacentes livres e duas

fixas.
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Aplicagdo 21: Membrana rémbica com duas bordas opostas livres e duas fixas.

Resultados numéricos para os autovalores de uma membrana rémbica
com duas bordas opostas livres e duas fixas foram obtidos com a discretizagdo do
dominio com apenas um elemento finito de oitava ordem (81 nés) e quatro elementos
de contorno, também de oitava ordem. Foram consideradas cinco geometrias que se
diferenciam pelo valor do dngulo 68, medido entre o eixo y e o lado do losango, que
" mede 1,0 unidade de comprimento, conforme a Figura 4.49. O &dngulo 8 assume oS
valores 159 309 45° 60° e 75°% Os valores calculados sdo comparados com alguns
resultados obtidos por STADTER (1966)[72] qué utilizou o método desenvolvido por Fox
[34] para a obtengdo de aproximacgdes superiorés e inferiores para os autovalores que
apresentavam simetria em relagéio ao centro da membrana. Os autovalores s&o
apresentados nas Tabelas 4.26, 4.27, 4.28, 4.29 e 4.30, na forma A/n%

7 [/

malha de dominio
\/ x
o I
|

u=0 '
Ju I
dn 2T
@ => no duplo -8
u=0

malha de contorno

Figura 4.49: Membrana rémbica com duas bordas opostas livres e duas fixas.
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Tabela 4.26 : Autovalores de membrana rémbica com duas bordas livres e duas fixas

com O = 15° (rad/s).

STADTER
A/ inferior superior MLGFM
o T Y S ——
1 1,0301 1,0806 1,0505
2 - - 2,0628
3 - - 4,2389
4 4,6092 4,8526 4,7183
5 5,5775 5,9283 5,6992
6 - - 7,8268
7 9,1966 9,8215 9,5154
8 - - 10,3933
9 - - 11,0374
10 11,638 12,519 12,0210
11 14,047 15,612 14,4848
12 - - 16,5855
13 16,598 18,633 17,5498
14 - - 17,9693
15 18,096 19,553 18,5952
16 - - 20,7271

Tabela 4.27: Autovalores de membrana rombica com duas bordas livres e duas fixas
com 8 = 30° (rad/s).

———————

STADTER
/T2 o : MLGFM
inferior superior
————'—]———_——‘—‘_—____—.—.—_—————_——_-—-—_—_————__—_f_—'_—_—
1 . 1,1820 1,3220 1,2286
2 - - 2,2855
3 - - 4,8214
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STADTER
A/m2 ) ) ' ) MLGFM
inferior superior
4 4,6585 5,1547 5,0550
5 6,8002 7,7875 7,0493
6 - - 7,9378
7 9,8390 12,276 10,7822
8 - - 11,7257
9 12,217 13,185 12,5541
10 - - 13,7697
11 - - 16,5397
12 15,443 19,846 16,5750
13 - - 19,8500
14 . - - 20,5641
15 - - 23,3585
16 - - 23,5254

Tabela 4.28: Autovalores de membrana rombica com duas bordas livres e duas fixas

com 0 = 45° (rad/s).

—————

STADTER -

A/T3

MLGFM

inferior superior
o 1 1,5474 1,9137 1,6537

2 - - 2,8132
3 5,2513 6,2262 5,4764
4 - - 6,7366
5 - - 9,2138
6 9,3235 11,860 9,6824
- - 12,0756
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- STADTER
A/ inferior superior MLGFM
8 10,970 15,799 14,3099
9 - - 17,0974
10 15,710 19,025 17,1400
11 - - 19,9031
12 - - 21,6434
13 - - 23,1505
14 - - 25,2075
15 - - 30,6568
16 - - 31,4435

Tabela 4.29: Autovalores de membrana rémbica com duas bordas livr_es e duas fixas
com 0 = 60° (rad/s).

STADTER

A/m2 inferior superior MLGEM
1 2,5046 3,6533 2,8027
2 - - 4,1860
3 6,9881 9,5382 7,4362
4 - - 9,6209
5 - - 13,9330
6 - - 14,7681
7 - - 18,0436
8 | - - 18,7924
9 - - 25,1866
10 - - 26,2051
1-1 - - 30,3348
12 - - 34,0380
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A/m?

STADTER

. MLGFM
superior

~ inferior
N S S S
—_——T———_—————_—-———————_—————————-————-——
- 39,1700 .

13 -

14 - - 39,7617
15 - - ' 48,2918
16 - - 49,7231

Tabela 4.30: Autovalores de membrana rémbica com duas bordas livres e duas fixas
com 6 = 75° (rad/s). ’

STADTER
A/m? inferior superior | MLGFM
1 6,8038 13,043 8,2264
5 - - 10,0942
3 - - 16,0302
4 14,233 27,428 19,3937
5 - - 27,6824
6 - - 34,9070
7 - - 48,4175
8 - - 51,5240
9 - - ' 62,1812
10 - - . 70,0582
11 - - 91,1395
12 - - 93,1926
13 - - 131,1442
14 - - - | 131,3592
15 - - 135,3738
16 - - | 160,9404
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Aplicagcdo 22: Membrana retangular com orificio retangular.

Apresentam-se frequéncias naturais de vibragdo de uma membrana
retangular com um orificio central, também retangular, conforme Figura 4.50. O
problema apresenta condi¢do de contorno mista, onde a borda externa estd sujeita a
condicdo de contorno de Dirichlet e a borda interna estd sob condigdo de contorno
de Neumann. Como as bordas sfo disjuntas ndo hé necessidade do emprego de nés
duplos. Utilizou-se uma discretizagdo composta de uma malha de 10 elementos finitos
quéarticos para a aproximagdo da funcdo de Green e 20 elementos de contorno
correspondentes para a discretizacdo das equacdes integrais. Adotou-se o pardmetro
a = 12,0 e o valor ( p/T)/?= 1,0. Os valores para as seis primeiras frequéncias

naturais de vibracdo sdo mostradas na Tabela 4.31,

3,0 9.0

- malha de dominio

X
6.0 J

12,0

-t
7/

] ] [
4 ¥

malha de contorno

Figura 4.50: Membrana retangular com orificio retangular.
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Tabela 4.31: Membrana retangular com orificio retangular (rad/s).

Q. 1 _ Freqiiéncia (s7)
Q, 6,9056
Q, , 7,4720
Q, 7,9096
Q4 9,4553
Qs 9,7526
% 11,9376

4.4 CONCLUSOES.

Frequéncias naturais de vibragdo livre de membranas eldsticas
e cavidades acusticamente rigidas podem ser obtidas pelo Método da Funcdo de Green
Local Modificado com boa precisdo. Ndo aparecem dificuldades semelhantes dquelas gue
podem ocorrer em certos problerhas quando resolvidos pelo Método de Elementos
Finitos ou pelo Método de Elementos de Contorno. Diversas geometrias sujeitas a
quaisquer condi¢bes de contorno podem ser modeladas. Deve-se, porém, tomar certas
precaugdes quando do modelamento de geometrias mais complexas, evitando a excessiva
distorcdo dos elementos. Nestas situacSes a escolha de elementos de ordem elevada é
bastante recomendével. A op¢do por elementos lineares néo é interessante, j& que os
valores dos erros obtidos com o MLGFM sdo praticamente idénticos aqueles
conseguidos com o Método de Elementos Finitos, para a mesma malha. Neste caso o
esforco computacional com o MLGFM é maior em relagio ao FEM.

Resultados para os modos de vibragdo também foram obtidos
porém ndo expostos neste trabalho. Estes resultados serdo apresentados em trabalhos
futuros. ‘

CondigGes de contorno ndo homogéneas, tanto de Dirichlet
quanto de Neumann, podem ser implementadas sem grandes dificuldades. Portanto, a
extensdo da presente formulagdo para a solugdo de problemas de vibragdo livre em
elasticidade linear e placas é a sucessdo natural para este trabalho.
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5 ANALISE EXPERIMENTAL DE
CONVERGENCIA

Conforme exposto no Capitulo 4, foi implementada uma familia
de elementos finitos e elementos de contorno isoparamétricos, com fungbes de
interpolacéo lz_igrangeanas. Esta familia compde-se de elementos quadrangulares a
partir de elementos lineares até elementos de décima ordem. Portanto, é interessante
que se examine a convergéncia dos resultados quando, para um mesmo problema, se
aprimora ou a ordem do polindmio interpolador ou o grau de refinamento da malha
aplicada para a discretizagdo do problema em questdo. Esta andlise é itil no sentido
de se estimar o comportamento das taxas de convergéncia para o método, visando sua
aplicacdo com técnicas adaptativas. £ sabido que tais técnicas sdo melhor empregadas
com o uso de elementos hierdrquicos, com fun¢do de interpolacdo como polindmios de
Hermite. Porém, a fécil implementagdo dos elementos lagrangeanos e o conhecimento



121

de caracteristicas de seu desempenho justificam o seu emprego nesta anélise, j4 que

este ndo € o objetivo principal do trabalho.

5.1 ANALISE DE CONVERGENCIA

A andlise de convergéncia para o método foi realizada
utilizando~se um prbblema simples, com solug¢do analitica conhecida, evitando a inclusdo
‘de dificuldades de caréater particular a determinados tipos de problemas, visando
avaliar apenas‘o comportamento da formulacdo. Os resultados sdo expostos em forma
de convergéncia p-, variando-se o grau do polindmio interpolador mantendo-se a
mesma malha, e em forma de convergéncia h-, onde se mantém a ordem do elemento
e varia-se a malha, refinando-a. O refinamento da malha empregado é regular e a
malha é uniforme. Em relagdo a uma malha inicial 1 x 1 o refinamento € aninhado, onde
os pontos nodais da malha original permanecem na mesma posi¢do na malha refinada.
Os refinos, tanto p como h foram feitos até que o problema continuasse soluciondvel
pelos equipamentos disponiveis. O c6digo computacional desenvolvido ndo estéd
otimizado, dificultando a avaliagdo dos tempos de execugdo do mesmo.

5.2 RESULTADOS NUMERICOS

O problema empregado para andlise de convergéncia, tanto para
a condicdo de contorno do Dirichlet quanto.para a condig¢do de contorno de Neumann,
foi uma geometria retangular com dimensdes [ 0; 1,414 ] x [ 0; 1,000 ], onde, portanto,
a = 1,414. Foram escolhidas dimensdes onde a razdo de aspecto, dimensdo menor em
relagdo a dimensdo maior, fosse um nuimero irracional, para evitar o aparecimento de
modos com frequéncias iguais, para que ndo fosse incluida nenhuma caracteristica

particular na analise.

5.2.1 Membrana Elastica.

Aplicando-se condigdes de contorno de Dirichlet ao problema,
tem-se uma membrana eléstica com as bordas fixas, onde adota-se (p/T) # = 1,0. Neste
caso, ndo é possivel utilizar-se uma malha 1 x 1 com elementos lineares, j& que como
todos os nés do contorno tém valores prescritos ndo héd nés internos para obtengéo
de resultados. Apresentam-se resultados apenas para a primeira frequéncia natural
de vibracdo, com refinamentos p € h. O valor exato para a primeira frequéncia natural
é 5,4413981 s~! Os valores sdo mostrados na Tabela 5.1 e Figuras 5.1 e 5.2.



122

Tabela 5.1: Convergéncia p- e h- para membrana eldstica.

h

p

n° de nds

MLGFM

erro (%)

2 9 5,4772256 0,658

1,000
(1 x 1)

0,500
(2 x 2)

0,333
(3 x 3)

16

5,4413981

5,6920998

3 16 5,4772256 0,658
4 25 5,4414381 0,736x107%°
5 36 5,4414381 0,736x107%3
6 49 5,4413981 0,172x107%
7 64 5,4413981 0,172x107
8 | 81 5,4413981 0,785x10711
9 100 5,4413981 0,299x10711
10 121 5,4413981 0,298x107%°
2 25 5,4618257 0,375

3 49 5,4417697 0,683x107%?
4 81 5,4414018 0,683x107%4
5 121 5,4413981 0,431x10796
6 169 5,4413981 0,187x10798
7 225 5,4413981 0,554x1071
8 289

0,124x10711

5,4413981

0,278x107%°

2 49 5,4456988 0,790x1o-’°l
3 100 5,4414323 0,629x107°3
4 169 5,4413982 0,276x10795
5 256 5,4413981 0,276x107%%
6 361 5,4413981 0,278x107%%
7 484

o —

ERer=—yg -
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5,4764260

> PR

h n° de nés MLGFM erro (%)
25 5,5821077 2,586
81 5,4427913 0,256x10791
0,250 44279 00X
(4 x 4) 169 5,4414043 0,114x10793
| 1 289 5,4413981 0,250x10°%8
e A o o A b R T T e 3 et |
36 5,5312901 1,652
0,200 ~01
121 5,4419752 0,106x10
(5 x5)
256 5,4413997 0,273x107%*
441 5,4413981
5,5037502
5,4416781 0,515x10792
5,4413986 0,734x1079%
5,4871727 0,8412
5,4415498 0,278x10792
484 5,4413983 0,124x10795

0,6437

5,4414872

P

5,4764260

0,164x10792

0,6437

DT e i T

0,100

5,4414538

N

5,4690643

0,102x10792

0,5084

(10 x 10)

5,4414347

0,670x10793
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erro (%)
1002

102
0.1 \
001z e
1.000E-03 &
1.000E-04 £
1.000E-05
1.000E-06 £
1.000E-07
1.000E-08 E
1.000E-09 =
1.000E-10¢
- 1.000E-11E
1.000E-12 : J L

—= o100 (i)  —+ h050 (2x2) ¥ he0,33 (3x3)
- 10,25 (4x4) % h=0,20 (5x5)

Figura 5.1: Convergéncia p—- (1x1 - 5x5).
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erro (%)

10

1

0.

001
1.000E-03
1.000E-04
1.000E-05

1.000E-06'

10

—— 0,167 (6x6) —+ he0,143 (7x7) —* he0,125 (8x8)
£ b0, (9x8) % he0,100 (10x10)

Figura 5.2: Convergéncia p- (6x6 -~ 10x10)
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- 100
10
1

erfo (%)

0IE

001
1 000E-03
1000E-04

1.000E-05

1000€-06|

1.000E-07"
o

—— pl‘l | —+ pl2 —*- puvs —+H- pl4 —X— pr:5

Figura 5.3: Convergéncia h- (p=1 - p=5).
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erro (%)

LOOOE-06§

LI

1.000E-07

U TTThm

1.000E-08
1.000E-09
1.000E-10

1.000E-11

P rrri L LLLLLL LR LR ALLLLL LR RLLIL

1.000E- 12

0l

—— p=6 —+ p=7 —*- p=8 — p=9 —*%— p:‘m

Figura 5.4: Convergéncia h- (p=6 — p=10).
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5.2.2 Cavidade Acusticamente Rigida.

Aplicando-se condi¢Ses de contorno de Neumann ao problema,
tem-se uma cavidade acusticamente rigida, com paredes impermedveis ao fluxo sonoro,
onde adota-se ¢ = 340 m/s como velocidade de propagacdo do som no meio. Apresen-
tam-se resultados apenas para a primeira frequéncia natural de ondas, com refina-
mento p- e h- Os valores sdo mostrados na Tabela 5.2 € comparados com a solugédo
analitica que é n s™} As curvas de convergéncia p-, para enriquecimento da ordem
das funcdes de interpolagdo para malhas uniformes, desde h = 1 {(malha 1x1) até h = -
0,1 {(malha 10x10), sdo mostradas nas Figuras 5.5 e 5.6. A curva de convergéncia h-,
para refino sucessivo da malha com elementos de primeira ordem até elementos de

décima ordem, é mostrada na Figura 5.7.

Tabela 5.2: Convergéncia p- e h-, cavidade acusticamente rigida.

h p n° de ﬁés MLGFM erro (%)

1 4 3,4641047 10,27

2 9 3,4641059 10,27
3 16 3,1424710 0,279x107%
1,000 4 25 3,1424725 0,280x107%!
(1 x1) 5 36 3,1416001 0,234x107%3
6 49 3,1416014 0,277x10793
7 64 3,1416024 0,306x10793
8 81 3,1416037 0,349x10793
9 100 3,1416051 0,393x107%3
10 121 3,1416064 0,434x10793

1 9 -, ,4612 ,27

2 25 3,1533932 0,376
3 49 3,1418165 0,712x10792
(2’102) 4 81 3,1416068 0,446x10°%3
5 121 3,1416073 0,465x10793
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0,333
(3 x 3)

0,250
(4 x 4)

P n® de noés MLGFM | erro (%)
6 169 3,1416100 0,550x10703
7 225 3,1416127 0,636x107%3
8 289 3,1416154 0,772x107%
9 361 0,808x10793

3,1416181

3,2863430

4,608
2 49 3,1440863 0,794x107!
3 100 3,1416271 0,109x10702
4 169 3,1416115 0,596x10793
5 256 3,1416154 0,722x10793
361 3,1416195 0,851x10792
—:-———:La—m
1 25 | 3,2228414 | 2,586
2 81 3,1424117 0,267x107%
3 169 3,1416163 0,750x10793

289

3,1416181

0,808x10793

| 4
1 6 3,1935044 1,652 |

0,200
(5 x 5)

3,1416750

0,262x10792

2 121 3,1419446 0,112x107%
3 256 3,1416191 0,838x107%3

1 49 3,1776069 1,146

2 169 3,1417771 0,587x10792
3 361 3,1416238 0,990x107%3
| 1 64 360385 0,84
2 225 3,1416238 O,990${10'°3
“ 1 " ,6865 ) ,644 |

2 289




130

h P n° de nés MLGFM erro (%)
-] :
0,111 1 100 . v - 3,1575889 0,509
9 x9) -02
2 361 3,1416598 0,213x10
0,10(10x10) 121 3,1545532 0,412
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100

10

1 000E-03

1.000E-04.

1)
1L

0otk

érro (%)

1

~— 11000 (i) —+ he0500 (22) % 10,333 (3x3)

-8 0,250 (4xd) X 10,200 (5x5)

Figura 5.5: Convergéncia p-, (1x1 - 5x5).
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erro (%)

10

01k

0.01

1 1.000€-03

VITHITNR UILULBLLRRLL

1.000E'04 N | I .l | I '|,| I
1 - 10

—— o0 167 (6x6) —+ h=0,148 (7x7) % h0,125 (BxB)
B a0, 111 (9x8) % hu0,100 (10x10)

Figura 5.6: Convergéncia p-, (6x6 - 10x10).
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Figura 5.7: Convergéncia h-.
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Analisando-se os resultados percebe-se que a precisdo destes,
em alguns casos, atinge um "teto", a partir do qual ndo se consegue melhora nos
valores mesmo com enriquecimento da malha. Este fato € explicado por dois fatores:a
precisdo do equipamento e a regularidade do problema. Primeiro, como nota-se na
Tabela 5.1 e na Figura 5.2 para a curva correspondente a p = 4, os resultados que
atingem uma precisio com erro da ordem de até 10! % foram obtidos com o
Intergraph I 200 (MicroVax) e aqueles que estdo limitados em erro de 107%%, com o
Convex C 210; este fato estd associado com a arquitetura do equipamento, onde o
MicroVax apresenta uma precisdo maior em operacgdes de .poﬁto flutuante. Segundo,
como o problema é bem comportado, sua solugdo é bastante regular, atingindo preciséo
elevada com pequeno enriquecimento de malha. Aliando estes dois fatores, tem-se um
limite numérico para os resultados. Porém, este limite para a precisdo dos resultados
ndo os inviabiliza, visto que a precisdo obtida € extremamente satisfatéria pafa
problemas reais. Apenas nédo foi possivel mostrar que a solugdo numérica do problema
aproxima-se cada vez mais da solugdo exata com o enriquecimento/refino da malha, em
todas as situagdes, j4 que com erros da ordem de 107!!'% se capta a solugdo exata com
12 casas decimais precisas, onde sdo tomados dados com 15 casas decimais.

Analisando-se as Figuras 5.1 e 5.3, notam-se patamares onde
os resultados permanecem constantes com o enriquecimento da malha. Este fato se
deve 4 paridade da solugdo do problema em relacdo ao elemento empregado na anélise.
Para modos de vibragcdo que sdo simétricos em relagdo aos eixos coordenados, como
o primeiro modo para uma geometria quadrangulabr regular (modo "bolha"), ndo ha
melhoria nos resultados quando se enriquece o polinémio interpolador de segundo
para terceiro grau, visto que um polindmio cdbico é impar. Portanto somente ocorre
melhoria quando se aplica uma interpolacdo quértica, onde, agora, tal polinGmio
contribui para a aproximagdo da solugdo. A mesma situagdo ocorre quando se
enriquece a malha de fungdes quérticas para fungdes de quinto grau, ou de sexto
grau para sétimo grau, e assim sucessivamente.. Quando a malha apresenta algum

refino, esta dependéncia da paridade da solucdio tende a desaparecer, para o primeiro
modo, permanecendo, porém, nos subsequéntes que apresentem alguma simetria com
os. eixos cartesianos (FILIPPIN, BARBIERI & BARCELLOS (1992)[30]). ,

As curvas referentes ds taxas experimentais de convergéncias

obtidas sugerem um comportamento bastante bom para o desempenho do MLGFM aliado

. a técnicas adaptativas, visto que para tais técnicas, com.o objetivo de se trabalhar
sempre com malha &6tima, os refinos e/ou enrigquecimentos da malha tendem a
apresentar um compértamento melhor que este aqui mostrado.
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6 CONCLUSOES E SUGESTOES

_ O desenvolvimento do Método da Fungdo de Green Local
Modificado para a equagdo de Helmholtz foi a primeira aplica@‘io do método para
anélise dindmica, particularmente para a anilise modal. Os resultados obtidos validam
o procedimento e enfatizam a presenca de superconvergéncia nodal para os
autovalores (frequéncias naturais), como .j& acontece na andlise estédtica. Esta
superconvergéncia precisa, ainda, ser explorada e necessita de um estudo matemético
mais aprofundado. '

Outra caracteristica percebida na an&lise dos resultados é o
fato de que o refinamento da malha, tanto p- como h-, melhora sensivelmente os
resultados. Ndo hd uma formulagdo matemdtica para a estimativa de erro para o Método
da Funcdo de Green Local Modificado, porém os valores obtidos paré. a andlise
experimental de convergéncia sugerem taxas semelhantes ou melhores que aquelas
apresentadas pelo Método de Elementos Finitos.
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Um aspecto pertinente & formulagdo do método, que também
aparece na andlise dindmica, € a possibilidade de sua aplicagdo em meios onde ndo
existe solucdo fundamental, de modo que o Método da Fungdo de Green Local
Modificado tem uma grande aplicagdo onde o Método de Elementos de Contorno tradi-
cional ainda ndo se aplica.

A sensibilidade & distorcdo dos elementos da malha se faz
presente, sendo, porém, amenizada com o emprego de elementos de maior ordem, que,
pela existéncia de superconvergéncia nodal, compensam a ligeira perda de precisdo.
devido & distorgdo. Deve-se, entretanto, evitar a excessiva distor¢do para que ndo se
incorra em subintegragdo muito acentuada do elemento, devido ao Jacobiano tornar-se
uma funcdo de ordem elevada. O emprego de_ elementos lineares ndo fornece resultados
melhores que aqueles obtidos pelo Método de Elementos Finitos. Pértanto a sua .
utilizacdo néo é recomendada. _

A obtencdo das frequéncias naturais de vibragdo em geometrias
gue apresentam certas peculiaridades, como cantos reentrantres, por exemplo,
apresentam alguma dificuldade para a solugdo pelo Método de Elementos Finitos ou
_pelo Método de Elementos de Contorno, necessitando de certos artificios para a sua
aplicagdo. Empregando o Método da Funcdo de Green Local Modificado estes problemas
sdo tratados de maneira semelhante aqueles mais regulares, sem que estas peculiarie-
dades apresentem dificuldade.

O bom desempenho do método para a solugdo de problemas sob
condigdo de contorno mista auxilia na resolugdo de problemas de anilise din&mica
(anélise modal) onde o contorno apresente este tipo de condigdo, com alguns graus
de liberdade sob condicdo de contorno de Dirichlet e outros sob condigdo de contorno
de Neumann, como ocorre em vibracdo de placas e cascas,

Como . sugestdes, pode-se enumerar alguns tépicos a serem
desenvolvidos que podem se basear neste trabalho:

-—vibracdo livre em problemas da elasticidade bidimensional e tridimensional;
-vibragdo livre em placas e cascas; ' ‘
-vibragdo forgada e inclusdo de amortecimento;

—an4lise transiente;

-propagac¢do de ondas em dominios tri-dimensionais;

-propagacido de ondas em meios ndo-homogéneos;

-vibragdo livre em placas laminadas;

-emprego de fungldes de interpolacdo de base hierdrquica;

—aplicage’io de técnicas adaptativas;

—desenvolvimento de subestruturacao. ,

H4, ainda, indmeros temas a serem abordados pelo Método da
Funcdo de Green Local Modificado, como anélise plistica e elasto-pléstica, anédlise de
ndo-linearidades geométrica e¢ de material, aplicagbes em mecénica dos fluidos, entre
outros.

Portanto, conclui-se que o Método da Fungdo de Green Local
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Modificado é uma técnica eficiente, e que apresenta um grau de desenvolvimento que
propicia o seu crescimento como método numérico e o seu aperfeicoamento para que
possa ser empregado com mais énfase naqueles pontos onde os demais falham. Esse
método, que teoricamente pode ser empregado a todos os problemas do meio continuo,
foi apenas aplicado a certos meios néo tendo até o momento falhado em nenhum caso.
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o APENDICE

A imposigdo de condic¢Ses de contorno mistas homogéneas é feita
em cada porgdo do contorno de maneira correspondente ao tipo da condicdo a que
esta porgdo estd sujeita. Assim, a parte do contorno sob condigcdo de Dirichlet tem a
condicdo de contorno automaticamente incluida na definicdo do espaco de funcgdes
admissiveis; a condi¢cdo de contorno de Neumann € imposta, na . parte do contorno
correspondente, através da quantidade {f}. O contorno é particionado, numericamente,
em duas partes: uma relativa & condicdo de contorno de Dirichlet e outra & condicdo
de contorno de Neumann, mesmo que fisicamente o contorno tenha mais de duas
por¢des com condicbes de contorno ndo contiguas. Isso significa que cada né é
tratado de maneira independente; as duas partes em que foi dividido o contorno
contém todos os nés do contorno submetidos s mesmas condig¢des, respectivamente.
Porém, cada vez que ocorre uma mudang¢a de condigdo de contorno, o né que se situa
na interface entre os dois trechos deve ser tratado como né duplo. Trata-se, entdo,
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as equagdes governantes do problema, equagGes (3.108) e ( 3.109), desmembradas em
duas, uma para os nés sob condigdo de contorno de Dirichlet e outra para nds sob .
condicdo de -contorno de Neumann. Escreve-se as matrizes envolvidas nas equagdes
na forma [M],,,, onde mxn representa a dimens@o da matriz [M], com m,n assumindo
os simbolos d para representar uma dimensdo correspondente ao numero de nés
sujeitos a condigéé de Dirichlet, n para condi¢gdo de Neumann, m, representando o
nuimero total de nds -no dominio e m . o ndmero total de nés no contorno. Para o.
vetor {u}, adota-se as letras p e d para identificaf valores prescritos e desconheci-
dos, respectivamente. Como o vetor F (p) é escrito conforme a equagio (2.26),

F(@p) = (N + N') [s()] (a.1)
quando se impde condi¢des de contorno de Neumann tem-se:

N[u(p)] = 0 (a.2)

Como o operador N’ somente é aplicado nas porg¢des do contorno sob condigdes de

contorno de Dirichlet, dever—-se-ia ter

Fp)=0 (a3)

Porém, com esta imposigdo, que € teoricamente correta, ocorre mau condicionamento
das matrizes do autoproblema. Para contornar esse inconveniente, adota-se um valor *
para N’ suficientemente pequeno, de modo que o autoproblema possa ser resolvido sem -

alterar substancialmente os resultados. Portanto,
F(p) = N’{ud}c o (A.4)

Entdo, tém-se:

Dlas D] (13° [Edas El] [ (FD,)€

Dy D, (), (B (Bdea), . V'(51,)

m xm,

(A.5)
(H,) i,
- @? {u)?

my
AN

xmd
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(A I]drd [A2]dv(m 4-d) ' {up }d b (B l]dxd [82]dxn
» =
[AS](md-d)xd [Ad(md—d))o(md—® b gk n{ud}(md.'d) mg [83](md—d)xd [BJ(md-d)xn xm »
(A.6)
({Fa|° [G L,
.4 - w? {u}f,d
gvl{ud},, m [GZ](md—a')xm,, e xm
¢ d*""d
Da primeira parte da equagdo (A.5), vem:
[DI]dxdv{up}d + [Dzldm {ud},, = [Elldxd {Fd}d + [E2]dxn N’ {ud},, -
(A.7)
- o [Hl, (sl
isolando-se {F 4} 4 tem-se:
{Fd}d = [EI];;:J [[D,) s {up}d + [Dgldm {ud},, - [E;Jdm N’ {ugh, +
(A.8)
+ w? [HI]dmd {u}zl]
Da segunda parte, vem:
[D3),q (34 + [D), (8}, = (B3], (Fuly + [E),, N’ {ug, -
' ‘ (A.9)

- o [H)),,, {uln,

Substituindo-se a equagio (A.8) na equacdo (A.9), tem-se:

D)y 10}y + 1D (), = (Bl [E iy D)y (1.}, +1D), {8},
(A.10)

- By N (g}, + 0 [Hly, (@10]) + (B, N' (u}, - o [H),, (s},

‘que reagrupada fica:

{ D], - [E],, [Ell;'xld (D), - N I[E]) - N [E],.. } {ug}, =
= (Bl 1B )2 [1D)gy {%,}4 + OTH L gy, (WIn ] - (A.11)

= Dy (1) — OH),, {uhy,
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[Alldxd ' [A2]dx(md-d) ' {up}d b [BI]dxd [Bgldm
. =
[A3](md-d)xd [A4](md—d)x(md-d) m pxm L{ud}(’nd—d) mg [B3](md—d)xd [B4](md-d)xn xm
(A.6)
({F},|° (A,
« - @2 (uhn,
LN/{ud}n m, [GZ](’"J“‘)’”"J g
Da primeira parte da equacgdo (A.5), vem:
D) {u}y + Do)y, {ugh, = [EJys (Fily + By, N' {ug}, -
. (A7)
- ? [H],,
isolando-se {F 4} 4 tem-se:
{Fgl, = [Ell;:d D) pq {8} + [Dolg, {8}, ~ (B, N’ {uy}, +
(A.8)
+ @ [Hly, {4l,]
Da segunda parte, vem:
[Dy),.y (8} + D, (8}, = [Edy {Fady + [Edoy N’ ), -
(A.9)

- o [H),, (s},

~ Substituindo-se a equacdo (A.8) na equacgdo (A.9), tem-se:

[Dg), g {8} +ID),, (05}, = (Bl (B D4y (1}, +Dyl,, {4,
(A.10)
- By N’ (), + 0% H )y, {&]n] + [E], N {1}, - ©* [H)],, {ul,

que reagrupada fica:

( D) ~ Bl [EJos D)4, - N/ [By)d - NV IE],, } {ug}, =
= (Bl [EJats [ID)]ay {8}y + ©%[H ), (u)] - | (A.11)

- Dyl (8,}g ~ WH,,, (uh,
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Isolando-se {u 4} , vem:
(5, = AP = [Esdyuy (Bt D5y = N [Ej)y) - N [E],,)
(Bl (B Mo [ID)] ()}, + ©° [Hy],, {ebn] - (A.27)

- (D3l (8.}, - 0% [Hy),, {u})
Substituindo-se, agora, a equacio (A.12) na equagéo (A.8), vem:

{F}; = [EJgs {[D)sa (u,}, + D))y, N' [E),,) [ID],,, -
= By B JoalID ) N (B3l - N [EQ, 1 NE,,. [EJG, -

| (A.13)
Dyl ), + ©F Hly, (“1n] - Dy, (1}, -

=~ @ [Hylyy (2hn] + 0% [Hy, (@)}

Faz-se:

(M), = (D, ~ (Bl [EJe D)) N' [Ejlyd - NV [EJ T (A19)

M),y = M), [E;]_, [EJ2 (A.15)
[M,],, = [E])g (D), - N’ [E]),][M,]_, (A.16)
M) = [Eda D), - N/ Byl M, (A.17)

Substituindo-se as equagbes (A.14 — A.17) na equagdo (A.12),

vem:

(g, = M), D)y, (u), + o (M), [H],, {z, -
(A.18)

- M), D3]y (1), - 0% (M), [H),., (u}n,

ou melhor:
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{ugd, = [(IM)yy [D\)yy - M1, [D3], 0 {1}, +

‘ (A.19)
+ @ (M (H)y, - M), TH) ) {u)n,
Faz-se, agora:
Q) = M)y D]y - M), [D],, ' (A.20)
(e, = Ml (H )y, - M [H),, (A.21)

Portanto, substituindo-se as equac¢des (A.20) e (A.21) na

equagdo (A.19), vem:

{5, = [Qlyy (&), + ©* Q)] {uln, (4.22)
Substituindo, agora, as equagéeé (A.14 - A.17) na egquagdo
(A.13), vem: '
(F}y = [Ea [D)gy (), + M1, D)y, (1)}, +
+ 0 Myl [Hy, (@), = M)y, D5, 1), - (4.23)
- 0 My, (), (uln, + o [E1 H],, ),
ou melhor:

(Fabg = [E)a D))y * IM3lyy [D))yy ~ IM),, D310 {u)}, +

(A.24)
+ 0 (Ml 1 )am, =~ M (Ho i, * (B (H)sn) (W),
Faz-se: '
[Qylss = [Elzgs D] + M)y D)y = M), D), (A.25)
Qim, = M3lyy (H )y, = My, (H),, + (E]z [H)] dem, (A.26)
Substituindo-se as equagdes (A.25) e (A.26) na equagdo (A.24):
{Fly = Qg {8,}, + w? [Q,Jdmd {u}ﬁd (A.27)

Substituindo-se, agora, as equagdes (A.22) e (A.27) na equacgdo

(A.6), vem:
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[AI]dxd [Azld,(m -d) {up} d (B,) 14 [Bgldm

[AS](md-d)xd [A4](md—¢0x(md_‘o m‘m‘ {ud}(md_d) [BS](md'M [B4](md_m i jem

| _ (A.28)
Qs (.} + 0 [Qlm, (i, [G )i,
- @? {u}n,
N/ [Q)]y () + 0 N [Qly, e (Gl
Rearranjando, fica:
Ales  Align o whi, |” | Bl Bla
[A3](m ~dxd [A‘t](md-d)x(md—d) mam."d {ud}md-d mg [B3](md-d)xd [B4](md-d)m -
) : (A.29)
Qe [Qn, {,}, [G))icm,
P - w? (u}d
N/ [QI]M N/ [Q2]m" m‘;“(d+md) (02 {u}:" dimy [G2](md-d)xmd #Mg

Rearranjando novamente, vem:
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4,5 [42) s -0 {u,}, o

As)n,- s [Adn,-am,-a0) o, Wglm,a)

d

[Bl,, [, + N [B,),. [Q,],

[BS](md-d)xd [Qlyy + N’ [B4](md—d)m Q)

(A.30)
B\ [Qdiem, * N’ [B,) s [Qleem, {u,},
: D
[B 3](m4-d)xd [Q“]dmd + N [Bd(md-d)m [Q2]'”‘md m ge(d+m ) o {u}m" demy
[G e,
- o? {4},
G,
(Gl m-tim, .
Montando-se o problema de autovalor/autovetor:
[Alldrd - [Bllw [Qg]dxd - N’ [Bz]agm [Q]]m [Azldx(,, )
[AS](md—d)xd - [BB](md—d)xd [Qsles - N ! [B4](m,-d)m Q)]s [A4](m,—a)x(m,—d)
{u,}, ?
{ud}md_d i (A.31)
1Bl Q)i *+ N’ [B))ggy [Ql, - [l
- 2

[83]('“4'4)34 [04]dmd + N’ [B“](’Rd'd)m [02]"-”"4 - [Gz](ma‘d)x"'d m gom

D

- {uly, = {0},

Este problema é um autoproblema generalizado do tipo
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{ [K] - @* [M]} {u} = {O} (A.32)

trazendo implicitas todas as informagbes referentes a imposi¢cdo das condigdes de
contorno. Os nés duplos introduzidos no modelo estdo aqui representados por duas
equacles referentes ao mesmo né da malha. Para a solug¢do numérica da equacdo de
Helmholtz para dominios bi-dimensionais, onde se tem apenas um grau de liberdade
por né da malha, cada equacgfo do problema representa um grau de liberdade e o
respectivo né. As condigdes de contorno de Dirichlet sdo impostas, como anteriormente,
no problema de autovalor j& montado. Resolvendo-se este problema, como antes, pelo
método da iteragdo subespacial, tem-se como autovalores e autovetores os quadrados
..-das freqﬁénc—ias e modos naturais de. vibragdo, respectivamente.



