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RESUMO

Este trabalho apresenta a utiliza¢3o do Método da Fun¢éo
de Green Local Modificado (MFGLM) para resolver problemas da
elastostatica tridimensional.

A revisfdo bibliografica apresenta primeiramente as
caracteristicas e principios fundamentais do MFGLM, seguido de
um histérico do método.

O formalismo matemadtico do MFGLM é apresentado afim de
mostrar como & utilizada a fun¢3o de Green sem o conhecimento de
sua forma explicita, através do uso das propriedades do operador
adjunto. O MFGLM utiliza as proje¢des da func¢3o de Green sobre o
Subespaco gerado pelas fun¢Bes de interpolac¢fio definidas sobre o
contorno e no dominio e n8o utiliza derivadas da func¢3o de
Green. As projec¢des das equa¢des integrais sfo feitas de maneira
similar ao Método dos Elementos de Contorno de Galerkin,
obtendo-se as proje¢8es da fun¢3o de Green sem o conhecimento da
mesma. Isto € feito através da discretizac3io das variaveis
desconhecidas de maneira similar ao Método dos Elementos Finitos
(MEF) ou ao Método dos Elementos de Contorno (MEC).

Neste trabalho o formalismo do MFGLM, acima descrito, €
aplicado a elastostatica tridimensional. S#%o apresentadas as
equaG¢les basicas da elastostdtica e o procedimento para obtenc¢io
das equac¢des do problema cladssico de Neumann. O método para
obtenc3o das proje¢des da fun¢Zo de Green para o caso
tridimensional €& detalhado e também sd3o apresentados o0s

elementos utilizados para a gera¢3io das malhas auxiliares de



xvi

elementos finitos e de elementos de contorno. S3o apresentadas
também a aplicacdo de condi¢des de contorno e o tratamento de
cargas nodais sobre superficies curvas com tra¢3o aplicada.

O MFGLM e utilizado para a solucdo dos seguintes
exemplos de aplicac8o em elasticidade tridimensional : barra
prismatica sob tracdo uniforme, bloco submetido a cisalhamento
simples; flexd3o de wuma viga curta uniformemente carregada,
cilindro de parede espessa com pressfo interna, flex3o de uma
viga curva por uma for¢a na sua extremidade e flex3o pura de uma
viga prismatica.

Finalmente, s83o apresentadas as conclusfGes e sugestdes
para novas pesquisas sobre o comportamento do MFGLM quando

aplicado para solu¢3o de problemas da elastostatica.



ABSTRACT

In this work the Modified Local Green’s Function Method
(MLGFM) is used to solve problems of three-dimensional
elastostatics.

A bibliographical review presents the characteristics,
principles and a brief historical background of the MLGFM.

The mathematical formalism of the MLGFM is presented, in
order to show how the method treats the Green’s function without
the knowledge of its explicit form, through the adjoint operator
properties. The MLGFM uses the Green’s function projections over
the subspace spanned by the interpolatién functions defined on
the boundary and in the domain, not using the derivates of the
Green’s functions. The projections of the integral equations are
done in a way similar to the Galerkin Boundary Element Method,
in order to produce the Green’s function projections without its
prior knowledge. These projections are obtained through the
discretization of the unknown variables in a manner similar to
both, the Finite Element Method (FEM) and the Boundary Element
Method (BEM).

The MLGFM formalism 1is applied to three-dimensional
elastostatics in this work. The basic equations of the
elastostatics are presented, as well as the procedure to obtain

the equations of the Neumann’s classical problem. The method to



xviii
obtain the Green’s function projections for the
three-dimensional case 1is presented in detail, as well as the
elements wused to generate the BEM and the FEM auxiliar mesh are
obtained. The application of the boundary conditions and the
treatment of the nodal loads on curved surface over tractions
are also presented.

The MLGFM is used to solve the following applications
examples of three-dimensional elastostatics : a prismatic bar
under uniform tension, pure shearing, the flexure of an uniform
loaded beam, a cylinder with internal pressure, the flexure of a
bended beam and the pure flexure of a prismatic beam.

Finally, the conclusions of this work are presented and
suggestions for new studies on the MLGFM behavior when solving

elastostatics problems are also discussed.



cariTuLO 1

REVISAO BIBLIOGRAFICA

1.1- CARACTERISTICAS E PRINCIPIOS FUNDAMENTAIS DO METODO DA

FUNCAO DE GREEN LOCAL MODIFICADO (MFGLM)

O Método da Func3o de Green Local Modificado (MFGLM ou
MLGFM - Modified Local Green’s Function Method) € uma nova
técnica integral que estda sendo utilizada para a soluc3o de
diversos problemas da mecanica do continuo.

O MFGLM apresenta algumas das vantagens de outras trés
técnicas: o Método dos Elementos Finitos (MEF), o Método dos
Elementos de Contorno (MEC) e o Método da Fun¢3o de Green (MFG).

O MFGLM foi originalmente concebido para uso de
parti¢des de dominio e contorno, com a possibilidade de
utilizac3o de malhas grosseiras. No entanto, BARCELLOS e
BARBIERI [1] verificaram que bons resultados podem ser obtidos
sem parti¢3o de dominio, mesmo em problemas singulares.

O MFGLM apresenta ainda como caracteristica a diminuic¢o
da maxima ordem das singularidades a serem tratadas, pois n#o
utiliza derivadas da fun¢3o de Green, obtendo-se assim equa¢Oes

mais apropriadas para integra¢do numérica. Isto, a principio,



exigiria o conhecimento da func3o de Green. Resolve-se este
problema fazendo-se proje¢Oes das equa¢les integrais de maneira
similar ao Método dos Elementos de Contorno de Galerkin (MECG),
obtendo-se as proje¢des da fun¢3o de Green sem o conhecimento
explicito da mesma. Desde que as proje¢Bes das fun¢des de Green
tém componentes continuas [2], elas podem ser aproximadas por
fun¢Bes continuas. Assim, elas s3o expressas como o produto de
um vetor das func8es de interpolaciio de dominio ou de contorno
por um tensor cujas componentes sd3o as coordenadas das projec¢des
da func¢8o de Green sobre os subespaCos gerados pelas func¢8es de
interpolacdo. Determinado o tensor, as matrizes de Green podem
ser obtidas. A determinac3o dos vetores de Green & realizada
resolvendo dois problemas associados, usando o MEF e,
posteriormente, as componentes dos vetores solu¢io sfdo

adequadamente rearranjadas, formando a representa¢fo. matricial

do tensor.

1.2- HISTORICO E APLICACOES

A seguir serd apresentado um histérico do MFGLM,
apresentando um resumo dos trabalhos e publica¢8es existentes
sobre o método.

BURNS [3] apresentou uma formula¢83o integral para o
problema multidimensional de -difus3o de néutrons, utilizando o

Método da Func¢3o de Green Local (MFGL). Os problemas testados



envolvem sempre geometrias simples, para os quais se disple da
func3o de Green apropriada, determinada analiticamente.

HORAK [4] apresentou o MFGL para solu¢3o de problemas de
conduc¢fo de calor e de escoamentos incompressiveis,
particularizando a aplicacdo do método a dominios que possuam
contornos coincidentes com linhas de coordenadas.

LAWRENCE [51] abresentou o MFGL para difusfo
multidimensional de néutrons.

Os trabalhos de BURNS [3], HORAK [4] e LAWRENCE [S5]
apresentaram os aspectos formais de métodos que usam fun¢les de
Green definidas localmente.

SILVA [6] apresentou a formula¢fdo abstrata do Método da
Fun¢3o de Green Local Modificado (MFGLM). Como aplica¢fo do
MFGLM analisa primeiramente hastes delgadas, e mostra como obter
de maneira sistematica as <condi¢8es de transmissfio nas
interfaces de elementos. O formalismo do MFGLM €& desenvolvido
para hastes delgadas € & apresentada uma aproxima¢3o numérica do
problema. A haste considerada ¢é bi-engastada e de rigidez
constante, sujeita a um carregamento uniforme. Os testes
computacionais s83o realizados sem parti¢3o da haste, e os
resultados numéricos sfo muito precisos; Também ¢é verificado o
comportamento do método quando ha variac¢8es na rigidez, na carga
e no tipo de condi¢des de contorno. Considera o problema de uma
haste delgada de rigidez variavel, com um extremo fixb e outro
livre, sob acdo de carga de compressdo axial. A haste ¢
particionada em dois elementos. Os resultados numéricos,

comparados com os resultados analiticos, apresentam erros



relativos da ordem de no maximo 5%. As matrizes de Green obtidas
pela formulac3iio do MFGLM em hastes delgadas possuem as mesmas
caracteristicas das que resultam do MEF.

A aplicacdo do MFGLM em vigas também foi apresentada por
SILVA [6]. No tratamento numé€rico os operadores integrais s#o
expressos na forma matricial. As matrizes resultantes da
discretizacdo para o calculo das proje¢les s3o simétricas e de
banda, com a mesma largura das que resultam do MEF. E
apresentada uma aplicac3o do MFGLM para uma viga em balanCo, com
rigidez variével, sujeita a uma carga concentrada. A viga ¢
particionada em 3 elementos, e os resultados numéricos
praticamente coincidem com os analiticos.

SILVA [6] apresentou ainda a aplicacdio do MFGLM em
membranas elasticas n3o-homogéneas. No caso geral, n3o se dispde
de uma solu¢d3o fundamental para estes problemas. As matrizes de
Green s3o calculadas diretamente. Inicialmente é estabelecido o
problema numa estrutura matematica condizente com as técnicas de
contorno. A seguir sfo identificados os espac¢os funcionais onde
o problema estd4 inserido. A aproximac3io numérica ¢é feita
variacionalmente, e a discretizac3o €& baseada em elementos
finitos. E mostrado o procedimento para a aproximac3o direta das
matrizes de Green, e varias aplica¢les do método testam-no
quanto a8 flexibilidade na abordagem destes tipos de problemas.

BARCELLOS e SILVA [2] apresentaram uma formulacfo
modificada baseada no Método da Func3o de Green Local (HORAK
{41), desenvolvida para o problema de membrana elastica fina.

Esta metodologia conduz a equa¢les integrais de contorno com a



mesma estrutura das obtidas pelo MEC. Fun¢O8es de interpolac¢fo
s8o usadas juntamente com o Método de Galerkin para a
discretizac8io do sistema de equag¢les integrais. As matrizes s#o
diretamente calculadas sem o uso explicito das fun¢des de Green,
aplicando o MEF para dois outros problemas associados, os quais
diferem um do outro somente no carregamento. Diversos exemplos
numéricos s83o apresentados e os resultados mostram Dboa
aproxima¢3o com as solu¢des analiticas e resultados obtidos pelo
MEF e MEC, com erro menor utilizando malhas mais grosseiras.
Concluem que o MFGLM pode ter uma efici€ncia computacional
comparavel com o MEF e MEC.

MACHADO [7] apresentou uma investigac¢do da
aplicabilidade do MFGLM para placas laminadas ortotrépicas. O
formalismo matematico do MFGLM é apresentado, sendo
primeiramente aplicado para placas laminadas compostas usando um
modelo de camada Unica, com expans3o polinomial de primeira
ordem (FSDT). As equa¢les diferenciais governantes s#o
determinadas a partir do Principio da Energia Potencial Minima.
Tanto no dominio quanto sobre o contorno s3o usados elementos
lagrangeanos quadraticos. Uma andlise pelo MFGLM para placa
ortotrépica laminada €& realizada de acordo com o modelo do campo
de deslocamentos proposto por Mindlin. S3o apresentados exemplos
numéricos e os resultados sfo comparados com solu¢des analiticas
ou com os obtidos a partir do MEF. Nestes exemplos o MFGLM é
considerado como um procedimento global, no sentido de que uma
Unica célula de Green €& usada. Assim, pode-se avaliar o que uma

Unica célula ¢é capaz de representar. Os resultados obtidos



mostram alta precisdo, quando comparados com os Tresultados
obtidos por outros metodos. Concluem que o MFGLM € uma boa
alternativa para a analise de placas laminadas.

BARCELLOS e MACHADO (8] apresentaram mais resultados
sobre a aplicacdo do MFGLM para soluc¢8o de problemas de flexdo
de placas ortotr6épicas laminadas, mediante teoria de primeira
ordem (FSDT). Aplicam o MFGLM para um problema vetorial sem
solu¢do fundamental existente numa forma explicita. Os
resultados obtidos sfo considerados excelentes quando comparados
com outros métodos.

MACHADO at al (9] apresentaram o MFGLM aplicado a
problemas da mecanica do continuo, particularizando a aplicacfo
do método a problemas de flex30 de placas ortotrépicas
laminadas.

MACHADO at al [10] apresentaram uma andlise comparativa
entre o MEF e o MFGLM para a solu¢83o de placas laminadas de
materiais compostos. Apresentam algumas aplica¢des que mostram o
desempenho dos dois métodos em termos de precisfo de resultados,
sensibilidade 2 distorc3o e taxas de convergéncia. Concluem que
os resultados obtidos tem precisfo comparavel aos detefminados
pelo MEF, baixa sensibilidade 2 distor¢8o e taxas de
convergéncia mais acentuada.

BARBIERI e BARCELLOS [11] apresentaram o MFGLM aplicado
para o modelo de placa de Mindlin, O formalismo matematico do
MFGLM ¢é apresentado e um exemplo numérico ¢ incluido. Mesmo
usando fun¢Bes de interpolac¢iio tomadas a partir de elementos

finitos de deslocamento, s3o obtidos resultados satisfatérios.



Conclui-se que o MFGLM pode se firmar como uma técnica numérica
adequada para soluc3o de uma grande classe de problemas de
placas.

BARBIERI e BARCELLOS [12] continuam na andlise de placas
de Mindlin. SZ0 analisados os problemas de placa de Morley
engastada e de placa circular com espessura variavel.

BARBIERI at al [13] apresentaram mais resultados sobre o
problema dé placa de Mindlin dando é&nfase a aspectos de
convergéncia puntual e sensibilidade a distor¢3io de malha.

BARBIERI e BARCELOS [14] apresentaram uma an8lise do
problema potencial pelo MFGLM, utilizando uma abordagem
unicelular para o problema de potencial homogéneo. Os resultados
demonstram a existéncia de superconvergéncia nodal de fluxo e
potencial.

BARCELLOS e BARBIERI [1] apresentaram a aplicac3o do
MFGLM para calcular problemas potenciais singulares. O MFGLM é
usado para a soluc8o das equa¢Bes de Poisson com singularidades
associadas 4 geometria do dominio e condi¢Ges de contorno
descontinuas. Dois exemplos s3o resolvidos para diferentes
malhas, concluindo que as solu¢Bes obtidas pelo MFGLM apresentam
O mesmo comportamento que o MEC. 8Singularidades podem ser
tratadas mesmo com elementos de menor ordem.

BARBIERI e BARCELLOS [15] apresentaram uma aplicac¢fo do
MFGLM para o tratamento de problemas num meio onde as
propriedades do campo potencial n3o s3o homogéneas @ onde ndo
ha, consequentemente, solu¢des fundamentais conhecidas. O

formalismo matemdtico do método ¢é detalhadamente discutido.



Alguns resultados numéricos s3o0 apresentados, sendo os mesmos
considerados excelentes.

BARBIERI [16] apresentou o formalismo matematico, o
desenvolvimento e a aplica¢d3o do método para problemas de
poteﬁcial, problemas de elasticidade bidimensional e analise de
placas com teorias de primeira ordem. Trata com detalhes a
formulacdo abstrata do MFGLM, mostrando que esta nova técnica
numérica pode ser entendida como sendo o MECG n#o convencional.
Discute as condi¢8es de existéncia e unicidade da solug¢lio e todo
o formalismo para implementaciio numérica, acompanhados de
interpretacdo fisica. Apresenta ainda com detalhes a formulac#o
do MFGLM para problemas de potencial e desenvolve diversos tipos
de elementos, com o objetivo de testar a qualidade de cada um
deles, e verificar experimentalmente a taxa de convergéncia. S3o
observadas caracteristicas de superconvergéncia puntual, tanto
para potencial como para fluxo.'Apresenta ainda aplica¢8es como
problemas n3o-homogéneos com caracteristicas do meio variaveis e
problemas singulares. Nos problemas da elasticidade
bidimensional/axissimétrica sdo desenvolvidos elementos
lineares, quadraticos e cUbicos, resolvendo problemas de estado
plano de tens3es/deformacles e axissimétricos. Apresentou ainda
a aplicacdo do MFGLM para problemas de flex3o de placas
semi-espessas/espessas. BARBIERI at al [17] apresentaram mais
resultados sobre a aplica¢33o do MFGLM na soluc¢3io de problemas da
elastostatica bidimensional.

BARBIERI at al [18] apresentaram uma aplica¢3o do MFGLM

para o problema de casca de dupla curvatura, obtendo resultados



concordantes com os obtidos pelo MEF.

BARBIERI at al [19] apresentaram o formalismo matematico
do MFGLM aplicado 2 cascas semi-espessas, juntamente com algumas
solucﬁes numéricas. Aplicam o MFGLM na solu¢3o de dois
problemas; scordelis—-lo roof e casca cilindrica curta engastada.
Os resultados mostram excelente convergéncia, principalmente em
tensdes.

BARBIERI at al [20] apresentaram para o MFGLM uma
formulac3o para subregiBes. Propdem uma alternativa para reduco
do tempo de processamento (que atualmente é moroso devido a
necessidade de aproximar as proje¢des da fun¢3o de Green com o
MEF) com o uso de subregides. Apresentam resultados numéricos
para os problemas de potencial. Concluem que os resultados
pontuais de fluxo obtidos com o MFGLM s3o supefiores aos obtidos
pelo MEF e que as taxas de convergéncia para fluxo s3o bastante
diferentes para o FEM e o MFGLM.

FILiPPIN (21] empregou o MFGLM para a andlise modal da
equacio de Helmholtz, resolvendo um problema de
autovalor/autovetor para determina¢8o das frequéncias e modos de
vibrac8o. O método € implementado para equa¢des hiperbdlicas,
mostrando a obten¢83o das matrizes de inércia para as equa¢des
integrais e a montagem do problema algébrico de autovalor. O
MFGLM €& aplicado 2 equa¢3o de Helmholtz, resolvendo-se problemas
de vibrac3o livre de membranas elasticas e de propaga¢do de
ondas em cavidades acusticamente rigidas. E realizada a analise
empirica de convergéncia, tanto h quanto p. Implementa elementos

lagrangeanos quadrangulares de primeira a décima ordem
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(4,9,16,25,36,49,64,81,100,121 nés). 0 problema de
autovalor/autovetor ¢é resolvido pelo método da iteracio
subespacial. E analisado o comportamento do método quanto &
distqrcéo de malha. Os resultados obtidos sfdo comparados com os
encontrados através de solu¢8es analiticas, MEF ou MEC. Os
valores das frequencias naturais sdo bem proéximos aos
analiticos, mesmo para modos superiores, o que n3o acontece com
o MEF. No entanto os resultados obtidos n3o o foram com a mesma
discretizac3o entre o MFGLM e o MEF.

FILIPPIN at al  [22] apresentaram uma analise
experimental de convergéncia h e p do MFGLM para problemas
estaticos e dina8micos de potencial. Concluem que a taxa de
convergéncia h do MFGLM & semelhante 38 do FEM e que a
convergéncia p € mais favoravel no MFGLM.

FILIPPIN at al [23] apresentaram o MFGLM como uma
ferramenta computacional. Como aplica¢3o utilizam o MFGLM na
soluc3o do problema de vibracZio livre de membrana. Concluem que
com a utilizac3o de técnicas adaptativas se conseguira
aproveitar ao maximo as potencialidades do método.

FILIPPIN at al [24] apresentaram o MFGLM aplicado a
solucd3o de problemas da mecanica do continuo regidos pela
equac8o de Helmholtz, apresentando casos de membrana retangular,
membrana em L, membrana eliptica e cavidade retangular. Os
resultados apresentam excelente precisfo.

FILIPPIN at al [25] apresentaram mais resultados da
aplica¢d3o do MFGLM em problemas de vibrac¢3o livre de membrana e

cavidades acUsticas. Apresentam casos com condi¢8es de contorno
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mistas. Mesmo para as altas frequencias os resultados tem
excelente convergéncia.

MALDANER [26] apresentou o MFGLM wutilizado para a
obtencdo do fator de intensidade de tensfGes. Utiliza o elemento
Quartér—Point, os elementos especiais de fratura da familia de
Akin e de Stern e os elementos convencionais lagrangeanos
aplicados no MFGLM. Compara o desempenho dos elementos
convencionais com os elementos especiais de fratura e conclui
que a familia de Akin fornece os melhores resultados.

MALDANER e BARCELLOS ([27] apresentaram a analise de
problemas da mec@nica da fratura bidimensional com o uso do
MFGLM. Utilizam refino de malha em progressfo geométrica junto
ao vértice da trinca. Obtém os valores do fator de concentracéo
de tensdes para casos de trinca central e lateral. Os resultados
obtidos apresentam erros muito pequenos.

MALDANER at al (28] apresentaram mais resultados sobre a
utilizacdo do elemento Quarter-Point no MFGLM. O dominio &
modelado pelo elemento serendipity quadratico e o fator
intensidade de tens3es € determinado fazendo uso dos resultados
de deslocamentos. Os resultados obtidos s3o considerados
excelentes.

MALDANER e BARCELLOS [29] apresentaram mais resultados
sobre a obtenc3o do fator de intensidade de tensdes através da
utilizac83o do MFGLM utilizando elementos de trinca. Apresentam
uma comparac¢3o do desempenho dos elementos especiais de fratura
da familia de Akin e de Stern, quando utilizados no MFGLM. S&o

utilizados na andlise o elemento de Akin de 9 nés, o elemento
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quadratico de Stern e os resultados s3o comparados com O
elemento lagrangeano quadratico. Concluem que a familia de Akin
fornece os melhores resultados.

MUNOZ [30]1 apresentou o MFGLM aplicado na solucfio de
problemas de flex&o e vibracéo livre de placas de
Reissner-Mindlin. Apresenta uma formulacdo geral alternativa do
método, demonstrando que o erro da solu¢do aproximada €
minimizado somente no dominio, dentro de cada célula de Green.
Analisa a existencia do fenomeno de travamento ou "locking"”
quando da aproximac3io das projecdes da fun¢3io de Green com
elementos finitos baseados em deslocamentos.

MUNOZ at al [31] apresentaram mais resultados do MFGLM
aplicado ao problema de vibra¢Z3io livre de placa de Mindlin.
Analisam o problema de placa simplesmente apoiada modelada com
simetria. Os resultados concordam com os obtidos pelo MEF e pela
teoria de Mindlin.

MUNOZ e BARCELLOS [32] apresentaram uma analise
comparativa do desempenho do MFGLM frente ao MEF para a solucio
de problemas de flex3o0 e vibrac3o livre de placas de Mindlin. As
compara¢des sdo feitas para deslocamentos, esforcos e
frequencias naturais de vibrac3io. S3o empregados elementos de
dominio de 8,9,16,25 e 36 noés, sempre aplicando no MEF o mesmo
elemento finito e a mesma discretiza¢8io utilizados no MFGLM.
Concluem que os resultados para esforcos sfo bastante superiores
no MFGLM em relacdo ao MEF. Para deslocamentos e frequencias
naturais os resultados obtidos pelo MFGLM e MEF s3o semelhantes,

inclusive em relac3o ao fenomeno do travamento ou "locking".
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MUNOZ e BARCELLOS [33] apresentaram mais resultados da
aplicacd3o do MFGLM na solu¢3o do problema de vibra¢fio livre de
placas de Mindlin. S#o apreéentados a formulac3o do MFGLM para
problemas de vibrac3io livre de placas de Mindlin e resultados
numéricos para placas com varias condi¢8es de contorno. Concluem
que a aplicac3o do MFGLM na soluc3io destes tipos de problemas é

viavel.



CAPITULO 2

FORMALISMO DO METODO DA FUNCAO DE GREEN LOCAL MODIFICADO (MFGLM)

2.1- FORMULAGAO DO MFGLM

A formulac3o do MFGLM €& apresentada neste capitulo, tendo
como base o trabalho realizado por BARBIERI [16].

Seja o sistema de equacdes diferenciais
£ u(P) = b(P) PeqQ : (2.1)

onde Q é um dominio limitado e aberto com contorno fechado 9Q, £
¢ um operador diferencial, u um vetor deslocamento generalizado
e b um vetor forca generalizada.

O problema adjunto associado é dado por
£* 6(p,Q) = 8(P,Q) 1 P,Q € Q (2.2)

onde e* ¢ o operador diferencial adjunto de £, 6(P,Q) é uma
excita¢do do tipo funcfo generalizada delta de Dirac, I ¢é o

tensor identidade e G(P,Q) o tensor solu¢3o fundamental. ij
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representa o deslocamento generalizado na direc3o i de qualquer
ponto P € Q, provocado por uma forca generalizada
concentrada unitaria aplicada no ponto Q € Q na direcdo .

No presente trabalho, os deslocamentos generalizados s#o
deslocamentos "puros” e o meio & isotrépico, e assim sendo Gj. =

J

G Para problemas de flex3o de vigas, por exemplo, os

Ji’
deslocamentos generalizados s3o dados por uma rotacdo e dois
deslocamentos puros, enquanto as forcas generalizadas
concentradas unitarias s3o formadas por um momento fletor, uma
forca transversal e uma forc¢a longitudinal.

Multiplicando a equac¢do (2.1) por G(P,Q) e a equagio

(2.2) por ut(P), tem-se‘

G(P,Q) £ u(P) = G(P,Q) b(P) (2.3)
wt(p) £* 6(p,Q) = u*(P) 5(P,Q) 1 = 5(P,Q) u'(P) (2.4)
Subtraindo a equac¢fdo (2.3) do transposto da equacCdo

(2.4) obtém-se

u(P) 8(P,Q) = G(P,Q) b(P) + [£*G(P,Q)1%u(p) +

- G(P,Q) £ u(P) (2.5)
Integrando sobre o dominio Q, resulta

u(Q) = [ 6(P,Q) b(P) a(P) + [or2" 6(P,Q)1° u(p) a@(p) +
- [ 6(P,@) £ u(P)] da(p) (2.6)
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onde dQ2(P) €& um elemento infinitesimal do dominio relativo as
coordenadas do ponto P € Q.

Com a integrac3o por partes das duas Ultimas parcelas da
equacdo (2.6), as integrais de dominio resultantes desta

opera¢do sfo automaticamente canceladas e a expressfdo final para

u(Q) &

u(Q) = [, 6(P,Q) b(P) d2(P) - [5, 14 G(p,@)1% u(p) ddR(p) +
+ [a0 6(p,Q) ¥ u(p)1 do(p) (2.7)

onde doQ(p) € um elemento infinitesimal do contorno relativo as
coordenadas do ponto p € AN e N,N* sdo operadores de Neumann
‘associados aos operadores diferenciais £ e 2*, respectivamente.
A equacdo (2.7) representa a formulag¢3o do Método Direto
dos Elementos de Contorno, onde G(P,Q) €& uma solucfo
fundamental.
Adicionando e subtraindo do lado direito da equacdo

(2.7) a quantidade

[an 6(pyQ) 14 u(p)1 430(p) = [40[#°6(p,Q) 1 u(p)do2(p) (2.8)

onde o operador ¥’ pode ser escolhido como um operador adequado

ndo nulo da forma

¥ =K1 ' (2.9)
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sendo K, uma constante real n3o nula. O operador ¥’ deve ser
aplicado sobre a parcela do contorno onde s#3o especificadas
condi¢des homogéneas de Dirichlet. Na equac¢3o (2.8) "N’u(p)"
representa forcas/reac8es ficticias se o operador ¥' atua em
regifes de deslocamento nfo nulo no contorno. Assim, se ¥’ &
aplicado sobre todo o contorno, isto &, onde existem condic¢des
de <contorno de Neumann e/ou Dirichlet n3o homogéneas, um
tratamento adicional destas forcas/reacdes ficticias é
necessario. Experimentos numéricos indicam que valores de Ko
variando de 10,0 E-6 até 10,0 E10 nfo alteram significativamente
os resultados finais (variac¢3io préxima de 0%). O valor de K,
deve ser escolhido de tal modo que n3o comprometa o
condicionamento numérico do sistema final de equa¢des.
A equa¢3o (2.7) torna-se
% t

u(@) = [o 6(P,Q) b(P) d2(P) - [5 [(¥*+¥’) G(p,Q)1 u(p) d3(p) +

+ [a9 6(p,Q) [(H+4*) u(p)] do2(p) (2.10)

que €& a expressdo basica para o desenvolvimento do MFGLM.
Especificando-se como <condi¢3o de contorno para a

equacdo (2.2) o termo entre colchetes da segunda parcela do lado

direito da equac¢iio (2.10), tem-se
(¥*+#°) G(p,Q) = 0 (2.11)

Assim, a soluc¢3o fundamental G(P,Q) do problema adjunto
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torna-se uma func3o de Green. Este &€ o motivo do nome "Método da
Func¢do de Green'".

A equac¢io (2.10) torna-se entdo

u(Q) = [(G(P,Q) b(P) d2(P) + [5,6(P,Q) [(¥+4*)u(p)] do(p)
(2.12)
O Ultimo termo da equac¢ldo (2.12) contém a expresso
"(¥+¥') u(p)" onde existem derivadas de u(p) no sentido do traco
(derivadas normais de u(p)), indesejaveis para analise numérica.
Para eliminar este inconveniente define-se uma nova variavel

F(p) tal que
F(p) = (¥+¥’) u(p) (2.13)

o] inconveniente é eliminado aproximando F(p)
numericamente. Substituindo a equa¢3o (2.13) na equac¢io (2.12)

obtém-se
u(Q) = [(6(P,Q) b(P) d2(P) + [3,6(p,Q) F(p) d3(p) (2.14)

Nesta equac8o n3o estdo presentes derivadas da fun¢3o de Green
nem de F(p). Com isto a ordem das singularidades € reduzida e a
equacd3o € mais apropriada para integra¢3io numérica. Esta
expressdo fornece valores de u(Q) para Q € Q, Tomando o trag¢o de

u(Q)
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u(q) = lim u(Q) qeEN, Qe Q (2.15)
Q-q

e aplicando esta propriedade 3 equaG¢3o (2.14), resulta

u(q)= fQG(P,q) b(P) d2(P) + faQG(p,q) F(p) doQ(p) (2.16)

As equaGOes (2.14) e (2.16) definem o problema
completamente, porém exigem o conhecimento da fun¢3o de Green
para o problema associado, ou seja, uma solu¢3io fundamental com
condi¢Bes de contorno devidamente especificadas.

No entanto, € possivel calcular proje¢Ses desta equaco
integral de maneira similar a2 efetuada pelo Método de Galerkin
dos Elementos de Contorno. Pode-se obter proje¢des da funcdo de

Green mesmo sem 0 seu conhecimento explicito.

2.2- DISCRETIZACAO DO DOMINIO E DO CONTORNO

A discretizac8o do dominio é feita da mesma forma que no
MEF. Um modelo de elementos finitos de um dominio fechado Q &
uma regifo 5 c R" a qual é a unifio de um nUmero finito E de
subregides limitadas vfechadas ﬁe de Rn, cada ﬁe sendo o

fechamento de uma regifio aberta Qe:

Q =Q Uag) e= 1,2, LN I ) E (2017)
e e e
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onde BQe € o contorno de Qe. As subregides ﬁe sdo chamadas

elementos finitos de @ e selecionamos Q aproximadamente como o

fechamento de Q. Assim,

~ E _
Q=U Q (2.18)

Q nQ. =¢ see# f (2.19)

A discretizacdo do contorno & feita da mesma forma que
no MEC. O contorno do dominio Q, denominado aqui 92, pode ser
dividido em "nelc" elementos de contorno. A diferenca em relacfo
a malha de elementos finitos € que esta discretizac3io pode ou
ndo ter nd6s duplos ou até triplos, em pontos de descontinuidades
das condi¢Bes de contorno ou geometria (pontos com normal em
duas ou trés dire¢8es, respectivamente).

Uma quantidade y qualquer "bem-comportada" no dominio Q
pode ser interpolada com as fun¢®es de interpolaCfo usuais

utilizadas no MEF.

y = [vl{y} (2.20)

onde {y} é o vetor cuja componente "i" representa o valor da
quantidade y avaliada no n6 "i" e [y] é o vetor das fun¢les de

interpola¢3o de dominio, da forma
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fvl = [wl, Voo V3 .0 wntn] (2.21)

n "

onde "ntn" é a quantidade total de ndés do dominio.

A quantidade y pode ser interpolada no contorno com
y = [¢] {y} (2.22)

onde {y} é o vetor cuja componente "i" representa o valor da
quantidade y avaliada no n6é "i" do contorno e [¢] & o vetor das
func¢8es de interpola¢3do do contorno, da forma

[¢1 = [ ¢ ¢

¢ ¢ ] (2.23)

1’ 722 Y3 2 ntnc
onde "ntnc" € o numero total de nés do contorno. As fun¢Ses de

interpola¢do de contorno ¢j sdo tomadas como o trago das fun¢des

de interpola¢3o de dominio.

2.3- APROXIMACAO NUMERICA PELOS METODOS DOS ELEMENTOS FINITOS E

DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

As quantidades u(Q), b(P) e F(p) sdo agora

discretizadas como definido na seC3o anterior

u(Q) = [v(Q)] {u}’ (2.24)
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b(P) = [¥(P)] {b} (2.25)
F(p) = [¢(p)] {f} (2.26)
u(q) = [¢(q)] {u} (2.27)

onde {u}D e {u}c representam valores nodais do deslocamento
generalizado u no dominio e sobre o contorno; {b} e {f}
representam valores nodais das for¢as de corpo generalizadas e
das reaG¢Oes generalizadas no contorno, respectivamente.

A equacdo (2.14) pode entdo ser reescrita como

[w(Q) 1{u}® = [,6(P,Q)[¥(P)1a(P) (b} +
+ [506(p,Q) [6(p) 1d00(p) {f) (2.28)

Aplicando o método de Galerkin, isto €, impondo a
condic¢8o de ortogonalidade do residuo com cada uma das fun¢Oes

de interpola¢do de dominio (tomando a proje¢Zo de u(Q) ortogonal

a [v(Q)]) resulta:
Jate(@ 1 (@ 192w}’ = [ore@)1%[6(P,0) tv(P) 1a2(P)d2(Q) (b}
t
+ [ole(@) 1" 56(p,0) [6(p) 1000(p) dR(Q) {1} (2.29)
A equacdo (2.29) pode ser adequadamente representada por

A {u}® =B {f} + C {b} (2.30)



onde

porém utilizando agora as fun¢des

A = fQ[wfo)J‘[w(o>1dn(o)

= [56d(p) *[6(p)1d50(p)

¢ = [q6d(p)(w(p) 1a2(P)
cd(p)*® = [,Iv(Q)1%6(p,0)d2(Q)

6d(P)* = [oIv(@)1%6(P,Q)d2(Q)

(2.

(2.

(2.

(2.

(2.

Repetindo o mesmo procedimento com a equac¢3o (2.

fun¢des peso, obtém-se

onde

D {u}l® = E {f} + F {b}

D = [3[¢(a)1°[¢(a)1d00(q)

E = [56c(p) *[o(p)1d82(p)

F = [o6c(P) Lv(P)1da(P)

de contorno [¢(q)]

(2

(2

(2

(2

23

31)

32)

33)

34)

35)

16),

como

.36)

.37)

.38)

.39)
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Ge(p)t = [gle(a)1%6(p,a)do0(a) (2.40)

Ge(P)® = [ [0(a)1%6(P,q)do0(a) (2.41)
A equacd3o (2.36) pode ser reescrita em termos dos
valores prescritos no contorno {up} e {fp}, e dos valores

desconhecidos {ud} e {fd}

(D, : D] {up } = [E, : E ] {:d } + F{b) (2.42)
u
d

P
ou ainda na forma

(- E, | D] {fd } = [-D | E {l;p } + F{b} (2.43)
u

d P

As equacles (2.35) e (2.41) s3Ho projecdes da funcio de
Green (com o ponto "P" pertencente ao dominio) no subespaGo
gerado pelas funcdes de interpolaciio no dominio e contorno,
respectivamente. As equa¢les (2.34) e (2.40) também s3o
projecles da funcdo de Green, com o ponto "p" pertence ao
contorno.

Agora € preciso obter as proje¢cdes da func¢3o de Green
para que as matrizes B, €, E e F possam ser determinadas. Estas
proje¢8es serfio aproximadas pelo MEF de acordo com o exposto a
seguir. As equa¢les (2.34), (2.35), (2.40) e (2.41) tém
componentes continuas e portanto podem ser aproximadas por

fun¢des continuas, isto &
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Gd(P) = [w(P)] [6°F] - (2.44)
Ge(P) = [w(P)] [6°7] (2.45)
Gd(p) = [¢(p)] [G""] (2.46)
Ge(p) = [o(p)1 [G°P] (2.47)

onde [w(P)] € o vetor das fun¢des de interpola¢3io de dominio,
[¢(p)] €& o vetor das funcOGes de interpola¢fo do contorno,
[GDP],[GCP],[GDP],[GCP] sdo tensores cujas componentes
representam valores nodais das proje¢Bes da funcdo de Green nos
subespagos gerados pelas func¢®es de interpolac¢3o. Apds a
determinacdo de [GDP],[GCP],[GDP],[GCP] as matrizes B, €, E e F

podem ser obtidas por

B=F'=a (¢ (2.48)
C = A [c"F] (2.49)
E = [GCP]t D (2.50)

As matrizes A e D s3o facilmente obtidas com integracio

numérica.

Substituindo (2.48) e (2.49) em (2.30), obtém-se

{u® = (6P 1{r} + (6™ 1{v} (2.51)
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sem a necessidade de inversfdo da matriz A.
Para determinar as quantidades Gd(P), Gd(p), Gc(P) e
Gec(p) utiliza-se o método proposto por SILVA [6] e BARCELLOS e

SILVA [2], resolvendo com o MEF os dois problemas associados:

Problema 1:
¢* 6(P,Q) = 8(P,Q) I (2.52)

(#*+¥7)G(p,Q) = 0 P,Q€Q , p €aR (2.53)

Problema 2:
¢* G(P,q) = 0 (2.54)

(#*+¥°)6(p,q) = 8(p,a) I p,q € 3, P € Q (2.55)

P6s-multiplicando a equac¢do (2.52) por [v(Q)] e integrando no

dominio Q, mantendo o ponto P fixo obtém-se

2" [6(P,Q) [¥(Q)1d2(Q) = [,8(P,Q)[¥(Q)1dR(Q) = [¥(P)] (2.56)

Identifica-se no lado esquerdo da equa¢3o acima o termo

Gd(P). Logo, esta equac83o pode ser reescrita
*
£°Gd(P) = [w(P)] (2.57)

Comparando esta equaC8o com a equaG3o (2.52) verifica-se que o
termo de excitac3o da equaG3o (2.57) & constituido pelas funcOes

convencionais de elementos finitos e tem portanto continuidade
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no minimo 80(9), enquanto que o termo de excitac3io da equacio
(2.52) €& do tipo & (singular). Assim, Gd(P) & um tensor mais
regular que o tensor G(P,Q).

Repetindo o mesmo procedimento para a equa¢do (2.53)

obtém-se
w7y [6(p,Q)[¥(Q)1dR(Q) = 0 (2.58)
(¥*+X°) Gd(p) = 0 (2.59)

Utilizando a mesma técnica no problema 2, ou seja,
multiplicando as equa¢les (2.54) e (2.55) por [¢(q)] e

integrando no contorno 82, mantendo o ponto p fixo, obtém-se

' [5q8(P,a)[¢(a)1d0(a) = 0 (2.60)
£* Ge(P) = 0 (2.61)
" +h) [5,6(p,a)[0(a)1d0(a) = [¢(p)] (2.62)
(W*+¥7) Ge(p) = [6(p)] (2.63)

Assim, foram obtidos dois novos problemas

Problema 1*
£* Gd(P) = [w(P)) (2.64)
(#*+X%) Gd(p) = 0 peEN PeQ (2.65)
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Problema 2*
e* Ge(P) = 0 (2.66)

(#*+¥%) Ge(p) = [#(p)] pe€d, PeQ (2.67)

Para operadores auto-adjuntos (£ = Z*) é possivel

. . * .
determinar o funcional J(Gd) para o Problema 1 , cuja
minimizaC83o resulta nas proje¢des desejadas utilizando o MEF.

Este funcional €& escrito na forma:
J(Gd) = 0,5 B(Gd,Gd) - Bl(Gd,[w]) + 0,5 B2(Gd,Gd) (2.68)
onde B(Gd,Gd) ¢ a forma bilinear em estudo,

B,(Gd,[v]) = [(Gd(P) + [w(P)1da(P) (2.69)
B,(Gd,Gd) = [, (#°Gd(p)] - Gd(p)dsa(p) (2.70)

. . ‘ ¥
O funcional J(Gc) pode ser escrito para o Problema 2

J(Ge) = 0,5B(Gc,Gc) - B,y (Ge,[¢]) + 0,5 B,(Gc,Gc) (2.71)
onde

B,(Ge,[01) = [g0Ge(p) + [o(p)1doR(p) (2.72)
B,(Ge,Ge) = [5o[#7Ge(p)] « Ge(p)ddR(p) (2.73)

No capitulo seguinte é feito um estudo mais detalhado
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destes funcionais.

Devido ao fato da aproximaC3o das projec¢des da funcio de
Green ser executada com o uso do MEF, €& possivel o c&lculo da
mesma conhecendo-se apenas o operador adjunto e suas condic¢les
de contorno. Todos os integrandos que aparecem no calculo das
matrizes A, B, ..., F s83o bem comportados. Isto se deve ao fato
da expans3o do termo F(p) = (¥ + ¥’)u(p) (2.26) e também da

aproximac¢3o das proje¢des da func¢fo de Green através do MEF.



CAPITULO 3
FORMALISMO DO METODO DA FUNCAO DE GREEN LOCAL MODIFICADO (MFGLM)

APLICADO A ELASTOSTATICA TRIDIMENSIONAL

3.1- INTRODUGAO

0 formalismo matematico do MFGLM aplicado a
elastostatica tridimensional & apresentado neste capitulo, tendo
como base novamente o trabalho realizado por BARBIERI [16].
Também sZo apresentados os elementos utilizados para a gerac¢io
das malhas auxiliares de Elementos Finitos e de Elementos de
Contorno e alguns aspectos computacionais relacionados a

implementa¢do dos mesmos.

3.2- EQUACOES DA ELASTOSTATICA

3.2.1- Equa¢8es de Navier

As equaCles de campo para a elasticidade isotérmica,

isotropica, linear, s3o dadas por MALVERN [34, p.498]:



- Trés equac¢d8es do movimento

Bs + pb =0

onde
*aX, 0
0 ',x2
0 0
B(°) =
a,xz o’x1
0 ',x3
-°,x3 0

com (-),x‘ indicando

coordenada cartesiana "x "

i

o &€ o tensor tens#o

c = o lod T T

b &€ o vetor for¢a de corpo

e p &€ a densidade inicial.

derivada

011 22 33 12 23
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- seis equa¢des da lei de Hooke generalizada

onde

(3.1)

0

0

-,x
3 (3.2)

0

o’xz

-’x1 ]
parcial com relac¢dio a
t

aq1 (3.3)
(3.4)
(3.5)
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(A+20) A A 0 0 0
A (A+24) A 0 0 0
b A (A+2u) 0 0 0
0 0 0 U 0 0
0 0 0 0 u 0
| O 0 0 0 0 H]
com » e ¢ sendo as constantes classicas de Lamé
VE - E
= Oy (1-20) e ¥ = S1w) (3.7)
E € o mébdulo de Young e v o coeficiente de Poisson.
€ € o tensor deformac¢io
e=1 e, €, €33 V¥, Vo3 V3, ] (3.8)
- seis equaG¢¥des geométricas
onde
u=1{u u u ]t (3.10)

Substituindo as equa¢des (3.9) em (3.5) para obter as
tens8es em termos dos gradientes dos deslocamentos, e entdo
substituindo o resultado nas equa¢des (3.1) para obter trés
equac8es diferenciais parciais de segunda ordem para as trés

componentes de deslocamento, em nota¢3o vetorial, obtém-se as
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equa¢Bes de Navier

2

(A + y) V(Veu) + uv“u + pb = 0 (3.11)

As condi¢8es de contorno de trac¢3o s3o dadas por

« >
A(V e u)n+ 4 (uvV * n+ n -+ V) = FunGd3o Prescrita (3.12)

Segundo MALVERN ([34, p.499], as condi¢des de contorno para as
equa¢Bes de campo podem ser:
1. Condi¢8es de contorno de deslocamento, com as trés
componentes u prescritas sobre o contorno.
2. Condi¢8es de contorno de tra¢3io, com as trés componentes de
tracdo t = on prescritas para o ponto do contorno onde o
vetor unitario normal ao contorno € n.
3. Condi¢Bes de contorno mistas incluindo casos onde:
(a) condicdes de contorno de deslocamento s3o prescritas sobre
uma parte da superficie do contorno, enquanto condi¢des de
contorno de trac¢#o sfo prescritas sobre a parte remanescente.
(b) para cada ponto do contorno escolhe-se eixos cartesianos
retangulares locais X (usualmente com um eixo ao longo da
normal) e entdo prescreve-se

(1) 51 ou ?1, mas n3¥o ambos

(2) 52 ou ?2’ mas n#o ambos

(3) 53 ou T3, mas nZo ambos

notando-se que t = 0 n.
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3.3- DETALHAMENTO DO FORMALISMO DO MFGLM APLICADO A

ELASTOSTATICA TRIDIMENSIONAL

3.3.1- Equac¢8es do Problema Clé&ssico de Neumann
O problema classico de Neumann
Lu=-pb eNu-=t emaQ=6§)1u 892 (3.13)

com u = u em OQ t = t em 692, sendo (9] a parcela do

1? 1

"contorno onde u € especificado, 3_ a parcela do contorno onde t

2
é especificado, Q2 € um dominio limitado e aberto com contorno 3Q
e Q ¢ RS. ¥ €& o operador de Neumann associado ao operador
. . \ *
diferencial £. Como € € um operador auto-adjunto, e=2* e N=¥,

Do sistema de equa¢Bes (3.11) chega-se 2s componentes

$1j do operador £, onde

3 a3 3
$11=(x+2u) > +Uu 5
ox ox, 9x,
2
a3
321-(X+u) ax1 Oxz
32

£,,=(Atu) ox, ox,
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32
£12=(X+u) ax1 ax2

2 2 2
3 e ) e
2,,=(M2)) —5 +U|—5+—3
ax2 ax1 8x3
(3.14)
32

%32 (MH) 55 ax,

32
£,5=(A+p) ox, 9xX,

52
e _=(A+l) =—5—
23 6x26x3

2 2 2
L. .=(r+2y) Cl +u 9 + 9
33 ax 2 ax? ox?
3 1 2

691 an

u=3 t =%t

Figura 1. Condi¢des de contorno

Do sistema de equa¢les (3.12) chega-se as componentes ij do

operador ¥, onde
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d
”11'"1(x+2“) ax1 + Hn, ax2 + Hn 4 8x3

9
N21-1n2 8x1 + un1-5;;

v 3 a3
”31’l"3 dx

N p=un

2 9x 1

N__=un

0 d
22 + nz(l+2u) B + 1'131.1-—8—){—3 (3.15)

1 3

d d
#32-ln3 ox 2 9x

1 Ox

N13=un3 8xl + lni ox

¥

23~H1 3 3% 2 3%

2 3

3 o 3]
¥ya=Hn, 3x, 2 + "3(l+2“)'5I;

3.3.2- Elementos de Contorno e Elementos Finitos

Nesta se¢83o a discretizac3io do dominio (malha de elementos
finitos) & efetuada com o uso do elemento trilinear de oito nos.
A discretizacdo do contorno (malha de elementos de contorno) é
:ealizada com o elemento bilinear de 4 nd6és. A aproximac3o do
vetor deslocamento em cada elemento do dominio €& feita como

segue:

u = [v] {u} (3.16)
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onde [w]e sd30 matrizes das fun¢des de interpola¢8o locais de

dominio
v, 00 : wz 0o f f w7 0o f w8 00
(wl, = (09, 0:0W¥,0:....:09p,0:0yg0 (3.17)
0o LEE 00 v, : : 00 v, ¢ 00 Ve

e {u}e representa os valores nodais dos deslocamentos, dado por

- . . . t

{u} = {uyy upy ugy @ Uy Upy Uy feeei Uy upg ugglt (3.18)

De maneira analoga, a aproxima¢3o para o vetor

deslocamento u sobre o contorno é feita segundo as fun¢des de
interpola¢3o locais, ou seja:

u = [¢]e{u}e (3.19)

Usando func8es de interpolac3io globais teremos

wl 0 0 f : wntn 0 0
_ ) . D
0 0 wl : : 0 0 wntn
onde
p,t _ .t .t t
({u} ) = {u1 Uy, oo untn} (3.21)
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De maneira analoga, para o contorno teremos

u = [¢1{u}€ (3.22)

3.3.3- Aproximac3Zo das Proje¢OGes da Fun¢3o de Green Gd(P) e

Gd(p)

No capitulo 2 apresentou-se o desenvolvimento geral
para determina¢d3o das quantidades Gd(P), Gd(p). Nesta se¢Ho
particulariza-se o procedimento para obtenc8o de Gd(P) e Gd(p)
para as equac¢Oes da elastostatica tridimensional.

A equa¢8o0 (2.35) pode ser reescrita como

n o Tr -
G11612G13 wlo 0 :w2° 0 : ;wntno 0
Gd(P)=]| G,,G,,6,5][0 v;0 j0 w0 i fo w . 0 [42(Q) (3.23)
o|G31632833[[0 0 ¥yi0 0wyt o 0wy

onde ij depende dos pontos "P,Q" e wj depende do ponto "Q".

Usando uma nota¢3o mais compacta,

Gd(p)=(ca’ (P)}6a%(P)ica’ (P)i-+-Ga™t"(p)] (3.24)
onde
[ i . . ]
Gyp : G2 : Gy3
Ga’(p) = [ v, [%21 % 22 : ®23{d0(q) (3.25)
lo [%31 : %32 : G33

e GdI(P) representa a i-ésima componente da proje¢3io do tensor
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de Green no espa¢o dos elementos finitos.

A equac¢3o (2.57) pode entdo ser reescrita como

Gyy : G312 : 13 v; ;0.0
¢* v, |%21 : 622 : %23lda(qQ) = |0 :¥i: © VPeo (3.26)
o %3t : %32 : %33 0 .0 . v,
ou
*cdi(p) = v, (P) I VPen (3.27)

As condi¢8es de contorno para a equaGCl3o (3.26) so

obtidas a partir da equac3o (2.59)
(#*+a¥?) Gd'(p) = 0 (3.28)

com a=1 para p € aﬂie x=0 para p € aQZ.
A partir das equa¢des (3.2) e (2.68) pode-se construir o

funcional J(Gd),

iy _ Iy iteraairan - it
J(6d}) = 0,5[,1A8(ca})1%B(ca})ae - [oreal1®e g +

+ o,sJ’aQur’(cd;.)]tGdj. dan (3.29)

sendo A a matriz das constantes el&sticas do material que
correlaciona tensdes com deforma¢Bes, equaci3o (3.6).

A minimizac3o deste funcional com posterior solucl3o via
elementos finitos resulta na proje¢d3o da func3io de Green

desejada. Nesta expressio Gd; € a j-ésima coluna de Gdl(P) e Pj
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vale:
wi(P) 0 0
- - - (3.30)
Pl' 0 Pz- wi(P) P3- 0
0 0 wi(P)

Com a finalidade de facilitar a visualizac3o, a Jj-é&sima coluna
da i-ésima componente da proje¢3o da func8o de Green, Gdj, é

escrita como
I

Gdj={uvw}t (3.31)

cuja expans3o via elementos finitos no dominio é:

WIO 0 :WZO 0 : :wntn 0 0
i_|owoofowo: % ow 0 SRR
Gdj - 1 : 2 : : ntn {ulzvlzwlz :Yntn
00 wlzo 0 w2: : 0 0 wntn
: t ' (3.32)
vntn:wntn}

Substituindo (3.32) no funcional J(Gd}) e minimizando via
elementos finitos para todas as componentes da projeco da
funcdo de Green na base do espaco dos elementos finitos,

obtém-se (a deducdo pode ser vista no apéndice A)
DP
[K + KO] [G]1 = [M] (3.33)

onde [K] € a matriz de rigidez convencional de elementos finitos

para anidlise de problemas elastostaticos;
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[Ko] ¢ a matriz de rigidez adicional devido 34 presen¢a do

operador ¥’ no contorno

o . . 1t 0 1

¢10 0 5¢20 0 f¢m0 0 K, 00

k12| |0 1 io ¢,0 o o0 | ok, 0|,
anL0 0 ¢1§0 0 ¢2; ;0 0 ¢T_ L0 0 Ks-
i H H H h
6,00 16,00 : : 000
L 0 910 20 950 i 00,0 1 gap (3.34)
0o ¢150 0 ¢25 f 00 ¢m

. .
b

onde "m"= numero de n6s do contorno onde atua o operador X'’
Kj= constantes arbitradarias n%o nulas.

Uma outra escolha conveniente para a matriz [KO] é da forma

2 , 3 :3m-1 . 3m

. .

[K,] = diag [K1 SK 'K

ee s e

.o K ‘K] (3.35)

[M] & idéntica a2 matriz massa com densidade unitaria e & dada

por
F T : : : 1tr :
WIO 0 fwzo 0 3 fwntn 0 0 wlo 0 f
[M] = 0 WIO 30 wzo f--'f 0 wntn 0 0 wlo :
0 00 wlfo 0 wzi ; 0 0 wntn 00 wlf
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wzo 0 : :wntn 0 0
0 w0 toor0 0 %i¢n O 4o (3.36)
00 t‘)2: : 00 wntn

e [GDp] contém os valores nodais das projecdes da fun¢3o de

Green com:
DP

[G ]j,3*j-2 = valores nodais (j=1,3*ntn) da componente da
projecao Gdi devido ao carregamento wj(j=1,ntn)
na direcd3o 1.

[GDP]j’s*l._1 = valores nodais (j=1,3*ntn) da componente da
projecdo Gdi devido ao carregamento wj(i=1,ntn)
na direc3o 2,

[GDP]j,3*i = valores nodais (j=1,3*ntn) da componente da

projecédo Gd! devido ao carregamento wj(i=1,ntn)

na direc3o 3.

3.3.4- Aproximacd3o das Proje¢lGes da Func3o de Green Gc(P) e

Ge(p)

No capitulo 2 apresentou-se o desenvolvimento geral para
determina¢3io das quantidades Gc(P) e Gc(p). Nesta sec¢Ho
particulariza-se o procedimento para a obten¢3o de Gc(P) e Gc(p)
para as equaG¢des da elastostatica tridimensional.

Do capitulo 2, a equac3o (2.41) pode ser reescrita como
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r'Gllclzcm 6,00 36,0 01 o 0 0
ce(p)=]| 1621622623 [0 ;0 §° 9,0 E...g 06 . 0 |doa(a)
Jon|®31632833| [0 © €130 0 @27 1 0 0 O,
(3.37)

onde Gij depende dos pontos "P,q" e ¢i depende do ponto "q".

Compactamente escreve-se

Ge(P) = [Gel(P)ige?(P)iae3 (P)iee- 6c™t e (p)] (3.38)
com
Gi1 ¢ Gy1p 653
Gel(p)=| ¢, (21 F %22 %23| qgan(q) (3.39)
G : G :G
P 31} %32 933

com GcI(P) representando a i-ésima componente da projec3o da
funcdo de Green no espa¢o dos elementos de contorno.

Assim, a equac3o (2.61) pode ser escrita como
£* Ge'(P) =0 VPeo (3.40)

Como condi¢des de contorno para a equaGiio (3.40) tem-se,

a partir da equac¢io (2.63)
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¢.(p) O 0
w¥san) cei(p) = |© ¢;(p) O (3.41)
0 0 ¢.(p)

com @ = 1 para p € 601 e zero para p € 602.
De maneira anadloga a efetuada na se¢3o anterior para as

proje¢8es GAd(P)/Gd(p), €& possivel escrever o funcional

s(eet) = O,SIQ[AB(GC§)]tB(Gc§?dQ - _[ag?[Gc;]tpjdaQ +

+ 0,5[5000"(Ge7) 1" Gel o (3.42)

A minimizac3o deste funcional, com posterior solu¢3o via

elementos finitos, resulta na projecdo da fun¢8o de Green
dese jada.

Na express3o acima Gc§ € a j-ésima coluna de ch(P) e p.

J
(j=1,2,3) vale:

¢.(p) 0 0
- - - (3.43)
0 0 ¢.(p)

A Jj-ésima coluna da 1iI-ésima componente da projecdo da

func3o de Green, Gc}, pode ser escrita na forma:

Gc; ={uvw)t (3.44)

Expandindo esta equac3o via elementos finitos ficamos
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com

r : s s N
wlo 0 szo 0 f fwntn 0 0
i_ 0w 0 :0w,0: : O 0 R S : :
ch = 1 : 2 : : ntn {ulzvlzwlz :%ntn:ntn:
00 wlfo 0 wzf f 0 0 wntn
w_, )t (3.45)
ntn

Substituindo (3.45) na equa¢iio do funcional J(Gc;) e
minimizando via elementos finitos para todas as componentes da
proje¢do da funcfo de Green na base do espaco das fun¢Bes de

elementos finitos, obtém-se o sistema de equac¢des
CP
[ K + KO] {(G1 = [m] (3.46)

onde [K] e [Ko] sdo as matrizes ja calculadas anteriormente e

[m] € a matriz

M o 3 . - t
.

¢10 0 3¢20 0 f ¢ntnc 0 0

°.': 0 ¢ntnc 0

: 0 06

.
*

0 ¢10 30 ¢20
00 ¢,:00 ¢
J N 1: 2

[m]=

ntnc

48 00 ¢ o0 00 se oo
.

[ : : : - T
¢10 0 f¢20 0 f f¢ntnc 0

0 ¢

0 ¢,0 :0 ¢,0 :--» ntnc ¢ |doo
0 0 ¢ntnc

e o0 oo oo o

00 ¢120 0 ¢23

. .
e

(3.47)

e [GCP] contém os valores nodais das proje¢les da funcC3o de
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Green.

[GCP]J.,3*1._2 = valores nodais (j=1,3*%*ntn) da componente da
projecdo Gci devido ao carregamento ¢i(i=l,ntnc)
na direcdo 1.

[GCP]j,S*j-l = valores nodais (j=1,3*ntn) da ccmponenté da
projecdo ch devido ao carregamento ¢i(i=1,ntnc)
na direcdo 2,

[GCP]j’3*j = valores nodais (j=1,3*%ntn) da componente da

projecéo Gci devido ao carregamento ¢i(i=1,ntnc)
na direcido 3.
As equa¢des (3.33) e (3.46) podem ser resolvidas
‘simultaneamente se reescritas como

CP]

(k+K, 116" :6%F1 = [M : m] (3.48)

De posse dos valores nodais [GDP] e [GCP], seleciona-se

D
os valores correspondentes aos n6s do contorno para formar [G P]

e [GCP].

3.4- MALHA AUXILIAR DE ELEMENTOS FINITOS E MALHA AUXILIAR DE

ELEMENTOS DE CONTORNO
O MFGLM utiliza-se de duas malhas, que s3o:

- uma malha auxiliar de elementos finitos; o MEF €& o

processo utilizado para discretizac¢io do dominio (meio
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continuo).
- uma malha auxiliar de elementos de contorno; a
superficie externa do dominio ¢é dividida em uma série de

elementos tal qual no MEC.

Neste trabalho, a func8o de Green & projetada no espaco
das fun¢Oes de interpolacfio de elementos finitos ou das funcdes
de interpolac¢8o hierarquicas (o espa¢o gerado por estas fun¢des
€ o mesmo), dependendo dos elementos utilizados para
discretizac3o do dominio e do contorno. Para aproxima¢3o destas
proje¢Ses, na analise tridimensional, foram wutilizados os

seguintes elementos:

Elemento trilinear (hexaedro, oito ndés, continuidade

c®)

Elemento trilinear com fun¢fo bolha (hexaedro, 8 nos,

continuidade Co)

Elemento quadratico lagrangeano (hexaedro, 27 nos,

continuidade Co)

.Elemento quadratico incompleto (hexaedro, 20 nés,

continuidade Co)

Elemento hierarquico (hexaedro, de ordem p=1 até p=5).
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Estes elémentos sdo0 mostrados na figura 2.

7

a)JHEXAEDRO, 8 NOS

s

- bl HEXAEDRO, 27 NOS

¢) HEXAEDRO, O NOS d) HEXAEDRO , HIERARQUIGO
@NQ REAL
® NO FicTicio
Figura 2. Elementos utilizados para discretiza¢80 da malha

auxiliar de elementos finitos

A malha auxiliar de elementos de contorno acompanha a
malha auxiliar de elementos finitos, isto é, para elementos
finitos quadraticos usam~se elementos de contorno quadraticos.
Assim, para discretiza¢% da malha auxiliar de elementos de
contorno sdo utilizados os seguintes elementos (anélise

bidimensional)
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- Elemento bilinear (quadril&tero, 4 noés, continuidade
c?)
- Elemento quadradtico lagrangeano (quadrilatero, 9 nbés,
continuidade C°)

- Elemento quadratico incompleto (quadrilédtero, 8 nobs,

continuidade Co)
- Elemento hierarquico (quadrilétero, de ordem p=1 até
) .

p=5)

Estes elementos s¥%o0 mostrados na figura 3.

L

a) QUADRILATERO, 4 NS

|

c) QUADRILATERO, 8 NOS

-]

b}QUADRILATERO, 8 NOS

-

d)QUADRILATERO HIERARQUICO
@NJQ REAL

* NG FiCTiCIO

Figura 3. Elementos utilizados para discretizac¢8o da malha

aguxiliar de elementos de contorno

A malha auxiliar de elementos de contorno é o trac¢o da

malha auxiliar de elementos finitos. Para exemplificar, toma-se
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como exemplo de dominio uma barra de sec¢3o transversal

retangular, discretizada de acordo com a figura 4.

a) Malha auxiliar de elementos finitos. Utilizam-se dois

elementos hexaédricos de oito ndés para discretizac¢do do

dominio.

I r J VISTA PRINCIPAL

VISTA LATERAL PRINCIPAL

?

L I T VISTA PRINCIPAL ANTERIOR
m VISTA LATERAL ANTERIOR
. .
.

T

¢

L I VISTA SUPERIOR PRINCIPAL

I VISTA SUPERIOR ANTERIOR

b)Malha auxiliar de elementos de contorno. Utilizam-se 10

elementos quadrilateros de 4 noés para .discretizac¢Zo do

contorro.

Figura 4. Malha auxiliar de elementos finitos e malha auxiliar

de elementos de contorno para uma barra de secdo

retangular
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As fun¢les de interpola¢3o dos elementos hexaédricos de
8, 20 e 27 n6s e dos elementos quadrilateros de 4, 8 e 9 né6s s3o

apresentadas em DHATT e TOUZOT [35, p.102-119].

3.5- ELEMENTO HIERARQUICO (HEXAEDRO, DE ORDEM p=1 ATE p=5)

3.5.1- EspaGo das Fun¢Oes Hieradrquicas

Apresenta-se aqui o espaCo para o caso bidimensional. O
espaGco para o caso tridimensional é analogo.

Segundo SZABO e BABUSKA (36, p.97], o espago yp(Q(q)) é

(a)
QSt

; iI+Jj=0,1,*++,p, adicionado das seguintes monomiais:

0 espaCo das polinomiais sobre do tipo & nJ, 1,J=0,1,°**,p

(a) no caso de p=1, da monomial &n
(b) no caso de p2 2 , das monomiais Epn e Enp

O elemento hexaédrico padrdo, denotado por Q(h), e o
elemento quadrilatero padr3o, denotado por Qé%), sdo mostrados

na Figura 5.

O espaGo para o0 caso tridimensional ¢é denotado por

?p(Q(h)) e € analogo ao espaco Yp(Qég)), descrito anteriormente.
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Figura 5. a) Elemento hexaédrico padréo Qég)

q)

b) Elemento quadrilatero padréfo Qét

3.5.2- Fun¢des Hierarquicas

Ainda segundo SZABO e BABUSKA [36, p.239-241] temos

(1) Fun¢Bes de interpolac¢cfo nodais

Existem oito fun¢des hier&rquicas nodais. S%30 as mesmas

fun¢des usadas no elemento hexaédrico de oito nés.

-

(2) Modos de aresta

Existem 12(p-1) modos de aresta. Os modos de aresta

associados com as arestas que conectam os noés 1 e 2 sfo



353

(1,2)_ 1 - - =
NG Y= o @B (1-m) (1-0) i=2,3,...,Pp (3.49)

onde-@i(g) € dado por

E
def ,
o (£) = 4 211 J P,  (t)dt J=2,3,... (3.50)
J 2 -1 J-1
onde Pj-1 sdo polinomiais de Legendre.

Os demais modos de aresta sio

N2 = e (m(1+8) (1-0)
Nt = e @) (1em) (1-0)
NS = Lo ma-e (-0
N8 o L (e (1-m) (140)
NS T) = e m) (148 (140)
N8 o L oe (E) (140) (140) i22,3,...,p (3.51)
N3 o e () (1-8) (140)
NS e e @ 1-8) (1-m)
NZ:8) o Le (r) (148) (1-n)
N7 2 e (2) (146) (14m)
NGB o Lo @) (1-8) (14m)

A convenc¢3o de numeraCfo adotada ¢ definida pelo arranjo

tridimensional INDES apresentado no Apéndice B,
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(3) Modos de face
Existem 3(p-2)(p-3) modos de face (p24).
As func¢Bes de interpolac8io associadas com as faces

definidas pelos-vértices sdo

NGD2308) o L (emy (1-88) (18R (80P ()
N(2306T) L L (14g) (1-0%) (1T%)R (B (D)
N’("3,4,7,3) _ _%_ (1+n)(1-§2)(I-CZ)PI.(E)PJ.(C)
N(1:4,5.8) 1 (1-8) (1-n%) (1-2)p (P (¥ (3.52)
(120304 o Lo 1-g2)) 1ndye )R ()
N(S6T8) L L (140) (1-82) (1-n%)R (8P ()
onde i, j=2,3,°°°,p-2 ; i+j=4,5,...,P ; Pi’Pj sdo polinomiais

de Legendre e o _indice m=m(i,j) depende da convenc¢do de
numera¢do adotada, que ¢é definida pelo arranjo tridimensional

INDEF, apresentado no Apéndice B.

(4) Modos internos (bolha)
Existem (p-3)(p-4)(p-5)/6 modos internos (p26). As

func¢8es bolha s3o dadas por
(0) _ 2 2 _p2
Np = = (1=€7)(1-n7) (1-T9)P (E)P (N)P(T) (3.53)

onde m =m(i,j,k) ; 1,J,k=2,3,°°°,p-4 ; i+j+k=6,7,**,p ; Pj, Pj’

Pk sd0 polinomiais de Legendre e o indice m depende da
conven¢do de numerac¢f3o adotada, que ¢é definida pelo arranjo

tridimensional INDEB, apresentado no Apéndice B.
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3.6- ELEMENTO HIERARQUICO (QUADRILATERO, DE ORDEM p=1 ATE p=5)

3.6.1- Fun¢des Hierarquicas

Segundo SZABO e BABUSKA [36, p.98-99] tem-se para um

elemento quadrilateral padréo

(1) Fun¢des de interpolacfio nodais

S30 as mesmas func¢des do elemento bilinear de 4 nés e
s3o0 apresentadas por DHATT e TOUZOT [35, p.102].
(2) Modos de aresta

Existem 4(p-1) fun¢des de interpolac3o associadas com as

arestas (p 2 2). S3o dadas por

(L,)
i

z
n
ol

(1-m)9 ()

N, 2 =5(148)9 (n)

(3.54)
= (141)0 (E)

S
~—
IH

N, Y= 3(1-8)0 ()

para Ii=2,+**,p, sendo as arestas Li mostradas na Figura 6.
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4N
3

4

A4 A3

L

3 L4 2 ?
\ A: L! Az

€ 2.0 >

Figura 6. Elemento de referéncia Qé%)

(3) Modos internos (bolha)

Existem (p-2)(p-3)/2 modos internos p 2 4, definidos por
N (E,n) = (1-82)(1-n®)P (E)P ,(n) (3.55)
m 1 J

com 0i+j £ p-4 e i,j=0,1,...,p-4
onde Pi’Pj s8o polinomiais de Legendre e o indice m=m(i,J)
depende da convencdo de numeracdo adotada, que ¢ definida pelo

arranjo bidimensional IINDEB (DUARTE ([39)), apresentado no

Apendice B.

3.7- CONDIGOES DE CONTORNO

Neste trabalho s8o empregadas condi¢8es de contorno

mistas. Condi¢des de contorno de deslocamento s8o prescritas
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sobre uma parte da superficie, enquanto condi¢des de contorno
de tracZio sdo prescritas sobre a parte remanescente.

Utilizam-se condic¢8es de contorno do tipo Dirichlet
homogéneas, onde se prescreVe deslocamento zero para o né na
dire¢3o desejada, e condi¢des de contorno do tipo de Neumann,
onde prescreve-se condi¢des de contorno de tra¢3o, nulas ou ndo,
na direc3o0 desejada.

O vetor carregamento, neste trabalho, €& representado
através da prescri¢do de condic¢cGes de contorno do tipo de
Neumann. Vinculos ou restri¢des s3o representados através de
condi¢des de contorno do tipo de Dirichlet homogéneas.

Os apoios elasticos sf3o automiticamente considerados na

formulac¢3o do MFGLM através da utiliza¢3o do operador #¥°’.

3.8- CONDICOES DE CONTORNO APLICADAS A NOS HIERARQUICOS

Os coeficientes das fun¢Bes de interpola¢fo hierarquicas
ndo representam deslocamentos nodais, o que dificulta a
imposic3o de condic®es de contorno.

Neste trabalho adotou-se o seguinte critério para
imposi¢3o de condi¢des de contorno em nbés hierédrquicos:

I- ImpOde-se condi¢8es de contorno do tipo Dirichlet homogéneas
quando a aresta ou a face tiver restri¢8o de deslocamento,
anulando-se assim o valor do coeficiente da funcdo de
interpolac80 hierarquica na direc¢fo restringida;

II- Nas demais situa¢les, impBe-se condi¢des de contorno do

tipo de Neumann com valor prescrito nulo.
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3.9- CARGAS NODAIS SOBRE SUPERFICIES CURVAS COM TRACAO APLICADA

Deseja-se representar o vetor carregamento sobre uma
superficie curva através da prescri¢3o de condi¢Bes de contorno
de trac%o normais a esta superficie. E necesséario, portanto, a
criac3o0 de uma subrotina que decomponha este vetor tra¢fo normal
nas trés dire¢des das coordenadas globais X,» X, € X,

Para ilustrar o método de obtencdo dos cossenos
diretores, segundo COOK, MALKUS e PLESHA [37, 129-132],
considere um vetor trac8o o normal 4 face T=1 da figura 7

abaixo. Para facilidade de representa¢3o, apresenta-se uma face

plana. O procedimento de calculo & também va&lido para uma face

curva.

6 9— — 7
ve §
3
Vi '
) W

Figura 7. Face {=1 de um elemento s6lido linear

Esta‘face & definida pelos nés 2,3,6,7. Sejam V1 e V2 oS

vetores tangentes 4 face

V1=(J21i+J22j+J23k)dn (3.56)
V2=(J31i+J32j+J33k)dC (3.57)
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onde i, j, k sZ%o os vetores unitlrios nas dire¢8es globais Xy

2 3
J217%4,n J22%%2,n J23%3,n (3.58)
J31=*1.c J32=x2'c J33=x3’c (3.59)

O vetor normal unitario a4 face tem como componentes OS cOSsenos

diretores 1, m e n

V, XV V, XV
1i + mj + nk = 1 2 _ 1 2 (3.60)
Iv1 X v2| ds
Assim 1 = (J22J33-J23J32) dndc/ds (3'61),
m = (J23J31—J21J33) dndc/ds (3.62)
n = (J21J32-J22J31) dndc/ds (3.63)

O procedimento descrito acima é realizado para todos os
nés de um elemento de contorno e para todos os elementos do
contorno.

Para concluir, multiplica-se o vetor trac¢d3o normal
prescrito pelos cossenos diretores, obtendo-se suas componentes

nas trés dire¢des das coordenadas globais X9 X, € X,



CAPITULO 4

APLICACOES

4,1- INTRODUGCAO

Neste capitulo aplica-se o MFGLM para solu¢do dos
seguintes problemas da elastostd&tica tridimensional: barra
prismatica sob trac3o uniforme, bloco submetido 4 cisalhamento
simples , flex3o de uma viga curta uniformemente carregada,
cilindro de parede espessa com press3o interna, flex3o de uma
viga curva por uma for¢a na sua extremidade e flex3o pura de uma
viga prismatica. Comparam-se os resultados obtidos através do
MFGLM com a solu¢3o analitica (quando disponivel) e com a
solucdo obtida pelo Método dos Elementos Finitos. DispOe-se dos

resultados pelo MEF somente para os elementos convencionais:
Hexaédrico de 8,20 e 27 ndés. Nas malhas geradas utilizando-se
elemento Hexaédrico Hierarquico a solu¢fio obtida pelo MFGLM é
comparada somente com a solu¢3o analitica. Os elementos

utilizados para gera¢do das malhas do MEF s30 os mesmos
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utilizados na gera¢do das malhas do MFGLM. Ng présente trabalho
os resultados de compara¢®o de elementos finitos sf3o obtidos do
programa de MEF embutido no do MFGLM, necessdrio para o calculo
das proje¢Ses da funcHo de Green. As tensdes obtidas pelo MEF
s30 avaliadas nos no6s, sem a utilizacdo de técnicas de

extrapola¢fio, j4 que no MFGLM as tensOes sfo obtidas diretamente

nos noés.

4.2- PROBLEMA 1: BARRA PRISMATICA SOB TRACAO UNIFORME

Considere uma barra prismatica sujeita a tracdo na
direc80 axial (Fig. 8). O material da barra ¢é isotrépico com
coeficiente de Poisson v=0,3 e mébdulo de elasticidade

longitudinal E=1,0.

3
*2
x
1
T A7
1 /’ ! | //'
) / ' ' / .\
| A
SN | S - -U__.
I e | /7
: !
' 7/ 8 7
, , c | 7
c:& . V4
. o
X
2 - 3 X,

Figura 8. Barra prismatica sob trac¢Zio uniforme
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A barra prismatica & submetida 3 a¢3o da tensfo normal

uniformemente distribuida Gx = 40 sobre duas faces opostas, como
2

num ensaio de trac¢3o. O alongamento do elemento, até o limite de

proporcionalidade, &€ dado por

€ = (4.1)

Este alongamento na direc¢fo X, € acompanhado por

componentes laterais de deforma¢3o (contrac¢des)

(4.2)

E utilizado um elemento hexaédrico de oito nés para
gera¢3o da malha auxiliar de elementos finitos. Para gerac¢do da
malha auxiliar de elementos de contorno s3o wutilizados 6
elementos planos de quatro n6és, como mostrado na Figura 9.

Através da utilizacdo de condi¢8es de contorno do tipo
de Dirichlet homogéneas e de Neumann, prevé-se o modo de

deforma¢d3o da Figura 10.
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Figura 9. Discretizac¢do do dominio
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Figura 10. Deformacdo prevista
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A condi¢8do de contorno do tipo Dirichlet homogénea
define deslocamento nulo. A condi¢c3o de contorno do tipo de
Neumann indica vetor trac¢3o prescrito. Os nUmeros "0" ou "1"
indicam o tipo .de condi¢d3o de contorno empregada para as
dire¢des globais X,0 X, s X, de cada né do contorno. O numero
"0" significa a existéncia de condi¢3o de contorno de Dirichlet
homogénea e o nUmero "1" a de Neumann.

A tabela 1 mostra as condi¢les de contorno adotadas para

solu¢do do problema.

Tabela 1. Condi¢des de contorno

C.c. na dire¢3o0 |(Valor prescrito na dire¢éo
Posicdo X, X, X, X, X, X,
A 1 0 0 0,0 0,0 0,0
B 0 0 0 0,0 0,0 0,0
C 1 1 1 0,0 40,0 0,0
D 1 1 1 0,0 40,0 0,0
E 1 0 1 0,0 0,0 0,0
F 0 0 1 0,0 0,0 0,0
G 1 1 1 0,0 40,0 0,0
H 1 1 1 0,0 40,0 0,0

As tabelas 2 e 3 mostram os resultados obtidos com o

MFGLM e MEF.



Tabela 2. Deslocamentos

u
X2

u
x3

-0,9952975943D-16

0,4037653594D-14

65

0,0000000000D+00

0,0000000000D+00

-0,1437652081D-135

-0,1053258365D-14

0,0000000000D+00

0,0000000000D+00

0,1200000000D+03

-0,8518880046D-13

0,1200000000D+03

0,2454623617D-12

0,1200000000D+03

-0,1337159550D-12

0,1200000000D+03

-0,7021375232D-14

-0,2511283282D-15

-0,1200000000D+02

0,0000000000D+00

-0,1200000000D+02

0,6773553073D-16

-0,1200000000D+02

0,0000000000D+00

-0,1200000000D+02

0,1200000000D+03

-0,1200000000D+02

0,1200000000D+03

-0,1200000000D+02

0,1200000000D+03

-0,1200000000D+02

0,1200000000D+03

-0,1200000000D+02

Pos. ux1

0,1200000000D+02

A
' 0,1200000000D+02
0,1795371035D-14

B
0,0000000000D+00
0,5218441239D-14

C
0,2599173888D-12
0,1200000000D+02

D
0,1200000000D+02
0,1200000000D+02

E
0,1200000000D+02
-0,1586552003D-14

F
0,0000000000D+00
-0,2844001212D-14

G
0,4667919838D-14
0,1200000000D+02

H
0,1200000000D+02

(t) MFGLM

(¥) MEF
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Tabela 3. TensOes de reacio

Posic8o axz
+{ 0,4000000000D+02
A *! 0,4000000000D+02
+! 0,4000000000D+02
? *{ 0,4000000000D+02
+{ 0,4000000000D+02
£ x| 0,4000000000D+02
+| 0,4000000000D+02
d x| 0,4000000000D+02
(t) MFGLM
(¥ ) MEF

Os resultados obtidos coincidem com a solu¢8o analitica
até o décimo digito significativo, tanto para o MFGLM quanto

para o MEF.

4.3- PROBLEMA 2: BLOCO SUBMETIDO A CISALHAMENTO SIMPLES

Seja um bloco de se¢3o retangular de largura unitaria
engastado numa extremidade (face ABCD), como mostra a figura 11.
Aproxima-se uma situaCfdo de cisalhamento simples, utilizando
coeficiente de Poisson VY igual zero e submetendo o bloco a uma
tensdo cisalhante Tt sobre a face EFGH. O material do bloco €

isotropico e o médulo de elasticidade transversal & Ge=0,S5.
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Figura 11. Bloco submetido 8 cisalhamento simples t=40

Utilizou-se um elemento hexaédrico de oito no6s para
geracd3o da malha auxiliar de elementos finitos e 6 elementos
planos de quatro nés para a gera¢do da malha auxiliar de
elementos de contorno, da mesma forma que no problema 1, como

mostrado na Figura 9.

A Tabela 4 mostra as condi¢Bes de contorno empregadas.

Tabela 4. Condi¢¥es de contorno

C.c. na direcd3o |Valor prescrito na direcdo
Posicdo X, X, X, X, X, X5
A 0 0 0 0,0 0,0 0,0
B 0 0 0 0,0 0,0 0,0
Cc 0 0 0 0,0 0,0 0,0
D - 0 0 0 0,0 0,0 0,0
E 1 1 0 0,0 40,0 0,0
F 1 1 0 0,0 40,0 0,0
G 1 1 0 0,0 40,0 0,0
H 1 1 0 0,0 40,0 0,0




As tabelas

MFGLM e MEF.

Tabela 5. Tensbes o

5,

33

6 e 7 mostram os resultados obtidos pelo

(no plano ABCD)

X, MFGLM MEF
-10,0 -0,1200000000D+02|-0,1200000000D+02
090 - -
+10,0 0,1200000000D+02] 0,1200000000D+02
Tabela 6. Distorc¢fo 123
Posicdo MFGLM MEF
E 0,8000000000D+02(0,8000000000D+02
F 0,8000000000D+0210,8000000000D+02
G 0,80000000000+02}0,8000000000D+02
H 0,8000000000D0+02|0,8000000000D+02
Tabela 7. Tensfo cisalhante s
Posic3o MFGLM MEF
A 0,4000000000D+02|0,4000000000D+02
B 0,4000000000D0+0210,4000000000D+02
C 0,4000000000D+02(0,4000000000D+02
D 0,4000000000D+02}0,4000000000D+02
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As tabelas 5, 6 e 7 mostram resultados coincidentes

entre o MFGLM e o MEF até o décimo digito significativo.

4.4- PROBLEMA 3: FLEXAO DE UMA VIGA CURTA UNIFORMEMENTE CARREGADA

Seja uma viga curta de seC3o retangular de largura
~unitaria, apoiada nas extremidades, e submetida 2 flex%o sob uma
carga uniformemente distribuida de intensidade q=100, como
mostra a Figura 12, O material da viga € isotrOpico com
coeficiente de Poisson Vv=0,3 e mdédulo de elasticidade
longitudinal E=2,1d06. Deseja-se aproximar esta viga curta
utilizando elementos s6lidos hexaédricos para a malha auxiliar
de elementos finitos e elementos planos quadriladteros para a
malha auxiliar de elementos de contorno.
Para efeitos de compara¢do, ¢é utilizada a solucdo de
viga de Timoshenko [38, p.47], sendo esta uma aproximaG¢3o para a

elasticidade tridimensional. Assim, a solu¢3o de referéncia ¢é

dada por:
4 2
. 5 gt 12 C 4 v
d = =53 EI [1" 5 %2 (5 * 2)] (4.3)
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Figura 12. Viga curta sob flex8o

O problema foi solucionado numericamente utilizando-se
as malhas mostradas na figura 13. As malhas s8o identificadas
usando-se nove simbolos. O primeiro indica se o elemento ¢é
Lagrangeano (L), Hierd4rquico (H) ou Serendipity (S). O segundo e
o terceiro simbolos indicam o nimero de elementos utilizados na
geracd30 da malha auxiliar de elementos finitos. O quinto e o
sexto simbolos indicam o nUmero de elementos utilizados para
geracdo da malha auxiliar de elementos de contorno. Como quarto
simbolo wutiliza-se a letra C significando "contorno", com
objetivo de facilitar a leitura. O oitavo simbolo indica a ordem
da polinomial do elemento utilizando-se a letra P como sétimo
simbolo. O nono simbolo, cuja utilizacf%o & opcional, indica se o

elemento & subintegrado (S) ou se possui func¢fo bolha (B). Desta

forma tem-se:



L10C42P1-

L10C42P1S-

L10C42P1B-

L02C10P2 -

L10C42P2 -

HO2C10P2 -

HO2C10P3 -

HO2C10P4 -

HO2C10PS -
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10 elementos hexaédricos lagrangeanos de oito nos
para gerac¢3o da malha auxiliar de elementos finitos e
42 elementos bilineares de quatro nd6s para a geracio

da malha auxiliar de elementos de contorno.

Malha L10C42P1 com subintegra¢Zo na direcfo n.

Malha L10C42P1 com fun¢fo bolha.

2 elementos hexaédricos lagrangeanos de 27 ndés para a
malha auxiliar de elementos finitos e 10 elementos
biquadraticos de 9 n6és para a gera¢3o da malha
auxiliar de elementos de contorno.

10 elementos hexaédricos de 27 nbés para a malha
auxiliar de elementos finitos e 42 elementos
biquadraticos de 9 n6és para a malha auxiliar de

elementos de contorno.

2 elementos hexaédricos hierarquicos (p=2) para a
malha auxiliar de elementos finitos e 10 elementos
planos hierarquicos (p=2) para a malha auxiliar de
elementos de contorno.

Malha HO02C10P2, porém com p=3.

Malha HO2C10P2, porém com p=4.

Malha HO2C10P2, porém com p=35.
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Figura 13. Malhas utilizadas para solucfio do problema 3
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A Tabela 8 apresenta as condi¢fSes de contorno empregadas

para as posi¢Oes indicadas na Figura 14,

Tabela 8. Condi¢8es de contorno

C.c. na direc¢do |Valor prescrito na direc¢do
Posicdo X, X, X, X X D¢
A 1 0 0 0,0 0,0 0,0
B 0 0 0 0,0 0,0 0,0
C 0 1 0 0,0 0,0 0,0
D 1 1 0 0,0 0,0 0,0
E 1 0 0 0,0 0,0 0,0
F 1 1 0 0,0 0,0 0,0

Os pontos E ou F da figura 12 podem indicar a posic¢do de
um ndé real de um elemento hexaédrico de 27 nés ou a existéncia
de nés ficticios de um elemento hier&rquico de ordem p, conforme
a malha utilizada. Em se tratando de elemento hierdrquico, todos
os n6s ficticios correspondentes as posi¢Bes E ou F terfdo as
mesmas condi¢8es de contorno indicadas.

Os demais pontos das malhas auxiliares do MEC terdo
condi¢Ges de contorno do tipo de Neumann com valor prescrito
zero ou -q conforme esclarece a Figura 12,

A Tabela 9 fornece os resultados obtidos para a deflex&o

maxima pelo MFGLM e MEF em compara¢do com a solucdo de
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referéncia.
Tabela 9. Deflex30 maxima, d
ERRO %

Malha MFGLM MEF MFGLM MEF
L10Cc42P1 |-0,1007366510{-0,1009608420| +33,8140 +33,6667
L10C42P15|-0,1346068170|-0,1366535765| +11,5606 +10,2159
L10C42P1B{-0,1495672926|-0,1498414629 +1,7313 +1,5512
LOo2C10P2 |-0,1323574050{-0,1325337690| +13,0385 +12,9227
L10C42P2 |-0,1522521880}-0,1524235090 -0,0327 -0,1453
HO2C10P2 |-0,1319665420 - +13,2953 -
HO2C10P3 |-0,1519384980 - +0,1734 -
HO2C10P4 [-0,1519643680 - +0,1564 -
HO2C10P5 {-0,1520547290 - +0,0970 -

¥Sol.de referéncia d=-0,152202381

A tabela 9 mostra que o elemento

oito noés

para

o0 MFGLM quanto

(Malha L10C42P1)

para

o MEF.

resultado

utilizando-se subintegrac¢do (Malha L10C42P1S).

uma

funcio

bolha

significativamente.

O grafico da figura 14 apresenta a curva de convergéncia

do MFGLM numero de

elementos

L10C42P1B,

finitos) x

L02C10P2 e

(malha

L10C42P1B) o

erro

linear hexaédrico de

apresenta-se bastante rigido tanto

€ melhorado

Acrescentando-se

diminui

graus de liberdade (malha auxiliar de
deflexﬁo para as malhas L10C42P1,
L10C42P2 que utilizam elementos com
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funcdes de interpola¢3o convencionais. Como nestas malhas os
resultados obtidos pelo MFGLM s3o aproximadamente os mesmos que
os obtidos pelo MEF, neste grafico n3o s3o representados os
pontos correspondentes aos resultados obtidos pelo MEF.
Observa-se que 34 medida em que se aumenta o nUmero de graus de
liberdade, os resultados convergem rapidamente para a solucfo de
referéncia.

A figura 15 mostra o diagrama de convergéncia ordem p do
elemento x deflex3o para as malhas HO02C10P2, H02C10P3, HO2C10P4
e HO2C10P5 que utilizam elementos com fun¢des de interpolaclo
hieradrquicas. A medida em que se aumenta a ordem p dos elementos
hieradrquicos os resultados convergem rapidamente para a soluc¢fo
de referéncia.

A figura 16, através do grafico NGL x deflex%o,
apresenta uma compara¢3o entre os resultados obtidos pelo MFGLM
através do uso das malhas L10C42P1, L10C42P1B, LO2C10P2 e
L10C42P2 nas quais a projecdo das funcdes de Green ¢é realizada
sobre o espa¢o das fun¢Bes de interpola¢3o convencionais de
elementos finitos e os resultados obtidos com as malhas
HO02C10P2, HO2C10P3, HO2C10P4 e HO2C10P5, onde a pro'jecﬁo das
fun¢Bes de Green ¢é realizada sobre o espa¢o das funcdes de
interpolac3o0 hierdrquicas. Fica claro através da analise dos
graficos que a razfo de convergéncia & maior para os elementos
hierarquicos do que para os elementos convencionais. Isto se
deve ao fato de se trabalhar com ordens mais elevadas com os
elementos hierdrquicos, e com isto, devido 4 diminuic¢3o do
nimero de elementos utilizados, ter-se uma diminui¢3o do nUmero

de graus de liberdade. No diagrama da figura 16, para as malhas



gque utilizam elementos hierarquicos,

de liberdade ficticios.
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s8o0 considerados os graus

d| SOLUCAO DE REFERENCIA
————— . — [ — = n— —— —— —— sy
0,15 t M
MIB 3
0,14 ¢t
M1 - L10C42pP1
o3 t M, M, - L02C10P2
Min" L10C42P1IB
ol2 .
M, - L10C42pP2
ol T
olo ¢ M,
4 4 + } } 4 »
100 200 300 400 500 800 NGL

Figura 14. Diagrama de

convergéncia (MFGLM)

SOLUCAO DE REFERENCIA
ol | T T T T/ - -=- -
Ms Ms M7
04
M, - HO2C10P2
0,13 M, Mg - HO2C10P3
M. - HO2C10P4
o,i2 6
M, - HO2C1OPS
o,
0,10
o+ 4 4 4 -
8 e P

Figura 15. Diagrama de

convergéncia (MFGLM)
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SOLUCAO DE REFERENCIA
0,15 — -
My
0,14 M, - L10C42P1
M. - LO2C10P2
0,13 ¢
) M g~ L10C42P1B
o2 Mj - L10C42P2
M, - HO2C10P2
ol Mg - HO2C10P3
M. - HO2C10P4
0,10 &y ¢
. M, - HO2C1O0PS
' + $ - + -
NGL

100 200 300 400 500 600

Figura 16. ComparaGc3o entre curvas de -convergéncia (MFGLM)

4.5- PROBLEMA 4: CILINDRO DE PAREDE ESPESSA COM PRESSAO INTERNA

Deseja-se representar a distribuiciio de tensSes num
cilindro vazado de parede espessa, submetido a pressfio uniforme

na superficie interna e sem rotacfo, como é mostrado na Figura

17.

Figura 17. Cilindro vazado
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Sejam r; er, os raios interno e externo do cilindro, e

P. a pressd3o uniforme interna. Ent3o as condi¢Oes de contorno

1
sdo

(0)_ _. =0 (4.4)

As solucdes analiticas {38, p.68] para tensdes

tangenciais, tens8es radiais e deslocamento so

piri rﬁ
g = 5.3 1+ > (4.5)
0 1
pir3 rg
= T2 2 |17 = (4.6)
L 99 r; T
c,r C
SN S
u = 2 + T (4.7)
onde
2(1-v)p1.r1.2
Cl= 3 3 _ (4.8)
E(ro T )
p.(l1+pv)
C.= 1 (4.9)
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As dimens8es do cilindro s¥#o mostradas na Figura 18. O
cilindro est3d sujeito a uma pressfo interna de 20 N/mmz. Uma
secdo de 90° foi analisada, levando em conta a simetria. O
material do cilindro €& isotrbépico com coeficiente de Poisson

v=0,3 e médulo de elasticidade longitudinal E=2,1.105N/mm2.

h=20

Figura 18. Cilindro com pressfio interna P,
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Este estudo tem como objetivo comparar os resultados

obtidos usando o MFGLM, a soluc¢8o analitica e o MEF.

As malhas utilizadas sfo:

L10C34P2 - A malha auxiliar de elementos finitos foi gerada

L16C48P2 -

A

utilizando

usando 10 elementos hexaédricos de 27 n6és e a malha

auxiliar de elementos de contorno usando 34 elementos

planos quadraticos de 9 nés.

A malha auxiliar de elementos finitos foi gerada
usando 16 elementos hexaédricos de 27 nés e a malhsa

auxiliar de elementos de contorno usando 48 elementos

planos quadraticos de 9 nés.

Figura 19 apresenta a discretizaciio do dominio

as malhas L10C34P2 e L16C48P2.

MEC

a)Malha L10C34P2
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2 MEF | MEC
b)Malha L16C48P2

Figura 19. Discretizac8o do dominio

As condic¢c8es de contorno empregadas est3o representadas
esquematicamente na Figura 18. Para melhor compreensdo
apresenta-se as condi¢8es de contorno paia cada face da sec¢fo de
90° do cilindro apenas nos vértices. Para todos os nés de uma

mesma face as condi¢Oes s8o as mesmas, independentemente da

malha empregada.

Tabela 10. Condi¢8es de contorno

C.c. na direcdo |Valor prescrito na dire¢Ho
Face | Posigdo X,| x4 X, X, X,
ABCD A’ELC’D 1 0 1 0,0 0,0 0,0
EFGH E,F,G,H 0 1 1 0,0 0,0 0,0
ABGH | A,B,G,H 1 1 0 0,0 0,0 0,0
CDEF | C,D,E,F 1 141 0,0 0,0 0,0
ADFH A,D,F,H 1 1 1 0,0 0,0 0,0
BCEG B,C,E,G 1 1 1 0,0 0,0 20,0D+00




A Tabela 11 apresenta os resultados obtidos.
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Tabela 11. Comparac¢3%o dos resultados obtidos pelo MFGLM com a

solucdo analitica e MEF

Erro %
Raiol Soluc¢do L10C34P2 L16C48P2
etioepit L10C34P2|L16C48P2
+]0,1873504455/0,1876163296|-0,0269 |-0,1689
10,0/0,18730
x|0,187301169010,1875049151{-0,0006 |-0,1094
+10,1599697506]0,1601774048|-0,0812 {-0,2111
12,5]0,15984
x10,1599721823]0,1601725793|-0,0827 |-0,2081
u_ v +10,1434886021|0,1437223365|-0,0688 |-0,2318
15,010,14339
x|0,143488345210,1437266981|-0,0686 |-0,2348
2
x10 +10,1333336874/0,1335496031|-0,0853 |-0,2474
17,510,13322
x|0,1333356396(0,1335547816|-0,0868 |-0,2513
+10,12708912130,1273033553|-0,0859 |-0,2546
20,0[0,12698
x{0,1270910711{0,1273083975(-0,0875 |-0,2586
+134,14930529 |33,70879763 | -2,55 -1,23
10,0| 33,3
x134,71520460 |33,90878364 | -4,25 -1,83
+123,25228517 |23,99281146 | +1,89 -1,24
12,5 23,7
x|23,20174024 |23,99129628 | +2,10 -1,23
g +]19,18653781 |18,66278555 | -3,71 -0,88
15,0 18,5
x119,08861523 |18,64989514 | -3,18 -0,81
+[15,16766478 |15,46368305 | +1,51 -0,41
17,5 15,4
x|15,24074146 |15,46063355 | +1,03 -0,39
+]13,75316189 |13,39896291 | -3,41 -0,74
20,0| 13,3 ~
x|13,57170228 |13,41174845 | -2,04 -0,84
(+) MFGLM
(¥) MEF

Como pode-se observar na Tabela

11,

a malha L10C34P2
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apresenta melhores resultados para o deslocamento radial do que
a malha L16C48P2. No entanto, para tens8o circunferencial os
melhores resultados s3o obtidos pela malha L16C48P2. Isto pode
ser compreendido analizando-se a Figura 19. A malha L10C34P2 tem
apenas duas divisdes na dire¢3o radial, mas 5 na direcdo
circunferencial. A malha L16C48P2 tem apenas 4 divisBes na
dire¢83o circunferencial mas tem 4 divis®es na direc3io radial. A

tens3o circunferencial melhora com um refino da malha na direcfo
radial, o que justifica os melhores resultados para tens#o
circunferencialvda malha L16C48P2. O pior desempenho da malha
L16C48P2 em relac3o a L10C34P2 para deslocamento radial deve-se
a diminui¢3o do numero de elementos na dire¢3o circunferencial.
Os resultados obtidos pelo MFGLM para deslocamento radial e
tens8o circunferencial s#o aproximadamente os mesmos que Os

obtidos pelo MEF.

4.6- PROBLEMA 5: FLEXAO DE UMA VIGA CURVA POR UMA FORCA NA SUA
EXTREMIDADE.

Uma viga curva (90 graus) de se¢3o transversal
retangular delgada € engastada na face A e submetida a flex3o
por uma for¢a P aplicada na face B na direciio radial, como
mostra a figura 20. O material da barra € isotrdpico com
coeficiente de Poisson v=0,20 e mbédulo de =elasticidade

longitudinal E=1,0.



84

Figura 20. Viga curva em balanco

A fim de satisfazer a condi¢c8o da extremidade carregada,
a soma das forcas cisalhantes distribuidas sobre a face B deve

se igualar a P. O perfil de cisalhamento Ty (xi,e) @ prescrito
1%2

como condi¢d3o de carregamento na extremidade carregada da viga.

A partir de TIMOSHENKO e GOODIER [38, p.40] chega-se a

x, 2
txlxz(xi’xz) = 3P [1- (-E;-) 1/ 4c (4.10)

onde c¢c @€ a dist8ncia da linha neutra a4 fibra com tra¢3o ou

compressdo maxima.

A solucldo de referéncia a partir de TIMOSHENKO & GOODIER
(38, p.83-85] (caso bidimensional), é:

para 8 = 0
(‘,1’e =0 (4.11)
2,2 1 2.2
= B L0 L
To = N (r + 3 T (a“+b°)] (4.12)

Ir
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para 6 = ®/2

‘tre =0 - (4.13)
= B - adb 2.2, 1
0g = N [3r r3 (a“+b”°) - ] (4.14)
onde
N = az-b2 +(a2+b2) ln-%- (4.15)

O deslocamento radial no raio médio e extremidade livre €& dado

por

u_ = Pn (a2+b2)/EN | (4.16)

Para a solucfo do problema foram utilizadas duas malhas

L10C34P2 - Para gerac3o da malha auxiliar de elementos finitos
s80 utilizados 10 elementos hexaédricos de 27 noé6s e
para geraG¢830 da malha auxiliar de elementos de

contorno s3o utilizados 34 elementos planos de 9 nés.

L18C58P2 -~ Para geraG¢3o da malha auxiliar de elementos finitos
sdo utilizados 18 elementos hexaédricos de 27 nf6s e
para a gera¢d3o da malha auxiliar de elementos de

contorno sf8o utilizados 58 elementos planos de 9 nés.



A figura 21 apresenta a discretizac¢do do dominio
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As faces A e B da Figura 20 s83o apresentadas na Figura
22, com o objetivo de melhor apresentar as condi¢des de contorno

empregadas.

A x,

8 20 28 30
’ G
@4 ¢ o24 @29
? 13 4.‘3.’._.23 .28

.xs
Qi IT® @22 @27
gll 18 ¢ o2 ‘as
o) FACE A b) FACE B

Figura 22. Faces A e B da figura 20

As condi¢des de contorno de trac¢f3o empregadas na solugfo
do problema sdo apresentadas na Tabela 12, Todos os demais noés
das malhas (nd0 apresentados) tem condi¢Ses de contorno de
Neumann ou de Dirichlet com valor prescrito nulo. As condi¢dles
de contorno apresentadas na Tabela 12 s3o utilizadas tanto para

a malha L10C34P2 como para a malha L18C58P2.



Tabela 12. CondicOGes de contorno para viga curva em balanco

C.c. na direc8o |Valor prescrito na direcéo
Posi¢do X, X, Xy X, X X,
17 1 1 1 0,28125 0,0 0,0
18 1 1 1 0,375 0,0 0,0
19 1 1 1 0,28125 0,0 0,0
22 1 1 1 0,28125 0,0 0,0
23 1 1 1 0,375 0,0 0,0
24 1 1 1 0,28125 0,0 0,0
27 1 1 1 0,28125 , 0,0
28 1 1 1 0,375 0,0 0,0
29 1 1 1 0,28125 0,0 0,0
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Os resultados para tensSes e deslocamentos s3o mostrados

nas Tabelas 13 e 14.

Tabela 13. Deslocamento radial

livre
Sol.de ref. L10C34P2 L18CS58P2 Erro %
L10C34P2|1L18C58P2
+1405,2077803/408,4308306| +0,92 +0,13
408,95119
*1405,19775691408,4133905{ +0,92 +0,13
(t) MFGLM

(¥*) MEF

no raio meédio da extremidade



Tabela 14. Tensdes normais no engaste

89

r |sol. ref. L10C34P2 L18C58P2 Erro %
L10C34P2 |L18C58P2
-4,598392118|-4,553620623| -0,93 | +0,05
16,0|-4,556062211
-5,121969647|-4,744663293| -12,42 | -4,14
~2,546444714|-2,458496089| -5,59 | -1,94
15,01-2,411675597
-3,009646974|-2,613536720| -24,79 | -8,37
-0,052622540| 0,000146447| +2873,16|+92,28
14,0| 0,001897569
~0,581433560]-0,175298829|+30740,97|+9338,07
2,576873247| 2,723931585|] +7,37 | +2,09
13,0| 2,781956056
2,171175847| 2,576254280| +21,96 | +7,39
6,182682221| 6,090137012] -1,78 | -0,25
12,0| 6,074749615
5,521374768| 5,926740793] +9,11 | +2,44
(+) MFGLM
(¥) MEF

Pode-se observar nas Tabelas 13 e 14 que os resultados,
tanto para o deslocamento radial no raio médio da extremidade

livre quanto para as tens®es normais no engaste, convergem para

a solucdo de referéncia. Os resultados para a malha L18C58P2

mostram a eficiéncia do refino h.

Tanto para a malha L10C34P2 quanto para a malha

L18C58P2, utilizando apenas um elemento na direc¢8io transversal,

as tensfGes normais no engaste e os deslocamentos no raio médio

da extremidade livre est3o bem representados. Os resultados

obtidos pelo MFGLM e MEF para o deslocamento radial s#o

aproximadamente os mesmos. J&8 os resultados obtidos pelo MFGLM
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para tensdes normais no engaste sdo significativamente mais
precisos que os obtidos pelo MEF, como pode ser observado na
Tabela 14. Isto ocorre porque no MFGLM as tensJes s#o obtidas
diretamente através do sistema de equa¢des (2.43), enquanto que
no MEF se faz necessario o célculo das tensSes a partir do
pbs-processamento dos valores nodais dos deslocamentos e das
derivadas das func¢les de interpolacfo, resolvendo as equacdes

(3.5), (3.9) e (3.20).
4.7- PROBLEMA 6: FLEXAO PURA DE UMA VIGA PRISMATICA.

Considere uma viga prismatica fletida pela ag¢83o de dois
conjugados M, iguais e de sentidos opostos, que atuam em um de
seus planos principais, conforme a Figura 23. O material da viga
¢ 1isotrépico com coeficiente de Poisson v=0,3 e médulo de -

elasticidade longitudinal E=2,10d406.

FA?E A : | EAcE

- 20

Py

Figura 23, Viga prismatica sob flex8o pura

Para simular tal situa¢%o, a face A &€ engastada e na

face B € aplicada uma tensﬁo de flex%o.
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Para soluc¢3io do problema foram utilizadas duas malhas:

HO2C10P3- Para gera¢3o da malha auxiliar de elementos finitos
sfo utilizados 2 elementos hexaédricos hier8rquicos
p=3 e para geraG3o da malha auxiliar de elementos de
contorno sdo utilizados 10 elementos "planos
hierarquicos p=3.

S05C22P2~- Para geraG¢3o da malha auxiliar de elementos finitos
sdo utilizados 5 elementos hexaédricos de 20 nés e
para gerac%o da malha auxiliar de elementos de

contorno 22 elementos planos de 8 nos.,
© NO REAL * NO FICTICIO (6 GRAUS DE LIBERDADE HIERARQUICOS)

IS5

-

D >

A\
] MEF

N

A
i

60
& A

a) Malha HO2C10P3

MEF
L 7~ 7 7

e

b) malha S05C22P2
Figura 24. Malhas HO02C10P3, S05C22P2 para flex3o pura

-@
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‘A figura 25 abaixo apresenta as faces.A e B da figura 23
para as malhas auxiliares de elementos de contorno de HO2C10P3 e
S05C22P2, com o intuito de melhor esclarecer a aplicacdo das
condi¢Ses de contorno. Os demais n6és das malhas H02C10P3 e

S05C22P2 apresentam condi¢Ges de contorno do tipo de Neumann com

valor prescrito nulo.

4 Tl 3
By Q 3l. _.30 .29
§-i2 06-'l0
X,
| éﬁ* 89 éﬁ
| RN
a) Face A, Malha H02C10P3 b) Face A, Malha S05C22P2
16 1923 ] 39 38 37
® > - T L 4 T
20 -24 18-22 40L gss
- . [ - "
X, X,
() ) ¢  J
13 17-21 4 3 4 35
X3 X5
c) Face B, Malha HO02C10P3 c) Face B, Malha S05C22p2

Figura 25. Faces A e B da figura 23

A tabela 15 apresenta as condi¢ldes de contorno

empregadas
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NG C.c. na direc30 |Valor prescrito na direcéo
X, X, Xy X, X, X
13 1 1 1 0,0 -30.000,0 0,0
14 1 1 1 0,0 -30.000,0 0,0
15 1 1 1 0,0 30.000,0 0,0
16 1 1 1 0,0 30.000,0 0,0
33 1 1 1 0,0 -30.000,0 0,0
34 1 1 1 0,0 -30.000,0 0,0
35 1 1 1 0,0 -30.000,0 0,0
37 1 1 1 0,0 30.000,0 0,0
38 1 1 1 0,0 30.000,0 0,0
39 1 1 1 0,0 30.000,0 0,0

A solu¢do analitica para

TIMOSHENKO e GOODIER [38,

_ -1 2
Y T TR [xz
3
u _ XX,
X, R
| ) -vX, X,
X, R
onde
R = ErI

2

+ v (x; - xf)]

P.278]

os deslocamentos ¢ dada

(4.

(4.

(4.

(4.

por

17)

18)

19)

20)



Os resultados obtidos para tensOes ax

na tabela

dos vértices

Tabela 16. Tens8es para viga sob flex3o pura

16 e os

na tabela 17.

2

(t) MFGLM
(x*) MEF

Malha HO02C10P3 Malha S05C22P2
NG Tensdo ze NG Tens&o Oxz
1 -30.000,00000 25 +1-29.999,99997
-30.000,00000 *1-29.987,53498
2 -29.999,99990 26 +1-30.000,00001
-30.000,00000 *!-30.011,22807
3 29.999,99995 27 +1-29.999,99999
30.000,00000 *x|-29,987,53497
4 29.999,99993 28 +10,00000590720
30.000,00000 *10,0000021D+00
29 +*1 29.999,99996
x| 29,987,53498
30 +! 30.000,00001
x| 30.011,22807
31 |l 29.999,99999
x| 29.987,53497
32 |+|-0,0000042714
x{~0,0000021225

94

sd30 apresentados

resultados para deslocamentos para os nos
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Tabela 17. Deslocamentos para nés dos vértices para viga sob

flexd3o pura

u u u
Malhas X, X, X4
S.analit. |-0,2142857143D-02[0,2857142857D+00}-2,8587500000D+00
HO2C10P3 |+ -0,4285714320D-02(0,2857142857D+00}-2,8571428570D+00
1s05c22p2 +1-0,2142857163D-0210,2857142857D+00|-2,8566071430D+00
x|-0,7661796036D-03{0,2805152953D+00|-2,8570142680D+00
(t) MFGLM
(*) MEF

A Tabela 18 apresenta

OS erros para oOs

deslocamentos.

Tabela 18. Comparac¢83o dos erros

u u u
X‘1 xz X3
HO2C10P3|* -100,00 0,0 +5,62D-02
sosc22p2|t| —9,333D-07 0,0 +7,50D-02
*| +64,24 +1,82 +6,07D-02
(*) MFGLM
(¥) MEF

Pela analise da Tabela 16 observa-se que os valores de

tensfes o©
X,

praticamente

coincidem com os valores

da solucdo

analitica tanto para o MFGLM quanto para o MEF.

Pela anadlise da tabela 18 observa-se que os resultados

obtidos pelo MFGLM s3o bastante

HO2C10P3 como para a malha S05C22P2,

ux na
1

malha

HO2C10P3.

Este

erro elevado

precisos tanto para a malha

com a exce¢do do erro para

ocorre devido 3
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prescri¢3o para o nd 1 de <condi¢des de contorno do tipo
Dirichlet homogéneas, o que produz uma distor¢3o que provoca um
deslocamento diferente para os quatro nés da se¢do. Os
resultados obtidos pelo MFGLM e MEF para tens8es e deslocamentos

sd30 aproximadamente os mesmos, com exceC3o de u,  para a malha
1

S05C22P2, onde os resultados obtidos pelo MFGLM s83o mais
precisos. Este resultado € medido no plano de aplicac¢3o da
carga. O resultado obtido pelo MFGLM n3o & afetado pelas cargas
enquanto que os obtidos pelo MEF o s3o. No MEF chega-se ao valor

correto de u, somente em planos afastados do plano de aplica¢@o
1 .

de carga.

4,8~ CONCLUSAO

Conclui-se que o MFGLM ¢é um método numérico adequado
para aproxima¢Ses de problemas da elasticidade tridimensional., A
comparacdo dos resultados obtidos pelo MFGLM e MEF mostra
valores aproximadamente iguais para deslocamentos. Nos casos
analisados neste trabalho os resultados para tens®es mostram-se
favoraveis ao MFGLM 2a medida que a malha se torna mais

distorcida.



CAPITULO 5

CONCLUSOES E SUGESTOES

O Método da Func¢8o0 de Green Local Modificado (MFGLM) é

adequado para aproxima¢cdes de problemas da elastostatica

tridimensional e apresenta como caracteristicas:

1)

2)

3)

4)

Quando trata de problemas com tens3es predominantemente numa
dire¢3o (por exemplo trac¢3o simples ) os resultados coincidem
em aproximadamente 100 % com a solu¢8o analitica, como ocorre
também com o Método dos Elementos Finitos.

O elemento linear hexaédrico de oito ndés apresentado neste
trabalho (sem a utilizac3io de funcdes suavizadoras)
apresenta-se bastante rigido. Consegue-se melhorar
ligeiramente os resultados usando subintegra¢3o. Utilizando
fun¢do bolha os resultados melhoram significativamente.

A convergéncia nodal de esforcos e deslocamentos € muito
rapida apenas com o aumento de um grau na ordem dos
elementos, ou seja, utilizando elementos quadradticos no lugar
de lineares.

Deve-se utilizar sempre né6s duplos ou triplos em pontos onde

existir duas ou trés normais, respectivamente.



98

5) O operador ¥’, se utilizado como definido neste trabalho, no
influencia os resultados.

6) A utilizac8o de fun¢8es hierdrquicas no MFGLM & perfeitamente
viavel e apresenta resultados muito bons. Obtém-se resultados
mais precisos com elementos hieridrquicos, com um nUmero bem
menor de graus de liberdade (porém utilizando elementos de
ordem um grau maior) dq que Os necessarios para elementos
convencionais.

7) O refino p—hierérquico de todo o dominio e contorno executado
no MFGLM apresenta O6timos resultados, com uma convergéncia
rapida, mesmo utilizando malhas extremamente grosseiras.

9) Dominios curvos s3o bem representados pelo MFGLM, obtendo-se
resultados para deslocamentos/esfor¢os com margens de erro
muito pequenas.

10) Um refino h no'MFGLM apresenta excelente eficiéncia.

11) Os resultados obtidos pelo MFGLM para deslocamentos s#o
aproximadamente iguais aos obtidos pelo MEF. Nos casos
analisados neste trabalho os resultados para tens8es
mostram-se favordveis ao MFGLM em compara¢3o ao MEF na medida

em que aumenta a distorc¢8o das malhas.

Até o momento, um dos grandes inconvenientes do MFGLM é
com relacdo ao tempo de processamento gasto, que €& alto. Isto
ocorre devido a4 necessidade da aproxima¢3o das proje¢des da
func8o de Green, caracteristica fundamental do método. No
entanto, o excessivo tempo de processamento pode ser reduzido
com a otimizac3o dos programas existentes e implementac3io de

outras técnicas, como o Método HRZ, subestrutura¢fio, etc..
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Sugere-se como trabalhos futuros

1) O estudo matematico detalhado do MFGLM

2)

3)
4)
5)

6)

Implementac3io de funcSes hierlrquicas com a geometria
descrita através de func¢8es blending ou B-Spline, e com
isto resolver problemas em dominios com formas geométricas
quaisquer.

Desenvolvimento de geradores de malha para o MFGLM.

Método HRZ para elasticidade tridimensional.

Subestrutura¢do, possibilitando-se assim a obten¢do de
forcas no interior do dominio.

Modelagem de placas espessas com elementos s¢lidos.

Conclui-se, pela analise do presente trabalho e demais

publica¢Bes sobre o MFGLM, que o método ¢é bastante promissor,

merecendo novos investimentos para seu desenvolvimento e

compreensdo dos aspectos matemdticos envolvidos.
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APENDICE A

DEDUCAO DA EQUAGXO (3.34)

A partir das equac¢Oes
(3.33) e fazendo
Gd: = [wl{z}
J
onde
% .
tzd = Lwy {9y | ¥ 7"} atn
Obtemos
wl,x1 0 0
0 wl,xz 0
j) 0 0 wl,x
B (Gd’.)=
J wl,xz wl,x, 0
0 wl,xa wl,x
tpl,x3 0 wl,x
wntn,xi 0
0 wntn,xz
0 0
wntn,xz wntn,x1
0 wntn,xa
wntn,xs 0

(3.2), (3.30),
é

i Vntn | “ntn
wz,x1 0
0 WZ
0 0
Y2,x, ¥2
0 Wz
wz,xs 0

9

0

0

wntn,xa

0

wntn,xz

wntn,xl

{z}

(3.31),

(3.32),

(1)

(2)

(3)
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Logo
B (Gd})=(B1{z} (4)
Entrando com a equac¢3o (4) na equac¢fo (3.30) obtém-se
1(6a})= 5 [o (z}°1B1°AIBIz}a0 - [otz) 1wt (P }an +
+ 5 [aplzt o1t 1 15 (w1 {2} a0 (5)

Minimizando J(Gd}), ou seja, fazendo

a5 (6d¥)
—_—l - (6)
oz

ficamos com
[otB1tatBI(z a0 - [otvitp 3a0 +

+ [aq W1 1 w1HzIa8R = o (7)
[atB1%AIBI{z}d0 + [,otv1t (¥ 1 [wl{z)ao =

= IQ[w]t{Pj}dQ (8)

ot toesqt _ t
U g 1BI°ABIAR + [oo t91° 4 1% 101000 1 (2} = [, [v1%(p Ja0

(9)
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onde

[qtB1®A[BIAR = [K] (10)

Jagte1t a1t v1dee = [0 (0151471161430 = [Ko] (11)
a0 a0

pois, no contorno, [¢] s8o as projecSes das funcles [v] do

dominio
Jotvr®ep 3a0 = [ore1ttviee = [m] (12)
devido a4 expansZo do vetor {Pj}.
Assim
[K + Kol [G°] = [M] (13)

onde [GDP] contém os valores nodais das proje¢Ses da funcl3o de

Green.



APENDICE B

IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL DAS FUNCOES DE INTERPOLAGAO

HIERARQUICAS

Neste apéndice apresenta-se a conveng¢éo de

numera¢do e o método de constru¢do das fun¢des de interpolacéo

hierarquicas.

B.1- NUMERAGAO DAS FUNCOES DE INTERPOLACAO HIERARQUICAS
TRIDIMENSIONAIS

A ordem p da polinomial de um elemento, neste trabalho,
varia de 1 até 5. Por isso, deve ser estabelecida uma convencfo
para a numerac3o das funcdes de interpola¢fio e consequentemente
dos graus de liberdade e nbés ficticios do elemento.

Adota-se a seguinte convenc¢do:

(1) As funcdes 1 a 8 sf3o as fun¢les tri-lineares.

(2) As demais fun¢Oes relativas a este grau, se existirem,

estd30 associadas aos modos de aresta, modos de face e modos

internos.

Através dos arranjos tridimensionais INDES, INDEF e
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INDEB, se define a sequéncia de numera¢fo.

INDES(i,Jj,k) = nimero da func83o de interpolacfo (associada a um
vértice ou a uma aresta), correspondente ao
produto da i-ésima fun¢3o de interpolacdo
(unidimensional) na dire¢8o & pela j-ésima
funcdo de interpolacéo (unidimensional) na
direc3o n e pela k-ésima fun¢do de interpolac¢io

(unidimensional) na direc¢do C.

INDEF(i,Jj,k)= an&logo a INDES, s6 que €& usado para construir

funcBes de face.

INDEB(i,Jj,k)= andlogo a INDES, s6 que ¢ usado para construir

func¢des bolha.

Através dos seguintes c6digos computacionais estes

arranjos sfo construidos.

Cbédigo para construcdo de INDES.

INDES (1,1,1) = 1

INDES (2,1,1) = 2
INDES (2,2,1) = 3
INDES (1,2,1) = 4
INDES (1,1,2) = 5
INDES (2,1,2) = 6



INDES (2,2,2
INDES (1,2,2

NBANT = 0

]
~3

)
)

u
(e}

PARA LC=3,10

SE (LC

SE (LC
SE (LC
SE (LC
SE (LC
SE (LC
NFANT
INDES
INDES
INDES
INDES
INDES
INDES
INDES
INDES
INDES
INDES
INDES
INDES

FIM DO PARA

Cédigo para construc¢do de INDEF

2 4) NBANT=4%(LC-3)

(LC,1,1)
(2,LC,1)
(LC,2,1)
(1,LC,1)
(1,1,LC)
(2,1,LC)
(2,2,LC)
(1,2,LC)
(LC,1,2)
(2,LC,2)
(LC,2,2)

(1,LC,2)

6) NBANT= 18
7) NBANT= 34
8) NBANT= 57
9) NBANT= 88
10) NBANT= 128

8% (LC-2) + NBANT

NFANT +
NFANT +
NFANT +
NFANT +
NFANT +
NFANT +
NFANT +
NFANT +
NFANT +
NFANT +
NFANT +

NFANT +

(V. A

(o))

10
11
12
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LBANT = 0

NUMB = 1

II1 =0

PARA IGV = 4,9
IT = IT + 1
I =11 +1

PARA J=1,1I1

I1=1I-1

SE (IGV = 5) LBANT
SE (IGV = 6) LBANT
SE (IGV = 7) LBANT
SE (IGV = 8) LBANT
SE (IGV = 9) LBANT
LFANT = 11 * IGV +
INDEF (8, I, J) =
NUMB = NUMB + 1
INDEF (I, 8, J) =
NUMB = NUMB + 1
INDEF (7, I, J) =
NUMB = NUMB + 1
INDEF (I, 7, J) =
NUMB = NUMB + 1
INDEF (I, J, 7) =
NUMB = NUMB + 1
INDEF (I, J, 8) =
NUMB = NUMB + 1

LBANT

LFANT +

LFANT

LFANT

LFANT

LFANT

LFANT

8
I5

NUMB

NUMB

NUMB

NUMB

NUMB

NUMB
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FIM DO PARA

FIM DO PARA

cédigo para construG¢fo de INDEB

INDEXA =1
JJ = 0
I1 =20

PARA IIGV = 6,9
JJ = JJ + 1
JJJ = JJ + 1
PARAK =1, JJ
JJJ = JJJ - 1
I =JJJ +1

PARA J =1, JJJ

I=I-1

SE (IIGV = 6) NBBABT = 2
SE (IIGV = 7) NBBABT = 21
SE (IIGV = 8) NBBABT = 46
SE (IIGV = 9) NBBABT = 77

NBFANT = 17 # IIGV + NBBABT

INDEB(I, J, K) = NBFANT + INDEXA

INDEXA = INDEXA + 1
FIM DO PARA
FIM DO PARA

FIM DO PARA
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B.2- CONSTRUCAO DAS FUNCOES DE INTERPOLACAO HIERARQUICAS

TRIDIMENSIONAIS

Através dos arranjos INDES, INDEF e INDEB realiza-se o
calculo das fun¢des de interpola¢Zo e de suas derivadas em um
ponto de integrac¢do (&,n,{). Mostra-se o calculo dos valores das
funcdes de interpola¢3o. O <céllculo das derivadas ¢é feito
simultineamente e de maneira anéaloga.

As varidveis que representam as fun¢les de interpolacdo

unidimensionais s3o apresentadas abaixo

BLK(I) = I-ésima funcdo de interpola¢3io unidimensional na
direc3o £ associada a vértices ou arestas

BLN(J) = idéntico a BLK, s6 que na direc3o n

BLT(K) = idéntico a BLK, s6 que na direc¢8o §

BFK(L) = L-ésima func8o de interpola¢3io unidimensional na
direcd3o &, associada a modos de face

BFN(M) = idéntico a BFK, s6 que na direc¢do n

BFT(N) = idéntico a BFK, s0 que na direc¢3o ¢

BBK(ID) = ID-ésima fun¢3o de interpolac8o wunidimensional na
direc3o £, associada a modos bolha

BBN(ID) = idéntico a BBK, s0 que na direc8o n

BBT(ID) =

idéntico a BBK, s6 que na direcdo ¢

Através de subrotina FORMA, calcula-se os valores das

fun¢des unidimensionais no ponto de integra¢3o unidimensional
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EK. Define-se ainda IGRAU como o grau p das fun¢des de
interpolacdo. Armazena-se em PHI(I) o valor da I-ésima funclo de
interpolac3o tridimensional.
Os valores das fun¢les associadas aos veértices s#o
obtidos da subrotina abaixo
PARA I =1, 2
PARA J = 1, 2
PARA K =1, 2
IND = INDES (I, J, K)
PHI(IND) = BLK(I)*BLN(J)*BLT(K)
FIM DO PARA
FIM DO PARA

FIM DO PARA

Os valores das fun¢des associadas aos lados sf3o obtidas da

subrotina abaixo

PARA N = 3, (IGRAU + 1)

IND1 INDES (N, 1, 1)

IND2

INDES (2, N, 1)
IND3 = INDES (N, 2, 1)
IND4 = INDES (1, N, 1)
INDS = INDES (1, 1, N)
IND6 = INDES (2, 1, N)
IND7 = INDES (2, 2, N)

IND8 INDES (1, 2, N)
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IND9 = INDES (N, 1, 2)
IND10 = INDES (2, N, 2)
IND11 = INDES (N, 2, 2)
IND12 = INDES (1, N, 2)

C valores das fun¢des quadraticas, cubicas, etc.

PHI(INDI1)

BLK(N)*BLN(1)*BLT(1)

PHI(IND2) BLK(2)*BLN(N)#*BLT(1)

PHI(IND3) = BLK(N)*BLN(2)*BLT(1)

PHI(IND4) = BLK(1)*BLN(N)*BLT(1)
PHI(INDS) = BLK(1)*BLN(1)*BLT(N)
PHI(IND6) = BLK(2)*BLN(1)*BLT(N)

PHI(IND7) = BLK(2)*BLN(2)*BLT(N)

PHI(IND8) = BLK(1)*BLN(2)*BLT(N)
PHI(IND9) = BLK(N)*BLN(1)*BLT(2)
PHI(IND10) = BLK(2)#*BLN(N)#*BLT(2)
PHI(IND11) = BLK(N)*BLN(2)#*BLT(2)

PHI(IND12)

BLK(1)*BLN(N)*BLT(2)
FIM DO PARA
Os valores das fun¢Oes para modos de face sfo obtidas da

subrotina abaixo

PARA L=1 , (IGRAU-3)
PARA K=1 , (IGRAU-3)
SE ((L+K) < (IGRAU-2))

IND1 INDEF(8,L,K)

IND2 INDEF(L, 8,K)
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IND3 = INDEF(7,L,K)
IND4 = INDEF(L,7,K)
INDS = INDEF(L,K,7)
IND6 = INDEF(L,K,8)
C valores das fun¢des -
PHI(IND1) = BLK(2) * BFN(L) #* BFT(K)
PHI(IND2) = BFK(L) #% BLN(2) * BFT(K)
PHI(IND3) = BLK(1) #* BFN(L) * BFT(K)
PHI(IND4) = BFK(L) * BLN(1) * BFT(K)
PHI(IND5) = BFK(L) * BFN(K) * BLT(1)
PHI(IND6) = BFK(L) * BFN(K) * BLT(2)
FIM DO SE

FIM DO PARA

FIM DO PARA

Os valores das fun¢des bolha s3o obtidas da subrotina

abaixo

PARA IN = 1 , (IGRAU-S)
PARA JN = 1, (IGRAU-S)
PARA KN = 1, (IGRAU-5)
SE ((IN+JN+KN) < (IGRAU-3))
IND = INDEB (IN, JN, KN)
PHI(IND) = BBK(IN)#*BBN(JN)*BBT(KN)
FIM DO SE

FIM DO PARA
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FIM DO PARA

FIM DO PARA

Observacdes:

1) Nos programas convencionais de elementos finitos que
se utilizam de fun¢des hieradrquicas, utilizando-se o esquema de
numerac¢3io das fun¢les de interpola¢3io definido na Sec¢do B.1, as
colunas, relativas aos graus de liberdade de um determinado n6
hierdrquico, n#%o ocuparfio posi¢8es contiguas na matriz de um
elemento. Os graus de liberdade estar3io agrupados segundo a
ordem das fun¢des de interpola¢3io as quais est3io associados. Os
primeiros graus de liberdade s3o os associados as fun¢Oes
lineares (graus de liberdade reais), depois vir3io os associados
ds fun¢des quadraticas, cubicas, etc. (graus de liberdade
hierarquicos). Neste trabalho resolve-se este problema
associando-se a8s fun¢O8es hierarquicas e correspondentes graus de
liberdade a nés ficticios. Estes nés ficticios sfo enumerados
tal qﬁal os nbés reais. Assim n3o se faz necessario alterar o
programa original de BARBIERI [16]. Desta forma, um elemento
hierarquico de ordem p=2 é tratado como um elemento de 20 nés (8
reais e 12 ficticios), um elemento hierdrquico de ordem p=3 &
tratado como um elemento hexaédrico de 32 né6s (8 reais e 24
ficticios) e assim por diante.

2) Dependendo da posic3o relativa dos sistemas naturais
de dois elementos vizinhos, haver4d uma incompatibilidade de

sinais das fun¢Bes impares ao 1longo do lado comum. Neste
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trabalho esta situa¢8o, devido a n8o se trabalhar com refino h e
com malhas distorcidas, raramente ocorrerad, Evita-se o problema

utilizando-se configura¢des de sistemas naturais compativeis.

B.3- CARACTERISTICAS DAS FUNCOES DE INTERPOLACAO HIERARQUICAS

Cada conjunto de fun¢Oes, relativo a uma ordem de
aproximacdo, estd8 contido nos conjuntos subsequentes. Este
aninhamento das fun¢Bes de interpola¢3do é similar ao dos termos
de uma série de poténcias.

Consequéncias do wuso de funcﬁés de interpolacdo
hierarquicas:

(1) Aninhamento dos conjuntos de fun¢8es de interpolac¢do,
resultando em um aninhamento da matriz de rigidez e do
vetor carregamento.

(2) O uso de fun¢des hier&rquicas resulta em sistemas de
equacles bem condicionados. Isto se deve a ortogonalidade
das func¢Oes, resultando em matrizes predominantemente
diagonais.

(3) O uso de funcOes de interpolac3o, hierdrquicas ou n3o, de
mesma ordem, gera o mesmo espago. Cconsequentemente,
obtém-se a mesma aproxima¢i3o para os dois casos.

(4) Os coeficientes das func¢des de interpola¢3o nf3o representam

deslocamentos nodais e geralmente n3o possuem um
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significado fisico claro, o que dificulta a imposic¢3o de

condi¢8es de contorno.

B.4~- NUMERACAO DAS FUNCOES DE INTERPOLACAO BIDIMENSIONAIS

Adota-se a seguinte convenc¢io, baseada n§ trabalho de
DUARTE [39]

(1) As funcBes de 1 a 4 s3o as fun¢des bilineares associadas aos
vértices do elemento.

(2) As demais funcOGes relativas a um determinado grau p, se
existirem, est3o associados aos modos de aresta e modos
internos.

As funcOes bidimensionais sf3o construidas a partir do
produto de fun¢cles wunidimensionais. Através dos arranjos
bidimensionais IINDES e IINDEB se define a sequéncia de
numeracdo. A construclo das funcdes de interpolacéo

bidimensionais se faz com o auxilio destes arranjos.

IINDES(i,Jj) = nimero da func3o de interpolac3io (associada a um
vértice ou a uma aresta) correspondente ao produto
da i-ésima func3o de interpola¢iio unidimensional
na direcdo &, pela j-ésima funclo de interpolacio

unidimensional na direcdo 1.
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IINDEB(i,j) = analogo de IINDES, s6 que €& usado para construir

cédigos

fun¢des bolha.

Estes arranjos s3o construidos através dos seguintes
computacionais:
Coédigo para construc3o de IINDES

vértices

IINDES (1,1)

I
[

IINDES (2,1)

IINDES (2,2)

[
> w [

IINDES (1,2)

NBANT = 0
PARA LC = 3,9
SE (LC 2 6) NBANT = (LC-4)*(LC-5)/2
NFANT= 4% (LC-2)+NBANT
lados 1,2,3,4

IINDES (LC,1) = NFANT + 1
IINDES (2,LC) = NFANT + 2
IINDES (LC,2) = NFANT + 3
IINDES (1,LC) = NFANT + 4

FIM DO PARA

Cédigo para constru¢83o de IINDEB
NUMB = 1
11=0

PARA IGV = 4,8
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IT =11 + 1

1 =11 + 1
PARA J =1, 11
I =1-1

IINDEB (I,J) = 4%#IGV + NUMB
NUMB = NUMB + 1
FIM DO PARA

FIM DO PARA

B.5- CONSTRUCAO DAS FUNCOES DE INTERPOLACAO BIDIMENSIONAIS

HIERARQUICAS

Através dos arranjos IINDES e IINDEB realiza-se o
calculo das fun¢Bes de interpolacZio e de suas derivadas em um
ponto de ‘integracfo (E,n). Mostra-se o calculo dos valores das
fun¢cSes de interpolac@io. O <célculo das derivadas ¢é feito
simult&neamente e de maneira analoga.

As variaveis que representam as func¢des de interpolaciio

unidimensionais s8o representadas abaixo.

BLK(I) = I-ésima func8o de interpola¢3io unidimensional na
direc83o E, associada a vértice ou arestas

BLN(J) = idéntico a BLK, s6 que na dire¢3o n

BBK(K) = K-ésima funcdo de interpolac3o unidimensional na

direcdo E, associada a modos internos.
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BBN(L) = 1idéntico a BBK, s6 que na direc¢3o n

Através da subrotina SHAPE, calcula-se os valores das
fun¢des unidimensionais no ponto de integrac¢8o unidimensional
EK. Armazena-se em PHI(I) o valor da 1I-ésima func3o de
interpola¢d3o bidimensional.

Os valores das funcdes associadas aos nbés sfo obtidos

pela subrotina abaixo:

PARA I =1, 2
PARA J = 1, 2
IND = IINDES (I,J)
PHI(IND)= BLK(i) #* BLN(J)
FIM DO PARA

FIM DO PARA

Os valores das fun¢8es associadas as arestas s3o obtidas

do arranjo computacional abaixo

PARA N=3, (IGRAU+1)

IND1 = IINDES (N,1)
IND2 = IINDES (2,N)
IND3 = IINDES (N,2)
IND4 = IINDES (1,N)
PHI(IND1) = BLK(N) * BLN(1)
PHI(IND2) = BLK(2) * BLN(N)

.



126

PHI(IND3) = BLK(N) * BLN(2)

PHI(IND4) = BLK(1) * BLN(N)

1

FIM DO PARA

Os valores das func®es associadas a modos internos

{bolhas) s%o obtidos como segue

PARA L = 1, (IGRAU - 3)
PARA K = 1 , (IGRAU -3)
SE ((L+K) < (IGRAU - 2))
IND = IINDEB(L,K)
PHI(IND) = BBK(L) * BBN(K)
FIM DO SE
FIM DO PARA

FIM DO PARA

Valem aqui as mesmas observa¢Oes feitas nos itens B.2 e
B.3, que tratam da constru¢io das funcBes de interpolacio

hierarquicas tridimensionais e das caracteristicas das mesmas.



