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NOTAÇÃO

A constante real

a dimensão característica da trinca

b i £ £
E

C coeficiente de flexibilidade

E modulo de elasticidade longitudinal

F função tensão de Airy

fjĵ função definida na equação (2,26)

f^j função definida na equação (2,20)

G modulo de elasticidade transversal

G taxa de liberação de energia

H altura da placa

Im imaginário

Y fator geometrico

Kl jj fator de intensidade de tensões

fator de concentração de tensões

k coeficiente de rigidez

L largura da placa

1 dimensão linear do menor elemento,na direção

da trinca

P ' carga externa aplicada

Q calor absorvido

q ^



IX

r distância característica da malha calibrada
o

Tp trabalho realizado pelas forças externas
Ju '

U energia de deformação

deslocamento

densidade de energia de deformação 

z variável complexa

variação de energia 

deformação

W

AE

V coeficiente de Poisson 

a.j tensão

T tensão cisalhante

(}>(z) função tensão de Westergaard

<p ’ ,(p” primeira e segunda derivada da função tensão de 

Westergaard

^ primeira e segunda integral da função tensão de 

Westergaard

(j)* função de Westergaard modificada 

2
V operador laplaceano

4 ^
V operador bi-harmonico
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RESUMO

0 presente trabalho trata dos problemas da Mecânica da 

Fratura, visando dar uma contribuição na determinação numérica 

do fator de intensidade de t e n s õ e s ,aplicável a qualquer geome­

tria. Para isto, passou-se à comprovação de alguns métodos p r o ­

postos, usando-se um programa de elementos finitos convenciona­

is, para a obtenção de dados necessários à aplicação dos m é t o ­

dos, e, a partir destes, ã obtenção do fator de intensidade de 

tensões. 0 objetivo é se ter em mãos uma ferramenta que forneça 

resultados satisfatórios, mesmo com um refinamento de malha não 

muito grande na extremidade da trinca.



IV

ABSTRACT

This work aims to give a contribution to the numerical 

determination o£ the stress intensity factor, applied to any 

geometry. For this purpose it uses a program of finite elements 

to obtain necessary data to the application of the proposed 

methods and their comparison with existing solutions. It was kept 

in mind the development of a tool which furnishes satisfactory 

results without a great refinement of the mesh in the extremity 

of the crack.



1. INTRODUÇÃO

As falhas que ocorrem, em problemas estruturais, com 

solicitação abaixo da tensão de escoamento do material são fre­

qüentemente atribuídas ã pré-existência de um defeito significa­

tivo ou de uma trinca. Tais falhas mostram que a analise de re­

sistência estrutural convencional não é suficiente para garantir 

a integridade da estrutura sob condiçoes operacionais. Estudos 

considerando o crescimento da trinca como função das cargas apli^ 

cadas são tratados na Mecânica da Fratura. Na ausência de gran­

des deformações plásticas na extremidade da trinca, o estudo ê 

referido como Mecânica da Fratura Elástica Linear, cuja base ê a 

teoria de Griffith, confirmada em testes de ruptura com m a t e ­

riais frágeis. Sua premissa básica, para explicar o comportamen­

to destes materiais a fratura, ê de que a propagação instável de 

uma trinca tem início se a energia liberada quando a trinca se 

propaga, é igual â energia necessária para a criação de novas su 

perfícies livres. Irwin e Orowan, subseqüentemente, modificaram a 

teoria original de Griffith apIicando-a aos metais, adicionando 

um termo envolvendo a dissipação de energia devida a deformação 

plástica na região dos arredores da trinca. A teoria de Griffith 

sobre o balanço de energia e as modificações subseqüentes de 

Irwin e Orowan são condições necessárias para o início da fratu 

ra, porém não podem caracterizar convenientemente todos os tipos 

de fratura observados em testes. Irwin propôs, para tal caracte­

rização, que se usasse o campo de tensões, nas proximidades da 

extremidade da trinca, em lugar da taxa de liberação de energia.



Até o presente momento, bem pouco conhecimento se tem 

com relação ao uso de componentes com trincas no projeto conven­

cional. 0 uso de componentes trincados normalmente ê liberado 

quando o projeto não envolve risco de vida, caso contrario, hâ 

rejeição do elemento sem que estudos mais avançados fossem fei­

tos .

A  Mecânica da Fratura tem conduzido a novos conceitos 

de Projeto e esforços foram feitos para incorporar estes ao uso 

prático. Assim, através de testes não destrutivos, utilizados na 

detecção de defeitos em componentes estruturais, o método de Pro 

jeto baseado na Mecânica da Fratura, pode ser usado como critério 

de falha. Em componentes trincados, estudos sobre a propagação 

da trinca, geralmente por fadiga, permitem estimar os intervalos 

de inspeção para detectar o crescimento da trinca, antes que es­

ta conduza ã falha. De outra forma, se existirem dúvidas quanto 

aos tamanhos de trincas que possam ter escapado ã detecção, tes­

tes de sobrecarga podem ser usados, para garantir que, operando 

abaixo de uma certa carga, o defeito, se existir, não levará o 

componente ã falha. Desta forma, a Mecânica da Fratura pode ser 

usada para solucionar problemas práticos de Engenharia, como anâ 

lise de falhas, seleção de materiais, previsão da vida estrutu­

ral por fadiga ou corrosão sob tensão, etc. Isso conduzirá ã a- 

ceitação, ou rejeição, do componente sob determinadas condições 

de aplicação.

Partindo-se da premissa de que a pré-existência de u- 

ma trinca pode levar a falha estrutural, a teoria da Mecânica do 

Contínuo é usada para determinar os parâmetros, que caracterizam 

o campo de tensões e deformações nas proximidades da extremidade



da trinca, sendo o mais importante destes o fator de intensida­

de de tensões, K» 0 início da propagação da trinca ocorre quan­

do o fator de intensidade de tensões atinge um valor critico, 

K^, dependendo do material. Assim, na aplicação da Mecânica da 

Fratura Elástica Linear, esforços têm sido feitos para a deter­

minação do fator de intensidade de tensões e uma variedade de 

métodos tem sido desenvolvida, uma vez que a sua determinação 

trouxe solução a vários problemas estruturais com componentes 

fissurados. Em casos de geometria relativamente simples, m é t o ­

dos analíticos podem ser usados para a determinação do fator 

de intensidade de tensões, porém, na análise de contorno de 

maior complexidade, soluções numéricas são logo necessárias.

0 presente trabalho procura dar uma contribuição na 

determinação numérica do fator de intensidade de tensões, apli­

cável a qualquer geometria. Desta forma, usando-se um programa 

de elementos finitos convencionais, passou-se à comprovação teo 

rica da aplicação de alguns métodos propostos para a obtenção 

do fator de intensidade de tensões. 0 objetivo é se ter em mãos 

uma ferramenta que forneça resultados satisfatorios, mesmo com 

pequeno refinamento da malha nas proximidades da extremidade da 

trinca.







F = 0 (2 .4 )

A  equação (2.4) é a equação diferencial parcial bi-har 

mSnica. Qualquer função F que satisfaça a (2.4) ê chamada ' de 

função bi-harmônica.

Pelo exposto conclui-se que o problema da elasticidade 

plana fica reduzido em procurar a função F que satisfaça a equa­

ção diferencial (2.4) e as condições de contorno do problema.

2.1.2. Função Complexa -

Como jâ visto, de acordo com a equação (2.4) a função 

tensão real deve satisfazer a equação diferencial bi-harmônica, 

ou seja,

F = (V^F) = 0  (2.5)

Nota-se que a função F, na equação (2.5), pode ser da­

da por qualquer função ou soma de funções f(Xj^, X 2 ) que satisfa­

çam a equação diferencial de Laplace, V^f = 0, ou-pelo produto 

desta por x^ e X 2 , conforme mostrado abaixo

F = f F = x^£ F = X2f

Do apêndice Al, pode-se concluir que a função f ( x ^ , x 2), 

poderá ser a parte real, ou imaginária, de uma função complexa 

(pCz) , ou a soma destas.



Assim, o problema da elasticidade plana passa, agora, a 

ser o de encontrar uma função complexa, analítica, què deverá for 

necer uma função tensão real F, tipo Airy, e satisfazer as condi­

ções de contorno do problema.

2.2o Tensões e Deslocamentos no Extremo da Trinca .

Solução de Westergaard

2.2.1. Função Tensão

Em problemas bidimensionais envolvendo trincas, a dis­

tribuição de tensões e deslocamentos foi tratada por Westergaard, 

usando funções tensão tipo Airy. Essas foram geradas por funções 

analíticas de variável complexa que satisfazem a equação diferen­

cial de Laplace. Desta forma as condições de equilíbrio e compat^ 

bilidade são satisfeitas, faltando apenas verificar que espécie de 

condições de contorno seriam atendidas por tais funções. Assim, 

de conformidade com os tipos admissíveis de funções, seção 2.1, 

Westergaard [l2] define a seguinte função tensão real:

F = Re |(z) + X 2 Im i(z) (2.6)

onde i}i(z) é qualquer função complexa, analítica na região, que 

satisfaça as condições de contorno do problema, sendo denominada 

de função tensão complexa ou função tensão de Westergaard [2(^ .
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^1 ' X 2 Im <|)(z)

U 2 = I  Im iCz) ' X 2 Re <í)(z)

C2.ll)

2.3. Modos de Abertura da Trinca

A distribuição de tensões nas proximidades do extremo 

da t r i n c a ,dependendo do tipo de carregamento, pode ser classifi­

cada em três tipos básicos, associados ao movimento relativo das 

düas superfícies.

Os modos de abertura da trinca são mostrados na figura

2.1, e classificam-se [27 ] da seguinte forma:

Modo I, caracterizado pelo deslocamento no qual hl 

separação das superfícies da trinca;

Modo II, caracterizado pelo deslocamento no qual as su 

perfícies escorregam, uma em relação a outra, perpendicularmente, 

ao extremo da trinca;

Modo III, caracterizado pelo escorregamento das super­

fícies da trinca uma em relação à o u t r a , paralelamente ,à extremi^ 

dade da t r i n c a .
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Fig. 2.1 - Modos de abertura da trinca, condições de 

carregamento.

Os modos I e II podem ser tratados como problemas pla­

nos, enquanto que o modo III ê um problema de cisalhamento puro.

0 modo mais perigoso de propagação, em problemas prãtj^ 

cos, é o modo I, sendo muitas vezes causador de uma fratura frá­

gil, com pequena dissipação de energia, enquanto que os modos

II e III são menos perigosos, absorvendo maior quantidade de 

energia, jâ que existe grande trabalho de deformação plástica.

2.4. Placa com Tração Uniforme Equibiaxial

2.4.1, Função Tensão de Westergaard

Seja uma placa infinita contendo uma trinca reta de 

comprimento 2a, situada sobre o eixo Xĵ , com tensões á aplicadas 

em todo seu contorno no infinito, figura 2.2. A função tensão
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Fig. 2.4 - Relação entre solução exata e solução apro­

ximada.

2.5. Fator de Intensidade de Tensões

2.5.1. Definição Usual

A analise de um corpo elástico sob tração, contendo 

um corte ou entalhe, indica elevações de tensão que,dependendo 

do carregamento,podem levar ã ruptura do corpo. Um parâmetro ut_i 

lizado para medir tais incrementos, considerando entalhes sua­

ves e que antecedeu ã Mecânica da Fratura, é o denominado fator 

de concentração de tensões, K^, definido pela razão entre a 

máxima tensão ocorrida no extremo do entalhe e a tensão nominal.

o
K = max 

t o
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No caso de uma trinca, ou seja, quando o raio de curva 

tura do entalhe tende a zero, em ura material perfeitamente elás­

tico, a tensão no extremo da trinca tende a infinito e ,em conse 

qUência,K^ tambêiii.

•Na Mecânica da Fratura, um outro fator foi introduzido 

para representar a magnitude das tensões nas proximidades da ex­

tremidade da trinca, denominado de fator de intensidade de ten-

s õ e s , K^, e definido como

\  = Y a Æ  (2.22)

onde m = I ,  II, III indica o modo de abertura, a ê a tensão nom^ 

nal, a é uma dimensão característica da trinca e Y ë o fator geo 

métrico, introduzido por Irwin [7] como um fator de correção, que 

depende da forma e proporções do componente sob estudo, bem como 

do carregamento e orientação da trinca. 0 valor numérico de Y d^ 

fere também de acordo com a definição usada para o fator de i n ­

tensidade de tensões, ou seja, K = Y a / à’ ou K = Y a /-rra', sendo 

esta última forma a mais usada.

2.5.2. Definição Formal

No caso de uma placa infinita, conforme figura 2.2, 

pode-se generalizar as expressões de tensões (2.20) colocando-as 

na forma

^ij (r,0)
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onde a/ã’ ë o termo constante q u e ,comparado com a definição do 

fator de intensidade de tensões leva a concluir que para uma pia 

ca infinita, condição mostrada na figura 2,2, Y = 1 e a expre^ 

são acima pode ser escrita como

O i U r  G'1 = ^ii <^2.23)

o que indica que a distribuição de tensões para um ponto conside 

rado fica ein função apenas da magnitude do fator de intensidade 

de tensões.

D o  estudo da expressão (2.23), válida para r / a « 1 ,  

provêm a definição formal para ò fator de intensidade de ten­

são na forma "

y _ lim a^(r, 0 = 0) / 2 Í F  (2.24)
^m r-̂ 0

onde m = I, II, III e ê a tensão apropriada ao modo de abertu 

ra da trinca. Quando r -> 0 o campo de tensões e deslocameíi - 

tos fica univocamente definido por K, para qualquer geometria.

2.5.3. Distribuição de Tensões e Deslocamentos para 

uma Placa Infinita

Considerando a placa infinita, conforme ilustra a figu

ra 2.2 onde,na seção 2.4.2, ficou caracterizada como modo I de
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de una placa de largura finitá, com uma trinca central ilus­

trada na figura 2.6. Irwin foi o primeiro a introduzir solu­

ções aproximadas para este tipo de problema, partindo da solução 

obtida para uma placa infinita com tensões biaxiais e trincas pe­

riódicas colineares , tomando uma fatia-dessa p l a c a ^ - f i g u r a -2<7• ■

Fig. 2.7 - Placa com trincas periódicas colineares.

Ao campo de tensões associado ã solução de problema pa 

ra a placa infinita, Irwin adicionou tensões uniformes de com­

pressão, de magnitude a, ao longo da borda vertical,as quais tî  

nhan o efeito de compensar o termo omisso A, Esta combinação s a ­

tisfaz parcialmente às condições de contorno ao longo da borda 

vertical, figura 2.8.
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Fig. 2.8 - Tensões na extremidade vertical da fatia re 

tirada da placa infinita.-

Admitindo-se que as tensões paralelas à trinca não con 

tribuem no fator de intensidade de tensões a solução do problema 

ilustrado na fig. 2.6 pode ser usada. 0 fator de intensidade de 

tensões que emana dessa solução é expresso pela chamada formula

da tangente 13

Kj = a 2L tan
TTa 

2L .

1/2
(2.34)

a forma

Comparando com a equação (2.22), o fator geométrico tem

Y = tan
TTa 2L

1/2
(2.35)

SubseqUentemente,Feddersen [16] propôs a formula da 

secante, que mostrou ser mais precisa para a geometria em ques­

tão.
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Fig. 2.10 - Modo III - Trinca sob condiçoes anti-pláno 

de deformação.

A forma deformada da trinca ê definida pela distribui­

ção dos deslocamentos u^Cx^, X 2 ) na direção de x^- Assume-se isto 

para caracterizar um estado de cisalhamento puro onde as seguin­

tes componentes de tensão não são zero

’13
= G

’23
= G

3u.

3u-

Tx'

(2.46)
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As equações de equilíbrio reduzem-se a

Substituindo (2.46) em (2.47), obtem-se

— ^  ^  ^ ^ 3 = 0  
3x^ 9X2

Qualquer parte real ou imaginaria de uma função c o m ­

plexa, analítica, satisfaz ã equação diferencial acima (apêndi­

ce A l ) . Assim, a seguinte função foi escolhida para compatibili­

zar com o problema dado

Substituindo em (2.46), encontra-se 

°13 ^ III

(2.48)

°23 ~ <í>'jjj(2)

Para satisfazer as condições de contorno, com 0 2 3 = t > 

no infinito e ^23 = 0 dentro da trinca, e a função complexa 

escolhida tem a forma
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Fig. 2.11 - Sistema de cargas externas aplicadas

Em geral a variação de energia AE, de um corpo elásti­

co ê dada pela variação de energia cinêtica E^, mais a variação 

de energia interna U. Assumindo que o processo de deformação se­

ja adiabâtico (Q = 0), e que o carregamento seja aplicado lenta^ 

mente, de forma a manter o equilíbrio durante todo o processo 

(E^ = 0), a expressão da conservação de energia, reduz-se a

(2.53)

Assim, o trabalho realizado pelas forças externas é 

igual ã mudança de energia interna do corpo.

Assumindo que o material seja perfeitamente elástico, 

sendo o trabalho mecânico recuperado se as cargas forem removi­

das lentamente, a energia interna do corpo ê armazenada sob a 

forma de energia elástica de deformação. Assim para um estado 

tri-dimensional, a energia de defoiinação segue diretamente da soma das
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energias de cada componente de tensão, ou seja,

e a densidade de energia de deformação, definida como dU/dv, ê

2.8.2. Trabalho Realizado pelas Forças Externas

Considerando o equilíbrio de um corpo sob a ação de um 

sistema de cargas, , P 2 , P̂  ̂ , denominadas de forças gene­

ralizadas, representando cargas concentradas, distribuídas, for 

ças cisalhantes, momentos, etc..., figura 2.11 e assumindo que o 

corpo é suportado de maneira que não haja um deslocamento de cor 

po rígido, pode-se expressar T̂  ̂ em termos das cargas externas 

aplicadas.

Em geral o deslocamento de um ponto do corpo ê produzi^ 

do pela ação combinada de todas as cargas aplicadas. Assim, para 

um corpo elástico linear onde os deslocamentos são proporcionais 

ãs forças generalizadas, pode-se escrever

n
u. = E C . . P. i = 1,2,.... n (2.55)

1  i=l J

ou na forma matricial
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{u} = [C] {P} (2.56)

onde ë conhecido como coeficiente de flexibilidade.

Desejando expressar as forças generalizadas em termos 

dos deslocamentos generalizados, assume-se que o sistema (2.55) 

possa ser invertido [30] , ou seja, a matriz [c] ë positiva def^ 

nida, então

n
(2,57)

ou na forma matricial

{P} = fkl {u} (2.58)

onde [k] = [C ̂ e k^j ë conhecido como coeficiente de rigidez.

Genericamente, tem-se para o trabalho externo realiza 

do por uma força P ao deslocar um ponto de uma determinada quan­

tidade u, considerando o caso elástico linear.

=
2

u P

Supondo a ação de todas as forças generalizadas P^, o 

trabalho é então dado por



40

.(2.59)

Em conjunto com o princípio .da conservação de energia,, 

onde as quantidades U e são iguais ,se o-^processo de deforma 

ção for adiabâtico e quase estático, obtêm-se uma maneira de de­

terminar a energia de deformação através das cargas e deslocamen 

tos obtidos.

2.8.3. Energia na Análise de Trincas

A figura 2.12 mostra a situação onde uma trinca de com 

primento 2a situada em uma placa infinita, ê solicitada por ten­

sões de tração a. Pode-se considerar agora a mudança de energia 

que ocorre para estender a trinca de uma quantidade infinitesi­

mal ou seja de a para a + ôa.

Fig. 2.12 - Configuração geométrica da placa.
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Considerando inicialmente a condição de deslocamento 

constante, u = = constante,para ummaterial elástico, fazendo-se 

uso- do gráfico da figura 2.13,que apresenta curvas de carga-des- 

locamento para trincas de comprimento a e a + ôa, do ponto de 

vista macroscopico [l7] ,- verifica-se-que um aumento da trinca de 

a para a + ôa, ocasiona uma diminuição na energia elástica de 

deformação, de 1/2 û  ̂ para 1/2 P 2 u^^, representada na figura 

2.13 pela área do triângulo OAC

Fig. 2.13 - Gráfico carga-deslocamento para comprimen­

tos de trincas a e a + ôa.

Nestas condições a propagação da trinca provoca uma 

liberação de energia elástica de 1/2 (Pĵ  - P 2) u ^ , ou seja, un^ 

aumento no comprimento da trinca diminui a rigidez da placa.

Sob a condição de carga constante (P ~ " c^e) , a 

energia elástica armazenada para um comprimento de trinca a + ôa
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ê 1/2 U 2 > ârea do triângulo O B U 2 da figura 2.13, e ê maior 

do que. a armazenada para o comprimento a, ârea do triângulo OAu^^. 

Istó porque um aumento no comprimento da trinca diminui a rigi­

dez da placa, permitindo que sob a carga aplicada ocorra um des­

locamento de u^ para U 2 , realizando trabalho. A energia poten­

cial, sofre então um decréscimo, ârea do triângulo OAB, de

P(U2 - “i) - 2 P 1 CU2 - “l) - J  Pl(u2 - «i)

Dentro da analise linear, definindo P 2 - P^ = 5P e

^2 ~ ^1 ~ P°^®“se mostrar que a energia liberada quando

ôa -»■ 0, ê igual para as duas situações, ou seja

energia de deformação liberada (u = cte) = - i  u 6 P

(2.60)

redução da energia potencial (P = cte) = - i  P 5 u  (2.61)

e da relação, equação 2.55, onde para um dado comprimento de 

trinca, tem-se

u = CP (2.62)

Se a mudança de comprimento da trinca ôa 0, pode-se

tratar C como sendo igual para os comprimentos de trinca a e

a + 6a, assim a expressão (2.62) pode ser escrita na forma

6u = C 6 P (2.63)
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e pela substituição de (2.62) em (2.60) e (2.63) em (2.61), ob- 

tëm-se

i u 6 P  = i c P 6 P
2 2

Conclui-se que para uma propagação infinitesimal da 

trinca, a diminuição na energia de deformação elástica armazena­

da num corpo,cuja condição é de deslocamento constante, ê igual 

à diminuição de energia potencial cuja condição ë de carga cons­

tante.

2.8.4. Métodos de Energia na Análise de Trincas

Griffith considerou a força dirigida para a propagação 

da trinca como a diferença entre a energia liberada quando a

trinca se propaga e a energia necessária para a criação de novas 

superfícies da trinca. Seu método de calcular a energia é um tan 

to complicado, porque ele considera mudanças de energia em todo 

corpo, sendo necessária a integração do produto tensão -deforma­

ção em toda a placa.

Métodos mais simples e aproximados foram,então,apre - 

sentados por Knott 19] , baseado no princípio de Griffith de 

relacionar a propagação da trinca com a mudança de energia.
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2.8.4.1. Metodo da Flexibilidade

Na seção anterior demonstrou-se que a energia elástica 

de deformação liberada para estender a trinca.de um comprimento 

6a era de 1/2 P 6 u. A taxa de liberação de energia, representa­

da por G, ê definida como a energia por unidade de nova área de 

trinca criada. Para um corpo de espessura unitária.

6U _ 1 p ôu (2.64)
^ ôa 2 6a

Porém, como se pode verificar na área hachurada da 

figura 2.13, hâ dificuldade em medir essa quantidade quando

a a -► 0. Através de um rearranjo dos termos da expressão (2.64) 

busca-se a obtenção de parâmetros mais facilmente mensuráveis.

Assim, da equação (2.63), para uma carga constante

(ôu = P 6 C ) , encontra-se, substituindo em (2.64) e calculando-se

o limite para 6 a - > 0 ,

G = i  p
1 „2 ^  (2.65)

3 a

0 problema fica então resolvido determinando-se a

flexibilidade C, como função do comprimento da trinca, medindo- 

se a inclinação da respectiva curva num comprimento de trinca a- 

propriado. Tem-se em decorrência, um método prático para determ^ 

nar a taxa de liberação de energia, apropriado a corpos de prova 

relativamente pequenos, com os quais é possível obter boas m e d i ­



45

das em l a b oratório.

2.8.4.2. Métodos do Fator de Intensidade de Tensões

Baseado nas formulações de Griffith, um método relacio 

nando a taxa de liberação de energia com o fator de intensidade 

de tensões é apresentado por Knott [l9j.

Ao contrario do procedimento de Griffith, a região a 

ser estudada será tomada próxima ã extremidade da trinca, peque­

na em comparação com um t o d o , mas grande o suficiente em relação 

ãs dimensões atômicas para a aplicação da teoria da elasticidade^ 

A variação de energia de deformação, 3U/3a, se o corpo elástico é 

carregado e restrito seu movimento, é somente dada pela c o n t r i ­

buição de G.

Nestas condições,o trabalho requerido para fechar um 

pequeno segmento de trinca ôa, figura 2.14, é idêntico ã variação 

de energia de deformação do corpo e esta pode ser avaliada calcu 

lando-se o trabalho realizado pelas forças de superfícies atuan­

do ao longo de ôa, quando o comprimento da trinca é diminuído de 

a + ôa para a. Considerando um corpo de espessura unitária, tem- 

se

6a
G6a = 022 ^2 dr (2.66)

A situação física está mostrada na figura 2.14, onde 

são apresentadas a distribuição de tensões para uma trinca de compri­

mento a, e a distribuição de deslocamentos para uma trinca de comprimen-
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Fig. 2.]4 - Situaçao física para o fechamento da trin­

ca de a + ôa para a.

A  solução de Westergaard para a distribuição de ten - 

sões e deslocamentos correspondentes, ou seja, 022 (i", 0 = 9°) ® 

U 2 (r, 0 = 180°) ê d a d a ,respectivamente,pelas equações (2.20), 

(2.21), onde - -

'22
(2.67)

para um comprimento de trinca a, e

u, = — a/2a(ôa - r)' 
 ̂ E

( 2 . 68 )

para uma variação no comprimento da trinca de a + fia para a.

Substituindo as equações (2.67), (2.68) na equação 

(2.66) e integrandO) obter.i-se
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3. PROCESSOS NUMÉRICOS PARA A SOLUÇÃO DE PROBLEMAS 

DA flECÂNICA DA FRATURA

3.1. Introdução

0 uso de métodos numéricos para possibilitar a determi^ 

nação do fator de intensidade de tensões em cortes ou trincas, 

pode ser dividido em três categorias 19]. A primeira categoria 

faz uso de polinómios, que são importantes porque fornecem uma 

boa técnica pára gerar funções rapidamente e^são frequentemente 

empregados como solução do método de variáveis complexas, de s e n ­

volvido por Mushkelishvili 2l] . .

A  segunda categoria envolve equações de diferenças f i ­

nitas, nela a função é definida, não em forma analítica, mas por 

seus valores, correspondentes a pontos regularmente espaçados 

dentro do domínio, onde empregando a técnica de diferenças f i n i ­

tas, se obtém a solução aproximada 15

A  terceira é o método de elementos f i n i t o s , um dos 

mais utilizados na análise numérica. 0 princípio envolvido neste 

método é que o corpo, considerado como contínuo, obedece certos 

tipos de relações tensão-deformação e é constituído por um con­

junto de sub-regiões chamadas elementos, usualmente na forma tr^ 

angular ou quadrangular para os problemas bidimensionais. Além 

do mais, as funções definidas para cada sub-região são contínuas 

entre os elementos, tal como se não houvesse subdivisões. 0 uso 

do método de elementos finitos permite, desta forma, determinar 

tensões e deformações que ocorrem em qualquer parte do corpo bem 

como outras variáveis de interesse, 18 32.
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Além destes métodos, outros apresentam-se, tais como, 

representação conforme, método de expansão em séries de Laurent, 

aproximações a s s i n t o t i c a s , método alternante, método de transfor 

mações integrais e outros [28J .

3.2. Método de Elementos Finitos

0 uso da solução aproximada pelo método de elementos 

finitos trouxe nesses últimos anos solução a uma larga faixa 

de problemas práticos de engenharia, com geometria, condições 

de contorno e carregamento c o m p l e x o s , bem como para materiais 

não lineares. 0 método tem sido aplicado a corpos planos, tri­

dimensionais, placas, cascas, materiais i s otropicos, ou ani- 

sotropicos e outros, que podem ser analisados com quase igual 

facilidade. 0 método tem sido também uma ferramenta de g r a n ­

de importância na solução de problemas da Mecânica da Fratura, 

proporcionando uma base para análise de configurações complexas 

de trincas e carregamentos, com precisão aceitável [̂ 3 2] . Duas 

maneiras se apresentam no uso e na aplicação do método de elemen 

tos finitos em corpos elásticos com trincas. Na primeira, o cor 

po trincado é representado geometricamente por elementos fini­

tos convencionais. Tais elementos não podem representar adequa­

damente a condição de singularidade de tensões, no extremo da 

trinca, e por isso necessitam de um refinamento de malha muito 

grande, nas proximidades da extremidade da trinca [l8j . A segun­

da maneira envolve o uso de elementos especiais para uso na e x ­

tremidade da trinca, onde a condição de singularidade é impos-

ta is] , [26] . Eles podem ser divididos em duas classes: na

primeira,os elementos na extremidade da trinca contém a condição
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de singularidade para o campo de tensões igual a singularidade 

teõrica no extremo da trinca-e na segunda classe, um numero de 

elementos especiais na extremidade da trinca tem sido desénvolvi_ 

do, a partir de elementos isoparamêtricos, permitindo a m o d e l a ­

ção da singularidade para'o campo'"d’é ' tènsõés, ^

3.3. Métodos Baseados sobre Elementos Finitos Conven - 

cionais

Devido a indisponibilidade de programas, com elementos 

finitos especiais para analise de trincas, passou-se a fazer uso 

de um programa com elementos finitos convencionais e dos resulta 

dos obtidos deste, o fator de intensidade de tensões foi determi^ 

nado por uma serie de processos propostos [22 . Essencialmente, 

os métodos que empregam a técnica de eleméntos finitos podem ser 

divididos nos métodos sobre tensões, deslocamentos e energia.

Uma vez que o método das tensões tem sido apresentado como o m e ­

nos preciso, devido ao efeito da alta concentração de tensões,na 

extremidade da trinca, não serâ aqui descrito.

3.3.1. Método de Deslocamentos

Este método [24j , foi primeiro utilizado por Chan na 

analise do modo I e posteriormente por Kobayashi na analise do 

modo I e modos I e II combinados. 0 seguinte esquema foi utiliza 

do por Chan, na determinação do fator de intensidade de tensões:
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Primeiro, através de um programa de elementos finitos 

foram determinados os deslocamentos, usando uma malha externa

grosseira e uma malha interna muito fina. A rede, através de um

- 2 
esquema de geraçao automatica, foi expressa pela razao de A/a ,

que para redes internas variou de 312 x 10 ^ a 1,20 x 10~^,e pa-

“2 “2
ra redes mais externas de 1 x 10 a 0,5 x 10 , sendo A a

área do elemento triangular e a ò comprimento da trinca;

Segundo, um valor estimado Kj foi obtido, como uma 

aproximação para , substituindo os deslocamentos nodais , proxi^ 

mo ã extremidade da trinca, na formula

a qual pode ser obtida das equações (2.26) fazendo-se 0 = ir. Se 

na equação (3.1) os valores de U 2 ^̂ computados fossem exatos, is­

to corresponderia a um único valor de K* para qualquer r.,de tal
 ̂ i

modo que Kj estaria determinado. Porém como esta condição não é 

satisfeita na extremidade da trinca, uma curva de versus r é 

obtida e o valor estimado de Kj é obtido por extrapolação.

3.3.2. Funções de Deslocamento Elípticas

Uma das maneiras de determinar o fator geométrico Y, e, 

consequentemente,o fator de intensidade de tensões K, para dife­

rentes g e o m e t r i a s , é considerar o fato de que a função de deslo­

camento, na direção onde a trinca tende a abrir é elíptica. Com 

base nesta consideração [8],Í9] as analises dos modos I e II
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. "2(x,,0) ( 1 - ^ )
A .

(3.10)

onde b ’ = ^ (3 .11)

e para regiões próximas à extremidade da trinca

“2 “ ^
Para pontos h o m o l o g o s , dentro de um contorno arbitra - 

rio, das equações (3.4) e (3.11)

ou de (3.3) e (3.1Q), substituindo (3.4) e (3.11)

u ’
Y = —  (3.14)

U9

Modo II

0 mesmo procedimento usado para a determinação do £a - 

tor de intensidade de tensões para o modo I, pode também ser fei^ 

to na analise do modò II, com pequenas modificações.

Para uma trinca, numa placa infinita e c a r r e g a m e n t o ,co 

mo mostra a figura 2.9, tem-se
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No método proposto [3 1 ] é inicialmente feita uma cali­

bragem na malha interna ao contorno. Para tal, tensões correspon 

dendo a um valor unitário de , equação (3.20), são aplicadas 

a malha, conforme a figura 3.3, gerada no .interior do contorno. 

Os deslocamentos dos vários nos prox>imos à-ext-remidade da..trin.ca 

são computados. Estes deslocamentos na malha interior consti­

tuem o campo de deslocamento unitário (CDU), constante 

para uma dada geometria de malha e propriedade do material. Como 

as tensões ficam univocamente definidas por K, o campo de deslo­

camento obtido é, teoricamente, válido para qualquer geometria.

Feita a calibragem, é possível usar a malhá interna pa 

ra obter o fator de intensidade de tensÕes.

A malha no interior do contorno é embutida no modelo 

de elementos finitos do espécime e o carregamento real é agora 

aplicado. Os deslocamentos na malha no interior do contorno, são 

novamente computados e constituem, agora, o campo de deslocamen­

to real (CDR).

0 fator de intensidade de tensões é determinado toman­

do-se o campo de deslocamento real dividido pelo campo de deslo 

camento unitário.
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Fig. 3.3 - Malha utilizada para a calibragem no inte - 

rior do contorno.

Na forma mais geral das equações (3.20) .aparece um tei­

mo constante, conforme modificações apresentadas no capítulo 2. 

Uma vez que o termo constante para este tipo de problema ê fun­

ção da tensão aplicada, o campo de deslocamento correspondente 

a um valor unitário da tensão nominal deve ser obtido, para a 

malha no interior do contorno. 0 campo de deslocamento real

(CDR), pela superposição dos efeitos, passa a ser dado pela ex­

pressão

CDR = CDUK.K + CDUa.o 

onde portanto

K =
CDR - CDUa.g 

CDUK
(3.23)
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com CDUK e CDUa representando respectivamente, o campo de deslo 

camento unitário para K = 1 e o campo de deslocamento unitá - 

rio para a = 1

3.3.4. Método de Energia Total

Da teoria de Griffith e as modificações subsequente de 

Irwin e Orwan, surgiu, conforme apresentado na seção 2.8.4, a re 

lação entre o fator de intensidade de tensões com a variação de 

energia de deformação, sendo dada pela equação

(3.24)
3a E

Através desta equação pode-^se obter o fator de intens^ 

dade de tensões, determinando-se 9U/3a, para a geometria em que_s 

tão [ll] »

Métodos numéricos vem frequentemente beneficiar ésta 

determinação, e o mais usado é o de elementos finitos. Assim, pa 

ra um dado comprimento de trinca, usando um programa de elemen - 

tos finitos, determina-se a energia de deformação. Fazendo uma 

ligeira variação no comprimento da trinca, roda-se novamente o 

program-a, conseguindo desta forma informações necessárias para 

determinar AU/Aa e, conseqüentemente, o valor de K j .
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3.3.5. Método de Energia com Elementos Finitos Calibra 

do.

A energia de deformação, por unidade de espessura, se­

gundo Griffith, equação (3.24), ê dada pela expressão

U = i | K ^  C 3 . 2 5 )

onde se tem a proporcionalidade entre a energia de deformação e 

o fator de intensidade de tensões. Assim, tomando por base a pro 

posta do método de elementos finitos calibrado [,3 l] , usou-se a 

energia de deformação, no lugar dos deslocamentos. Pelas indica­

ções dadas na seção 3.3.3,o fator de intensidade de tensões toma 

a forma

. “r e a l  - > N I T . a° '  

^UNIT.K

onde é a energia de deformação para a placa com o carrega­

mento r e a l , é a energia de deformação para a = 1 e \

ê a energia de deformação para K = 1,
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3.3.6. Método de Energia Local

Conhecido o campo de tensões na extremidade da trinca, 

a energia de deformação sobre uma região de raio r^, p e q u e n a ,com­

parada com O 'comprimento-da t r i n c a ê "  facilmente obtida. Assim, ” 

para um estado plano de tensões, usando os resultados obtidos por 

Irwin, indicado na referência flf] ,tem-se

U = r ^  - .......  (3.27)
(8 - 8v) E

Para se obter Kj por este método, toma-se a energia de 

deformação, determinada no programa, para os elementos dentro do 

contorno de raio r, para os quais as expressões de tensões são 

validas, ou Seja, r / a « l .
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ESTRUTURA DO TRABALHO

4.1. Modelos Analisados

Pretendendo-se comprovar a aplicação dos métodos m e n ­

cionados no capítulo anterior, com o uso de um programa de ele­

mentos finitos, foram analisados modelos de geometria relativa - 

mente simples, com posições de trinca central, uma trinca late­

ral e dupla trinca lateral, tais como mostra a figura 4.1. Estes 

são modelos comumente encontrados na bibliografia pesquisada, pa 

ra a analise de corpos trincados.

Devido ã simetria existente nos modelos usados, apenas 

um quarto da placa foi analisada para os modelos com trinca cen­

tral e dupla trinca lateral ,e para o modelo com uma trinca late 

ral,tomou-se a metade da placa, figura 4.1. Devido a isto, e ã 

versatilidade do programa usado, as variações feitas nos modelos 

tôrnaram-se bastante simples, efetuando entre uma e outra varia­

ção, mudanças na definição do plano de simetria, figura 4.1, ge­

ração de novos elementos e condições de contorno, que eram forn£ 

cidas através da adição ou substituição de apenas alguns blocos 

de d a d o s .



T R IN C A
CENTRAL

DUPLA TRINCA 
LATERAL

UMA TRINCA 
LATERAL

í •

Fig. 4.1 - Posição da' trinca, simetria e parte analisa 

da.

4.2. Variações nos Modelos

As variações nos modelos foram feitas com a finalidade 

de se efetuar um estudo do com.portamento dos métodos , devido a 

estas mudanças. Assim,os seguintes modelos foram usados;

Modelos A - Mantendo constante r^/a = 0,1 , a/L = 0,8 e variando 

a relação H/L.

Al

A2

A3

H/L = 1 

H/L = 2 

H/L = 4
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Modelos B - Mantendo constante r^/a = 0,1 , H/L = 4 e variando 

a relação a/L .

BI a/L = 0,80

B2 a/L = 0 , 5 0

B3 a/L = 0,25

Modelos C - Mantendo constante a/L = 0,25 , H/L = 4  e variando 

a relação r^/a.

Cl rJsL = 0,20

C2 r j a  = 0,10

C3 T^/a = 0 , 0 5

A  distância ï’q é característica E calibragem da malha, 

figura 3.3, H e L são as dimensões da placa, conforme m.ostra a 

figura 4.2.

Nos modelos A ,pretendeu-se verificar os métodos quanto 

as variações no comprimento da placa, mantendo-se constante a re­

lação a/L = 0,8, valor este dado na bibliografia como o mais sen 

sível à variação de H/L. Dentro dos mesmos critérios, nos m o d e ­

los B, foram verificadas as aplicações dos métodos quanto às v a ­

riações de a/L e nos modelos C averiguou-se a influência da r e ­

lação r^/a.

4.3. Programa de Elementos Finitos Usado

Para a obtenção dos dados necessários ã aplicação dos 

métodos descritos, usou-se o Programa Analisador de Sistemas Es­



67

truturais (PROASE) [l] , um programa geral de elementos finitos, 

que foi elaborado no Centro Tecnológico da UFSC, pelo professor 

Domingos Boechat Alves, especialmente para a analise estática 

linear. A característica principal deste programa e a dè cons­

truir várias-bibliotecas de dados [sj , destacando-se, entre^^es^ 

tas, a biblioteca de elementos finitos, a de sistemas de referên 

cias, a de vínculos especiais (condições de c o n t o r n o ) , a de cons 

tantes física dos materiais, a de propriedades seccionais das 

membranas e placas, etc..., que são utilizadas pelo analista a- 

traves do registro de entrada, que e inerente a cada grupo de da 

dos que constitui a biblioteca. Alem disto, o PROASE, na constru 

ção destas bibliotecas, utiliza geradores multi-dimensionais de 

dados de entrada, o que reduz o trabalho na confecção da deck de 

dados, minimizando, assim, a possibilidade de erros acidentais. 

Devido ã sua generalidade, o PROASE ê ferramenta de grande utili^ 

dade em pesquisas em Mecânica dos Sólidos.

4*4. Representação dos Modelos por Elementos Finitos

Após definidas as variações nos modelos e o programa 

de elementos finitos a ser usado, passou-se a representação dos 

modelos por elementos finitos, usando-se elementos triangulares 

e quadrangulares. Na extremidade da trinca foram usados elemen­

tos triangulares tal como mostra a figura 4.2. Esses elementos 

sofreram variações na relação Ha. entre 0,01 e 0,0025, que depen 

deu do metodo e da análise de convergência pretendida. No caso 

acima t ê a dimensão linear, na direção da trinca, do menor e l e ­

mento da m a l h a .
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Fig. 4.2 - Malhas usada na extremidade da trinca.

Os elementos membrana utilizados na representação dos 

modelos foram desenvolvidos 2j a partir de funções tensões p o l i ­

nomiais quadráticas, com coeficientes, tais que as equações de e- 

quilíbrio sejam automaticamente satisfeitas. Através das rela­

ções tensão-deformação foram obtidas as funções deformações e a 

partir destas as funções deslocamentos. A  seguir foram determina­

das as relações entre as funções deslocamento em um ponto genéri­

co do elemento e os deslocamentos nodais pelo princípio da ener­

gia complementar mínima, de tal forma que houvesse continuidade 

de deslocamentos e inclinações através das bordas de junção dos 

elementos c o n t í g u o s .
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5. ANÁLISE DOS RESULTADOS

Dos dados obtidos pelo programa de elementos finitos 

usado, PROASE, apos algumas m a n i p u l a ç õ e s ,(apêndice A4) passou- 

se a aplicação dos métodos, cujos resultados estão mostrados 

nas figuras 5.1 a 5.17 e foram selecionados, dentro de ura cri­

tério padrão, os que melhor se ajustavam com os de referência.

As analises seguem a seguinte sequência:

Figuras 5.1 a 5.7 - Analise de todos os modelos com

geometria de trinca central e 

relação £/a = 0,01, exceção do 

método de energia t o t a l , onde 

£/a = 0 , 0 0 3  (figura 4.2).

Figuras 5.8 a 5.13 - Analise dos modelos A com geome

tria de trinca central e rela­

ção £/a = 0,005 e £,/a = 0,0025.

Figuras 5.14 a 5.17 -Analise dos modelos BI e B2 com

uma trinca lateral e dupla trin 

ca lateral.

Os métodos foram aplicados de acordo com a disponib^ 

lidade dos resultados obtidos do PROASE, sendo que devido ã 

forma da malha usada no extremo da trinca (figura 4.2) alguns 

métodos não foram utilizados para certos modelos conforme se 

pode verificar nas tabelas das figuras 5.1 a 5.17.

Na figura 5.18 apresenta-se o modelo Al deformado.



Modelo Al 

r^ /a  = 0 ,1  

a/L = 0 , 8  

H/L = 1 , 0
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Valor de referência 9 

Valores estimados

Y = 2,57

M é ­ Desloca­ Elíptico Calibra- Energia Energia Energia
to­ mento gem Total Calibra­ Local
dos (1 ) (2 ) (3 ) (4) da (5) (6 )

Kl 10,68 11,51 ' 10,48 10 , 33 10,71

Y 1,905 2 ,0 54 1,870 1,843 1,911

Fig. 5.1 - Resultados obtidos do modelo Al para uma geometria

de trinca central.



Modelo A2 

r^ /a  = 0 , 1  

a/L = 0,8 

H/L = 2,0
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Valor de referência [9 

Valores estimados

Y = 1,72

M é ­ Desloca­ Elíptico Calibra- Energia Energia Energia
to­ mento gem Total Calibra Local
dos (1 ) (2 ) (3) (4) da (5) (6 )

Kl 9,712 9,525 9,307 9,455 10,05

Y 1,733 1,699 1,660 1,687 1,793

Fig. 5.2 - Resultados obtidos do modelo A2 para uma geometria de

trinca central.
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Modelo A3 = BI 

r^ /a  = 0 , 1  

a/L = 0 , 8  

H/L = 4 , 0

Valores estimados

M é ­ Desloca­ Elíptico Cali b r a ­ Energia Energia Energia
to­ mento gem Total Calibra Local
dos (1 ) (2 ) (3) (4) da (5) (6 )

Kl 9,709 9,517 9,318 9,450 10,05

Y 1,732 1,698 1,662 1,686 1,793

Fig. 5.3 - Resultados obtidos do modelo A3 para uma geometria

de trinca central.



Modelo B2 

r ^ a  = 0 ,1  

H/L = 4,0 

a/L = 0 , 5
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Valores estimados

M é ­ Desloca­ Elíptico Calibra- Energia Energia Energia
to­ mento gem Total Calibra­ Local
dos (1 ) (2 ) (3) (4) da (5) (6 )

Kl 6,360 6,435 6,770 6,207 6,494

y 1,135 1,148 1,208 1,107 1,159

Fig. 5.4 - Resultados obtidos do modelo B2 para uma

de trinca central.

geometria



Modelo B3 = C2 

r^/a = 0,10 

H/L = 4,00 

a/L = 0 , 2 5
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Valor de referência 9 

Valores estimados

Y ~ 1,00

M é ­ Desloca­ Elíptico Calibra- Energia Energia Énergia
to­ mento gem Total Calibra­ Local
dos (1) (2) (3) (4) da (5) (6)

Kl 5,602 5,667 6,118 5,463 5,858

y 0,9995 1,011 1,092 0,9747 1,045

Fig, 5.5. Resultados obtidos do modelo B3 para uma geometria de

trinca central.
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Modelo Cl 

a/L = 0,25 

H/L = 4,00

r y a  = 0,20

Valores estimados

M é ­ Desloca­ Elíptico Calibra- Energia Energia Energia
to­ mento gem Total Calibra­ Local
dos (1) (2) (3) (4) da (5) (6)

Kl 3,980 3,655 4,249 3,949

Y 0,7101 0,6521 0,7581 0,7045

Fig. 5.6 - Resultados obtidos do modelo Cl para \ima geometria de

trinca central



Modelo C3 

a/L = 0 , 2 5  

H/L = 4 , 0 0

r ^ a  = 0,05
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Valor de referência 9_ Y - 1,00 

Valores estimados

M é ­
to­
dos

Desloca­
mento

(1)

Elíptico

(2)

Calibra­
gem

(3)

Energia
Total
(4)

Energia 
Calibra­
da (5)

Energia
Local
(6)

Kl 7,980 8,677 8,801 8,169

Y 1,424 1,548 1,570 1,457

Fig. 5.7 - Resultados obtidos do modelo C3 para uma geometria de

trinca central.



77

Modelo Al 

r^/a = 0 , 1  

a/L = 0 , 8  

H/L = 1 , 0

Valor de referência 9 

Valores estimados

Y = 2,57

M é ­ Desloca­ Elíptico Cali b r a ­ Energia Energia Energia
to­ mento gem Total Cali b r a ­ Local
dos (1) (2) (3) (4) da (5) (6)

Kl 10,82 11,16 11,62

y 1,930 1,983 2,228

Fig. 5.8 - Resultados obtidos do modelo Al para uma geometria de

trinca central,usado na primeira análise de conyergên

cia.
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Modelo A2

r /a = 0,1 
o

a/L = 0 , 8  

H/L = 2 , 0

Valor de referência 

Valores estimados

Y = 1,7 2

M é ­ Desloca Elíptico C a l i b r a ­ Energia Energia Energia
to­ mento gem Total Calibra­ Local
dos (1) (2) (3) (4) da (5) (6)

Kl 9,896 9,896 10,72

Y 1,766 1,766 1,913

Fig. 5.9 - Resultados obtidos do modelo A2 para uma geometria

de trinca central, usado na primeira analise de

convergência.



Modelo A3 

r^/a = 0,1 

a/L = 0 , 8  

H/L = 4,0
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Valor de referência [q J Y = 1,67 

Valores estimados

M é ­ Desloca­ Elíptico C a l ibra­ Energia Energia Energia
to­ mento gem Total Calibra- Local
dos (1) (2) (3) (4) (5) (6)

Kl 9,895 9,904 10,64

Y 1,765 1,767 1,898

Fig. 5.10 - Resultados obtidos do modelo A3 para uma geometria

de trinca central, usado na primeira análise de

convergência.
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Modelo A3 

r^/a = 0 , 1  

a/L - 0,8 

H/L = 2 , 0

Valor de referência 

Valores estimados

Y = 1,67

M é ­ Desloca­ Elíptico Calibra­ Energia Energia Energia
to­ mento gem Total C ali b r a ­ Local
dos ' (1) (2) ■ (3) (4) is) (6)

Kl 10,05 10,02 10,90

Y 1,793 1,787 1,945

Fig. 5.13 - Resultados obtidos do modelo A3 para uma geometria

de trinca central, usado na segunda análise de con

vergência.



Modelo Bl 

r^/a = 0,1 

H/L = 4 , 0  

a/L = 0,8
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Valor de referência 

Valores estimados

33 Y = 11,11

M é ­ Desloca­ Elíptico Calibra- Energia Energia Energia
to­ mento gem Total Cali b r a ­ Local
dos (1) (2) (3) (4) da (5) (6)

Kl 61,73 113,21 78,46 51,32

y 11,01 20,20 13,99 9,156

Fig. 5.14 - Resultados obtidos do modelo Bl para uma geometria

com uma trinca lateral.
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Modelo BI 

r^/a = 0,1 

H/L = 4 , 0  

a/L = 0 , 8

Valor de referência 

Valores estimados

33 Y = 1,80

M é ­ Desloca­ Elíptico Calibra­ Energia Energia Energia
to­ mento gem Total Ca l ibra­ Local
dos (1) (2) (3) (4) da (5) (6)

Kl 8,381 8,492 9,577 9,146

Y 1,495 1,515 1,709 1,632

Fig. 5.16 - Resultados obtidos do modelo BI com geometria

dupla trinca lateral.

de



Modelo B2 

r^/a = 0 , 1  

H/L = 4 , 0  

a/L = 0,5
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Valor de referência 

Valores estimados

[33] Y = 1,19

M é ­ Desloca­ Elíptico Calibra- Energia Energia Energia
to­ mento gem Total C a l i b r a ­ Local
dos (1) (2) (3) (4) da (5) (6)

Kl 6,306 6,911 8,160 6,862

Y 1,125 1,233 1,456 1,224

Fig. 5.17 - Resultados obtidos do modelo B 2 com geometria

dupla trinca lateral.

de
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6. CONCLUSÃO

Como se pode verificar nos resultados apresentados no 

capítulo anterior, nâo houve para os modelos analisados, grande 

predominância entre um metodo e outro, quando comparados com os 

resultados de referência.

0 metodo elíptico, que apresentou bons resultados p a ­

ra geometrias de trinca c e n t r a l , mostrou nâo ser aplicável â geo 

metrias com uma trinca lateral, uma vez que, devido â fléxão

existente, a trinca, ao se deformar, nâo mantem a forma elíptica.

Por esta e outras razões hâ necessidade de se usar 

nao apenas um metodo,. mas um conjunto destes, para se ter confi­

ança quando da analise de um determinado modelo. Quanto ao refi­

no de malha usado no modelo Al, nâo apresentou resultados satis­

fatórios , contrariando o que deveria ocorrer. Estudos p o s t e r i o ­

res seriam de interesse para verificar o porque deste comporta - 

mento anômalo.

Outras tentativas podem ser feitas, usando os métodos 

"propostos, tais como, aplicação dos métodos de deslocamento e me 

todo elíptico considerando os deslocamentos na direção e não 

na direção X 2 ,como foi feito. Outra aplicação seria considerar a 

malha calibrada na região dentro da trinta e nâo fora da trinca 

como empregado.

Em termos medios, o uso de elementos finitos convencio 

nais, ao menos para as geometrias analisadas, pode ser considera 

do aplicável, embora com erros na ordem de 15 a 2 0 V.

Com o xiso de elementos especiais existem indicações de 

que e possível obter resultados bem mais exatos <  1®»} . com
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malhas maiores, reduzindo portanto o tempo de preparo de modelo 

e o de computação. Entre estes, esta o q u e .i n c o r p o r a , ao mòtodo 

de elementos finitos expansões analíticas dentro de uma pequena 

região na extremidade da trinca. A filosofia desta aproximação 

esta baseada nas propriedades'matemáticas de duas técnicas empre 

g a d a s , ou seja, a expansão assintotica torna-se mais precisa com 

a aproximação do ponto singular, enquanto que a aproximação de 

elementos finitos,pode ser bastante p r e c i s a ,exceto proximo à ex 

tremidade da trinca. Outra vantagem do uso de elementos especi­

ais é que eles não necessitam de um manuseio muito grande dos 

resultados obtidos, o que não ocorre com os métodos aqui p r o p o s ­

tos, o que, conseqüentemente, pode levar a erros acidentais.
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As forças nodais, segundo as direções xj e X 2 , são o b ­

tidas a partir das condições de equivalência de um sisteina de 

forças, imposto ã cada intervalo.

0 mesmo procedimento ê usado para a calibragem com

0 = 1 ,

Os deslocamentos e a energia de deformação podem ser 

computados pelo PROASE usando a malha e o carregamento obtido.
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APENDICE A4

LISTAGEM DOS RESULTADOS

Neste apêndice ê fornecida uma listagem de resultados 

obtidos com a aplicação dos métodos, bem como alguns procedi­

mentos na obtenção dos mesmos.

Estes resultados estão resumidos nas tabelas subse­

quentes.




































