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Este trabalho tem como objetivo propor um modelo matematico para
andlise do comportamento de um veiculo submetido a um carregamento la-
teral crescente até atingir o limiar do capotamento. Modelos simplificados
existentes ndo levam em conta o comportamento da cinematica da suspen-
sdo o que inviabiliza a representacdo da cambagem, bitola, transferéncia de
carga, posicdo do centro de gravidade e, principalmente, a posicdo do cen-
tro de rolagem, normalmente considerado fixo no plano médio. Trata-se de
um modelo quase-estatico, com representagcdo plano-frontal e com dois graus
de liberdade. Compde-se de carroceria e duas rodas, conectadas a carroceria
através de duas suspensdes tipo McPherson. A rigidez equivalente das molas
¢ levada em consideracdo. A formulagdo matemadtica aplicada baseia-se no
método de Davies, que propde uma forma sistemadtica para a geraco e so-
lucdo das equagdes da cinemdtica e da estdtica de mecanismos. O método
utiliza a teoria dos helicoides, a teoria dos grafos e as leis de Kirchhoff. Atra-
vés do modelo, é possivel analisar o movimento da carroceria, a migracao
do centro de rolagem e do centro de gravidade, a transferéncia de carga e a
distribuicao da carga vertical, até ser atingido o limiar do capotamento, em
resposta a uma acelerac@o lateral. Também pode-se avaliar a diferenga em
relacdo ao Fator de Estabilidade Estética, parametro utilizado para avaliar a
tendéncia de capotamento de um veiculo. Para demonstrar o comportamento
do centro de rolagem no mecanismo de dois graus de liberdade, é dado o
enfoque de mecanismos em que o centro de rolagem e os polos sdo conside-
rados como centros instantdneos de rotagcdo. A contribuicao estd relacionada



com a representagdo cinematica mais apropriada proporcionada pelo modelo
(com dois graus de liberdade), que consegue reproduzir, de forma adequada,
a variacdo da cambagem, da bitola e, principalmente, a migracdo do centro
de rolagem. Outra contribui¢do diz respeito a forma de geracdo das equa-
¢oes e da obtengdo dos resultados, notavelmente facilitados pela aplicagdo do
método de Davies.



Abstract of Thesis presented to UFSC as a partial fulfillment of the
requirements for the degree of Doctor in Mechanical Engineering.

A KINESTATIC MODEL FOR VEHICLE ROLLOVER
ANALYSIS

Jorge Luiz Erthal
April /2010

Adpvisor: Prof. Daniel Martins, Dr.Eng..

Co-advisor: Prof. Lauro C. Nicolazzi, Dr.Eng..

Area of Concentration: Mechanical System Design.

Keywords: rollover, screw theory, roll center, Davies’s Method.
Number of pages: 130

The present work aims at proposing a mathematical model for analy-
zing the performance of a vehicle submitted to an increasing lateral load till it
reaches the rollover threshold. The existing simplified models do not take into
account the kinematic behavior of the suspension mechanism and this makes
it infeasible to have a representation of camber, track width, load transfer,
center of gravity position - usually considered fixed to the midplane. It is a
quasi-static model, with frontal plane representation, and two degrees of fre-
edom. It consists of a body and two wheels connected to that body by means
of two McPherson-type suspension mechanisms. The equivalent stiffness of
the springs is taken into account. The applied mathematical formulation is
based on Davies’s method, which proposes a systematic way of generating
and solving equations concerning kinematics and statics of mechanisms. The
method uses screw theory, graph theory, and Kirchhoff’s laws. Using this
model, it is possible to analyze body movement, roll center and center of gra-
vity migrations, load transfer, and vertical load distribution till it reaches the
rollover threshold in response to a lateral acceleration. One can also assess
the difference concerning the Static Stability Factor, a parameter used to eva-
luate the rollover tendency of a vehicle. In order to demonstrate the roll center
behavior in a two-degree freedom mechanism, the theory of mechanisms’ ap-
proach - in which the roll center and the poles are considered instant centers
of rotation - was adopted. The contribution of the present work concerns
a more adequate kinematic representation provided by the model (with two
degrees of freedom), which manages to reproduce, in a more adequate way,
the variation of camber, track width, and specially the roll center migration.



Another contribution is related to the form of generating equations and obtai-
ning results, remarkably facilitated by the application of Davies’s method.
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1 INTRODUCAO
1.1 Localizacdo do problema

Os fatores que envolvem o capotamento de veiculos t€ém sido inten-
samente investigados tendo em vista o aumento da ocorréncia de acidentes.
As estatisticas colocam o capotamento como o maior causador de mortes em
acidentes com veiculos utilitarios e caminhdes (NHTSA, 2005).

A tendéncia ao capotamento pode ser identificada pelo Fator de Esta-
bilidade Estatica (Static Stability Factor - SSF), definido pela relacdo entre a
metade da bitola e a altura do centro de gravidade a partir do nivel da pista
(HAC, 2002). Este indice, no entanto, desconsidera quaisquer influéncias de-
correntes do movimento da suspensao, rigidez das molas, rigidez dos pneus e
carga transportada.

A influéncia da suspensdo sobre o fator de estabilidade se dé através
da variagdo da bitola, da transferéncia de forgas para a carroceria, do posicio-
namento do centro de rolagem e do angulo de rolagem. Segundo Hac (2002),
em uma situacdo de manobra de emergéncia, o fator de estabilidade estatica
pode sofrer variagdes de até 25% caso se esteja ou ndo levando em conside-
racdo os efeitos da suspensio.

Modelos desenvolvidos para o estudo preliminar da dindmica de vei-
culos utilizam esquemas simplificados, restringindo o deslocamento da sus-
pensdo somente na vertical, como por exemplo em (GILLESPIE, 1992) e (HAC,
2002). Modelos mais precisos levam em conta as caracteristicas cinemdticas
da suspensdo, podendo representar a variagdo da cambagem da bitola e da
convergéncia (BLUNDELL; HARTY, 2004). No entanto, quanto maior o grau de
realismo do modelo, mais complexo ele se torna e mais trabalhosa € a geracao
e a solucdo das equagdes que representam o fendmeno.

Como forma alternativa aos métodos tradicionais para a solugado da ci-
nemadtica e da estdtica, a teoria dos helicoides, screw theory, tem-se mostrado
uma ferramenta bastante versatil para a construg¢do das equagdes cinemadticas
e de equilibrio nos mecanismos (TSAI, 1999). O uso da teoria dos grafos
permite que tais equagdes possam ser obtidas de forma sistematica (WOJNA-
ROWSKI, 1995). O método de Davies utiliza as teorias dos helicoides e dos
grafos juntamente com as leis de Kirchhoff para equacionar e resolver a ci-
nematica e a estatica de mecanismos de forma concisa e compacta (DAVIES,
2000). Ja consagrado na pesquisa da robética no Laboratério de Robdtica da
UFSC (campos, 2004) (DOURADO, 2005) (SANTOS, 2006) (CRUZ, 2007) (SI-
MAS, 2008) (CAZANGI, 2008), o método possui um grande potencial de uso na
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modelagem de veiculos, em particular em sistemas mecanicos tais como sus-
pensdes e sistemas de dire¢do, devido a facilidade de se estabelecer e resolver
relagdes entre forga e velocidade.

Este trabalho tem o objetivo de apresentar um modelo matematico para
andlise do comportamento de um veiculo em curva, desenvolvendo uma ve-
locidade crescente até se atingir limiar do capotamento. Mesmo sendo rela-
tivamente simples, o modelo fornece informa¢des importantes relacionadas
ao deslocamento do centro de gravidade e do centro de rolagem, permitindo
avaliar com maior precisdo o fator de estabilidade estatica.

Por representar corretamente a geometria da suspensdo, o modelo per-
mite que se obtenha a variacao da cambagem e da bitola, pardmetros que sao
utilizados na andlise do comportamento da suspensao.

1.2 Motivacio

Apesar da disponibilidade de programas voltados para modelagem e
simula¢@o de sistemas multicorpos, tais como ADAMS (MSC SOFTWARE COR-
PORATION, 2006) e SIMPACK (INTECH GMBH, 2009), nem sempre é possivel
0 acesso a estas plataformas, por conta de aspectos como custo e comple-
xidade. Mesmo no caso de programas mais simples como o Working Model
2D (DESIGN SIMULATION TECHNOLOGIES, 2010), o uso de programas fechados
diminui a sensibilidade do projetista quanto a detec¢do de eventuais instabi-
lidades no comportamento matemadtico do modelo, pela falta de visualizacio
das equacdes algébricas.

A teoria dos helicoides tem sido aplicada em manipuladores robo6ti-
cos, e, em menor escala, em mecanismos de suspensdo. No entanto, ndo se
tem noticias, até entdo, de publicagdes envolvendo a aplicacdo do método de
Davies na andlise de suspensdes.

Auxiliado pela teoria dos helicoides, o0 método de Davies propde uma
forma sistemadtica para a obtencdo das equacdes cinemadticas e de equilibrio
estatico em cadeias cinemadticas, possibilitando o seu uso em rotinas compu-
tacionais.

1.3 Defini¢cao do problema

Tendo em vista a imprecisdo no célculo do fator de estabilidade esta-
tica e as potencialidades do método de Davies, propde-se o desenvolvimento
de um modelo matemadtico quase-estatico, utilizando o método de Davies,
que permita a andlise do comportamento lateral de um veiculo até o limiar do
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capotamento. Sdo incorporadas as caracteristicas cinemdticas especificas da
suspensdo e as propriedades das molas.

1.4 Objetivos

O trabalho tem como objetivo geral aplicar o método de Davies em
um modelo matemadtico que represente o comportamento de capotamento de
veiculos, incluindo a cinemadtica da suspensdo e as caracteristicas das molas.

Como objetivos especificos, tem-se:

* Criar um modelo quase-estdtico plano de um veiculo, contendo carro-
ceria, suspensdes direita e esquerda do tipo McPherson, molas e pneus,
utilizando a representagio por helicoides.

* Aplicar a teoria dos grafos ao modelo a fim de avaliar sua eficiéncia na
montagem dos sistemas de equagdes representativas do modelo.

 Utilizando o método de Davies, desenvolver e resolver as equacdes da
cinemdtica e da estdtica do modelo para se obter as informagdes neces-
sérias a andlise do comportamento lateral do veiculo.

1.5 Justificativa

Um modelo matematico deve ser tdo complexo quanto necessario e tao
simples quanto possivel. Esforco computacional, disponibilidade de tempo,
facilidade de implementacio e andlise sdo fatores que devem ser levados em
consideracdo na formulacdo de um modelo. Deve-se utilizar elementos que
agilizem a obtencao das equacdes e facilitem a busca e andlise dos resultados.

O método de Davies sistematiza a geracdo das equagdes de interesse
bem como facilita a obtencdo e a andlise dos resultados. Centros instantdneos
e o centro de rolagem sdo obtidos através do grafo dos movimentos e das
propriedades relativas aos helicoides.

O modelo pode servir como base para o desenvolvimento de uma fer-
ramenta de andlise do comportamento lateral de veiculos, auxiliando no de-
senvolvimento do projeto de suspensdes.

A escolha do tipo de suspensio deve-se a existéncia de elos deslizan-
tes, o que deixa o modelo cinemadtico mais abrangente. Além disso, trata-se
de um tipo de suspensdo que também ¢ utilizado os veiculos utilitdrios de
luxo, conforme apresentado na Tabela 1.
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Tabela 1: Tipos de suspensdo utilizadas em veiculos utilitdrios esportivos
de luxo (EDITORA ABRIL, 2010) (BEST CARS WEB SITE, 2010) (WEBMOTORS,
2010)

dianteira traseira
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fabricante / modelo 5| =] 8]|8]|3
Mercedes Benz / Classe M | X X
Toyota / Hilux X X
BMW / X5 X X
VW / Touareg X X
Porsche / Cayenne X X
Ford / Edge X X
GM / Captiva X X
Honda / CRV X X
Hundai / Tucson X X
Suzuki / Gran Vitara X X
Mitsubishi / Pajero TR4 X X
Mitsubishi / L200 X X
Mitsubishi / Pajero Full X X

A principal contribui¢c@o deste trabalho relaciona-se com a aplicagdo
do método de Davies na modelagem de suspensdes de veiculos, j4 que ndo se
tem encontrado publicacdes neste sentido.

1.6 Organizacao do documento

Os simbolos em negrito representam vetores e matrizes e seguem o
padrdo utilizado em Davies (2000).

A tese estd dividida em seis capitulos, buscando estabelecer a sequén-
cia natural entre a introduc¢do ao tema, a definicdo e caracteristicas do centro
de rolagem, as ferramentas utilizadas para a andlise, a descricdo do modelo
proposto, os resultados obtidos e as conclusdes.

No Capitulo 2 apresenta-se a definicdo e os métodos de obtencdo do
centro de rolagem, incluindo a sua obtencdo pelo método de Davies.
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No Capitulo 3, apresentam-se as ferramentas matemadticas utilizadas
na composi¢do do modelo, no que diz respeito a andlise de posi¢do, veloci-
dade e estatica. Faz-se a descri¢do do Método de Davies e de suas ferramentas
basicas: os helicoides, os grafos e as leis de Kirchhoff.

O modelo proposto é descrito no Capitulo 4. Nele se inclui o cdlculo
da posicdo, da velocidade e da condi¢do de equilibrio estdtico do modelo ci-
nemadtico proposto. A partir dos resultados obtidos, calcula-se as posicdes do
centro de gravidade e do centro de rolagem e as demais caracteristicas neces-
sdrias para a andlise do comportamento lateral do veiculo (cambagem, bitola,
transferéncia de carga) em funcdo das caracteristicas geométricas e eldsticas
da suspensdo. Todos os cdlculos sdo desenvolvidos através da representacao
por helicoides.

No Capitulo 5 sdo apresentados os resultados obtidos do modelo, en-
fatizando o comportamento do centro de rolagem.

No Capitulo 6 apresentam-se as conclusdes referentes aos resultados
obtidos a partir do modelo e também sobre a aplicacdo das ferramentas mate-
maticas apresentadas.
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2 CENTRO DE ROLAGEM

O centro de rolagem tem sido utilizado na andlise do comportamento
das suspensdes devido a facilidade de identificac@o e por servir como refe-
réncia na andlise do comportamento da cambagem, da distincia entre rodas
(bitola) e da rolagem de um veiculo. E utilizado como centro de movimento
da carroceria e como ponto de aplicacdo das forcas originadas do contato do
pneu com o piso.

O uso do centro de rolagem, no entanto, limita-se a pequenos giros da
carroceria pois € definido por norma como um ponto situado no plano médio
do veiculo (GILLESPIE, 1992). Tal defini¢do ndo pode ser utilizada na analise
da tendéncia ao capotamento, visto que nesta situa¢do o angulo de rolagem
do chassi € significativo. Além disso, quando a carroceria rola, o centro de
rolagem desloca-se tanto lateralmente quanto verticalmente e a definicdo dada
pela norma ndo mais pode ser aplicada (MITCHELL, 2007).

Modelos planos tem representado inadequadamente o comportamento
da suspensdo visto que consideram o mecanismo com apenas um grau de li-
berdade (GILLESPIE, 1992) (HAC, 2002) (MILLIKEN; MILLIKEN, 1995). Isto faz
com que o movimento da carroceria ndo seja representado da forma correta,
0 mesmo acontecendo para o centro de rolagem.

Neste capitulo sdo apresentados os parimetros que interferem no com-
portamento lateral e na tendéncia ao capotamento de um veiculo enfatizando
a influéncia do centro de rolagem.

Apresentam-se ainda técnicas de obtencao do centro de rolagem sob a
Otica da teoria cinemdtica de mecanismos, nas quais o centro de rolagem e os
polos sdo tratados como centros instantdneos de rotagao.

Demonstra-se que a maioria das abordagens apresentadas aplicam-se
apenas a mecanismos com um grau de liberdade, casos em que os centros ins-
tantaneos dependem apenas da configuracdo cinemdtica. Métodos baseados
nas velocidades, entre os quais estd o método de Davies, sdo os mais usados
em mecanismos com mais de um grau de liberdade.

2.1 Fator de Estabilidade Estatica

Apesar de representar uma pequena porcentagem de todos os aciden-
tes, o capotamento ¢ a maior causa de ferimentos graves € mortes (NHTSA,
2005), (SAFERCAR, 2005). Pesquisas apontam no sentido de investigar as
causas de acidentes e os efeitos sobre os ocupantes com o objetivo de suge-
rir medidas preventivas no projeto de veiculos e na constru¢do de estradas
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(PARENTEAU; SHAH, 2000), (WINKLER, 2000).

A forma mais simples de se estimar a tendéncia ao capotamento de
um veiculo € através do Fator de Estabilidade Estatica (HAC, 2002), cuja
obtencdo € descrita a seguir.

Enquanto descreve uma curva, a forca, centripeta produzida pelo con-
tato dos pneus com a pista, obriga o veiculo a se manter sobre a curva. Nesta
condicdo, o veiculo estd submetido as forcas representadas na Figura 1, caso
em que ele faz uma curva para a direita. As grandezas hcg e b representam,
respectivamente a altura do centro de gravidade e a bitola.

Figura 1: Veiculo rigido em uma curva para a direita.

Os esfor¢os a que o modelo estd submetido sdo:
* I, e Iy, - forcas de atrito nas rodas esquerda e direita respectivamente;

* m.g - forca peso, correspondente 2 massa suspensa, sendo g a acelera-
¢do da gravidade;

e F, € de - forcas verticais de contato nas rodas esquerda e direita res-
pectivamente.

Equacionando-se as forcas horizontais, tem-se
F, . +Fy, =m.a, 2.1

sendo a. a aceleracdo centripeta.
Do somatoério das forcas verticais, tem-se

Fe, + Fd_v =m.g 2.2)
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No limiar do capotamento, a roda interna a curva, a direita neste exem-
plo, perde o contato com a pista.

ey

Figura 2: Veiculo rigido em uma curva para a direita, no limiar do capota-
mento.

Nas expressdes (2.1) e (2.2), as reagOes Fy, € Fd} se anulam, restando

F,, =m.a. (2.3)
e
Fey =m.g. 2.4
Do somatério de momentos em relagdo ao centro de gravidade, tem-se
b
F,. .hcg — Fey.i =0. 2.9)
Substituindo-se (2.3) e (2.4) em (2.5), tem-se
b
m.ac..hcg —m.g. 7= 0 (2.6)
e, isolando-se a aceleracdo, chega-se a
ac b
. = SSF 2.7
8 Q.hCG

sendo SSF o Fator de Estabilidade Estatica, do inglés Static Stability Fac-

tor, dado por
b

SSF = .
2.hca

2.8)
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A Tabela 2 apresenta alguns valores tipicos para o fator de estabilidade
estdtica.

Tabela 2: Valores tipicos do fator de estabilidade estatica (SSF) (MELO; BAR-
BIERI; BARBIERI, 2006),(NHTSA, 2005).

Veiculo Fator de estabilidade estatica
(SSF)
Carros de passeio 1,3al,5
Picapes e furgdes 0,8a1l,2
Caminhdes pesados 0,5
Caminhdes-tanques 0,26

O fator de estabilidade estatica leva em conta somente as medidas da
bitola e da altura do centro de gravidade e considera que o veiculo € um
corpo rigido. No entanto, quando o veiculo é submetido a aceleracdes laterais
elevadas, a suspensdo sofre deflexdes que alteram a posicdo do centro de
gravidade e a bitola, alterando assim o valor do fator de estabilidade estdtica
em relacdo ao valor fornecido pela expressao (2.8) (HAC, 2002).

Segundo Hac (2002), no caso de veiculos utilitdrios, caso seja levada
em consideragdo a influéncia da suspensdo, pode ocorrer uma redugio acele-
racdo lateral limite de até 25% do valor obtido pela expressao (2.8).

Técnicas para melhorar a estimativa do limiar do capotamento tem
sido propostas. Gillespie (1992) desenvolve expressdes analiticas para a ob-
tencdo do fator de estabilidade estdtica, levando em conta o deslocamento
lateral do centro de gravidade. Dixon (1996) inclui a deformacéo lateral dos
pneus e os efeitos giroscépicos devido a rotagdo das rodas. Hac (2002) pro-
poe linearizagdes no deslocamento da suspensdo para representar a elevacio
do centro de gravidade e a variacdo da bitola.

Chagas, Neves e Sarzeto (2005) comparam o comportamento das sus-
pensdes com bragos sobrepostos e McPherson com relagdo ao fator de esta-
bilidade estatica. Os resultados apresentados mostram a forte influéncia do
tipo de suspensdo na dinamica de rolagem de veiculos. Travis et al. (2004)
utilizam veiculos radio-controlados em escala para investigar a influéncia de
parametros como rigidez das molas, amortecedores, altura do centro de rola-
gem e tipos de pneus, na tendéncia ao capotamento.

Whitehead et al. (2004) estudam a influéncia da altura do centro de
gravidade, peso total e distribuicdo das massas na tendéncia ao capotamento.
Apesar de ndo levarem em consideragdo os efeitos da cinemdtica da suspen-
sdo, os autores reconhecem que tais efeitos influenciam na posi¢ao dos cen-
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tros de rolagem, na variacdo da bitola e que podem introduzir as chamadas
forcas de macaqueamento, que tendem a elevar o veiculo quando solicitado
pelas forcas laterais.

A linearizagdo imposta ao comportamento cinemadtico da suspensao
inviabiliza a aplicacdo dos modelos citados na anélise da rolagem e capota-
mento, devido aos grandes deslocamentos que ocorrem nestas situacdes.

2.2 Transferéncia de carga

A transferéncia de carga influencia significativamente na estabilidade
lateral dos veiculos, principalmente aqueles com centro de gravidade elevado
tais como vans e caminhonetes. Para manter o veiculo longe da condi¢do de
capotamento, os fabricantes procuram limitar a acelera¢do lateral méxima.
Isto é feito controlando-se a aderéncia dos pneus através do balanco da rola-
gem entre a dianteira e a traseira de modo a modificar a transferéncia de carga
nos eixos (NICOLAZZI; ROSA; LEAL, 2001).

Unindo-se o centro de rolagem dianteiro com o traseiro tem-se o eixo
de rolagem, que é o eixo em torno do qual o veiculo rola durante uma manobra
em curva. O eixo de rolagem sé tem significado quando na presenga do centro
de gravidade. A distancia entre centro de gravidade e o eixo de rolagem gera
um brago de momento. Na presenca de uma aceleracdo lateral, o tamanho
do brago, combinado com a rigidez das molas e das barras estabilizadoras,
definem o quanto a carroceria rola e a quantidade de carga transferida entre
as rodas. Utilizando-se diferentes tipos de suspensdo e rigidez de molas nos
eixos dianteiro e traseiro pode-se distribuir o momento da massa suspensa de
forma a produzir maior ou menor transferéncia de carga e assim equilibrar o
veiculo da forma desejada (NICOLAZZI; ROSA; LEAL, 2001).

2.3 Centro de rolagem e polos

Devido a facilidade de localizacio e visualizagdo, o centro de rolagem
se torna um parametro de referéncia bastante ttil nos estdgios iniciais do pro-
jeto, sem necessidade de se utilizar modelos complicados ou protétipos. A
estimativa prévia do centro de rolagem permite que ele seja ajustado para sa-
tisfazer os requisitos de desempenho do veiculo relacionados com o dngulo de
rolagem e a transferéncia de carga em cada um dos eixos (MITCHELL, 2007).

O centro de rolagem € o tnico ponto de um plano vertical que passa
pelo centro do eixo que, num determinado momento, permanece sem movi-
mento. E, portanto, o ponto em torno do qual a carroceria comega a girar
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quando submetida a uma forga lateral. Sua posi¢do determina:

* atransferéncia de carga entre as rodas,

* 0 desgaste dos pneus, visto que a variacdo da sua altura altera o valor
da bitola e

* a variagdo da cambagem.

A cambagem muda com o deslocamento da suspensio e com a rola-
gem da carroceria. Pequenas alteragcdes na cambagem dianteira e traseira po-
dem ser usadas para regular a dirigibilidade. Contudo, cambagem excessiva
pode resultar em perda de eficiéncia na frenagem devido a reducdo da area
de contato dos pneus com o piso. A variacdo da cambagem quando a sus-
pensdo € comprimida pode ser estimada pela posi¢ao do centro de rolagem
(MILLIKEN; MILLIKEN, 1995).

Segundo as normas SAE J670e (GILLESPIE, 1992) e DIN 70000 (REIM-
PELL; STOLL; BETZLER, 2001), o centro de rolagem é o ponto sobre o plano
vertical transversal ao longo dos centros das rodas e equidistante delas, onde
forcas laterais podem ser aplicadas sobre a massa suspensa, sem produzir
deslocamento angular (rolagem) na carroceria.

Segundo a norma DIN, o centro de rolagem € obtido pela interse¢do
do plano médio vertical do veiculo com a linha que liga o centro de contato
do pneu com o piso até o centro instantdneo da suspensio, denominado de
polo. A Figura 3 mostra a obteng@o dos polos e do centro de rolagem para a
suspensdo de bracos sobrepostos transversais.

l,g centroderolagem

Figura 3: Obtencdo gréfica dos polos e do centro de rolagem de uma suspen-
s@o de bracos sobrepostos (JAZAR, 2008).

O cruzamento das retas definidas pelos bragos 4 e 6 define o polo g,
que representa o centro instantdneo de rotacdo entre a roda esquerda (2) e
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carroceria (8). O cruzamento das retas definidas pelos bracos 5 e 7 define o
polo Iz3. Os centros /17 e I3 representam os centros instantaneos entre o piso
(1) e cada roda (2 e 3).

O centro de rolagem /g, entre a carroceria (8) e o piso (1), é obtido
pelo cruzamento da reta passando pelos pontos I»g € I} com a reta que une
os pontos 33 € /3.

A determina¢do geométrica do centro de rolagem, para varios tipos
de suspensdo, pode ser encontrada em Milliken e Milliken (1995), Dixon
(1996), Reimpell, Stoll e Betzler (2001), Jazar (2008) e em Nicolazzi, Rosa e
Leal (2001).

A defini¢do dada pela norma limita-se a posicdo simétrica, ou seja,
ao caso em que a carroceria ndo estd rolando e também considera que o me-
canismo possui apenas um grau de liberdade. Mitchell (2007) explica que
carros de série raramente sdo submetidos a grandes forgas laterais. Poucos
motoristas utilizam mais do que 0,3g mesmo em situacdes de emergéncia.
Consequentemente, a andlise de carros de série € limitada a pequenas cargas
laterais, ignorando-se a rolagem e o movimento da suspensao e tratando-se o
centro de rolagem como um ponto estético.

Caso se deseje analisar o mecanismo de transferéncia de carga ou o
limiar do capotamento, é necessario avaliar o que acontece com o centro de
rolagem e os polos em condi¢des assimétricas, como € o caso de uma curva.

A Figura 4 mostra que, numa situac@o de curva, as configuragcdes das
suspensdes direita e esquerda sdo diferentes e o centro de rolagem sofre um
deslocamento, ndo permanecendo no plano médio do veiculo.

CR
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112 1 I3
(a) Condigao simétrica. (b) Condigao assimétrica.

Figura 4: Centro de rolagem de uma suspensao de semi-eixos oscilantes con-
forme Aronhold-Kennedy.

Além do centro de rolagem, os polos também sao pontos de referéncia
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importantes na andlise do comportamento da suspensdo. Milliken e Milli-
ken (1995), Mitchell et al. (2008) e Gillespie (1992) apresentam uma forma
prética de se visualizar o efeito da posicdo dos polos. A suspensio é repre-
sentada por um unico braco virtual ligando o cubo da roda ao respectivo polo,
denominado de braco oscilante equivalente. A posi¢do e o angulo do braco
oscilante equivalente controlam a altura do centro de rolagem, a varia¢do da
cambagem e a variacdo da bitola. Enquanto o centro de rolagem é uma fun-
¢do do comprimento e altura do braco oscilante, a variacdo da cambagem ¢é
fungdo somente do comprimento do brago.

O ganho de cambagem ¢é definido com a variagdo da cambagem
quando a carroceria rola. Projetistas utilizam a posi¢do do polo para esti-
mar o ganho de cambagem em curva. Posicionando-se o polo em regides
especificas pode-se aumentar o ganho de cambagem negativa, diminuindo a
necessidade de cambagem estética (A cambagem € negativa quando a parte
superior da roda inclina-se aproximando-se da carroceria). Assim, o ganho
de cambagem pode melhorar tanto o desempenho em retas quanto em curvas.
Obtém-se o maximo contato possivel melhorando a dirigibilidade e a tragao
(MILLIKEN; MILLIKEN, 1995).

Numa pista ondulada, se ocorre variagdo de bitola, o caminho da roda
ndo € uma linha reta. A variacdo de bitola introduz componentes laterais
de velocidade no pneu que, quando adicionadas a velocidade longitudinal,
alteram as derivas, resultando em perturbacdes no veiculo (JAZAR, 2008).
Observando-se a posi¢do dos polos, pode-se prever a variacdo da bitola. A
intensidade com que a bitola varia depende da posi¢do horizontal do polo e
da sua altura a partir do chéo.

2.4 Centro de rolagem e polos sob a ética da teoria de mecanismos

A obtencdo geométrica do centro de rolagem, de fato, origina-se na
andlise dos centros instantdneos de rotagdo existentes no mecanismo da sus-
pensao.

De acordo com Shigley e Uicker (1995), o centro instantineo é de-
finido como a localizacdo instantanea de um par de pontos coincidentes de
dois corpos rigidos distintos, para a qual as velocidades absolutas dos dois
pontos sdo iguais. Também pode ser definido como a localizacdo de um par
de pontos coincidentes de dois corpos rigidos distintos para a qual a veloci-
dade relativa de um dos pontos € zero quando vista por um observador situado
no outro corpo.

Para cada par de corpos existe um centro instantdneo. Um mecanismo
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com 7 elos possui um nimero total de centros instantaneos Np igual a

Np= M=) 2.9)
2

No estudo dos mecanismos planos, € possivel estabelecer a cinema-
tica instantnea de velocidades e o comportamento estitico de mecanismos
através dos centros instantaneos (ERDMAN; SANDOR; KOTA, 2001). A anélise
de configuragdes singulares pode ser feita levando em conta que alguns cen-
tros instantdneos coincidem ou situam-se em linhas retas particulares (HUNT,
1978), (GREGORIO, 2009).

Segundo Foster e Pennok (2003), os centros instantaneos definidos por
elos diretamente conectados sdo denominados centros primarios e sdo ob-
tidos por inspecdo da cadeia cinematica. O centro instantineo de dois elos
conectados por uma junta rotativa é o proprio eixo de articulagdo. Nas jun-
tas prismaticas, o centro instantdneo se encontra no infinito, sobre uma reta
perpendicular ao deslocamento da junta. Os demais centros, que representam
o movimento entre elos indiretamente conectados, denominados de centros
secundarios. No exemplo apresentado na Figura 3, os centros I1; e I3 sdo
considerados primdrios. Os polos Ig e I3 e o centro de rolagem /;g sdo cen-
tros secunddrios.

2.4.1 Teorema de Aronhold-Kennedy

Os centros instantdneos secundarios podem ser obtidos através do te-
orema de Aronhold-Kennedy ou teorema dos trés centros (HUNT, 1978),
(SHIGLEY; UICKER, 1995) e (JAZAR, 2008). Segundo o teorema, os trés centros
compartilhados por trés corpos rigidos, dois a dois, diretamente conectados
ou ndo mas em movimento relativo entre si, situam-se sobre uma mesma reta.

Como exemplo, a Figura 5 apresenta um mecanismo de quatro barras
que, de acordo com a expressdo 2.9, possui 6 centros instantaneos. A identi-
ficacdo segue a numeragio dos corpos associados a ele. Assim, /;; identifica
o centro associado aos elos i e j. Sdo 4 centros instantdneos primdrios (17,
b3, I34 € I14) e dois secundarios (113 € Ir4).

De acordo com o teorema de Aronhold-Kennedy, o centro /13 € obtido
pelo cruzamentos da reta que une os centros /1> e o3 com a reta que une os
centros Ii4 ¢ I34. Da mesma forma, o cruzamento da reta I12-I14 com Ip3-Iz4
fornece o centro Ir4.
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Figura 5: Centros instantdneos de um mecanismo de quatro barras.

2.4.2 Diagrama do poligono

A obtencgdo dos centros instantdneos secunddrios pode ser feita através
do diagrama do poligono (NORTON, 2003). Constréi-se um poligono cujos
vértices sdo numerados de acordo com a identificacdo dos elos. A Figura
6 representa o diagrama do poligono para o mecanismo de quatro barras da
Figura 5. Cada centro instantineo é representado por uma linha que liga dois
vértices (elos) quaisquer. O procedimento de construgdo obedece os seguintes
passos:

1. Identificar todas os elos da cadeia cinematica (o corpo 1 € o fixo).
2. Desenhar o poligono de modo que a cada vértice corresponde um elo.

3. Representar os centros instantdneos primdrios (articulagcdes) por uma
linha grossa entre os vértices correspondentes do poligono.

4. O centro desconhecido corresponde a diagonal do paralelogramo cujos
lados sdo centros instantaneos conhecidos.

Tome-se como exemplo o centro instantineo /3. A linha correspon-
dente ao centro /13 é a diagonal do paralelogramo formado pelos lados 1-2,
2-3, 1-4 e 4-3, todos centros instantaneos conhecidos.

O diagrama do poligono se torna cada vez mais necessdrio a medida
que a complexidade da cadeia aumenta. A Figura 7 apresenta um mecanismo
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Figura 6: Poligono dos centros instantdneos do mecanismo de quatro barras
da Figura 5.

de cadeia composta com 6 elos e um grau de liberdade. No total sdo 15
centros instantaneos. O diagrama do poligono encontra-se na Figura 7(b).

O centro I3 é obtido pelo cruzamento da reta formada pelos centros
115 e I3 com a reta formada pelos centros I14 € I34. Isto corresponde ao que
se apresenta na Figura 8 com relacdo aos lados dos paralelogramo formado
pelos lados 1-2, 2-3, 1-4 e 4-3.

2.4.3 Obtencao dos centros instantineos a partir das velocidades

As posi¢des dos centros instantaneos também podem ser obtidas a par-
tir de velocidades conhecidas. Na Figura 9 apresenta-se a obtencéo do centro
instantaneo /j3 a partir das velocidades absolutas dos pontos b e ¢ e da ve-
locidade relativa do ponto ¢ em relagdo ao ponto b, para duas velocidades
diferentes da junta a (@, = 0,8rad /s e @, = 1,5rad/s).

O centro instantdneo ndo muda de posi¢do com a variag¢do da veloci-
dade. A localizagdo do centro € obtida exclusivamente pela geometria. Isto
acontece somente quando o0 mecanismo possui apenas um grau de liberdade
(SHIGLEY; UICKER, 1995) e (GREGORIO, 2008). Se a velocidade de aciona-
mento € dobrada, o poligono de vetores permanece proporcional, mantendo
os centros na mesma posi¢do. Quando o mecanismo possui mais de um grau
de liberdade, as velocidades interferem no posicionamento dos centros ins-
tantdneos, como pode ser visto na Secdo 2.4.5.

2.4.4 Cadeias indeterminadas

O método baseado na aplicagao direta do teorema Aronhold-Kennedy
e do diagrama do poligono nao se aplica para mecanismos com um grau de
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(a) Polos.

(b) Diagrama do Poligono.

Figura 7: Centros instantdneos de um mecanismo de seis elos com um grau
de liberdade.

liberdade com arquiteturas mais complexas. Sdo as chamadas cadeias inde-
terminadas. Foster e Pennok (2003) definem cadeia indeterminada como
sendo a cadeia cinemdtica que representa um mecanismo com um grau de
liberdade cujos centros instantaneos secunddrios ndo podem ser localizados
pela aplicagdo direta do teorema de Aronhold Kennedy. Isto significa que, em
cadeias indeterminadas, o método esbarra em pontos onde ndo ha duas retas
polares relacionadas com o centro instantaneo secunddrio a ser determinado.

Técnicas graficas e analiticas tem sido desenvolvidas para a obtengao
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(a) @, =0,8rad/s (b) 0, =1,5rad/s

Figura 9: Posi¢do dos centros instantaneos.

dos centros instantaneos secunddrios em cadeias indeterminadas.

Foster e Pennok (2003) apresentam uma técnica gréfica para localizar
os centros instantdneos secundarios para a cadeia dupla borboleta. Através
da técnica, obtém-se de um dos centros secunddrios e, a partir dele, obtém-se
os demais centros pelo teorema de Aronhold-Kennedy. O centro secundério
€ obtido pela decomposicdo da cadeia cinemdtica em duas cadeias de seis
elos cada, juntamente com a substituicido de elos especificos por outros com
as mesmas velocidades instantineas que as permitidas pelos elos originais.
Da anélise de centros de cada um dos mecanismos resultam duas retas, em
cujo cruzamento se encontra o centro instantdneo procurado. Os demais sdo
obtidos pelo teorema de Aronhold-Kennedy.
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Foster e Pennock (2005) estendem a técnica para outros mecanismos
utilizando a conversdo da cadeia indeterminada com um grau de liberdade
em uma cadeia com dois graus de liberdade através da substituicdo de elos
especificos. Demonstra que um centro secundario de uma cadeia com dois
graus de liberdade deve situar-se em uma unica linha reta.

Apesar de fornecerem a visualizagdo do comportamento cinemético
do mecanismo, métodos baseados na utilizacdo de técnicas graficas ndo sdo
facilmente implementados em computadores (KUNG; WANG, 2009).

Gregorio (2008) apresenta um método analitico para localizar todos
os centros de um mecanismo plano com um grau de liberdade. Baseado no
teorema de Aronhold-Kennedy, cada centro desconhecido € obtido pelo equa-
cionamento de retas polares com coeficientes angulares a serem determina-
dos. Através de informagdes provenientes da configuragdo do mecanismo,
o método fornece um conjunto de equagdes que expressam analiticamente o
alinhamento dos centros.

Kung e Wang (2009) propdem uma metodologia em que os centros
instantaneos secunddrios sdo agrupados em trés classes. A Classe I € com-
posta por aqueles centros que podem ser obtidos por pelo menos duas retas
polares formadas pelos centros primarios. Sua localizag¢do é independente
dos outros centros secunddrios e pode ser facilmente obtida. Por isso eles po-
dem ser considerados também como centros primdrios, ja que sua obtengdo é
imediata. A Classe II é composta pelos centros em que apenas uma das retas
polares pode ser obtida dos centros primdrios. A Classe III corresponde aos
centros secunddrios cujas retas polares ndo podem ser determinadas a partir
dos centros instantaneos primarios.

Como exemplo, apresenta-se na Figura 10 um mecanismo dupla bor-
boleta. Os centros I12, 117, Iis, I3, ha, Izs, lig, Is6, Isg € Ig7 s@o primdrios.
Os centros 13, 114, 115, he, bs, he, b1, b, Iis, 38, 1a7, Is7, Igg € I7g s@0
secundarios classe II, e os centros I37 e I4g sdo classe III.

Com base nesta classificac¢@o e na utilizagdo do diagrama do poligono,
introduz-se um grafo direcionado, denominado grafo dos centros instanta-
neos. Utilizando um algoritmo de procura, cria-se uma férmula recursiva
para o célculo das coordenadas dos centros instantaneos situados sobre um
caminho do grafo.

As técnicas apresentadas sdo aplicadas em mecanismos com apenas
um grau de liberdade, em que os centros instantaneos nao dependem das ve-
locidades do mecanismo.

Na presenca de mais de um grau de liberdade, as velocidades passam
a ter influéncia. Numa mesma configuragdo, os centros mudam de local de
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(a) Cadeia cinematica. (b) Poligono dos polos.

Figura 10: Mecanismo dupla-borboleta (KUNG; WANG, 2009).

acordo com as velocidades impostas.
A seguir sdo apresentados métodos para a obtencdo dos centros ins-
tantaneos secunddrios para mecanismos com mais de um grau de liberdade.

2.4.5 Mecanismos com mais de 1GL

Para mecanismos com mais de um grau de liberdade, o procedimento
geométrico ndo se aplica, como se observa no exemplo apresentado na Figura
11(a). Trata-se de um mecanismo de cinco elos com dois graus de liberdade.
Observa-se que o método do poligono ndo se aplica pois ndo se pode combi-
nar os centros primarios dois a dois para se determinar os centros secunddrios.

Em seu trabalho sobre andlise de singularidades de mecanismos, Gre-
gorio (2009) apresenta uma propriedade importante que define a posicao do
centro instantdneo de um determinado elo pela expressdo:

0.C=) o.C. (2.10)

Nesta expressdo, o € a velocidade angular do elo e C € a posi¢ao do seu centro
instantaneo, ®; é a velocidade do elo quando somente a junta i se movimenta
e C; € a posi¢@o do centro instantaneo do elo quando somente a junta i se
movimenta.

Cada velocidade @; pode ser interpretada como um peso associado
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(a) Mecanismo (b) Poligono dos polos.
Figura 11: Mecanismo de cinco elos com dois graus de liberdade.

ao centro instantaneo C;. Assim, para um mecanismo com dois graus de
liberdade, o centro C de um determinado elo, deve situar-se sobre uma reta
passando por C; e C,, sendo C; o centro instantdneo do elo quando somente
a primeira varidvel se move e Cy o centro instantdneo do mesmo elo quando
somente a segunda varidvel se move.

Nas figuras 12 a 14 apresenta-se a posicao do centro /i3 em trés situ-
acoes distintas de velocidade das juntas a e d, que controlam o movimento
do mecanismo. Devido a varia¢do das velocidades, ocorre o deslocamento
do centro instantineo sobre a reta bP. Quando w, — 0, o polo desloca-se na
direcdo da junta b. Quando v; — 0, o polo desloca-se na dire¢do do ponto
P, ponto que representaria a posi¢do do centro /i3 caso o mecanismo nio
possuisse o elo 5.

2.4.6 Técnicas baseadas na velocidade

A forma tradicional de obten¢@o dos centros instantaneos entre corpos
rigidos com movimento relativo baseia-se nas velocidades dos corpos. Jazar
(2008) e Shigley e Uicker (1995) apresentam uma expressdo analitica (2.11)
para o célculo do centro instantidneo de rotacdo de um corpo em movimento
plano. A simbologia utilizada aqui é a mesma apresentada pelos autores.

De acordo com a Figura 15, tem-se um sistema moével (x,y), fixo no
corpo, do qual sdo conhecidas a posi¢io (“dp) e a velocidade (°dp) da ori-
gem, representadas no sistema global (X,Y). O corpo gira com uma veloci-
dade angular (*@p). A expressdo obtida fornece a posigio (GrQ) do centro
instantaneo de rotacdo (Q) do corpo (JAZAR, 2008).

1 .
Org =% dB+E(GmB x%dp). (2.11)
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Figura 12: Posi¢do do centro instantineo de rota¢do para @, = lrad/se vy =
2mm/s.

W, = 1 rad/s
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Figura 13: Posigdo do centro instantineo de rota¢do para @, = lrad/s e vy =
35mm/s.

Da Figura 15, a posi¢do do centro instantineo Q vale
“ro=Cdp—Cr,0="dp+%ry, (2.12)

sendo Cr, /0 O vetor posi¢do da origem do sistema mével em relago ao centro
instantaneo de rotacao.
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vy = 35 mm/s

Figura 14: Posi¢do do centro instantineo de rota¢do para @, = Orad /s e vy =
35mm/s.
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Figura 15: Centro instantineo de rotagado - Q.

Da expressdo (2.12), tem-se

“roje="ro—dsg (2.13)
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que, de acordo com a expressdo (2.11), resulta
1 .
“rojpe= E(Gmg x%dp). (2.14)

Se a origem do sistema mével coincidir com a origem do sistema fixo, “rg =
GrQ /o- LOgO,

GrQ _ G(DB XZG dB'

w

Neste caso particular, em que a origem do sistema movel (localizado no
corpo) coincide com a origem do sistema fixo, a velocidade “djp representa
a velocidade de um ponto sobre o corpo que instantaneamente estd passando
sobre a origem fixa.

A expressdo (2.15) comprova a dependéncia entre as velocidades e a
posicdo do centro instantineo, j4 que a velocidade © @ do corpo depende das
velocidades primdrias do acionamento do mecanismo.

Este procedimento, apesar de fornecer todos os centros instantaneos
secunddrios, necessita de aten¢do quanto a definicdo dos sistemas de coor-
denadas fixo e mével. Para um determinado centro instantaneo entre dois
corpos, o sistema fixo deve estar localizado em um dos corpos e o mével no
outro.

(2.15)

2.5 Comentarios

O método convencional para a obtengdo do centro de rolagem limita-
se a condicdo simétrica e leva em conta que 0 mecanismo possui apenas um
grau de liberdade.

Um modelo para anélise do comportamento lateral de um veiculo deve
possuir pelo menos dois graus de liberdade para que se possa representar a va-
riacdo da bitola de forma adequada. Isto leva a um aumento da complexidade
do modelo.

O método de Davies e o método dos helicoides sucessivos oferecem a
vantagem de permitir a geragdo das equacgdes e a obtencdo dos resultados de
forma bastante simples e direta.

O préximo capitulo apresenta a descricdo dos métodos utilizados no
modelo.
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3 FERRAMENTAS DE ANALISE

Neste capitulo sio apresentados os conceitos relacionados com as fer-
ramentas matematicas utilizadas no modelo proposto: o método dos helicoi-
des sucessivos e o método de Davies.

O método de Davies ¢ utilizado para a solug¢do da cinestatica (cine-
madtica infinitesimal e estdtica). Na sua forma original, o método considera
conhecida a configuragdo instantanea. Como o modelo deve admitir varia-
¢d0 na sua configuracdo, € necessario que se inclua a cinemdtica de posic¢ao,
resolvida através do método dos deslocamentos helicoidais sucessivos.

3.1 Analise de posicao

A forma cléssica de andlise de mecanismos baseia-se nas chamadas
equacdes cinematicas, cuja obtencdo depende da forma como o mecanismo
é representado. A representacdo mais comum é a vetorial , em que os elos
sdo representados por vetores com 0s mesmos comprimentos caracteristicos
dos elos (NORTON, 2003). O posicionamento dos vetores pode ser feito atra-
vés da aplicacdo de matrizes de transformacdo de coordenadas entre sistemas
localizados sobre os elos e um sistema global.

A definicdo de parimetros caracteristicos do mecanismo permite a
aplicacdo de regras que facilitam a criacdo de tais matrizes. Assim, tem-se
o método de Denavit-Hartenberg e o método dos deslocamentos helicoidais
sucessivos, utilizados no estudo de robos manipuladores (TSAI, 1999).

3.1.1 Método de Denavit-Hartenberg

O método de Denavit-Hartenberg (TSAL 1999) baseia-se na combina-
cdo de quatro transformacdes (duas translagdes e duas rotacdes) entre siste-
mas localizados nos eixos das juntas, conforme apresentado na Figura 16.

Cada transformagdo define um parametro: 6; é o angulo do elo i; d; é
o deslocamento do elo i; a; € o comprimento do eloi e o; € a tor¢cdo do elo i.

A matriz de transformag@o segundo Denavit-Hartenberg é represen-
tada por

cos(6;) —cos(0y)sin(6;)  sin(a;)sin(6; ajcos(6;)
s

i~y sen(6;)  cos(0g)cos(6;)  —sin(og)cos(6;)  a;sin(6;) 3.1
e 0 sin(ay) cos(oy) d; ’
0 0 0 1
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1
juntail

! X1

Figura 16: Pardmetros cinemadticos de Denavit-Hartenberg.

Os parametros g; e ¢; sdo constantes. No caso da junta i ser rotativa,
a variavel é 6; e d; permanece constante. Se a junta i for prismadtica, d; é a
variavel e 6; é constante.

Conhecidos os pardmetros de Denavit-Hartenberg de todas as juntas,
obtém-se as equacdes cinemadticas pela expressao (3.2). Sendo n o nimero de
juntas do mecanismo, as equagdes cinematicas sdo obtidas por

0A4,'A5%A5..." 1A, = A, (3.2)

sendo n o nimero de juntas do mecanismo.

A matriz YA, representa o posicionamento de um ponto na extremi-
dade da cadeia. No caso de uma cadeia aberta, ’A,, representa a orientacio
e a posi¢do de um sistema localizado no ponto extremo. Para uma cadeia
fechada, °A,, = I, sendo I a matriz identidade.

3.1.2 Método dos deslocamentos helicoidais sucessivos

O deslocamento helicoidal de um corpo rigido € representado por uma
rotacdo 6 em torno de um eixo e uma translagdo ¢ ao longo do mesmo eixo.
O eixo de referéncia dos deslocamentos € o eixo do helicoide.

A posic¢do p, de um corpo apds o deslocamento helicoidal, a partir de
uma posi¢ao p; é dada por

pr=Ap;. (3.3)



3.1 Andlise de posicdo 55

A matriz A € uma matriz 4 x 4, na qual estd incluida a matriz de rota-
¢do, dada pelos elementos

ayy = (s2—1)(1—cos®)+1

aiy = 8x8y(1—cosO) —s,sin6

a3z = 8y8;(1—cos0)+sysin6

ayy = 8ys¢(1—cos0)+s.sin

ap = (s5—1)(1—cos®)+1 (3.4)
ap = sy5;(1—cos0)—ssind

azi = 5:5:(1—cos0)—sysin6

azp = s5;85y(1—cos0)+scsin6

ayz; = (s2—1)(1—cos8)+1

e o vetor de translagdo, dado pela dltima coluna,

aig = sy —sox(ai — 1) —soyain — sozai3
ary = 18y —Soxan1 —Soy(an — 1) —so;ax (3.5)
az = 1s;—s0xa3 — Soyazz — Soz(azz —1).
Os elementos
agr=ap=ai3=0 e ayu=1 (3.6)

completam a matriz.

O vetor s representa a orientacdo do eixo do helicoide e o vetor s, a
posicao de um ponto sobre o eixo. A rotacdo 0 e a translacio ¢ sao chamados
de parametros do helicoide. O eixo do helicoide mais os parametros definem
completamente o deslocamento do corpo.

A configuragdo instantdnea qualquer de uma cadeia cinemaética aberta
¢ obtida partindo-se da chamada posicao de referéncia ou posicio zero
(TSAL 1999) e (KAZEROUNIAN, 1987). A posicdo zero é convenientemente
escolhida de modo que as coordenadas de todas as juntas sdo consideradas
zero. Este tipo de descri¢do tem a vantagem de ndo ser propensa a erros de
interpretacdo (GUPTA, 1986).

A posicdo de referéncia é formada pelos vetores posicdo $o, € orien-
tacdo s, dos centros das juntas. A Figura 17 apresenta a posi¢cdo zero de um
mecanismo de quatro barras.

A posicdo de cada junta € atualizada aplicando-se sucessivamente as
matrizes de deslocamentos helicoidais das juntas anteriores a ela. Assim, a
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Figura 17: Posic¢do de referéncia de um mecanismo de quatro barras.

posicao da junta i € obtida pela expressao
$0i = A1A2 .. oAiSOri- (3.7)

Ap6s a aplicacdo dos deslocamentos helicoidais a todas as juntas, tem-
se a configuracio atual do mecanismo. A Figura 18 apresenta a configuragdo
atual do mecanismo de quatro barras.

Figura 18: Configuracdo atual.

O vetor s, define a posicdo da extremidade da cadeia. Em se tratando
de um mecanismo de cadeia aberta, este vetor representa a posicao do efetu-
ador. No caso de uma cadeia fechada, o vetor s, representa o erro que deve
ser eliminado para que a cadeia permaneca fechada.
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Simas (2008) substitui este vetor por uma cadeia equivalente, denomi-
nada de cadeia virtual de erro e apresenta uma forma de solucéo da cine-
matica de posi¢do aplicada no planejamento de trajetérias de manipuladores
robdticos.

3.1.3 Comparacao

Tanto Denavit-Hartenberg quanto os deslocamentos helicoidais apre-
sentam uma forma estruturada de representacdo através das matrizes de trans-
formacao. O que diferencia os dois métodos sio os parametros de entrada.

No método de Denavit-Hartenberg, sdo necessarios quatro pardmetros
por junta sendo tr€s constantes e uma varidvel. A obtengao destes parametros
€ um tanto trabalhosa devido a imposicdo de regras para a defini¢do dos sis-
temas de coordenadas. A complexidade aumenta com o aumento do nimero
de graus de liberdade e da dimensao do espaco de representacio.

O método dos deslocamentos helicoidais sucessivos exige que se co-
nheca a posicdo e a orientagdo de cada junta na posicdo de referéncia que
pode ser convenientemente escolhida de modo a facilitar a visualizagdo e a
montagem da cadeia. Esta caracteristica se torna vantajosa quando se trata de
cadeias complexas e por esta razao optou-se pela aplicacdo dos deslocamen-
tos helicoidais sucessivos no modelo proposto neste trabalho.

3.2 Analise cinestatica (Método de Davies)

O método de Davies utiliza trés conceitos principais: a teoria dos heli-
coides, a teoria dos grafos e as leis de Kirchhoff. Os helicoides s@o utilizados
na representacdo da posicdo, das velocidades e das forcas, em substituicdo a
representacao vetorial tradicional. Os grafos sdo utilizados para representar
a conectividade da cadeia e a conexao entre as velocidades e forcas do me-
canismo. As leis de Kirchhoff adaptadas a teoria de mecanismos, fornece os
meios para se obter as equacdes da cinestatica.

3.2.1 Leis de Kirchhoff

Kirchhoff enunciou duas leis relacionadas com malhas de circuitos
elétricos. Sdo elas:

LEI DAS MALHAS: A soma algébrica das tensdes ao longo de qualquer
percurso fechado € zero.
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LEIDOS NOS: A soma algébrica das correntes que entram em um né é
igual a zero.

Davies (1981) estabelece uma analogia entre um mecanismo e um cir-
cuito elétrico, levando em conta a similaridade entre forca e corrente e tam-
bém entre velocidade relativa e diferenca de potencial. O método de Davies
propoe a aplicagdo das Leis das Malhas e dos N6s em mecanismos.

Considerando as analogias, as Leis de Kirchhoff aplicadas aos meca-
nismos passam a ter os seguintes enunciados (DAVIES, 1981):

LEI DOS CIRCUITOS: A soma algébrica dos heligiros ao longo de qual-
quer percurso fechado é zero.

LEI DOS CORTES: A soma algébrica das heliforcas que pertencem a um
mesmo corte é igual a zero.

3.2.2 Helicoides

Um helicoide, representado pelo simbolo $, é um elemento geomé-
trico composto por uma reta direcionada e por um pardmetro escalar deno-
minado de passo (CAMPOS, 2004).

Qualquer quantidade fisica que requer uma linha de acio e um passo
pode ser representada por um helicoide. E o caso dos movimentos e das
acdes, termos utilizado por Davies (1995b) para designar as velocidades e os
carregamentos (forcas e momentos).

A teoria dos helicoides tem sido empregada com sucesso na solucio
de problemas da cinemdtica de manipuladores robdticos, principalmente na
andlise de singularidades de robds paralelos.

Segundo Pennock e Meehan (2000), a teoria dos helicoides é usada
para fornecer uma visdo geométrica em problemas da cinemadtica inversa e
estdtica de robds manipuladores mas que, como técnica matemadtica para a
solu¢c@o de problemas em mecanica, s6 € reconhecida por um publico limi-
tado, voltado para a teoria cinematica. Os autores apresentam ainda a razio
pela qual a teoria dos helicoides tem encontrado aceitagdo cada vez maior no
campo da robdtica em relagdo ao cdlculo vetorial: as equacdes da cinematica
e da dindmica de corpos rigidos podem ser expressas elegantemente numa
forma compacta. As expressdes concisas, obtidos a partir da formulacao, fa-
cilitam a manipulagfo simbdlica e algébrica o que também fornece vantagem
computacional.

Tsai (1999) compara a formulacdo cldssica e por helicoides de and-
lise cinematica e esttica de robds seriais e paralelos, mostrando a facilidade
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como sdo montadas as equacdes da cinemadtica e como se pode obter matrizes
jacobianas esparsas valendo-se da selecdo adequada do sistema de referéncia.

Martins (2002) estuda o problema de singularidades em rob0s seriais,
redundantes e paralelos e apresenta um algoritmo para a solug@o do problema
cinemadtico inverso de robds seriais baseado no método de Davies.

Liu e Li (2002) e Ottaviano e Ceccarelli (2002) aplicam técnicas de
otimiza¢do em um modelo baseado em helicoides, para melhorar o desempe-
nho de manipuladores paralelos dentro do espago de trabalho e regides proxi-
mas a singularidades.

Gallardo et al. (2003) propdem um modelo dindmico baseado na teoria
dos helicoides e no principio dos trabalhos virtuais, para o cdlculo das ac¢des
nos acionamentos em func¢do das a¢des externas aplicadas.

Fundamentos da teoria dos helicoides podem ser encontrados em
Hunt (1978), Tsai (1999), Campos (2004), Davidson e Hunt (2004), Cazangi
(2008) e Simas (2008).

Utilizando a terminologia adotada por Campos (2004), os helicoides
que representam movimentos, denominam-se heligiros $M) e os que repre-
sentam acodes (forcas e momentos) denominam-se heliforcas ($A).

De forma genérica, o heligiro € representado por

M (1] . (0]
$ _{VP}_{V,+SO><(0} 3.8)

sendo @ a velocidade angular do corpo e v, a velocidade de translagdo, ambas
em relagdo ao eixo do heligiro.
A heliforga € representada pelo vetor

A Mp - C+soxF
(g e

sendo C o momento e F a forga aplicados sobre o corpo.

O vetor s representa a posi¢ao do eixo do heligiro ou da heliforca em
relacdo ao sistema de referéncia.

Em mecanismos, juntas rotativas nio possuem a velocidade de trans-
lagdo (v, = 0) e juntas prismaticas nao possuem a velocidade angular (w=0).
Logo, de acordo com (3.8), juntas rotativas e prismadticas sdo representadas,
respectivamente, pelos heligiros

$M={SO‘:(D} ¢ $M={3}. (3.10)
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O heligiro é decomposto em sua magnitude multiplicada pelo seu he-
ligiro normalizado, da seguinte forma

$M—{ SOSXS }w e $M—{ (s) }v,, G.11)

sendo s¢ o vetor posicdo de um ponto sobre o eixo do heligiro e s o vetor
unitario na dire¢@o do eixo do heligiro. Numa forma mais compacta, (3.11) é

representada por
M

$=§" .0, (3.12)

aM . .. . .
sendo $ e @, respectivamente, o heligiro normalizado e sua magnitude.

A heliforca € representada de forma andloga. De acordo com (3.9), a
forca e 0 momento sdo representados respectivamente por

F
$A:{s°; } e $A={g}. (3.13)
A decomposi¢do da heliforca fornece
A_ | SoXS§ A_ ) S
$ —{ s }F e $ —{ 0 }C, (3.14)

sendo §p o vetor posicdo de um ponto sobre o eixo da heliforca e s o vetor
unitério na direcio do eixo da heliforca. Numa forma mais compacta, (3.14)
¢ representada por

$'—§" v, (3.15)

AA
sendo $ a heliforca normalizada e ¥ a magnitude da heliforca.

3.2.2.1 Helicoides unitarios

A dimensdo do espaco onde o mecanismo estd representado
denomina-se ordem do sistema, sendo representada pelo simbolo A.
No espaco tridimensional, a ordem do sistema vale A = 6. Assim, sido
necessdrios seis heligiros independentes e seis helifor¢as independentes para
representar os movimentos e as a¢des. Estes dois conjuntos de helicoides sao
denominados de helicoides unitarios (DAVIES, 2000).

Existem situagdes em que a ordem necessaria pode ser menor do que
6. Mecanismos planos, por exemplo, necessitam de um sistema de ordem
A =3 (duas translagdes e uma rota¢do). Alguns trens de engrenagens podem
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ser representados em um sistema de ordem A = 2 (DAVIES, 1995a) (CAZANGI,
2008). Denomina-se ordem minima do sistema, o menor valor de A que
permite a representacdo completa do mecanismo pelos helicoides.

Cada movimento unitdrio é representado por um heligiro unitario. No
espaco tridimensional, em que a ordem minima vale A = 6, os heligiros uni-
tdrios, correspondentes aos movimentos unitdrios @y, @y, @, vy, vy € v, Tes-
pectivamente, sao:

[O® 0 0
0 y 0
M 0 M 0 M ;
d 0 % peoy [ 9 Py 0;
Dz-Ox 0 —Px.O;
—Py-Ox Dx- @y 0
(3.16)
0 0 0
0 0 0
M 0 M 0 M 0
$; = . $5 = 0 $c = 0
0 Vy 0
0 0 Vg

As heliforgas unitdrias correspondentes as a¢des unitdrias My, My, M.,
F,, F, e F7, sdo:

M, 0 0
0 M, 0
0 0 M.

$ = 0 $2- 0 85 - 0
0 0 0
0 0 0

(3.17)
0 —pz-F py-F;
pz-Fx 0 —px.F;

A —py-Fx A Px-Fy A 0
$i= F %= 0 %o = 0
0 F, 0
0 0 jol

Nas expressoes (3.16) e (3.17), px, py € p, representam as coordenadas
de um ponto localizado sobre o eixo do helicoide.
De acordo com as expressdes (3.12) e (3.15), os heligiros e as helifor-
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cas unitdrias podem ser decompostos em uma magnitude multiplicada pelo
helicoide normalizado. Assim, os heligiros unitdrios tomam a seguinte forma

1 0 0
0 1 0
M 0 M 0 M 1
$1 = 0 Ox $2 - —Dz Oy $3 - Dy @
Pz 0 —Px
—Py Px 0
(3.18)
0 0 0
0 0 0
0 0 0
$Y = R $Y 0 (" $M — 0 (Ve
0 1 0
0 0 1
e as heliforcas unitarias tomam a forma
1 0 0
0 1 0
A 0 A 0 A 1
$l = 0 MX $2 = 0 My $3 = 0 'MZ
0 0 0
0 0 0
(3.19)
0 —Pz Dy
Pz 0 ~Px
— 0
$i=¢ B $5=3 0B $6=0 O bF
0 1 0
0 0 1

Para um sistema de ordem minima menor do que 6, a ordem A do
sistema indica quantas magnitudes sdo diferentes de zero. No caso plano,
por exemplo, a ordem minima ¢ A = 3, tendo somente as magnitudes vy, vy
e o, para os heligiros e Fy, Fy, e M, para as helifor¢as. Restam, portando, os
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heligiros unitarios

0 0 0

0 0 0

M 1 M 0 M 0
$3 = Py . $4 = 1 Vx $5 = 0 Vy. (320)

—Px 0 1

0 0 0

e as heliforgas unitdrias
0 0 0
0 0 0
1 —Dy

$§=0 , (M $i= ? F $t= % F,. (3.21)

0 0 1

0 0 0

Como a primeira, a segunda e a sexta coordenadas sio nulas, os heli-
giros unitdrios atuantes no plano assumem a seguinte forma final:

1 0 0
$¥={ py po. S =01 3o $¥={ 0 ;.. (3.22)
—DPx 0 1

e as heliforgas unitdrias,

" 1 " —Py " Px
$5=¢ 0 ».M, $;= 1 Fe $5= 0 Fy. (3.23)
0 0 1

O nimero de copmonentes do helicoide € representado pela dimensao
do helicoide d e seu valor corresponde & ordem A do espaco em que estd
sendo representado.

3.2.2.2 Grau de liberdade

Uma cadeia cinemadtica possui e juntas. Uma junta i possui f; mo-
vimentos independentes, denominados de grau de liberdade unitario da
junta, sendo 1 < f; < 6. A mesma junta possui ¢; restri¢des, denominadas de
grau de restricao unitario da junta, sendo 1 < ¢ < 6. Para cada junta, vale
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arelacdo
fHe=A. (3.24)

A soma dos f; movimentos unitarios de todas as e juntas define o grau
bruto de liberdade, F', da cadeia cinematica.

F= Zf (3.25)
i=1

A soma de todas as ¢; acdes unitdrias das juntas define o grau bruto
de restricao, C, da cadeia.

As forcas externas sdo incluidas através das juntas ativas, que s@o jun-
tais virtuais incorporadas a0 mecanismo. As juntas ativas também possuem o
seu grau unitario de restricdo que deve ser adicionado as restri¢des constru-
tivas j4 existentes. Seja e, o nimero de juntas ativas e c¢; o grau de restrigio
unitdria de cada uma delas. O grau bruto de restricdo € entdo calculado por

e €q
C=Yc+Y ¢ (3.26)
i=1 j=1

3.2.2.3 Matrizes dos helicoides unitarios

Os heligiros unitdrios que atuam nas juntas do mecanismo sdo agru-
pados na matriz dos movimentos unitarios [Mp|, r,

Mpl,-=[ $) $)' ... 8] (3.27)

Todas as heliforcas unitdrias, inclusive as externas, sdo agrupadas na
matriz das acGes unitarias [Apl, ¢

[Aplyc = { $2 8 . 8 } (3.28)

O ndimero de linhas das duas matrizes correspondem a dimensio d
dos helicoides. O ndmero de colunas de [Mp|, r corresponde ao grau bruto
de liberdade F, dado pela expressao (3.25). O nimero de colunas de [AD]dp
corresponde ao grau bruto de restri¢do C, dado pela expressao (3.26).

Os heligiros que compdem a matriz dos movimentos unitarios da ex-
pressdo (3.27) e as helifor¢as que compdem a matriz das a¢des unitdrias da
expressdo (3.28) sdo decompostos na forma de helicoides normalizados e suas
respectivas magnitudes, de acordo com as expressdes (3.12) e (3.15).
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A matriz dos movimentos unitirios normalizados, [Mp|, r, é for-
mada pelos heligiros unitdrios normalizados, definidos de acordo com a ex-
pressdo (3.18), sendo dada por

WDL,F=[$T YO Yo (3.29)

A matriz das a¢des unitarias normalizadas, [A plac» é formada pelas
heliforcas unitdrias normalizadas, definidas de acordo com a expressdo (3.19),
sendo dada por

~A

Ao, =8 & . 8] (3.30)

Utiliza-se o acento circunflexo () nas matrizes normalizadas M e
AD para diferencia-las das matrizes dos movimentos Mp e das agdes, Ap.

As magnitudes dos heligiros sdo agrupadas no vetor das magnitu-
des dos movimentos, {@} |, enquanto que as magnitudes das heliforgas sdo
agrupadas no vetor das magnitudes das acdes, { ¥} ¢ |, da seguinte forma:

Pa Va
{otr = (Pb e {¥lc, = % : (3.31)
23 Ve

3.2.2.4 Heliforcas unitarias no plano

Cada coluna da matriz das a¢des normalizadas Ap representa uma he-
liforca. A Figura 19 apresenta as heliforcas unitdrias para juntas rotativas e
prismaticas.

Se a junta for rotativa, tem-se uma forca em cada direcdo dos eixos x
e y. Representadas na forma de heliforcas, tem-se

0 0 0
0 0 0
&a_ ) soxF | _ ) soxFr—soy-Fx \ _ ) —soy S0x
$—{ F }— Fy = | Fx + 0 Fy
Fy 0 1
0 0 0

Se a junta for prismatica, tem-se uma forca normal a junta e um mo-
mento em torno da junta. Seja sy um vetor unitdrio normal a dire¢do da junta.
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(a) Junta rotativa. (b) Junta prismatica.

Figura 19: Componentes de a¢des em cada tipo de junta.

A helifor¢a normal serd

$N_{S°;FN}_{‘°“N }.FN (3.33)
N SN
No plano, a dire¢do da for¢a normal ao deslocamento da junta pode
ser obtida por
—sy
SN=2ZXS§S= Sx . (3.34)
0

sendo z o vetor unitario normal ao plano. Substituindo-se em (3.33), resulta

0
0
& Sox -Sx + Soy -Sy
$y = sy : (3.35)
SX
0
Assim, o par de ac¢des correspondente a uma junta prismatica € dado
por
0 0
0 0
g soxsxtsoysy U JoUL (3.36)
—Sy 0
Sx 0
0 0
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No caso plano, as linhas 1, 2 e 6 sdo nulas e devem ser eliminadas.

3.2.3 Grafos

O uso dos grafos facilita e sistematiza a montagem das equacgdes da
cinemadtica e da estatica, principalmente quando se trata de cadeias comple-
xas. Através deles, sdo determinados os circuitos independentes, que definem
as equagdes cinemadticas, e os cortes, que definem as equagdes de equilibrio
da estdtica. Através do grafo pode-se identificar movimentos particulares uti-
lizados na defini¢do dos centros instantaneos e, particularmente, do centro de
rolagem.

Detalhes sobre a teoria dos grafos podem ser encontrados em (DAVIES,
1995b), (TSAI, 2000) e (FAYET, 2000).

Um grafo consiste de um conjunto de vértices conectados por um con-
junto de arestas, sendo representado pelo simbolo G(V,A) onde V séo os vér-
tices ou nds do grafo e A é o conjunto de pares ordenados a = (v, w) repre-
sentando as arestas (TSAIL, 2000).

Quando o grafo representa uma cadeia cinematica, os vértices simbo-
lizam os elos e as arestas podem representar as juntas, os movimentos ou as
acoes nelas contidos.

As arestas dos grafos sdo orientadas a fim de se definir o sentido dos
movimentos ou das a¢des representados.

O grafo dos acoplamentoos de um mecanismo ¢é representado pelo
simbolo G¢. Na Figura 20 apresenta-se um mecanismo de Stephenson e seu
grafo G¢ (TSAIL 2000).

Figura 20: Mecanismo de Stephenson e seu grafo G¢ (TSAIL 2000).

Os vértices de G¢ correspondem aos corpos e as arestas correspondem
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as juntas. As arestas s@o identificadas por meio de letras mintsculas e os
vértices por nimeros. A numeracdo € feita em ordem crescente, seguindo a
orientacdo dada as arestas: o nimero do vértice de chegada € sempre maior
do que o do de partida. E conveniente que o elo fixo seja identificado com o
menor nimero.

Um percurso ou caminho é uma seqiiéncia de vértices e arestas, ini-
ciando e terminando em um vértice. Na Figura 21 sdo apresentados trés per-
cursos diferentes iniciando no n6 1 e terminando no né 4.

Qs

Figura 21: Trés percursos diferentes entre o n6 1 e o n6 4.

Observe-se o sentido das arestas. No percurso azul, todas as arestas
sdo positivas e o percurso torna-se (a + b+ c). Ja nos outros dois percursos
existem inversdes de sinais devido ao sentido adotado para as arestas. Do
percurso vermelho resulta (+g — d) e do verde, (+f —e). O conceito de
percurso € aplicado no cdlculo da velocidade relativa entre elos que ndo estiao
diretamente conectados.

Um circuito ou malha ¢ um percurso que inicia e termina no mesmo
vértice. Os dois circuitos, ¢ e f, apresentados na Figura 22, sdo formados,
respectivamente , pelas arestas a, b, ¢, d e g e pelas arestas f, e, d e g.

Uma arvore de um grafo é um subgrafo que contém todos os vértices
do grafo original mas nenhum circuito. A Figura 23 apresenta uma drvore
possivel para o grafo da Figura 20, gerada retirando-se as arestas c e f. As
arestas que pertencem a drvore sdo chamadas de ramos e aquelas que sdo
retiradas para gerar a arvore, sdo as cordas.

Para cada corda do grafo ha um circuito correspondente, com um
sentido positivo, conforme mostrado na Figura 24. Cada circuito € identifi-
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Figura 23: Arvore do grafo da Figura 20 gerada retirando-se as arestas c e f.

cado pela mesma letra da corda que o gerou. Além disso define-se o sentido
positivo do circuito de acordo com o sentido positivo da corda que o defi-
niu. Assim, o circuito ¢ possui sentido anti-hordrio e o circuito f, o sentido
horério, de acordo com as orientagdes das suas respectivas cordas.

Um corte é uma linha que cruza uma ou mais cordas e que corta ape-
nas um dos ramos da arvore. A Figura 25 apresenta os cortes passando pelos
ramos do grafo da Figura 20.

Para cada ramo h4 um tnico corte correspondente, com um sentido
positivo que corresponde ao sentido positivo do ramo que o corte atravessa.

O conceito de corte é particularmente importante no estudo da estitica
visto que um corte divide o mecanismo em duas partes, sendo que cada uma
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(a) Circuito c. (b) Circuito f.

Figura 24: Circuitos do grafo da Figura 20, gerados pelas respectivas cordas.

Figura 25: Cortes sobre a arvore do grafo da Figura 20.

delas satisfaz as condi¢des de equilibrio das heliforcas.
Os grafos dos acoplamentos, dos circuitos e dos cortes sdo representa-
dos, respectivamente, pelas matrizes de incidéncia, dos circuitos e dos cortes.
A matriz de incidéncia [I¢], ., de um grafo representa a forma como
os vértices sdo ligados pelas arestas. Cada elemento (i, j) pode assumir os
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valores 0, +1 ou -1, da seguinte forma:

0 se o vértice i ndo se conecta pela aresta j;
cij=4 +1 seaarestaj parte do vértice i; (3.37)
—1 seaarestaj chega ao vértice i.

A matriz dos circuitos [By];, de um grafo representa os circuitos
independentes existentes no grafo. Nesta matriz, / € o niimero de circuitos e
e é niimero de arestas. Cada elemento b;; de B; . pode assumir os valores 0,
+1 ou -1, da seguinte forma:

se o circuito i ndo inclui a aresta j;

+1 se o sentido positivo do circuito i coincide com o
da aresta j, pertencente a ele;

—1 se esses sentidos forem opostos.

(3.38)

Os cortes sdo representados pela matriz dos cortes, [Q4]i ., sendo k
o niimero de cortes e e o nimero de arestas. Cada elemento g;; de [Q]x . pode
assumir os valores 0, +1, ou -1, da seguinte forma:

0 se o corte i ndo inclui a aresta j;
+1 se o sentido positivo do corte i coincide com o da
aresta j pertencente ao corte;
—1 se os sentidos forem opostos.

q,'j = (339)

3.2.4 Descrigdo do Método de Davies

Pelo método de Davies, o mecanismo € tratado de duas formas dife-
rentes. Para efeito de andlise dos movimentos, ele é considerado como uma
cadeia cinematica controlada pelo nimero necessario de juntas. Do ponto de
vista da estdtica, o mecanismo € considerado uma cadeia super-restringida
onde as forgas ativas e reativas promovem a super-restri¢ao.

Como as andlises cinematica e estatica sdo feitas simultaneamente,
utiliza-se a terminologia analise cinestatica, proposta por Davies (2000) e
adotada neste texto.

Partindo-se do grafo dos acoplamentos (G¢), gera-se dois grafos que
representam os movimentos (Gyy) e as acdes (G,4) existentes no mecanismo.
Os circuitos identificados no grafo dos movimentos estabelecem as relacdes
de dependéncia entre as velocidades. Os cortes identificados no grafo das
acoes estabelecem as equacdes de equilibrio dos corpos que formam o meca-
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nismo.

Os movimentos e as a¢des sio representados por seus heligiros e heli-
forgas correspondentes.

Da aplicagdo das Leis de Kirchhoff resultam os dois sistemas lineares
de equagdes que resolvem a cinemadtica de velocidades e a estatica.

As etapas do métodos sao descritas a seguir.

3.2.4.1 Grafos G¢, Gy e G4 do mecanismo

A cadeia cinematica do mecanismo € representada pelo seu grafo dos
acoplamentos diretos G¢, que contém a forma como € feita a conexao entre
os elos do mecanismo.

A partir do grafo G¢, gera-se os grafos dos movimentos, Gy, € o grafo
das acdes, G4.

Do grafo dos movimentos extrai-se a matriz dos circuitos do meca-
nismo e do grafo das a¢des, a matriz dos cortes.

Os circuitos sdo utilizados para gerar as equagdes cinematicas dos mo-
vimentos possiveis no mecanismo. Os cortes fornecem as informacdes para a
geracdo das equacdes de equilibrio estitico do mecanismo.

Ao grafo Gy estd associada a matriz dos movimentos, By,. Cada linha
de By representa um circuito. Cada elemento de By, € definido de acordo
com a expressado (3.38).

O grafo G, fornece a matriz dos cortes, Q4. Cada linha de Q4 repre-
senta um corte. Cada elemento de Q4 é definido de acordo com a expressdo
(3.39).

3.2.4.2 Matrizes de rede

A matriz de rede dos movimentos unitarios normalizados [M NlaiF
estabelece a relag@o de pertinéncia entre os F heligiros normalizados, agru-
pados em [M D]df (expressao 3.29), com os [ circuitos, definidos pela matriz
dos circuitos, [By]; r . Cada linha de [By]; r informa quais os heligiros per-
tencem ao circuito correspondente aquela linha, considerando seus sinais. Se
o heligiro ndo pertence ao circuito, preenche-se o seu espaco com um ve-
tor nulo com a mesma dimensao d dos heligiros. Assim, para cada circuito,
constréi-se d linhas na matriz de rede. Ao final da montagem, a matriz de
rede de movimentos unitdrios possui dimensao d.l X F.

A matriz de rede das acoes unitarias normalizadas [AN]dkp esta-
belece a relacdo de pertinéncia entre as C heliforcas agrupadas em [Ap]dp
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(expressdo 3.30), com os k cortes, definidos pela matriz dos cortes, [Qy4] kC-
Cada linha de [Q,4 ] ¢ informa quais as heliforcas pertencem ao corte corres-
pondente aquela linha, considerando seus sinais. Se a helifor¢a ndo pertencer
ao corte, preenche-se o seu espaco com um vetor nulo com a dimensio d
adequada. Assim, para cada corte, constrdi-se d linhas na matriz de rede.
Ao final da montagem, a matriz de rede das acdes unitdrias possui dimensao
d.kxC.

3.2.4.3 Montagem dos sistemas

A lei dos circuitos de Kirchhoff aplicada a um mecanismo estabelece
que a soma dos heligiros pertencentes a um mesmo circuito € igual a zero.
Para [ circuitos tem-se:

[My)ar{@}F1 = {0}ar1, (3.40)

sendo [M ~lai F @ matriz de rede dos movimentos unitdrios normalizados, de-
finida na Se¢do 3.2.4.2, e {tp}F’l o vetor de magnitudes dos movimentos,
definido na expressdo (3.31).

Considerando que ndo haja equagdes redundantes, para [ circuitos in-
dependentes tem-se d./ equacdes impondo restrigdes sobre as F' magnitudes
desconhecidas. Assim sendo, sdo necessdrias F — d.[ varidveis primdrias (in-
dependentes) para descrever o movimento da cadeia. Tem-se assim o grau
liquido de liberdade, Fy, da cadeia cinematica, dado por

Fy=F—d.l. (3.41)

Para as acdes existentes na cadeia super-restringida, a lei dos cortes
estabelece que a soma das heliforgas pertencentes a um mesmo corte € igual
a zero. Fisicamente, tem-se a aplicacdo das equagdes de equilibrio sobre as
parcelas do mecanismo delimitadas pelos cortes. Para k cortes, tem-se

[Anlarc{W}er = {0} ac, (3.42)

sendo [AN]dk,c a matriz de rede das a¢des normalizadas, definida na Se¢ao
3.2.4.2, e {y}c, o vetor de magnitudes dos movimentos, definido na expres-
sdo (3.31).

Nao havendo equacdes redundantes, para k cortes independentes ha
d.k equacdes impondo restrigdes sobre as C magnitudes de acdes desconhe-
cidas. Assim sendo, sdo necessdrias C — d.k varidveis primdrias (indepen-
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dentes) para impor o equilibrio na cadeia. Tem-se assim o grau liquido de
restri¢do, Cy, da cadeia super-restringida, dado por

Cy=C—d.k. (3.43)

3.2.4.4 Solucio dos sistemas

Para se obter a solug¢do dos sistemas (3.40) e (3.42) € necessdrio es-
colher, em ambos os casos, um conjunto de varidveis primdrias, compativel
com as quantidades Fy (expressdo (3.41)) e Cy (expressdo (3.43)).

Uma vez identificados estes conjuntos, os sistemas sio reorganizados
separando-se as varidveis primadrias das secunddrias, resultando

. L {@s}ain
[[MNS]dl,dl:[MNP}dl,FN:| ={0},1 (3.44)
{‘I’P}Fz\h1
e
X . {Wstara
{[ANS]dk,dki[ANP]dk,cN] ={0}u.1, (3.45)
{Wprlcy1

sendo {@p}r,.1 ¢ {Wp}cy,1 0s vetores das magnitudes primarias, {@g}
e {Ys}ar1 0s vetores das magnitudes secundarias, [Mypla g, € [Avplaccy
as matrizes de rede primarias e [M NS)dl.dl € [ANS] dk.dk as matrizes de rede
secundarias.

Divide-se os sistemas em duas parcelas separando-se as varidveis pri-
mdrias das secunddrias e isola-se as varidveis secunddrias e chegando-se as
solugdes

{@s}ar1=— [MNS];ILZ [MNP] dlFy {@p}rv.1 (3.46)

{wstai =— [ANS] {Wpley (3.47)

A solugdo da cinemadtica fornece as magnitudes dos movimentos se-
cunddrios {@}41 expressas em termos das Fy magnitudes primdrias {@}p, 1.
A solugdo da estdtica fornece as magnitudes das a¢oes secundérias de { W} 41 |
expressas em termos das Cy magnitudes primdrias {W¥}¢, 1.

Obtidas as magnitudes secunddrias, de ambos os sistemas, pode-se re-
construir os vetores das magnitudes dos movimentos ({@},) e das agdes
({V}QI)’ dadas pelas expressoes (3.31), e também as matrizes dos movimen-

v
dk,dk dk,Cy
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tos ((Mpla r) e das agdes ([Ap|ac), dadas pelas expressdes (3.27) e (3.28),
respectivamente.
Um esquema do método de Davies € apresentado na Figura 26.

[Conﬁguragﬁo instantﬁnea]

Grafo G¢

[Grafo GM] [Grafo GA]

Figura 26: Diagrama da andlise cinestatica através do Método de Davies.

3.2.4.5 Procedimento proposto por Cazangi

No método originalmente proposto por Davies, a obtengdo das matri-
zes dos circuitos e dos cortes € feita a partir dos seus respectivos grafos.

Cazangi (2008) propde um procedimento, baseado em Christofides
(1975), para a obtencdo destas matrizes, fazendo uso da ortogonalidade entre
as matrizes dos cortes e dos circuitos.

O procedimento consiste em se definir a matriz de incidéncia, a partir
dela se extrair a matriz dos cortes e, utilizando a ortogonalidade, se chegar a
matriz dos circuitos.
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Define-se como matriz fundamental a matriz, dos cortes ou dos cir-
cuitos, que possui suas colunas ordenadas iniciando-se pelas cordas e depois
pelos ramos da arvore (CHRISTOFIDES, 1975).

Por esta defini¢do, as matrizes dos circuitos e dos cortes adquirem,
respectivamente o seguinte formato:

[B]’ve:[[l]u DBl | ¢ @Dke=| [0y [I]k,k}' (3.48)

A matriz identidade I;; estabelece a relagdo entre as [ cordas e os circuitos
correspondentes. Da mesma forma, a matriz identidade I ; representa a rela-
¢do entre os k cortes e os ramos correspondentes.

A matriz fundamental dos cortes € obtida escalonando-se a matriz de
Incidéncia do grafo Gc.

Para se chegar a matriz dos circuitos, parte-se do principio de que, se-
gundo Christofides (1975), a matriz fundamental dos circuitos e a transposta
da matriz fundamental dos cortes sdo ortogonais.

Sendo assim, tem-se

[B];..[Q1L; = [0] 4. (3.49)

Substituindo-se as relagdes (3.48) em (3.49), obtém-se a relagdo
Bl = —[0]];- (3.50)

Portanto, a matriz dos cortes pode ser obtida de forma imediata desde
que a matriz dos circuitos seja conhecida. O contrario também é verdadeiro.

O método de Davies, modificado por Cazangi (2008), se apresenta
conforme o diagrama da Figura 27. Pode-se observar que os grafos Gy e
G4 passam a ser apenas representativos, ndo sendo necessarios na construcao
das equacdes. Mesmo assim eles ainda sdo extremamente Uteis para a visua-
lizagdo das dependéncias e no cédlculo de pardmetros cinemdticos e estiticos
secundarios, como apresentado no Capitulo 4.
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[Conﬁguragﬁo instantﬁnea]

Mp

o)
o

O Método de Davies

@) Proposta de Cazangi (2008)

Figura 27: Diagrama da andlise cinestdtica através do Método de Davies in-
cluindo a contribui¢do de Cazangi (2008).
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3.3 Obtencao do centro instantaneo através do método de Davies

No método de Davies, o movimento do corpo rigido é representado
por um heligiro, na forma da Figura 28. A posi¢do do centro instantdneo é
representada pelo vetor sy, no sistema fixo. O ponto P, cuja velocidade vp é
tomada como referéncia, coincide instantaneamente com a origem do sistema
fixo. O vetor velocidade angular do corpo é .

Figura 28: Centro instantneo de rotag@o representado por um heligiro.

Decompondo-se a velocidade vp nas dire¢des paralela (v;) e perpendi-
cular (v,) a direcéo do heligiro, o produto vetorial entre ® e vp vale

Oxvp = OX((v,+v,)
= OXV+OXV, 3.51)
= OxXV,
= Ox(®X-—s,)
= 0Ox (s x0) (3.52)

Conhecendo-se a propriedade do produto triplo a x (b x ¢) = b(a.c) —
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c(a.b), tem-se

DOXxvp = 5,(0.0)-0(0.s,)
= 5 (0.0) (3.53)

de onde se pode obter a expressao para o calculo da posic¢do do eixo do heli-
giro:
@ X vp
So = 5
w

Assim, se o ponto de referéncia P coincidir instantaneamente com a
origem do sistema fixo, s, torna-se a distancia da origem até o eixo do heligiro
e, no caso plano, é a prépria posic¢do do heligiro, ou o centro instantdneo de
rotacdo do corpo.

Comparando-se as expressoes (3.54) e (2.15) observa-se que elas se
equivalem.

, (3.54)

3.3.1 Caso plano

A Figura 29 representa um corpo no plano, cujo movimento esta repre-
sentado instantaneamente pelo heligiro $. A posicao s, do heligiro representa
o centro instantdneo de rotag¢do do corpo.

Vi - .
posigao do heligiro
(09
b
SD
P
I:: v =
g N v,

Figura 29: Centro instantaneo de rotacdo representado por um heligiro no
plano.
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No plano, a velocidade angular e a velocidade do ponto de referéncia
sdo representadas, respectivamente, por

0={00 o} e vp={wn v 0}, (3.55)

que, na forma de heligiro, sdo representadas por
$=< v (3.56)

Aplicando-se a expressdo (3.54) para o caso plano, e, levando-se em
conta as velocidades (3.55), tem-se:

| —Vy.0 -/
Sy = pes Vy. O = Ve @ ) (3.57)
0 0

A expressdo (3.57) fornece o centro instantdneo de rotacdo de um
corpo no plano, desde que se conhega as coordenadas do heligiro resultante
correspondente do corpo.

Ao contrédrio do da forma tradicional, dada pela expressdo (2.15), ndao
ha necessidade de se definir os sistemas fixo e mével para cada centro visto
que os heligiros sdo representados em apenas um sistema de coordenadas.

3.4 Comentarios

O método de Davies permite que se possa gerar as equagdes da ci-
nemadtica e da estdtica de forma direta, utilizando as vantagens do uso dos
helicoides e dos grafos. Isto acontece também na obten¢do do centro de rola-
gem.

A sistemadtica proposta por Davies, contudo, considera conhecida a
configuracdo instantanea do mecanismo. Além disso nao existe acoplamento
entre movimentos e acdes o que permite que eles possam ser obtidos de forma
independente.

No caso em que ocorre dependéncia entre for¢a e deslocamento, pre-
sentes nas molas da suspensdo, é preciso estabelecer um sistema de equagdes
que permita o acoplamento das equagdes cinematicas de posi¢cdo com as equa-
cdes de equilibrio através das relagdes constitutivas entre acdes nas molas e
os deslocamentos.
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Neste sentido, 0 modelo proposto sugere uma adaptagdo do método de
Davies para que a relagdo entre forga e deslocamento possa ser incorporada.
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4 DESCRICAO DO MODELO

Este capitulo apresenta a descricdo do modelo proposto, as equagdes
pertinentes e a forma como os resultados sdo obtidos.

4.1 Visao geral do modelo

O modelo representa, de forma simplificada, um veiculo visto do plano
frontal, contendo a carroceria e duas rodas, esquerda e direita, cada uma co-
nectada a carroceria através de duas suspensdes tipo McPherson. A Figura 30
apresenta os componentes do modelo.

amortecedor
<\dijreit0
\ mola

amortecedor

esque\rdo/v
mola /

esquerda direita
roda / roda
esquerda direita
braco  wm
esquerdo direito

Figura 30: Esquema cinemdtico do modelo.

Considera-se que o veiculo descreve uma trajetdria curvilinea, de raio
constante, no plano horizontal, partindo do repouso e aumentando sua velo-
cidade com aceleracdo constante até chegar no limiar do capotamento.

O movimento ocorre de modo que a roda esquerda seja a roda externa
a curva sendo, por isso, a roda que estd articulada ao piso. A roda direita
desliza sobre o piso sem descolar dele, até o limiar do capotamento.

Sdo adotadas as seguintes hipéteses:

* Por se tratar de um modelo quase-estdtico as inércias sao desprezadas
(STEJSKAL et al., 2001).

* A carroceria € o Unico componente cuja massa € considerada.
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* Nao se considera o atrito dos pneus com o solo.

* O movimento lateral é impedido pelo travamento do deslocamento la-
teral da roda externa a curva (roda esquerda).

* Todos os componentes, exceto as molas, sdo considerados rigidos.
* Os amortecedores possuem apenas func¢do cinematica.

* As molas possuem comportamento linear.

A formulacdo matematica baseia-se no método dos helicoides suces-
sivos para a geracdo das equagdes de posi¢cdo e no método de Davies, para a
geracdo das equacdes de velocidade e das equacgdes de equilibrio estatico.

O modelo matemadtico foi implementado no programa de prototipagem
matemadtica Matlab (THE MATHWORKS, 2009) o que permitiu a obtencdo das
equagdes na forma simbodlica.

A verifica¢do dos resultados foi feita através do programa de anélise
dindmica Working Model (DESIGN SIMULATION TECHNOLOGIES, 2010).

4.2 Caracterizacao da cadeia cinematica

A cadeia cinemadtica representativa do modelo esta apresentada na Fi-
gura 31, sendo composta por 9 corpos e 11 juntas. Os corpos sdo identificados
por nimeros, sendo: 1 - Pista, 2 - Roda esquerda, 3 - Brago transversal es-
querdo, 4 - Amortecedor esquerdo, 5 - Bitola, 6 - Roda direita, 7 - Braco
transversal direito, 8 - Amortecedor direito e 9 - Carroceria.

Figura 31: Cadeia cinematica do modelo.
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As juntas sdo identificadas por letras mintsculas, sendo rotativas as
juntas a, b, d, e, g, h, j e | e prisméticas as juntas c, f, € i.

O mecanismo possui dois graus de liberdade o que permite o desaco-
plamento entre o deslocamento vertical e a rolagem do chassi. Assim, tanto
o centro de rolagem quanto o centro de gravidade mudam de posi¢ao, na di-
recdes vertical e lateral. O elo deslizante 5 permite a variagdo da bitola.

A origem do sistema de referéncia estd localizada no ponto de contato
da roda esquerda com o piso, coincidindo com a junta a.

As dimensdes utilizadas no modelo estdo apresentadas na Figura 32
e na Tabela 3. Todos os valores adotados sdo hipotéticos e equivalem, a um
veiculo pequeno com um ocupante.

O veiculo possui uma massa total de 920 kg e o centro de gravidade
(CG) localiza-se a uma distancia C4 da base da carroceria.

O comprimento inicial das molas é definido de modo que a base da
carroceria fique alinhada com os eixos das rodas

Figura 32: Dimensdes do modelo.

4.3 Grafos

O grafo dos acoplamentos diretos (G¢) do modelo, apresentado na
Figura 33, é composto por 9 vértices (corpos) e 11 arestas (juntas).

O vértice 1 representa o piso e o vértice 9, a carroceria. Os demais
vértices representam os componentes das suspensoes: roda esquerda (2), roda
direita (6), brago esquerdo (3), braco direito (7), amortecedor esquerdo (4) e
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Tabela 3: Valores constantes utilizados no modelo.
constante | valor | unid. | descri¢do

Ci 0,500 m metade da largura do topo da carroceria

C 0,300 m metade da largura da base da carroceria

G 0,350 m distancia do ponto de referéncia ao topo da
carroceria

Cy 0,300 m distancia do ponto de referéncia a base da
carroceria

Cs 0,150 m distancia entre o amortecedor e a roda

Ce 0,050 m comprimento da ponta de eixo

G 0,200 m altura da articulacdio inferior a partir do
solo

Cg 0.316 m comprimento dos bracos transversais

p 0,300 m raio do pneu

g 10,00 | m/s? | aceleracio da gravidade

knola 100000 | N/m | rigidez equivalente das duas molas de um

dos lados do veiculo

Lo 0,693 m comprimento inicial das molas

amortecedor direito (8). O bloco deslizante entre a roda direita e o piso é
representado pelo corpo 5.

Figura 33: Grafo dos acoplamentos diretos - G¢.
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Do grafo G¢, obtém-se a matriz de incidéncia I¢, conforme apresen-
tado na expressao (3.37).

S oo o oo~ ~,O

S o oo o O —~O

Ic,,, = . (@0

SO =~ OO0 OO

S, O~ OO OO

SO oo o OO~ —
—Oo oo oo~ OO
|

—_—OoO 000~ O OO0

|

S OO~ OO OO
—_—OoO—~ OO0 Oo OO
—_——_ 000000 0oO0

cCooOoO—~OoO0O =
|

De acordo com Cazangi (2008), a matriz de incidéncia fornece as ma-
trizes dos cortes e dos circuitos.

A matriz dos cortes Q é obtida escalonando-se a matriz de incidén-
cia, através de operacdes sobre linhas e colunas, de modo a se obter uma
sub-matriz identidade, uma sub-matriz retangular e uma linha de zeros que
€ descartada. A sub-matriz identidade representa os ramos do grafo G¢ e a
matriz retangular representa as cordas.

Escalonando-se a matriz de incidéncia (4.1), eliminando-se a linha
nula e reordenando-se as colunas, resulta

1000 00000 1 1
0100 10000 1 1
0010 10000 0 0
0001 10000 1 1

Q=1 000 01000 -1 1 @2
0000 00100 —1 —1
0000 00010 -1 0
(0000 00001 0 —1|

Cada linha de Q representa um corte e as colunas, as juntas. Os ramos
correspondem as juntas a, b, ¢, d, f, g, h e i. As cordas correspondem as
juntas e, j e l. A orientagdo de cada corte é definida pela orienta¢do do ramo
que o identifica.

Conforme apresentado na Se¢do 3.2.2.4, uma junta possui duas a¢des
internas a elas, correspondentes a duas forgas, no caso de uma junta rotativa,
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ou uma forca e um momento, no caso de uma junta prismética. Para represen-
tar estas agOes internas, define-se a matriz dos cortes expandida Qy, ,, obtida
pela duplicacdo das colunas da matriz dos cortes Q.

1 1000000 O 0O O
0011 000GO0C 1 100
000O0T1T1UO0GO0 -1 —-1200

o0 O0O0O0O0OT1TT1 1 100

Qiinyy = 00 00O0O0OO0OO0O O 011
00 0O0O0OO0OOG O 0 000
00 0O0O0OO0OOG O 0 000
L0000 0000 0 000

4.3)
0 000O0OO 1 1 1 1
0000O0OO0O 1 1 1 1
000 0O0O0O O 0 0 O
0000O0OO 1 1 1 1
000 000 -1 -1 -1 -1
110000 -1 -1 -1 -1
001100 -1 -1 0 0
0000711 0 0 —1 —1|

As agdes externas (peso, forca lateral e forcas nas molas) sdo repre-
sentadas na matriz dos cortes das a¢des externas, Qg

Oy, = (4.4)

—_— O OO OO oo

SO OO~ O~ K~
[=NeNeBel =R
[=NeoNeBoNel X"

As matrizes dos cortes expandida (Q,,,) € a matriz dos cortes das
agdes externas (Qy, ) sdo agrupadas na matriz dos cortes ampliada Q4

QA&% - [ QA"’"S,zz QAms,4 : 4.5)

A matriz dos circuitos B € obtida, seguindo-se o procedimento pro-
posto por Cazangi (2008), aplicando-se o principio da ortogonalidade entre
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as matrizes dos cortes e dos circuitos.

0 -1 1 -1 1000000
B;y=|-1 -10 -1 01 11010]. (4.6)
-1 -1 0 -1 01 101 01

As linhas de B representam os circuitos correspondentes as cordas e,
j e l. Cada linha apresenta as juntas que pertencem ao respectivo circuito.

As cordas sdo as responsdveis pelo fechamento dos circuitos. Sendo
assim, elas representam as juntas que devem ser desconectadas para a defini-
¢do da cadeia aberta conforme a Figura 34.

juntae

juntaj

Figura 34: Abertura dos circuitos nas cordas.

Conhecidos os ramos e as cordas, tem-se os grafos dos circuitos (Gyy)
e dos cortes (Gy4). O grafo Gy, estd representado na Figura 35.

O grafo G4 das ages, apresentado na Figura 36, representa todas as
acoes internas e externas existentes no mecanismo. As arestas A,, By, Cy, Dy,
F:, Gy, H, e I, representam os ramos da drvore do grafo. As agdes internas
estdo representadas pelas arestas de A até L, com os indices x e y. As acdes
externas estdo representadas pelas arestas N, e O,,, correspondendo as a¢des
nas molas, e pelas arestas My e My, correspondendo ao peso e a inércia lateral.

Para cada ramo da arvore existe um corte, apresentados na Figura 37.
Cada corte ¢ identificado pelo ramo correspondente e ¢ feito de acordo com
as informagdes apresentadas na matriz dos cortes (4.2).
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Figura 36: Grafo das Ac¢des - G4.

4.4 Cinematica de posicao

4.4.1 Varidveis de posi¢do

As varidveis de posicdo, descritas na Tabela 4, e apresentadas na Fi-
gura 38, representam as magnitudes das juntas (dngulos ou comprimentos) e
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Figura 37: Grafo das A¢des com os cortes.

formam o vetor das magnitudes de posicao, qp,, .

T
a4, =14 @ 4 94 G 45 G @ 4 4 @ ) - @7

4.4.2 Configuracdo de referéncia

A montagem da cadeia cinemadtica utiliza o método dos helicoides su-
cessivos (TSAIL, 1999) descrito na Secdo 3.1.2. A posicdo inicial da cadeia
cinematica, denominada configuracao de referéncia, ¢ a configuragdo a par-
tir da qual sdo medidos os deslocamentos das juntas. E a configuracio em
que todas as juntas assumem o valor 0, sendo também denominada de posi-
¢ao zero.

A Figura 39 apresenta a configuracio de referéncia do modelo. Todos
os circuitos da cadeia estdo abertos nas juntas e, j e [, que correspondem as
cordas do grafo Gc.

Na configuracdo de referéncia, a posi¢do e a orientacdio de todas as
juntas bem como a posi¢do do centro de gravidade sdo previamente conhe-
cidos. A posi¢do e a orientacdo de referéncia das juntas sdo agrupadas nas
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Figura 39: Cadeia cinemdtica na configuracao de referéncia (posicdo zero).

matrizes Py e Uy, respectivamente.

As juntas desconectadas e, j e [ sdo acessadas por dois caminhos dis-
tintos, definidos com base no grafo G¢, conforme mostrado na Figura 40.
Os caminhos /-e, I-j e I-] seguem pelas rodas, passando respectivamente pe-
los corpos 1-2-4, 1-5-6-7 e 1-5-6-8. Os caminhos 2-¢, 2-j e 2-I passam pela
carroceria, através dos corpos 1-2-3-9.
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Tabela 4: Varidveis de posicao das juntas

varidvel | descricdo

1 qa angulo entre o eixo vertical e o plano da roda esquerda
(cambagem esquerda)

2 qp angulo entre o plano da roda esquerda e o brago transver-
sal esquerdo

3 qc comprimento do amortecedor esquerdo a partir do eixo
da roda

4 q4 angulo entre o brago transversal esquerdo e a vertical da
carroceria

5 qe angulo entre o eixo do amortecedor esquerdo e o €ixo
vertical da carroceria

6 qr distancia entre eixos (bitola)

7 qe angulo entre o eixo vertical e o plano da roda direita
(cambagem direita)

8 qn angulo entre o plano da roda direita e o brago transversal
direito

9 qi comprimento do amortecedor direito a partir do eixo da
roda

10 qj angulo entre o brago transversal direito e o eixo vertical
da carroceria

11 qi angulo entre o eixo do amortecedor direito e o eixo verti-
cal da carroceria

A matriz Py, relne as posi¢des de referéncia das juntas e, j e [,
seguindo pelos caminhos /-¢, I-j e I-1, do grafo G¢:

Po.un, = [ Poe, Poj, Poj |- (4.8)

A posicdo das juntas abertas, passando pelos caminhos 2-e, 2-j e 2-1,
estd representada pela matriz Py

camy *

Po.u, = [ Poe, Poj, Pos, | (4.9)

4.4.3 Posicdo e orientacdo atuais das juntas

Os vetores posi¢ao (sp) e orientacao (s) atuais de cada junta sdo ob-
tidos através do produto das matrizes de transformacao (Secdo 3.1.2) corres-
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juntae juntal

)

1-€

(a) Cadeia aberta. (b) Correspondéncia no grafo Gc.

Figura 40: Caminhos para atingir as extremidades da cadeia aberta.

pondentes as juntas pertencentes ao caminho no grafo G¢ até a junta desejada.

As juntas rotativas sofrem a influéncia dos deslocamentos até a junta
imediatamente anterior a elas enquanto que a juntas prismaticas (¢, f e i)
sofrem a influéncia dos deslocamentos incluindo a prépria junta.

S0a = Poa

sop = AaPop

So, = Aa-Ac-P()c

Sod = AuAp.Poy

S0e1 = AaAcPoer

sof = Aspos (4.10)
Sog = Af~P0g

Sop, — Af'Ag'pOh

S0; = Af~Ag~Ai~p0[
S()j1 = Af-Ag-Ah-p()j]
S0 = Af'Ag'Ai'pOll'

As juntas e, j e [ estdo identificadas com o indice 1 para indicar que estdo
sendo acessadas pelo caminho das rodas (caminho 1). Quando acessadas pela
carroceria (caminho 2), elas sdo obtidas por

S()ez - Aa'Ab'Ad'pOeZ
S()j2 = Aa.Ab.Ad.psz (411)
sor, = AsAp.AgPorr-
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As orientagdes atuais sdo obtidas utilizando-se as matrizes de rotacao
R, sub-matrizes de rotagdo contidas nas matrizes A.

Sa
Sp
Sc
Sf
Sel
Sf
Sg
Sh
S;
S;1
Si

Upq

Ra.ll()/,
Ra.RC.lloc

Ra .Rb.ll()d

R, R;.ug,
Rf.ll()f
Rf.llog
Rf.Rg.ll()h
Rf.Rg.Ri.ll()i
Rf.Rg‘Rh.ll()jl
Rf.Rg.Ri.llO“.

(4.12)

A Figura 41 mostra a cadeia cinemadtica gerada pelo modelo, apds a
aplicacdo de valores as magnitudes das juntas. A cadeia permanece aberta
existindo uma diferenga de posicao nas as juntas e, j e l.

-0.2

0.4

0.6 0.8 1 1.2 14 16

Figura 41: Configuragdo inicial para a solu¢io da cinemdtica de posigao.

4.4.4 Posicdo atual das extremidades da cadeia

Pelo caminho 1 da Figura 40, a posi¢do atual das extremidades da
cadeia cinemdtica € dada pela matriz Py, .

Pcam1 = [ S0e1  S0j; Sori ]

(4.13)
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Pelo caminho 2, passando pela carroceria, a posicdo atual das mesmas
extremidades € dada pela matriz P 4, .

Pcam2 = [ S0e2  S0j, Soi2 ] (4.14)

4.4.5 Matriz erro de posicdo

A matriz dos erros de posicao €p define a diferenga de posicdo das
juntas e, j e I, medidas pelos dois caminhos mostrados na Figura 40, sendo
calculada pela diferenca entre as posi¢des dadas pelas expressdes (4.13) e
(4.14).

€p,3 = [Peamy — Peam, ] (4.15)

4.4.6 Orientacdo atual da extremidade da cadeia

A orientag¢do da carroceria em relacdo ao piso € obtida pelo produto
das matrizes de rotagdo das juntas pertencentes a um mesmo caminho do
grafo Gy, que liga o piso a carroceria.

Como pode-se chegar a carroceria por quatro caminhos distintos,
estabelece-se as seguintes relacdes entre as matrizes de rotacdo R das juntas
pertencentes a cada caminho:

R,R,R;, = R,R.R,
R.R,R;, = R/ R,R,R; (4.16)
R.R,R; = R/ R R.R

Agrupando-se as matrizes no mesmo lado da igualdade, chega-se a I matriz
identidade.

R, R;RI Rl = 1
R,R, R, RI R RI R} = I 4.17)
R,R,R,R] R/ RIR = 1

Nas trés equagdes, o angulo referente a rotacdo resultante deve ser zero, ou
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seja:
gp+9a—gq. = 0
Gatap+qi—qs—qn—9q; = 0 (4.18)
Gatqptqa—qs—q = 0

Como inicialmente a cadeia esta aberta, tem-se um erro, denominado vetor
erro de orientacio, €g, dado por

qp+4a —qe
€9, =94 9a+qp+9a—qg—9r—q; (4.19)
9a+4qp+9d —qg —qi

4.4.7 Vetor das restrigoes cinemdticas

As restri¢cdes de posi¢cdo (4.15) e de orientagdo (4.19) sdo agrupadas
no vetor das restricoes cinematicas de posicao, €, dado por

€g
est>
€91 = £Q2> s (4.20)
P

<3>
€p

sendo o super-indice a coluna da matriz dos erros de posicdo apresentada na
expressao (4.15).

O vetor das restri¢cdes cinemdticas representa o sistema de nove equa-
cdes e onze incognitas que resolve a cinemadtica de posicéo.

4.5 Cinematica de velocidade

As equagdes para a solugdo da cinematica de velocidades sdo obtidas
utilizando o método de Davies na sua forma original, partindo-se do principio
que a cinemadtica instantanea de posi¢do ja esta resolvida.

4.5.1 Matriz dos movimentos unitdrios normalizados

A matriz dos movimentos unitdrios normalizados, Mp, é composta
pelos heligiros unitdrios correspondentes a cada junta, de acordo com (3.27).
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MD3V11 = [ $a $b éc éd $e $f ég éh $i $] @l } . (421)

O formato de cada helicoide depende do tipo da junta. De acordo com
a expressdo (3.11, para as juntas rotativas, a, b, d, e, g, h, j e l, os heligiros
unitarios normalizados sdo dados por

& S
$:{ S0 X § } (4.22)

e para as juntas prismaticas, c, f e i, dados por

5 0
$={ < } (4.23)

Os vetores sp e s correspondem as posi¢des (4.10) e (4.11) e as ori-
entacdes (4.12) atuais das juntas, sendo func¢des dos valores instantaneos das
varidveis de posicao.

4.5.2 Magnitudes dos movimentos

O vetor das magnitudes dos movimentos , @, é formado pelas onze
magnitudes de velocidade das juntas.

T
O ={ 0 0 ve 0 @ vy @ @ v ® o} .
4.24)

4.5.3 Matriz de rede dos movimentos unitdrios normalizados

A matriz de rede dos movimentos unitarios normalizados, MN, distri-
bui os heligiros unitdrios normalizados pelos circuitos da cadeia cinemadtica.
Para isto, ela utiliza a matriz dos circuitos B e a matriz dos heligiros unitdrios
Mp.

A distribui¢do ocorre multiplicando-se a matriz dos heligiros unitérios
por trés matrizes diagonais sendo cada diagonal formada por uma linha da
matriz dos circuitos, da seguinte forma:

X 1\:’[D diag(By)
My, = | Mp.diag(By) |, (4.25)
Mp.diag(Bs3)
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sendo diag(B;) a matriz diagonal cuja diagonal é formada pela linha i de B.
Procedendo-se desta maneira, a matriz de rede dos movimentos unita-
rios normalizados toma o seguinte formato:

0o -% $ -$% $ O 0 0 0 0 O
MNg.n =| % -$% 0 -% O $, $ $ 0 $ O (4.26)
~$ -$% 0 -$; 0 $ $ 0 $ O §

4.5.4 Sistema de equagdes dos movimentos

As equagdes dos movimentos sdo obtidas pelo produto da matriz de
rede My pelo vetor das magnitudes ¢

[MN]g,n Aot =10}, (4.27)

Para se chegar a soluc¢do do sistema, sdo necessdrias duas varidveis
primdrias, correspondentes aos dois graus de liberdade do mecanismo. A
solucdo € obtida por

N 1 o

¢S9,1 == [MN5]9,9' [MNP]9,2 : {(PP}Z-I ’ (4.28)

sendo {@g}, | o vetor das magnitudes das velocidades secundarias, [MNS] 9.9

a matriz de rede dos movimentos unitdrios secundarios, [MNP] hq @ matriz de
rede dos movimentos unitdrios primdrios e {@p}, ; o vetor das magnitudes
das velocidades primadrias. '

Como resultado, tem-se

Ps,, = [Marlg, - {0p}a)- (4.29)

Deve-se escolher um par de velocidades primdrias dentre as combi-
nagdes possiveis, de modo que ndo provoquem a queda do posto da matriz
[MNS] 9,9°

Combinando-se 11 juntas duas a duas, tem-se um total de 55 combi-
nagdes possiveis. Destas, 12 sdo invélidas por provocarem a queda do posto
da matriz. Dentre as combinagdes possiveis, selecionou-se v € vy como ve-
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locidades primadrias. Assim, (4.28) resulta em

w, Mac Maf

p My My

Wy My Mgy

(0% Mec Mef v

0, = | Mg Mgy { vL } (4.30)
O My My f

Vi M. My

o] Mjc  M;

0] | Mic My |

Logo, cada velocidade secundéria é representada por duas parcelas, cada uma
contendo a influéncia de uma varidvel primaria.

4.6 Estatica

As equacdes para o cdlculo da estatica s@o obtidas utilizando o método
de Davies com a Lei dos Cortes. Sao 24 equagdes e 26 varidveis sendo as 2
acoes externas (peso e forga lateral) consideradas conhecidas.

4.6.1 Acades internas e externas

O conjunto das ac¢des unitdrias normalizadas internas forma a matriz
das ac6es normalizadas internas, Ap

int*

~

Ap

s = | $10 $a, o S 8 @31)

As magnitudes das a¢des internas sdo representadas por letras maius-
culas, indicativas das juntas, acrescidas de um indice correspondente a dire-
¢do de aplicacdo. As agdes externas obedecem a sequéncia do alfabeto, sem
relacdo com o simbolo da junta.

As magnitudes das agdes (internas e externas) estdo definidas na Ta-
bela 5. Elas formam o vetor das magnitudes das agdes, Y, apresentado na
expressao 4.32.
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Tabela 5: Magnitudes das acdes nas juntas

varidvel | descricdo

1 Ay forca horizontal na junta a

2 Ay forca vertical na junta a

3 By forca horizontal na junta b

4 B, forca vertical na junta b

5 C, forca normal ao deslocamento da junta ¢
6 C, momento na junta ¢

7 D, forca horizontal na junta d

8 Dy forca vertical na junta d

9 Ey forca horizontal na junta e

10 E, forca vertical na junta e

11 E, forca normal ao deslocamento da junta f
12 F, momento na junta f

13 Gy forca horizontal na junta g

14 Gy forca vertical na junta g

15 H, forca horizontal na junta h

16 H, forca vertical na junta h

17 I, forca normal ao deslocamento da junta i
18 I momento na junta i

19 Jx forca horizontal na junta j
20 Jy forga vertical na junta j
21 L, forca horizontal na junta 1
22 L, forca vertical na junta 1
23 M, forca lateral no centro de massa da carroceria
24 M, forca peso no centro de massa da carroceria
25 Np, forca na mola esquerda
26 O forca na mola direita

V1= { A Ay Bx By G C. Dx Dy E. E F

F, Go Gy, H, Hy I, L J J, L

Z

L, My My Ny O

T

(4.32)

Sao quatro as agdes externas aplicadas na cadeia: a forca peso, a forca
lateral e as duas for¢as nas molas.
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A for¢a peso, My, € aplicada no centro de gravidade da carroceria.

Considerando que o modelo cinemético € observado sobre um plano
vertical que se movimenta com o veiculo ao longo da curva, a forca centripeta
A, equilibra-se com a reag¢do de inércia M, = m.a,, aplicada no centro de
gravidade. sendo a. a aceleracdo centripeta.

As forgas das molas, N, e O, sdo aplicadas na direcdo das juntas
prismaticas c e i.

Tanto a posicdo do centro de gravidade quanto a das juntas prismaticas
mudam a cada instante sendo necessario atualizé-las.

A posicdo de referéncia dos pontos de aplicacdo das acdes externas é
definida na matriz P,,,,. A primeira coluna refere-se a posicdo do centro de
gravidade e as outras duas colunas representam os pontos de aplicacdo das
forcas nas molas.

Prow = Pcc Pre Py | (4.33)

A orientagdo de referéncia das forcas nas molas coincide com a orien-
tacdo das juntas prismaticas c e i.

Como as orientagdes do peso e da carga lateral sdo fixas, elas ndo
precisam ser atualizadas.

Seguindo o mesmo procedimento usado para o célculo da posigdo e
orientacdo das juntas, a posi¢do e a orienta¢do atual das agdes externas sao
obtidas aplicando-se as matrizes de transformacgdo, seguindo o caminho da
grafo Gy.

A posi¢do atual do centro de gravidade é dada por

Socg = Aa-Ah-Ad~prCG~ (434)

As posicdes das molas ja foram definidas nas equacdes (4.10).
As orientacdes da forca peso e da forca lateral sao fixas, dadas respec-
tivamente por
sco: = {1 0 03" (M)
SCGy = { 01 0 }T (My)
A orientacdo das forcas nas molas segue a orientacdo das juntas c e i,
dadas pelas equagdes (4.12).

Por se tratar de forgas puras, cada coluna da matriz das agdes externas
normalizadas é formada por uma heliforca no formato da expressao (3.14)

$: { SOext X Sext } (4.36)

Sext

(4.35)
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Aplicando-se (4.10), (4.34) e (4.35) em (4.36), obtém-se a matriz das a¢des
externas normalizadas

ADEX[_;A = |: $M\ $My @Nm $Om j| (437)

A matriz das agdes normalizadas na posicdo atual é formada pelas
matrizes das agdes internas (4.31) e externas (4.37).

A

AD3726 = |: ADiﬂt\g)zz AD@X}3)4 :| (438)

4.6.2 Matriz de rede das agdes unitdrias normalizadas

A matriz de rede das a¢Oes unitdrias normalizados, Ay,, ,., distribui as

heliforcas unitdrias normalizadas pelos cortes da cadeia cinemdtica. E obtida
multiplicando-se a matriz das acdes normalizadas, AD&%, (4.38) por oito ma-
trizes diagonais, sendo cada diagonal formada por uma linha da matriz dos
cortes ampliada, QAs.za’ 4.5).

éD.diag(QAl )
I}Ddiag(QAz)
Ap.diag(Qa,)
" Ap.diag(Qy,)
Arazs = AD~dl'aé’(QAi) ’ 39
1§D~diag(QA6)
Ap.diag(Qa,)
| Ap.diag(Qyg) |

sendo diag(Q,,) a matriz diagonal cuja diagonal é formada pela linha i de

Qa.

4.6.3 Vetor das agdes nos cortes

Multiplicando-se a matriz de rede das ag¢des unitdrias normalizadas
pelo vetor das magnitudes ¥, obtém-se o vetor das acdes nos cortes, que
representa as equagdes de equilibrio do sistema de acdes.

A = A1\/24,26 ‘Wae 1 (4.40)
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4.6.4 Solugdo da estdtica

A forga peso (M,) e a inércia lateral (M) sdo consideradas conheci-
das, sendo agrupadas no vetor das magnitudes primdrias ¥p. O restante das
varidveis formam o vetor das varidveis secunddrias Wg. A solugdo é obtida
pela equacdo

W524,1 == [ANS} B [ANP} {V’P}ZJ- (4.41)

24,24 242

4.7 Cinestatica de posicao

A presenca das molas produz o acoplamento entre posicdo e forca.
Isto faz com que seja necessario a solugdo simultinea da cinemaética de po-
sicdo e da estatica. O termo Cinestética € aplicado por Davies (2000) para
o estudo simultaneo da cinemadtica infinitesimal e da estitica. Para tratar da
cinemdtica de posicdo juntamente com a estdtica, utiliza-se neste trabalho o
termo cinestatica de posicao.

4.7.1 Relagoes constitutivas das molas

As molas sdo consideradas lineares, com rigidez equivalente kj,;, €
comprimento inicial Ly. O valor das for¢as depende das posicdes g, € g; das
juntas prismaticas c e i. As for¢cas nas molas sdo dadas por

Ny = m01a~(qc _LO)

4.42)
On = kmola-(Qi 7L0)

Estas relacdes formam o vetor das relagdes constitutivas A

o Nm_kmolw(QC_LO)
Arelz,l N { Om — kmola-(CIi - LO) (443)

4.7.2 Vetor das restrigdes cinestdticas

O vetor das restri¢cdes cinestaticas, @, agrupa as restri¢des cinematicas
(4.20), as acdes nos cortes (4.40) e as relagdes constitutivas (4.43), formando
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um vetor com trinta e cinco equagdes.

€91
O35 =<¢ Ay (4.44)
Arel2,1

4.7.3 Vetor das magnitudes cinestdticas

As varidveis de posicdo (4.7) e da estética (4.32), formam o vetor das
magnitudes cinestaticas, 6.

qp,
037, =4 2P (4.45)
i { Y1 }

4.7.4  Solugdo do sistema

Tem-se um sistema nao-linear, com 35 equacdes (4.44) e 37 incognitas
(4.45). As duas varidveis primdrias sdo a forga peso (M,) e a carga lateral
(My).

Para que os valores iniciais das varidveis secunddrias sejam coerentes
e garantam a convergéncia para a solu¢do desejada, resolve-se inicialmente
um problema cinemdtico e um estitico para uma configuracdo pré-definida.
Assim, a solucdo segue as etapas:

Etapa 1 - Solucao da cinematica de posicdo Produz o fechamento da ca-
deia cinemdtica na configuracao pré-definida.

Etapa 2 - Solucao da estatica Para a configuracdo obtida na Etapa 1,
calcula-se as acdes no sistema, sem a aplicagc@o das relagdes constituti-
vas das molas.

Etapa 3 - Solucio da cinestatica Obtida a partir dos valores iniciais calcu-
lados nas Etapas 1 e 2.

4.7.5 Etapa 1 - Solucdo da cinemdtica de posicao
A solugdo da cinematica de posicdo passa pelas seguintes definigdes:
1. Configuracio de referéncia, apresentada na Figura 39.

2. A configuracdo inicial, apresentada na Figura 41 com os valores da
Tabela 6, escolhida de modo a se obter um posicionamento préximo
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do fechamento da cadeia. As constantes C», Cg € Cg estdo definidas na
Tabela 3.

3. Solug@o numérica do sistema de equagdes (4.20), selecionando-se
como varidveis primdrias as posi¢des g, € g;.

Tabela 6: Valores iniciais para a solu¢cdo da cinemdtica de posicao

varidvel | valor inicial
qa 10°
q» —100°
qc 550 mm < varidvel primaria
4d 90°
e 0°
qr 2.3%(Cr+Cg+Cg) mm
qdg —Ya
qh —4qb
qi q. < variavel primdria
qj —4qd
qi —qe

A solucdo do sistema de equagdes € obtida através da funcdo para
solucdo de sistemas ndo-lineares (fsolve), do programa de prototipagem ma-
tematica MATLAB (THE MATHWORKS, 2009), considerando a norma maxima
do residuo igual a 1078, A visualizacdo da solucdo obtida pelo modelo estd
apresentada na Figura 42.

A escolha das varidveis g, € g; como varidveis primdrias foi feita para
facilitar o posicionamento inicial da carroceria.

4.7.6 Etapa 2 - Solucdo da estdtica

Com a cadeia fechada, a solugdo da estdtica é obtida considerando o
peso M, e a inércia lateral M, como varidveis. Nesta etapa o problema ainda
ndo estd acoplado de modo que as forgas produzidas pelas molas ndo estdo
relacionadas com o seu comprimento, sendo consideradas forgas externas.

A solugdo das acdes secunddrias € obtida através da expressao (4.41).
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Figura 42: Configuracio inicial para a solugdo da cinestatica.

4.7.7 Etapa 3 - Solucdo da cinestdtica

Utilizando-se os valores de posi¢do e acdes obtidos nas etapas 1 e
2 como valores iniciais para as varidveis secunddrias, resolve-se o sistema
(4.44), sendo as ag¢Oes externas M, e M, as varidveis primarias.

A solucdo numérica € obtida através da fungdo fsolve do programa
MATLAB, utilizando a configuracdo padriao e norma méixima do residuo
igual a 1073,

O processo se repete a cada incremento de carga e finaliza quando a
reacdo vertical na roda direita (Gy) se anula.

4.8 Angulo de rolagem da carroceria

O grafo Gy (Figura 35) fornece os caminhos para o célculo do angulo
de rolagem, ¢, da carroceria.

Pode-se obter o dngulo de rolagem por meio de um dos quatro cami-
nhos possiveis no grafo Gc: a—b—d,a—c—e, f—g—h—jou f—g—i—1.

Os caminhos s@o definidos pelo produto das sub-matrizes de rotagao
dos helicoides sucessivos.

caminho 1 (a—b—d): R R,Ry

caminho 2 (a—c—e): R, R..R,

caminho3 (f—g—h—j): RyRyR,.R; (4.46)
caminho4 (f—g—i—1): R;R,.R.R;
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O angulo de rolagem corresponde ao angulo de rotagdo da carroceria,
obtido por qualquer um dos quatro caminhos.

Por se tratar de um problema no plano, a matriz de rotagdo resultante,
em cada caminho, é uma rotacdo em z, na forma

cos(at) —sin(ar) 0
R=| sin(a) cos(a) O |. (4.47)
0 0 1

O angulo de rotacdo ¢ € dado por

R
o = atan(=2) (4.48)
R

4.9 Posicao do centro de rolagem e dos polos

A posi¢do do centro de rolagem € obtida a partir do heligiro resultante
dos movimentos entre o piso (1) e a carroceria (9), calculado com base nos
caminhos representados no Grafo Gy, (Figura 35).

O heligiro resultante é calculado pela soma dos heligiros pertencentes
a cada caminho. O resultado é o mesmo para qualquer caminho tomado.

$1 =$0.00,+ 8.0, +$4.004

$ :$a~a)a + $c-vc + $e-we

$3 =$f.Vf + $g.wg —|—$h.(l)h + $j.60j
$4 :éf.\/f + $g.(1)g + @i.v,‘ + $l~wl

(4.49)

O heligiro que representa a velocidade de um corpo em relagéo a outro
tem a forma da expressdo 3.56. Assim, as coordenadas do centro de rolagem,
(Xg,Yr), podem ser obtidas pela expressdo (3.57)

Xp= 2 e yp= 2 (4.50)
w o

Como o modelo possui dois graus de liberdade, a posi¢do do centro
de rolagem sofre influéncia também das velocidades. Para se obter as mag-
nitudes das velocidades dos heligiros de (4.49), € necessario que se resolva a
cinemadtica de velocidade.

Os polos sdo obtidos de forma similar, levando em conta, no entanto,
que eles representam os centros instantaneos entre a carroceria e cada roda.
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Do grafo Gy, (Figura 35), seguindo os caminhos possiveis entre a roda es-
querda e a carroceria, obtém-se os seguintes heligiros

$10 =$p.00, + $4. 00

N . 4.51)
$. =%, v +$.. 0.
Os caminhos entre a roda direita e a carroceria fornecem os heligiros
$10 =%.0,+$;.0;
o (4.52)

$2d :@,-.v,- + $1.(1)l.
A posicdo de cada polo € obtida aplicando-se (3.57) em (4.51) e em (4.52)

—vy Vy
Xp= 2 Yp= 2 453
P=—p & Yr=_0 (4.53)

sendo (Xp,Yp) as coordenadas de cada polo.

4.10 Verificacdo da influéncia do niimero de graus de liberdade

A influéncia do niimero de graus de liberdade na defini¢do do centro de
rolagem e dos polos pode ser verificada nas equacdes de velocidades obtidas
do modelo.

Tome-se, por exemplo, o caminho 1 das expressdes (4.49), para o cél-
culo do centro de rolagem

$1=9%.+8% +8,. (4.54)

Admitindo a forma apresentada na expressao (3.22), o caminho é dado por

Wy Wp Wy
$ = Wy -Sy, + Wp.Sy,, + .Sy, (4.55)
—Wyg.Sxq —p.Sxp —4-Sxq
ou
Wy + Wp + 0y
$ = Wy.Sy, + Wp.Sy, + WOq.Sy, (4.56)

—Wy.Sxq — WOp.Sxp — Wg.Sxg

Sabendo-se que cada velocidade secunddria € funcdo de duas veloci-
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dades primdrias, conforme expressdo (4.30), tem-se

(Mac +Mpe +Mge).ve + My +Mpp+Mgyr).vy
$ = (Mac-Sy, +Mpe.Syy +MgeSy ) Ve + (Mg sy, +Mpp.sy, +Mgp.sy,)-ve .
*(Maosxa + Mpe-Sxp +IWdoS)wl)'Vc - (Maf-sxa +IWbﬁs)cb +Mdf~sxd)‘vf
4.57)

Aplicando-se (4.57) em (4.50), chega-se as coordenadas do centro de
rolagem:

(Mac-Sxq +Mpe-Scp +Mae.Sxq) Ve + (Mg .S +Mpg.Sxp +Mar.Scq) vy

Xr =
(Mac+Mpe + Mac)-ve + (Mag +Mpy +May).vy
(4.58)
e
v (Mac.sy, +Mpe.Sy, +Mge.sy ;) Ve + (Mag.sy, +Mpr.sy, +Mgg.sy,).vy
R= .

(Mac+Mpe+Mac)-ve + (Mag +Myy+May)-vy
(4.59)
O resultado mostra a influéncia das velocidades primdrias no cdlculo
do centro de rolagem para mecanismos com dois ou mais graus de liberdade,
conforme comentado na Segéo 2.4.5.
Também pode-se notar que, se 0 mecanismo possui apenas um grau
de liberdade, a velocidade se cancela e o centro de rolagem passa a depender
exclusivamente da configuracdo instantanea do mecanismo.

4.11 Diagrama do modelo proposto

A Figura 43 apresenta a estrutura do modelo proposto, em comparagao
com o método de Davies original (Figura 26) e com o método proposto por
Cazangi (2008) (Figura 27).
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Figura 43: Diagrama do modelo proposto.
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4.12 Comentarios

Os valores instantdneos do vetor das magnitudes cinestaticas, 037 1,
dado pela expressdo (4.45), sdo obtidos diretamente da solucdo do sistema
formado pelas equagdes cinestdticas dado pela expressdo (4.44). As magnitu-
des fornecem diretamente os valores da cambagem das rodas (g, € ¢,), bitola
(gf), comprimento instantdneo das molas (g. € g;), carga nas molas (N, € Op,)
e a carga vertical nas rodas (Ay e Gy).

As magnitudes fornecem também as forgas atuantes em todas as juntas
do mecanismo.

Demais valores sdo obtidos mediante calculo adicional, fazendo uso
das propriedades dos helicoides sucessivos, dos heligiros e das heliforgas.
Neste grupo se incluem o fator de estabilidade estética, a posi¢do do centro
de gravidade, a posi¢do do centro de rolagem e o dngulo de rolagem.
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5 RESULTADOS

Este capitulo apresenta os resultados obtidos do modelo. Para cada
intervalo de tempo de aplicacdo da carga lateral, sdo apresentados os graficos
das posigdes, das magnitudes das velocidades e das reacdes em cada junta do
mecanismo. Também estdo representadas as posi¢des instantineas do centro
de gravidade e do centro de rolagem mostrando a diferenca de comportamento
entre a previsdo do capotamento calculcada pela norma DIN e a apresentada
no modelo.

5.1 Descricio do teste

De acordo com o que estd apresentado na Secdo 4.1, o veiculo des-
creve uma trajetdria curvilinea de raio constante, partindo do repouso e ace-
lerando constantemente até atingir o limiar do capotamento.

A forga centripeta produzida entre a roda esquerda e o piso produz a
rolagem na carroceria, conforme mostrado na Figura 44.

Por hipétese, o raio da curva € de 60 m e a aceleragio longitudinal do
veiculo é de 2 m/s?.

Considera-se que o inicio do capotamento ocorre quando a forga ver-
tical (Gy) de contato da roda direita, interna a curva, se anula.

Figura 44: Aplicagdo das forcas externas.
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5.2 Magnitudes das posicoes e das cargas nas juntas

A seguir, s@o apresentados os resultados para cambagem, bitola, forca
nas molas, velocidade dos amortecedores, carga vertical nas rodas e as posi-
¢des do centro de gravidade e do centro de rolagem, em relacdo a aceleracio
lateral.

As variagdes da cambagem e da bitola estdo apresentados nas Figuras
45 e 46.

3 1.4
J
= 2 qa —~
£ £1.35
S 1 1
38 2
% o 1.3
5 qg M'
o 5 10 125 5 10
aceleracéo lateral (m/sz) aceleracéo lateral (m/sz)
Figura 45: Variacdo da cambagem Figura 46: Variag@o da bitola com
com a aceleragdo lateral. a aceleragdo lateral.

Nota-se que a cambagem da roda esquerda (q,) tende a aumentar para
o lado positivo enquanto que a cambagem da roda direita (¢,) tende a aumen-
tar para o lado negativo. Isto sugere que o veiculo tende a escorregar mais
a medida que aumenta a carga lateral, ndo somente pelo aumento da carga
lateral mas também pela mudanca na cambagem.

Quanto a variacd@o da bitola, observa-se a sua diminui¢do em relagdo
ao valor inicial aumentando a tendéncia ao capotamento.

Nas Figuras 47 e 48 apresentam-se os valores das forcas e das veloci-
dades nas molas em funcdo da aceleracdo lateral.

No inicio do movimento, as forgas nas molas sio iguais as forgas ver-
ticais de contato das rodas com o piso em funcdo da configuragdo inicial
adotada. Nesta configuracdo, os amortecedores encontram-se na vertical e o
peso se distribui por igual entre as duas molas.

As forgas verticais (Ay e Gy), de contato da roda com o piso, sdo apre-
sentadas na Figura 49, em funcdo da aceleragdo lateral. No inicio do mo-
vimento, as cargas verticais nas rodas s@o iguais a metade do peso devido a
condicio de simetria. A medida que a forca centripeta aumenta, a transfe-
réncia ocorre até que se atinge o limiar do capotamento, quando a aceleragcao
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Figura 47: Forgas nas molas. Figura 48: Velocidades dos amor-
tecedores.

atinge o valor de 9,9983 m/s>. Neste ponto a reagio na roda direita Gy se
anula.
O angulo de rolagem € apresentado na Figura 50.
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Figura 49: Transferéncia de carga Figura 50: Angulo de rolagem em
em func¢do da aceleracdo lateral. funcdo da aceleracio lateral.

Os deslocamentos do centro de gravidade e do centro de rolagem estao
apresentados nas Figuras 51 e 52.

O centro de gravidade desloca-se para a esquerda e para cima o que
favorece a tendéncia ao capotamento. Tal tendéncia aumenta ainda mais com
a diminuigfo da bitola, mostrada na Figura 46.

O afastamento vertical entre o centro de gravidade e o centro de rola-
gem produz aumento no momento de rolagem levando ao aumento do angulo
de rolagem.
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Figura 51: Deslocamento do cen- Figura 52: Deslocamento do cen-
tro de gravidade. tro de rolagem.

5.3 Fator de estabilidade estatica

A titulo de comparagdo, sdo calculados dois fatores de estabilidade
estatica: pela norma DIN (SSFpy) e pelos resultados do modelo (SSF,,q). O
célculo pela norma DIN ¢é feito pela expressdo (2.8) e considera que tanto o
centro de gravidade quanto a bitola ndo variam.

SSFpiv = (5.1)

No modelo, o célculo é feito através da expressao (5.2), que considera
a posi¢ao instantanea do centro de gravidade no limiar do capotamento e nao
leva em consideracdo a bitola:

X,
SSFpod = —C (5.2)

YeG'

sendo (Xg,Y;) as coordenadas instantaneas do centro de gravidade do veiculo.

A condig@o utilizada para o cdlculo do fator de estabilidade segundo
a norma DIN corresponde a bitola de 1,3 m e altura do centro de gravidade
igual a 0,6 m, obtendo-se um fator igual a 1,0833.

Utilizando-se a expressdo (5.2), com a posi¢@o do centro de gravidade
(Xcg =0,6243 m e Ycg = 0,6244 m) obtida no limiar do capotamento, chega-
se a um fator igual a 0,9998, o que corresponde a uma redugdo de 7,7% em
relac@o ao resultado fornecido pela norma.

Hac (2002) relata que, dependendo da geometria da suspensdo, tal
reducdo pode superar os 20%.
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O fator de estabilidade estdtica varia com a altura do centro de gravi-
dade e com a rigidez das molas, conforme mostrado nas Figuras 53 e 54.

1.2
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Figura 53: Influéncia da rigidez
equivalente das molas sobre o fa-
tor de estabilidade estatica.

1.2
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0
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1
0'8.4 0.6 0.8
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Figura 54: Influéncia da altura do
centro de gravidade sobre o fator
de estabilidade estética.

O valor central de cada gréifico corresponde aos valores de referéncia
utilizados na andlise do modelo: rigidez equivalente de 100 kN/m e altura
inicial do centro de gravidade igual a 0,6 m. Os demais valores correspondem
a variacdo de até 20%, para cima e para baixo dos valores de referéncia.
Observa-se a forte influéncia da posi¢c@o do centro de gravidade sobre o fator
de estabilidade estatica.

As variagdes percentuais estdo apresentadas nas Tabelas 7 e 8.

Tabela 7: Variacdo do fator de estabilidade com a rigidez equivalente das
molas.

k SSFyop | variacdo percentual
em relacdo ao padrdo
(kN/m) ) (%)
oo 1,0833 8,35
120 1,0106 1,08
110 1,0057 0,59
100 0,9998 -
90 0,9927 -0,71
80 0,9837 -1,61

A primeira linha da Tabela 7 corresponde a rigidez infinita, ou seja,
a suspensdo é considerada completamente rigida e, neste caso, o fator de
estabilidade encontrado equivale ao valor obtido pela norma.
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O fator de estabilidade aumenta com o aumento da rigidez equivalente
das molas.

Tabela 8: Variag@o do fator de estabilidade com a altura do centro de gravi-
dade.

Yee | SSFyop varia¢do
em relag@o ao padrdo
(m) ) (%)
0,72 | 0,8353 -16,45
0,66 | 09113 -8,85
0,60 | 0,9998 -
0,54 | 1,1033 10,35
0,48 | 1,2240 22,42

O aumento do centro de gravidade diminui o valor do fator de estabi-
lidade estdtica.

Pelas Figuras 53 e (54) observa-se que o fator de estabilidade é mais
sensivel a variacdo da altura do centro de gravidade do que a variagdo da
rigidez equivalente das molas.

5.4 Polos e centro de rolagem

A Figura 55 apresenta as posicdes do mecanismo obtidas enquanto a
carga lateral € aplicada. Nela se pode observar os deslocamentos do centro de
gravidade (CG) e do centro de rolagem (CR). O ponto R representa o centro
de rolagem definido de acordo com a norma DIN, conforme apresentado na
Sec¢do 2.3.

Segundo Gregorio (2009), para um mecanismo com dois graus de li-
berdade, o centro instantdneo de um corpo localiza-se sobre uma reta que une
os dois centros instantineos do mesmo mecanismo, quando se considera cada
uma das velocidades primadrias igual a zero, conforme a expressdo (2.10).

A Figura 56 apresenta o centro de rolagem CR numa configuracao
qualquer do mecanismo, em que as velocidades primdrias sdo v. € vy. O
ponto C corresponde ao centro instantdneo da carroceria quando v, =0 e o
ponto F representa o centro instantdneo da carroceria quando vy = 0.

Tome-se como exemplo a configuraciio em que as velocidades das jun-
tas c e f valem v, = —4,9381.107* m/s e vy = —0,0032 m/s. O centro de
rolagem situa-se nas coordenadas Xcg = 0,0941 e Ycp = 0,0406.
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Figura 56: Alinhamento dos centros de rolagem, segundo Gregorio (2009) e
a expressdo (2.10).

Calculando-se, para esta posicao, o centro de rolagem na condi¢do em
que a velocidade de uma das juntas € zero, obtém-se os valores apresentados
na Tabela 9. Pode-se comprovar o alinhamento dos trés centros, considerando
que eles situam-se sobre uma mesma reta.

A distancia entre o centro de gravidade e o centro de rolagem define o
quanto a carroceria rola, para um mesmo conjunto de molas. Quanto menor
for a distancia, menor ¢ o momento absorvido pelas molas e menor serd a
rolagem (MILLIKEN; MILLIKEN, 1995). Isto pode ser observado na Figura 57,
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Tabela 9: Posi¢ao do centro de rolagem em func¢ao das velocidades.
Ve Vs Xcr Ycr
(m/s) (m/s) (m) (m)
—4,9381.10~* | -0,0032 | 0,0941 | 0,0406
—4,9381.1074 0 0,7277 | 0,3260
0 -0,0032 0 0

onde se apresenta a variacdo do dngulo de rolagem com a aceleracdo lateral
para duas posi¢des do centro de gravidade, localizados a 600 mm (referéncia)
e a 480 mm (baixo) a partir do piso.

w
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aceleracéo lateral (m/sz)

Figura 57: Variac¢do do angulo de rolagem para duas posi¢des do centro de
gravidade.

Observa-se que, com a redugdo da altura do centro de gravidade, o
angulo de rolagem da carroceria é menor. Isto ocorre devido a diminuicao
do momento de rolagem, causada pela reducdo da distancia entre o centro de
gravidade e o centro de rolagem.

A Figura mostra ainda que, a redu¢@o da altura do centro de gravidade
diminui a tendéncia ao capotamento, visto que, nesta condi¢do (CGypguixo), O
veiculo suporta uma aceleracdo lateral maior do que na posicao de referéncia
(CGre f ).
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6 CONCLUSOES

6.1 Conclusoes

Esta tese propde um modelo cinemadtico plano-frontal de um veiculo,
com dois graus de liberdade, com comportamento quase-estatico, para andlise
da rolagem, até atingir o limiar do capotamento.

O veiculo € representado no plano vertical-frontal, por uma carroce-
ria e duas suspensdes. O acoplamento entre forgas e deslocamentos ocorre
através das molas da suspensao.

Todos os componentes das cadeia cinemdtica sao considerados rigidos
e ndo existe atrito entre eles.

As ferramentas matemdticas utilizadas na modelagem sao os desloca-
mentos helicoidais sucessivos (na andlise de posi¢do) e o método de Davies
(na andlise cinestatica).

Como ferramentas computacionais utilizou-se o programa de simu-
lagdo matemdtica Matlab (THE MATHWORKS, 2009) para o desenvolvimento
simbdlico das equacdes e para a implementagdo da rotina.

Para a verificagdo dos resultados, utilizou-se o programa de simulagio
dindmica Working Model (DESIGN SIMULATION TECHNOLOGIES, 2010).

6.1.1 Sobre o modelo

Uma contribui¢do dada no modelo € a aplicacdo do método de Davies
em mecanismos com configuragdo variavel. Na sua forma original, o método
se aplica a situa¢des em que a configuragdo do mecanismo ja é conhecida e
ndo existem componentes eldsticos. As equacdes obtidas resolvem as equa-
¢oes cinematicas de velocidade e as de equilibrio, de forma independente.

No caso do modelo, no entanto, o acoplamento entre a estdtica e a
cinemdtica de posicdo, criado pela presenca das molas na suspensado, exigiu
a solucdo simultinea das equagdes cinemdticas de posicdo e de equilibrio,
conforme apresentado na expressdo (4.44).

O método dos deslocamentos helicoidais sucessivos, utilizado para a
obtencdo das equacdes cinemdticas de posi¢do, apresentado na se¢do 3.1.2,
facilita a montagem da cadeia cinematica. Isto favorece sua aplicacdo em
cadeias cinematicas complexas devido a facilidade de visualizag¢do dos elos
na posicdo de referéncia.

As equagdes de equilibrio (4.40), obtidas na forma simbélica através
do método de Davies, juntamente com as relacdes constitutivas das molas
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(4.42), formam o conjunto de equacdes da estdtica.

Os dois conjuntos de equagdes foram obtidos automaticamente via
processamento simbdlico.

Outra contribuicdo refere-se a utilizacdo de uma cadeia cinematica
com dois graus de liberdade, o que permite o desacoplamento entre 0 mo-
vimento vertical e a rotacdo da carroceria, bem como a representacdo da va-
riacdo da bitola, inexistente nos modelos com um grau de liberdade.

A solugdo da cinestatica fornece a posi¢do, a velocidade e as agdes em
cada junta do mecanismo.

Valores instantineos da cambagem (g, € g,), da bitola (gr) e das a¢des
nas juntas sdo retirados diretamente do vetor das magnitudes cinestéticas,
dado pela expressdo (4.45), obtido na solugdo do sistema, descrita na Secao
4.7.4.

Outros pardmetros, tais como posi¢do do centro de rolagem e angulo
de rolagem, sdo obtidos mediante calculo adicional. A posi¢do do centro de
rolagem € calculada pela expressao (4.50), cujos valores s@o obtidos através
do vetor posicao do heligiro resultante entre o chassi e o piso. Este heligiro é
obtido percorrendo-se qualquer caminho entre o piso e a carroceria no grafo
Gy, conforme apresentado na Figura 35 e nas expressdes (4.49).

As variagdes da cambagem (Figura 45), da bitola (Figura 46), do cen-
tro de gravidade (Figura 51) e do dentro de rolagem (Figura 52), mostram que
a geometria da suspensao influencia significativamente no comportamento em
curva do veiculo.

O limiar do capotamento ocorre quando a reagdo da roda interna a
curva se anula. Isto pode ser observado na Figura 49 que apresenta a transfe-
réncia de carga entre as duas rodas.

No limiar do capotamento, tem-se os valores reais da posi¢ao do centro
de gravidade, considerando as deflexdes ocorridas na suspensdo. Assim, foi
possivel calcular o fator de estabilidade estdtica com maior precisdo, através
da expressdo (5.2). No exemplo apresentado, obteve-se uma redugéo de 7,7%
no fator de estabilidade estatica em relag@o ao valor calculado pela norma,
dado pela expressao (5.1).

6.1.2 Sobre o centro de rolagem

A principal conclus@o que se tira a respeito do centro de rolagem ¢é
que ele ndo pode ser considerado um ponto fixo para efeito de andlise do
capotamento, conforme se apresenta na Figura 52.

A obtengdo do centro de rolagem, da forma como é definida pela
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norma DIN, constitui um conceito idealizado e limitado, ndo representando o
centro instantineo de rotagdo verdadeiro do chassi.

O modelo proposto mostra que é possivel se obter a posi¢do do centro
de rolagem em qualquer configuracdo entre a simétrica, sem carga lateral, e o
limiar do capotamento.

Apesar de fornecer o centro instantdneo para qualquer configuracao
da cadeia cinemdtica, o método do diagrama do poligono juntamente com o
teorema de Aronhold-Kennedey s6 € valido para mecanismos com um grau
de liberdade e com cadeias determinadas, conforme apresentado na Secdo
24.4.

Como o modelo proposto neste trabalho possui dois graus de liber-
dade, a utilizacdo do método do diagrama do poligono nao foi possivel.

Através do método de Davies, € possivel obter os centros instantaneos
de rotagdo de forma simples e sistematica. Utilizando o conceito de heligiro
resultante, chegou-se a posicao do centro de rolagem e dos polos da suspen-
sdo, através das expressoes (4.50) e (4.53).

No caso do centro de rolagem, o heligiro resultante foi obtido pela
soma dos heligiros pertencentes a um dos caminhos entre o piso e a carroceria,
conforme apresentado nas expressoes (4.49).

Os heligiros resultantes para o cdlculo da posicdo dos polos foram
obtidos através dos caminhos dados pelas expressoes (4.52) e (4.51), respec-
tivamente para o polo direito e esquerdo.

6.2 Recomendacoes para trabalhos futuros

Para melhorar a representatividade do modelo, sugere-se:

* Inserir as propriedades de contato do pneu com a pista, que implica na
alteracdo das juntas que representam o contato. A junta articulada a
deve ser substituida por um conjunto similar ao existente no contato da
roda direita com o piso.

¢ Incluir a influéncia da inclinacgdo lateral da pista.

¢ Adaptar o modelo para estudos da dindmica longitudinal (aceleragéo e
frenagem), para verificacio do efeito anti-mergulho, por exemplo.

* Expandir o modelo para o espago tridimensional, permitindo o estudo
do comportamento completo do veiculo, em qualquer situagdao de ma-
nobras com diferentes tipos de suspensdo na dianteira e na traseira.
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* Avaliar a influéncia das massas suspensa e ndo-suspensa no comporta-
mento de rolagem do veiculo.

* Desenvolver um procedimento de otimiza¢do da rolagem do veiculo,
através da definicdo da geometria ideal da suspensdo, para se atingir
niveis 6timos de conforto e estabilidade.

As simplificagcdes impostas ao modelo podem ser eliminadas pela
transformagdo do modelo quase-estitico para modelo dindmico completo,
através da inclusdo das propriedades de inércia e de amortecimento na forma
de helicoides. Assim, pode-se chegar a uma previsdo mais precisa do limiar
do capotaento, levando-se em conta os efeitos transitérios nos quais o com-
portamento dos amortecedores torna-se relevante
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