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Resumo

No presente trabalho é apresentada uma nova estratégia de adaptatividade p para a apro-
zimagdo de Galerkin das equagdes integrais de contorno. FEssa nova proposta é baseada no
método hp-Clouds (Duarte, 1996), desenvolvido para os elementos :ﬁm'tos.

O problema analisado é o de Laplace bidimensional, sendo a aproximacdo de Galerkin
desenvolvida para a equagdo fracamente singular (ou cldssica), para a hipersingular e para a
formulagdo simétrica ou variacional.

A adaptatividade p tem o objetivo de ,nielhomr a qualidade da s.olugéo aprorimada inde-
pendentemente da influéncia do analista, porém, para isso, sio necessdrios éﬁtém’os mate-
maticamente consistentes. No presente trabalho, o critério de disparo do enriquecimento p
da solugdo ¢é baseado na ortogonalizagdo do residuo, das equagdes integrais, em‘relag:[io as
fungées da base de aproximagdo. FEsse critério é semelhante ao Método dos Restduos em
Elemento (Duarte, 1991) para o Método dos Elementos Finitos.

Os procedimentos de integrdg:&o das equagdes integrais sdo analftico-numéricos, sendo
empregada a integragdo por partes para a redugdo da singularidade do nicleo hipersingular.
Também é apresentado um cuidadoso detalhamento do procedimento de integragdo do nicleo
hipersingular, para os vértices do contorno.

Para verificar a formulag¢do aqui desenvolvida, bem como o algbm’tmo implementado, é

feita a comparagdo dos resultados obtidos com a solugdo de alguns exemplos cldssicos.



Abstract

This work introduces a new p adaptive strategie to the Galerkin approzimation for bound-
ary integral equations. This new approa(;h is based on the hp— Cloud Method (Duarte 1996),
which was firstly developed for the finite elements method. A

The problems under consideration are modeled by the Laplace bidimensional equation, and
the Galerkin approzimation was developed for the weakly sing';zlar equation (or classical), for
the hypersingular equation and for the symmetric or variational formulation.

The main goal of p adaptive strategies is to itmprove the quality of the approrimated
solution independently of the analyst interaction, but, for that purpose, it is mandatory the
use of mathematicdlly consistent criteria. In this work, the triggering criterion for the p
improvement is based on orthogonalization of the integral equations residues with respect to
the functioné of the approzimation baszs This criterion is similar to the Element Residual
Method (Duarte, 1991) developed for the Finite Element Method.

The procedures for performing the integrations are based on analytical-numerical methods.
Integration by parts was used in order to reduce the singularity of the hypersingular kernel.
In addition, the integration of the hypersingular nucleous is here carefully detailed at the
boundary vertices.

In order to confirm the efficiency of the developed formulation, as well as the implemented

algorithm, the obtained results are compared with some known classical examples.



Capitulo 1

Introducao

1.1 Generalidades

Na modelagem de problemas da engenharia, e de diversas dreas das ciéncias onde os
fendmenos sao governados por equagoes diferenciais, uma das dificuldades reside na solugao
do modelo matem4tico associado, normalmente um sistema de equagdes diferenciais parciais
e um conjunto de condi¢oes de contorno e condigoes iniciais. Dependendo da geometria do
dominio & possivel o emprego de técnicas analiticas para a obtencao da solugao exata do mo-
delo, porém a aplicacao destas técnicas se festringe a uma pequena classe de problemas. De
maneira a contornar esta restricdo, os engenheiros, os fisicos, os matematicos, os geneticistas
etc., utilizam métodos aproximados na solucao do modelo matemético relac_ionado com o
problema da sua 4rea. Dentre estes métodos aproximados pode-se citar alguns, com sélida

conceituacao matemadtica e amplamente difundidos na comunidade cientifica, tais como:

e Método dos Elementos Finitos;

Método dos Elementos de Contorno;

Método das Diferencas Finitas;

Método dos Volumes Finitos;

Métodos Espectrais;

Método da Fun¢do Local de Green Modificada.
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Para estes, a qualidade das suas respostas depende de fatores tais como:

problema;

método em si;

o experiéncia do analista;

precisdo das mdquinas usadas no cdlculo;

representagao da geometria etc.

Os erros causados por alguns destes fatores sé terdo solucao a médio e longo prazo com o
desenvolvimento da tecnologia de construcao de computadores. Os erros dos demais, porém,
podem ser minimizados com cuidados especiais no projeto dos programas, como por exemplo
com a escolha de fun¢Ges mais adequadas para mapeamentos da geometria e para a solugao
aproximada propriamente dita. Na discretizagdo do problema, bem como na escolha do
modelo matemadtico, a influéncia da ine}iperiéncia dos analistas é minorada com o emprego

dos métodos adaptativos, nos quais se incluem a adaptatividade h, p e hp, referéncias, [1],

(4], [18], [21], [51], [56] e [58], bem como a adaptatividade de modelo matemético [66].

1.2 Estado da arte

1.2.1 Métodos sem malha

Todos os métodos anteriormente citados tém como ponto em comum a necessidade de
construg¢ao de uma malha ou particao do dominio, com caracteristicas adequadas ao método
especifico. No caso dos elementos finitos, esta malha define o suporte das fun¢des de inter-
polagao assim como a sua conectividade. Nos tltimos anos tem-se intensificada a pesquisa
sobre os métodos denominados sem malha, isto é, que precisam desta apenas como suporte
das funcgoes base.

- Segundo Belytschko [9], os métodos sem malha nasceram h4 cerca de vinte anos com o

método denominado Smooth Particle Hydrodynamics (SHP), na tentativa de modelagem de
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problemas astrofisicos sem contorno, tais cémo problemas de explosao de estrelas e nuvens
de poeira césmica.

Independentemente dos métodos sem malha é desenvolvido o procedimento de ajustagem
de curvas através de polinomiais para a computagao grafica denominado de Mowving Least
Squares (MLS) [41], aqui traduzido como Método dos Minimos Qua:drados com Ponderagao
Mével. Essa técnica, empregada pela primeira vez no método de- Galerkin por Nayroles,
Touzot e Vilon em 1992, é denominada de Diffuse Element Method (DEM). Posterior-
mente, Belytschko, apds a introdugéoA de algumas modificagoes, a-rebatizou de Element -

Free Galerkin Method, (EFG) [8]. Estes refinamentos e modificagGes consistem em:

e introdugdo de multiplicadores de Lagrange para garantir correta aplicagdo das con-

di¢oes de contorno;
e cdlculo correto das derivadas das fungdes de interpolagao e

e procedimento de integragio mais adequado ao método.

O escopo do EFG é bastante amplo, podendo ser citado o trabalho de Kryl et alii [40], onde a
metodologia é aplicada para o problema de propagacao dindmica de trincas tridimensionais.

Li e Liu [43] e [44] também apresentam um método sem malha para o Método dos
Elementos Finitos. Este método, que também & uma variagao do MLS, denominada de
Reproducing Kernel Hierarchical Partition of Unity (RKPM) é empregado por estes autores
na solucao da equacao de Helmholtz e .outra.s equacoes diferenciais.

Os trabalhos de Duarte e Oden [20] e {21], de 1995, bem como o de Babugka e Melenk
(5], em 1996, desenvolvidos independentemente um do outro, foram os responsaveis por um
grande passo na generalizagao dos métodos sem malha em problemas integrais de dominié.
Nestes artigos os autores batizaram suas variagoes do MLS de Clouds Method e Partition of
Unity Method, respectivamente.

De maneira geral, ¢ possivel afirmar que o método dos minimos quadrados com ponde-

ragao mével (MLS), é a base da maioria dos métodos sem malha. Porém, as propostas de
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enriquecimento da parti¢cao da unidade de Duarte e Oden, Babugka e Melenk se apresentam
como as mais adequadas para os processos p adaptativos, j&4 que a metodologia de enrique-
cimento do grau das funcoes da base da solu¢ao aproximada é mais flexivel e eficiente que
as demais.

Nicolazzi et alii [47] e [48]; em 1996, propoe o uso da metodologia hp Clouds de Duarte
e Oden para o método do Elementos de Contorno de Galerkin, enquanto Mukherjee et alis
[46], em 1997, aplicam o MLS para o Método dos Elementos de Contorno e o denominam de
Boundary Node Method. Como é de se esperar, o Método das Nuvens também apresenta como
vantagem, em relacao ao Boundary Node Method, a facilidade de enriquecimento das funcoes
base para a aplicagao dos procedimentos de a&aptatividade p no Método dos Elementos de
Contorno.

Ainda em 1997, Scremim [60] aplica a metodologia hp Clouds ao método dos elementos
de contorno por colocagao no problema v:de Laplace bidimensional.

No presente trabalho propde-se a extensao dos métodos sem malha com adaptatividade
p para o método dos elementos de contorno de Galerkin direto [36] na equacao de Laplace
bidimensional. O método de Galerkin dos elementos de contorno permite a construgao
de sistemas simétricos que, além de aproveitar as vantagens matemaéticas e numéricas que
os sistemas com esta caracteristica possuem, visam o acoplamento deste método com o
dos elementos finitos em desenvolvimentos futuros. A abordagem do método em problemas
simples, tal como o de Laplace, é ideal para este nivel de desenvolvimento, j& que os conceitos

aqui desenvolvidos sao facilmente estendidos para problemas mais complexos.

1.2.2 Meétodo de Galerkin e simetrizacao

Em 1988, Polizzoto [55] deu um formalismo matemadtico, em termos de principios e-
nergéticos, ao método de Galerkin para os Elementos de Contorno, mostrando que o mesmo
é dotado de algumas propriedades importantes que o seu congénere por colocagao nao possui.
Naquele artigo, é provado no contexto de corpos eldsticos continuos que as solﬁg()es por

elementos de contorno de Galerkin apresentam as seguintes caracteristicas:
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e a solugdo aprorimada é tnica;
e a solugdo aproximada converge assintoticamente para a solu¢do exata;

® as matrizes resultantes sdo simétricas.

Isso significa dizer que uma boa solu¢ao aproximada para o problema ird depender apenas
do processo de discretizagao, de maneira andloga ao que acontece no método de discretizacao
dos elementos finitos, caracterfstica esta fundamental para a aplicagao de técnicas adaptati-
vas. Depois do trabalho de Polizzoto, a abordagerﬁ de Galerkin para o método dos elementos
de contorno passou a ser denominada de forma variacional dos eleméntos de contorno.

Wendland et aliz [72], [59] tratam da existéncia e da unicidade da solugao péra o método
dos elementos de contorno de Galerkin aplicado aos operadores diferenciais elipticos. Na
segunda parte da referéncia [59], bem como em Bonnet [10], é feita ﬁma rigorosa andlise dos
espagos de Sobolev envolvidos pelos operadores integrais, bem como a convergéncia tedrica
para a adaptatividade h. Virios autorés, podendo-se citar Wendland [72] (1981), Stephan
e Suri [64] (1989), Postell e Stephan [56] (1990), Babuska et alii [3] (1990), Yu [75] e {76]
(1991) e. Stephan [65] (1996), investigam de maneira conclusiva a convergéncia da forrﬁa
variacional simétrica dos Elementos de Contorno nos procedimentos adaptativos h, p e hp
para os problemas bi e tridimenéionais. -

Kanarachos e Provatidis [34], em 1988, apresentam uma proposta alternativa de formu-
lagao simétrica para o método dos elementos de contorno. A formulacio indireta [11] &
empregada para gerar as fungdes de interpolagao da aproximagao utilizando em seguida a
formulacao fraca de Galerkin, para gerar o sistema simétrico de equagoes. Nesta proposta,
as integrais fracamente singulares sao calculadas como no método da colocagao. A segunda
integracao, necessaria para o método de Galerkin em elementos de contorno, ¢ feita da forma
tradicional, dado que no método dos residuos ponderados, usado para gerar a forma fraca,
a solugdo fundamental nao é empregada como funcao peso.

Em 1989, Parreira e Guiggiani [53] aplicam o método de Galerkin para o método dos ele-

mentos de contorno na forma cléssica, ou seja, a formulacao nao-simétrica, para o problema
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de elasticidade plana. Neste trabalho é abordado o procedimento de solugéo das integrais
fracamente e fortemente singulares através de transformacoes de coordenadas e integragao de
Gauss (convencional e com pesos especiais). Sao apresentados resultados relativos a uma pla-
ca submetida a carregamentos de tragao e cisalhamento, bem como o de um tubo cilindrico
submetido a pressao, para func¢oes da base da aproximacao lineares e quadraticas.

Em 1992, Sirtori et aliz [62] tratam novamente da abordagem de Galerkin para os elemen-
tos de cbntorno no problema de elasticidade linear, como Poiizzoto [55]. Utilizam varidveis
complexas no processo de integracao que é resolvido analiticamente, j4 que os elementos sao
lineares e os contornos, retos. |

Em 1993 a abordagem de Galerkin simétrica é estendida para elementos curvos nos
problemas de calor e de elasticidade plana por Kane & Balakrishna [35]. Neste artigo as
equagoes integrais que geram o problema simétrico sao regularizadas através de solugoes
simples, sendo que a segunda integragéc;é feita com o processo padrao de Gauss.

Ainda neste ano, a metodologia de Galerkin é aplicada na equagao de Helmholtz, para
acustica, por Karafiat et ali¢ [37]. Neste artigo sdo feitas comparagdes entre resultados da
formulagao convencional, da hipersingular e da solugao exata. Os resultados apresentados
sao muito satisfatérios, inclusive para os casos das freqiiéncias denominadas proibidas.

Holzer [32], em 1993, mostrou a potencialidade do método de Galerkin simétrico com a
aplicacao da adaptatividade p e com as propostas de subestruturagao e de interfaceamento
deste método com o dos elementos finitos.

Kane [36] apresentou, de forma mais estendida e sistematizada, o método de Galerkin
simétrico para os elementos de contorno bem como as maneiras de regularizar as equacoes
integrais fortemente singulares e hipersingulares.

Os procedimentos de regularizagao das equacoes integrais, a partir de solugoes simples
tais como deslocamento de corpo rigido ou aquecimento isotérmico para os problemas de
elasticidade e conducao de calor, respectivamente, apesar de serem gerais, apresentam o
6nus de aumentar bastante o nimero de termos a serem integrados. De maneira a reduzir

- um pouco o esforco computacional, Kane et alii [7] apresentam uma proposta de integracao
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analitica para o caso de elementos curvos isoparamétricos.

Petersdorff e Schwab [54], em 1994, usam Wavelet Aprozimations para os elementos de
contorno de Galerkin aplicados & equagao de Laplace e ao problema de elasticidade linear.
Estes autores apresentam a maneira de gerar a particdo da unidade para esta metodolo-
gla, que pode ser traduzida como um refinamento h da malha, ber_;l como uma cuidadosa
analise dos estimadores de erro a priori para a adaptatividade h e.dos espagos envolvidos
na aproximagcao.

O método de Galerkin para os elemeﬁtos de contorno tem tido umé diversificacao bastante
grande na sua aplicagao nos tdltimos tempkos,b podendo ser citados os éeg‘uintes pesquisadores:
Frangi e Bonnet [25] resolvendo o problema de placas de Kirchoff; Chen et alii [16] no
acoplamento dos Elementos Finitos com os de Contorno aplicado para o problema elasto-
acistico e Chang e Demkowicz [15] com o .acoplamento dos métodos elementos finitos—

elementos de contorno e adaptatividade hp para o problema de acistica linear.

1.3 Organizacao do trabalho

Este trabalho é desenvolvido em capitulos de maneira que o conteido de cada um, sem
pretencao de esgotar os assuntos relacionados, permite uma boa visualizagao e compreensao
das etapas na construcao do modelo numérico. De maneira a visualizar a estrutura deste
trabalho, é feita a seguir uma descri¢ao sucinta de cada capitulo.

No Capitulo 2 é feita uma introducio aos problemas potenciais com a inten¢ao de mostrar
o seu escopo na engenharia, com um direcionamento para os problemas de condugao de calor
em meios isotrépicos sem fontes e/ou sumidouros, ou seja, a equacao de Laplace. Logo a
seguir, o método dos residuos ponderados é usado para gerar a equagao integral da equagéo
de Laplace, o que caracteriza a formulagdo direta. Sao discutidas as caracteristicas dos
integrandos das equacoes obtidas e, finalmente, & deduzida a equacéo denominada gradiente
da resposta do problema em questao.

No Capitulo 3 sao apresentadas as varia(;f)es.possfveis do método de Galerkin, cujas de-

nominacoes neste trabalho sao: formulagao Forte, obtida a partir da equagao fortemente
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singular, formulagac Hiper, gerada a paftir da equacao hipersingular, e, finalmente, a for-
mulacao Simétrica, obtida a partir da combinagao das formulagoes Forte e Hiper em funcao
das condicoes de contorno da regiao fonte. Adicionalmente sao tecidas algumas observagoes
a respeito do procedimento de integracao do método dos elementos de contorno de Galerkin.

No Capitulo 4 é apresentada a metodologia do método dos minimos quadrados com pon-
deragao mével, que é empregado pelo maioria dos métodos sem malha na geragao da parti¢do
da unidade bem como a sua particularizagéo para os elementos de contorno. Posteriormente
é mostrada a maneira de enriquecer hierarquicamente a parti¢cao da unidade a partir de bases
polinomiais completas. Por iltimo, é prbposta a fungao peso empregada, pelo método dos
minimos quadrados com ponderagao mével, nav geracao da parti¢do da unidade.

No Capitulo 5 é apresentado um estimador de erro a posteriori que é consistente com o
método dos elementos de contorno de Galerkin.

No Capitulo 6 é apresentado o detalhamento do procedimento de integragao dos micleos
fracamente, fortemente e hipersingular para os elementos de contorno de Galerkin. Inicial-
mente é abordado o problema de integragao da situacao em que nao hd pontos em comum
nas regioes fonte e campo. Posteriormente é tratada a integragao onde héd pontos comuns das
regices fonte e campo. Nesta iltima situacao todas as integrais sao semi-analiticas, porém
na hiper singular é utilizado um procedimento de regularizagao adicional.

O Capitulo 7 tem a finalidade de avaliar o desempenho da metodologia proposta. A
anslise do desempenho é feita a partir da comparagao de resultados obtidos para alguns
problemas académicos, tais como uma placa retangular isolada em duas faces oposfas e
submetida a temperaturas prescritas nas outras duas. Quanto ao teste da adaptatividade
p, sao utilizados dois problemas com singularidades, sendo estes o problema de Motz e o
do domfnio na forma de L. A solucao do problema de Motz é analitica na forma de séries,
enquanto que a do problema do dominio L é numérica.

No Capitulo 8 sao apresentadas as conclusoes, bem como é delineado o horizonte e a
potencialidade da metodologia para trabalhos futuros. Também é apresentada uma lista das

. contribuicoes do presente trabalho para o método dos elementos de contorno. Também sao
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apresentados os problemas inerentes ao método, detectados ao longo desse desenvolvimento.



Capitulo 2

Problemas potenciais

2.1 Introducgao

Dentre os problemas da engenharia abordados através de equagoes diferenciais, neste
trabalho hd um interesse especial naqueles cujas solugoes sao obtidas a partir de uma funcao
escalar denominada de fungao potencial. Com a intencao de ilustrar a importéncia desta
classe de problemas, seguem alguns exemplos:

e Particula em um campo de forga conservativo [29]. A forca que um campo conservativo

exerce sobre uma particula é expressada por

F=-VYV, (2.1)
onde V ¢ a energia potencial da particula submetida & agao do campo.
Para a fungao potencial dada por:

v=-GY =, (2.2)

i=1
onde G é a constante universal, m; a massa da i-ésima particula, r; a distdncia entre a
i-ésima particula e o ponto de interesse e n 0o nimero de particulas que compoem o sistema
conservativo, a equagao (2.1) resulta na lei da gravitagao universal de Newton.

e Tor¢do de eizos prismdticos [70]. Para uma barra prismdtica submetida somente a
conjugados, na diregao axial e com sentidos opostos, em seus extremos livres, L. Prandtl

propds para a determinagao da distribuigao de tensoes a seguinte formulagao:

~V(x) = F(x) Yx€QcC (R?, ' (2.3)

10
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onde ¢(x), denominada nos textos de elasticidade de fungdo tensao de Prandtl, é uma funcao
potencial.
e Eletricidade e eletromagnetismo [12]. A equagao que rege este tipo de problema é a

equacao de Maxwell

VxE-{-uo%:O vxeQc (R, (2.4)

onde E é o campo elétrico, 1, a permeabilidade, ¢ o tempo € H o campo magnético.

Para o caso eletrostético a equagao acima se reduz a
VxE=0VxeQc(R. ' (2.5)

Se esta condi¢ao acontece em todos os pontos do dominio, o campo elétrico E é chamado de

irrotacional. Este campo é obtido por
E = —V¢(x), | (2.6)

onde a fungao ¢(x) é denominada de potencial eletrostdtico. Adotando como relacdo cons-

titutiva a primeira equagao de Maxwell
v.E=Z (2.7)

onde p € a densidade de carga e €, a permissividade do meio, o problema do potencial elétrico

é formulado como

~V2p(x)=2 VxeQc (R, (2.8)

€

que é a equacao de Poisson.

e Difusdo [12] Os problemas referentes a difusdo de certas substéncias em algufn meio (por
exemplo: difusdo de poluentes na atmosfera ou em 4guas, de néutrons em um reator nuclear
ou de um produto quimico em um solvente) podem obedecer a uma relagdo constitutiva,

denominada de lei de Fick, dada poi*
j(x,t) = —DVp(x,t), ' (2.9)

onde j é o fAluxo da substéncia, p é a sua concentragao, ¢, o tempo e D, o coeficiente de

difusao da substéncia no meio.
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Supondo que a substéncia difundida possa ser emitida (absorvida) pelo meio, a equagéo
de equilibrio do sistema é dada por

w-{- V - j(x,t) =s(x,t), (2.10)

onde s é a densidade da fonte (sumidouro).
Substituindo a relagao constitutiva nesta tltima expressao, tem-se:

Op(x,t)
ot

= DV?p(x,t) + s(x,t), (2.11)

que é a equagao que rege o problema da difusao para regimes transientes com emisséo
(absor¢ao) de substéncia.

o Condugdo de calor [12]. Seja um corpo de volume arbitrario (@ C R®), limitado
pelo contorno I, recebendo uma quantidade de calor ) durante um intervalo de tempo At
proveniente de um fluxo q de calor que atravessa suas fronteiras e de uma fonte (sumidouro)
interna, s(x,t). A representagao formal deste enunciado pode ser dada por

Q) = [ / a(x,t) - ds + / S(x,£)d A ¢ (2.12)
T Q
onde:

[ a(x,t) - ds - quantidade de calor que cruza a fronteira I' do corpo £;

;(x,t) - quantidade de calor gefado (dissipado) no interior do corpo por uma fonte (sum-
idouro);

ds - elemento caracteristico de [;

df? - elemento caracteristico de 2.

Pela calorimetria, sabe-se que uma determinada quantidade de calor d@ eleva a tempe-
ratura de um infinitésimo de matéria p df2 em uma quantidade AT (x,t), x € Q, de acordo

com a relacao

dQ = cp A T(x,t)dS, (2.13)

onde:
p - densidade do corpo;

¢ - capacidade calorifica do material do corpo;
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AT(x,t) - variagao da temperatura.
A substituicao da equagdo (2.13) em (2.12) resulta em

- / q(x,t) -ds = /[cp—A—TA(j:—’t)—s(x,t)]dQ, ‘ (2.14)

r Q

onde At é um incremento de tempo.

Tomando o limite de At — 0, e aplicando o teorema da divergéncia, obtém-se

-V - q(x,t) = cpaT—g:ﬂ—s(x,t) | (2.15)

que € a equagao geral da condugao de calor.

Adotando a lei de Fourier para materiais isotrépicos como relagao constitutiva,
q(x,t) = —kVT(x,t),
a equagdo (2.15) pode ser reescrita como

—— = —VT(x,t)+— t 2.16
o = SV O+ —s(x.0), (216)
expressao esta semelhante a eqﬁagéo da difusao apresentada neste item.

Generalizando, pode-se escrever para todos problemas da difusao que

?%2 = a?V?T(x,t)+bs(xt) VXEQ, (2.17)

sendo que as constantes a e b € R dependem do tipo do problema. Para regimes permanentes
e auséncia de fontes ou sumido_ﬁros, esta equaééo se reduz a equagao de Laplace.

e Escoamentos potenciais [61]. Em escoamentos irrotacionais de fluidos submetidos a
acao de forcas de campo conservativas, o campo de velocidades u(x,t) pode ser obtido a
partir da relacao |

u(x,t) = Vo(x,t) (2.18)

onde ¢(x,t) é denominado de potencial de velocidade.
A equacao da continuidade, para o caso de inexisténcia de fontes e ou sumidouros, tem

a sua forma mais geral dada por

ip—(;;—’t)— + p(x,t)V - u(x, t) =0 (2.19)
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onde:
%—) - derivada material;
p - densidade do fluido.

A combinacdo das equagoes (2.18) e (2.19), para a condicao de regime permanente e

escoamento isocdrico, resulta no problema de Laplace,
Vip(x,t) =0, _ (2.20)

onde V2( - ) é classificado como um operador diferencial linear fortemente elfptico [50].
No desenvolvimento que segue é dado um enfoque especial aos problemas de Laplace, em

particular o de conducgao de calor em meios isotrépicos.

2.2 Generalidades a respeito da equacao da conducgao

de calor

No item 2.1, mostrou-se que o problema homogéneo de conducao de calor se reduz a
equagao de Laplace. Assim, definido um dominio aberto 2, limitado por um contorno regular

' € C*, a condicao de equilibrio térmico consiste em determinar a fungdo T(x) tal que

V2T (x) =0 V x e Q, (2.21)
T(x) =f(x) VxeT,e f(x) € C*, | (2.22)
T (x) =g(x) VxeTyeg(x)e C, (2.23)

on

onde:
T, - regido do contorno onde a temperatura é especificada (Dirichlet);
I’y - regiao do contorno onde o fluxo de calor ¢ especificado (Neumann);

F1UF2=F6F1HF2=®.

2.3 Definigoes bdsicas

Seja um operador diferencial linear, L[], que atuando sobre um espaco de Hilbert i o

mapeia continuamente sobre outro espago de Hilbert (§), representado por

Lli(x)] =q(x), ¢(x) €F, u(x) ey, x€ QC R (2.24)
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O dominio §2 é um conjunto aberto real bidimensional limitado por um contorno lipschtziano
T e cujo fechamento § representa o lugar ocupado pelo corpo no qual ocorre o fendmeno
regido pela equagdo (2.24).

Sejam il e §' os espacos duais de il e §, satisfazendo as condigdes:

i- § é pivotal;

ii - o operador transposto £'[:] mapeia § de forma continua e iﬁjetora em L',

Sob estas condigoes o operador diferencial £ [-] e seu transposto satisfazem a férmula

generalizada de Green (Oden & Redd); [50]),
(LTwx)]ax))y = w),LEx)])g, | (2.25)

onde (-,-)y € (-,+); denotam a paridade dualem & X ' e F x §F'. Considerando que Y esteja
densamente embutido em um espago pivotal H, e sendo a restri(;_éo injetora. do operador
transposto £'[:] no espago 2 = {w(x) € § : V L'[w(x)] € &'} o operador adjunto formal
L£*[] de L[], define-se assim o produto interno:

(Lla(0)]-q(x) w(x))g = / (Cla(0)]—q(x))w(x) d2

Q

Vi(x)€dl e Yw(x) € 20. (2.26)

Com esta definicao, a condigao de ortogonalidade fica estabelecida a partir de

(Cla0l-a()wee)); = [ (Cfax)}-g)u(x) do =o. (2.27

Q

A equagao (2.27), integrada por partes, até que todas as derivadas da funcdo 4(x) sejam
eliminadas, resulta na forma transposta do operador diferencial e numa série de termos de
contorno. O resultado deste procedimento é representado genericamente por

| / Cli(x)]w(x) dO — / (X)L [w(x)] d9 = / N D* [w(x)}dT

Q

- / Dlii(x)]A* [ (x)]dT (2.28)

onde I" é o contorno do corpo €; com N e D sendo os operadores traco. Os operadores

L* N*,D* sao as formas transpostas de £, N, D, respectivamente. Os tracos gerados no
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procedimento de integragao representam .'dois tipos de condigoes de contorno: as essenciais,
ou de Dirichlet, em uma determinada regiao do contorno, e as naturais, ou de Neumann, no
restante do contorno. Para o caso de operadores diferenciais autoadjuntos, ou seja £L = L*, os
operadores trago apresentam a caracteristica D = D* e N = N/*. Simbolicamente, a equacao

(2.28), com estas 1iltimas consideragdes, é reescrita como:

(Lfa(x)]wx))g — (@x),Llwx)]) y = Ar (Max)],Dlw(x)]) —

Ar (Dl M) (229)
onde: | |
(Ll(x) = [ £l 4o
<a<x>,c[w< >]>H ~ ) [ (x)] a0
Ar <N[a<x>1,v[w<xﬁ> A (DL M () = NPT

- | DN Glr.

Segundo Oden & Reddy [50], os termos do lado direito da equagao (2.29) sdo denominados
de concomitante bilinear do operador L[], ou seja, é uma forma bilinear da extensao de @(x)
e w(x) para o contorno I'. Evidentemente, a forma do concomitante bilinear depende do
operador L[].

Introduzindo as condi¢des de contorno na equagao (2.29) e integrando por partes, até que
qualquer derivada sobre w(x) seja removida, obtém-se o problema direto, simbolicamente

escrito como
(LE691-00.060)); = Ay (N[0} M) D)) -

Ar,, ((Dli(x)]-Dla()]), Nwx)]), (2.30)

onde as quantidades com sobretrago sao especificadas no contorno.

Para a solu¢do numérica de equagdes diferenciais, a solugdo exata do problema @(x) é
substituida por uma aproximada, u(x), pertencente a um espago de dimenséo finita (nor-
malmente gerado por uma base de polinomiais). A introdugao desta solugdo aproximada na

equacao (2.30) resulta no que se chama de Método dos Residuos Ponderados, sendo o nome
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relacionado com a idéia da equacao se tratar de uma ponderagao de residuos no contorno e

no dominio em relagao a fungao w(x). A representagao simbdlica do método é dada por
(R, w(x))g = Ary (Bv, Dlw(x)]) — Ar, (Rp, Nw(x)]) (2.31)

onde:

R = Lu(x)]- q(x) em 2;

Ry = Nu(x)|-NTax)] em T ;

Rp = D[u(x)]-Dfu(z)] em I'p .

IntegTando por partes a equagao (2.31), até que o operador envolvido em R seja transposto

para w(x), tem-se o que é denominado de problema inverso,

(u(x), Llwx)])y — {a(x)w(x))5 = Arp (Plu(x)| N {w(x)])

—Ar,, Nu(x)],Dw(x)]) . (2.32)

As equagoes integrais apresentam um caréter especial que é o- dé remover uma das inte-
grais de dominio quando uma solucdo do problema fundamental é empregada como funcgao
peso no Método dos Residuos Ponderados. A adogao da solucao fundamental como fungao
peso, w(x), torna a equagao (2.32) o ponto de partida para o método dos elementos de con-
torno. Assim sendo, um tratamento mais detalhado do problema fundamental, especialmente

o de condugao de calor, se faz necessério.

2.4 Problema fundamental de conducao de calor

Para uma melhor compreensao do desenvolvimento que se seguird, é necesséria a definigao
da notacao vetorial que serd empregada:
Vetor no plano:

X = I;€; = I1€1 + Toey, 1 = 1,2 (2.33)

Gradiente:

ey, i=1,2 (2.34)
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Operador de Laplace:

?() _ () %) .
20\ _ _ _
V() = B5a0r, 022 + B2 1=1,2 (2.35)
Derivada direcional:
a(")
=N () -t
o) () - t(y)
Norma euclidiana £y:
l|x|| = VZiz: = {/ 2} + 22 (2.36)
Soma de vetores: 4
x=r+d= ('I'i + di)ei = (7"1 + dl)el + (7"2 + dz)ez. (237)

Nestas representagoes, e; e ey sao os vetores unitérios da base ortonormal do espaco eucli-
diano /4,.
Com isto definido, estabelece-se o problema fundamental de conducao de calor em um

meio bidimensional infinito como:

VT (d, x) = 5—(1‘;—‘1), (2.38)
onde:
6(x — d) - é a funcgdo generalizada delta de Dirac;
X - € um ponto do dominio, denominado de ponto campo;
d - ¢ a localizagéo da fonte de calor, denominada de ponto fonte;
k - condutividade térmica;
T*(d, x) - distribuigdo de temperaturas do problema fundamental.
Distributivamente, esta equacao tem como uma de suas solugoes a fungao
T(d, %) = ——— In||r]], (2.39)
21k

onde ||r||=|jx —d|.
E importante observar que a solucio fundamental T*(d,x) é funcao de duas varidveis,

a posigao do ponto fonte e a posigao do ponto campo, podendo ser interpretada como a
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temperatura em um ponto campo X devida a aplica¢ao de uma fonte unitéria puntiforme no
ponto fonte d. Esta solucao, uma das muitas da familia de solugoes do problema fundamental,
é empregada por quase todos os autores no método dos elementos de contorno com excelentes
resultados, por isto & empregada no presente trabalho.

A abordagem aqui apresentada para a determihagéo da solucao do problema fundamental
é bastante simples, porém generalizagoes dos problemas fundamentais bem como métodos de
obtencao das respectivas solugoes sao tratadas por vérios autores do Método dos Elementos

de Contorno, e.g. Westphal, de Barcellos e Pereira [74].

2.5 Equagao integral do problema de conducao de calor

No item 2.2 é apresentado o problema de valor no contorno para condugao de calor em
regime permanente para meios isotrépicos. No item 2.4 determinou-se a solugao fundamental
deste problema. A transformagao do problema de condugao de calor para a forma integral,

estabelecida no item 2.3, é feita a partir da defini¢ao das seguintes identidades:

u(x) =T (%), (2.40)

w(x) =T*(d, %), (2.41)

L=V? ’ (2.42)

LT*(d,x) =V*T*(d, x) =—55-(—d;—x),' (2.43)

D=1, (2.44)

Nu()) = NT6)] = 76 - na) =50, )
Nw(x)] = NT*(d,%)] = VT*(d, x) - n(x) =%&)"—). (2.46)

Assim a forma inversa, equagao (2.32), para o problema de condugao de calor é escrita

simbolicamente como

<T(x), _3d.x) >H — A, <Q:IL::),T*(X)> +Ar, <T(x),—a%z%)§2> (2.47)
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ou, na forma integral, como

/ T(x)‘s(‘tx)dn(x) - %()’:_))T*(x)dr(x)— / T(x)%dr(x). (2.48)

Q
Considerando as propriedades da ” fuﬁgéo” delta de Dirac, a equagdo (2.48), multiplicada

pela condutividade térmica, k, transforma-se em:

al(d) = / ZZ((;‘)) kT*(x)dI‘(x) +pv / T(x)k%dr(x), (2.49)
que, com as definicdes da;as por | F
G(d, x) =kT™(x) _ —% In||r|], (2.50)
ot = = 251)
pode ser reescrita como A
e T(d) = / G(d,x) g:g{‘)) dT(x) — pv %T(x)dr(x), (2.52)

que, por sua vez, para uma situacgao particular descrita na secao 2.7, pode ser escrita como

T(d) = / G(d,x)g%((xi))df(x) - agi—((i)’(;()T(x)dI‘(x). (2.53)

A equacao (2.52), denominada de Boundary Integral Equation (em inglés BIE), é a
equacao integral usada como ponto de partida para o método dos elementos de contorno. O

simbolo pv € a constante ¢; tém os seus significados justificados na segao 2.7.

2.6 Equacao integral do gradiente da resposta

A solucao do sistema de equagoes integrais é neste trabalho denominada de resposta
primdria. A temperatura e/ou o fluxo no interior do corpo, denominados de resposta se-
cunddria, sao determinados indiretamente a partir do pds-processamento da resposta obtida
para o contorno. Para a determinacao da temperatura secundéria é utilizada a equagao

. (2:53), enquanto para a determinacao do fluxo é necessario desenvolver uma expressao dedi-

cada, obtida a partir desta mesma equagao, como mostrado a seguir.
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Considerando que o contorno I' é smooth em quase todos os pontos e que a integral da
equagao (2.53) resulta em uma funcdo em d, entende-se que T'(d) & smooth em quase todo
lugar de Q. Com estas consideragdes, a derivada primeira de T'(d) erﬁ relacao a d é finita e
existe em quase todo lugar de Q. Com estas hipéteses, o gradiente de T'(d), denominado de

gradiente da resposta da equagdo integral (em inglés RGBIE), tem a forma dada por

aT(d) _ [9Gd,x)_8T(x)
ad; o 8d; " on(x)

r

8G(d, x)-

VT(d) = | Basni®

dl(x) — T(x)dl(x). (2.54)

Da projecao do RGBIE, equagao (2.54), segundo uma direcio qualquer, n(d) tem-se a

derivada direcional da resposta naquela direcao dada por

oT(d)

0G(d, x) 0T (x) 0?G(d, x)
on(d) ar

an(d) In(x) (X)_p Bn(@)dn(x) L X4x) - (2:55)

= VT(d) - n(d) =

que é interpretada como o fluxo de calor na diregdo n(d) em um ponto d € Q.
A formulagao singular da equagao (2.55) é obtida ao se deslocar o ponto fonte para o
contorno de €2, impondo a condiééo que o vetor n(d) seja normal a I'. Para um contorno,

I', smooth, esta dltima equagao é escrita como

(2.56)

ar(d) dG(d,x) 0T ( x / GZG'(d x)
=\ dr
“ on(d) Py on(d) . 0 (x —/p ( JdL(x)

r
O simbolo fp e a constante ¢, também tém seus significados justificados na se¢ao 2.7.
A resposta obtida a partir desta equagao é exatamente a mesma que a obtida na equagao

(2.52), sendo que estas equagdes se diferenciam apenas nas derivadas da solu¢ao fundamental

G(d, x).

2.7 Caracteristicas dos 1ntegrandos das equagoes inte-
grais |

As solugoes fundamentais tém um comportamento definido na matemética como singular,
sendo o ponto onde a fonte puntiforme esté aplicada denominado de ponto singular ou pélo.

Isto é devido ao fato de a funcao nao ser limitada quando a distancia entre o ponto fonte e
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o ponto campo se anula. As equacdes (2.52) e (2.56) contém em seus integrandos a solugéo
fundamental bem como as suas derivadas direcionais. Mais detalhadamente apresentadas

elas sao mostradas a seguir:

G(d,x) = —2’1% In |{r(], (2.57)

% _ 51; nj(d)(;vzj —dj)’ (2.58)

Qr%(z—((lg -- 517? n,v(x)‘(:;- —ds) (2.59)

s = 5 m WG d) R, g

Estas iltimas quatro expressoes sao denominadas de nicleos. O nicleo definido pela
equagao (2.57) & classificado como fracamente singular, enquanto os definido pelas equagoes

.(2.58) e (2.59), apresentando singularidades do tipo

@=d) _ oy, (2.61)

r2
sao classificados como fortemente singular. O iltimo nicleo, definido na equagao (2.60),

apresentando singularidade do tipo

(@5 = ;)" _ O(r~2), (2.62)

4
¢ denominado de hipersingular.

Se o ponto fonte d presente nos micleos (2.57) a (2.60) est4 situado sobre o contorno T,
estes nicleos se tornam singulares quando integrados nas equagoes (2.52) e (2.56). Assim
estas integrais devem ser calculadas com procedimentos apropriados, cuja analise é feita no
Capitulo 6.

Consideram-se as seguintes alternativas de localizagao do ponto fonte:

1. d € Q — Nesta situagao, ¢; = ¢y = 1 e os simbolos pv e fp nao sao colocados junto as
integrais, o que indica que as equacoes integrais nao apresentam qualquer singularidade.

Isto caracteriza a formulagao regular dada por

@) - | G(d,x)g—:%df(x)- / %T(x)dl’(x),

ord) AG(d, x) 0T (x) .
on(d) J on(d) 6n(x)dr()

_ [ 9°G(d,x)
J On(d)on(x)

T(x)dl(x).  (2.63)
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2. d ¢ Q — Novamente se caracteriza uma formulacao regular dada por

_ BTx) 0G(d, x) dl(x

BG(d X) 3 X)

T( 8’G(d, x)
on(d) On(x)

J on(d)on(x)

dT'(x) — T(x)dl'(x), (2.64)

onde ¢; = cg = 0.

3. d € I" — Neste caso, o ponto fonte estd localizado sobre o contorno I' e as integrais
sao imprdprias, o que causa dificuldades para qualquer procedimento de integracao
convencional, analitico ou numérico. Por este motivo, os equacionamentos obtidos a
partir de (2.52) e (2.56) sao denominados de Formulagdo Singular [36].‘ As integrais
porém existem no sentido do valor principal e os simbolos pv e fp significam que as
integrais devem ser avaliadas no sentido do valor principal de Cauchy e por parte finita
de Hadamard [67], respectivamente. As constantes c; e c; dependern da suavidade do

contorno, sendo para o caso particular de contorno smooth iguais a 3 ([11], {36] e (30]).

Tanaka et alli [67] apresentam uma, claésiﬁcagéo das singularidades dos integrandos das
equacoes integrais de acordo com a dimensao do dominio e com a singularidade do nicleo.
Com o objetivo de utilizar esta classificagdo no presente trabalho, as integrais singulares das
equacoes (2.52) e (2.56) sao repliesentadas pelo produto entre uma fungao reé‘ular e outra
singular, : o
2(d) = [ MoK, x)ar(x),

r

onde f(x) é uma funcao limitada e K(d,x) é o nicleo contendo a singularidade. Segundo

Tanaka, para um espago n dimensional, tem se:

1. Niicleo com singularidade do tipo ln(%), para n = 2, ou (", para n = 3. A integral

Z(d) é fracamente singular e integrével;

2. Nicleo com singularidade do tipo 7!7". A integral Z(d) & fortemente singular e deve

ser avaliada no sentido do valor principal de Cauchy;
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3. Nucleo com singularidade do tipo 7™ N > n. A integral Z(d) é hipersingular e deve
ser avaliada no sentido do valor principal de Hadamard, que é a denominacao geral do

procedimento de avaliacao das integrais que apresentam comportamento singular.

Na solu¢ao numérica das equacoes integrais, a formulagao singular resulta em sistemas
lineares melhor condicionados que os obtidos com a formulacao regular cujo condicionamento
depende da localizagao dos pontos fonte na geracao das equagoes. Por este motivo, pode-se
concluir que a formulagao regular ndo é um procedimento robusto para a solu¢ao de proble-
mas nao académicos. Em conseqiiéncia disto, sao empregadas neste trabalho as formulagées
singulares na geracao do sistema de equagoes a ser resolvido.

Mansur et alli [45], em 1992, mostam, para os problemas de potenciais bidimensionais,
que as integrais que contém nicleos do tipo Eg‘;ﬁ sao "bem comportadas” e nao necessitam
de tratamento numérico especial de integracao, mesmo quando x — d. Mesmo assim, no
presente texto, convenciona-se denominér essas integrais de fortemente singulares.

Os textos de célculo avancado recomendam que as integrais, cujos niicleos sejam forte-
mente singulares ou hipersingulares, devem ser evidenciadas com um sinal, tal como o sfmbolo
pv ou outra convengao qualquer. Neste trabalho, como sempre é empregada a formulagao sin-

gular, convenciona-se nao usar qualquer diferenciacao gréfica para evidenciar estas integrais

imprdéprias.
2.8 Discretizagao das equagoes integrais

Com o objetivo de encontrar solugoes numéricas para as equagoes (2.52) e (2.56), propoe-

se uma base de aproximacao das varidveis T'(-) e 9T()  dada pelas fungdes @,(-), t=1,N:

on()’
T)=)  ex)T, (2.65)
T(@)2) ¢, (2.66)
M O

ot~ 2 (2:67)
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-~ (d gg —. (2.68)

O inteiro N indica a dimensao do espago F, N’p gerado por estas fungoes e cuja construgao
é detalhada no Capitulo 4.
O contorno, por outro lado, faz uso de um mapeamento adequado que, no possivel, o

representa de forma exata. Formalmente,

x Z (2.69)

Convenciona-se, para este trabalho, a nao utilizagdo do simbolo Z em favor de um texto
mals compacto para as equacoes. |

A escolha de uma abordagem néo isoparamétrica para o presente trabalho é determinada
pelo fato de que uma das fontes de erro do método dos elementos de contorno é a fraca
representacao que as fungoes de interpolacao permitem do contorno. O mapeamento do
contorno pode ser realizado por fun¢tes mais adequadas ao modelamento geométrico, tais
como a B-Splines convencionais. ou enféo as NURBS. Isto facilita a interface do programa
desenvolvido para este trabalho com programas de CAD & CAM, j4 que estas fungoes sao
ferramentas bédsicas dos modelamentos de superficies e sélidos deste ramo da engenharia.

Com a introducao das expansoes (2.65), (2.66), (2.67) e (2.68) nas equagoes (2.52) e

(2.56), tem-se as equagdes integrais discretizadas, como segue:

@7 = [ 6@ e - [ oo aren, 20
erp )2 = [ 2O ar 5F - [ TR T ()

E necessério salientar que os termos com indices repetidos se somam até IV.
As equacdes (2.70) e (2.71) sao o ponto de partida para a abordagem de Galerkin que é

apresentada no Capitulo 3.



Capitulo 3
Meétodo de Galerkin

3.1 Introducao

O método dos elementos de contorno é uma alternativa eficiente para a solugao de certas
classes de problemas de engenharia, quando comparado com outros métodos numéricos. En-
tretanto as formulacoes de elementos de contorno apresentam algumas desvantagens, dentre

estas podem-se citar:

® a sua aplicagao é somente possivel em problemas que tém solu¢ao fundamental;

e a formulacao por elementos de contorno por colocagao nao é consistente variacional-

mente (ou seja, ndo é obtida a partir de um principio variacional).

Com o objetivo de contornar a segunda desvantagem é apresentada, no presente Capitulo,
a formulacao de Galerkin para as equagoes integrais do problema de condugao de calor. Esta
abordagem é bastante semelhante aquelas tratadas por vdrios autores, por exemplo Kane

[36], Parreira [53], Guiggiani [52] e Polizzotto [55].

3.2 Meétodo de Galerkin para elementos de contorno

O ponto de partida para o método de Galerkin em elementos de contorno sao as equagoes
integrais (2.52) e (2.56), que representam as condigdes continuas ou exatas do equilibrio

térmico:
T (x) o [0Gdx)n (o

oT(d) = / G(d,x)

26
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_of(d) _ 9G(d, x) OT(x)
,2*7 =

on(d on(d) In(x)

ar(x) - 9°G(d, x) T(x)dT(x). (3.2)

J In(d)on(x)

A partir destas duas equagdes sdo definidos os residuos Rys(d) e Rps(d) como segue:

OT(x) o [0Cx)
i 4T / oy 7004000, (33

Rfs(d) = —-ClT(d) + /G(d,x)
a7 (d) 8G(d,x) 0T (x)

N 82G(d, x)
on(d) J on(d) 9n(x)

B J on(d)dn(x)

Rps(d) = —cy dT(x) T (x)d'(x). (3.4)

Estas fungoes residuo sao iguais a zero para a distribuicao exata de temperatura e fluxo
do problema. Estabelecida uma base para estas distribuicdes, as equagoes (2.70) e (2.71)
fornecem expressoes discretizadas deste residuo: |

Ru(@) = [ 6000 0052 - [T are - aw@r,  (59)

dG(d, x)

i ar () ) %’(%wi(x)dr(x)—czm(d)% (3.6)

Rps(d) =

A ortogonalizagao destes residuos em relagﬁo a funcoes peso resulta na forma fraca destas
formulagoes. A classe de fun(;()eé peso e o procedimento de ortogonalizagao sao detalhados
a seguir.

Seja H um espago de Sobolev associado ao produto dual definido como

< Rys(d), W(d) >}1= /Rfs(d)W(d) di(d) VvV W(d) e @(?R); (3.7)
< Biu(d), W(d) >y= / Rao()W(d) dT(d) V W(d) € D(R), (3.8)
onde D(R) é o espago das fungéés teste € R/ o conjunto dos nmimeros reais. As expressoes
< Ryo(d), W(d) >p= / Ry @W(d) dl(d) =0 ¥ W(d)eD®),  (3.9)
< Rps(d),W(d) >g= /Rhs(d)W(d) d'(d)=0 V W(d) € D(R), (3.10)

representam a ortogonalizacao dos residuos em relagao as funcoes do espaco D(R).
A escolha do espaco D(R) das fungdes teste é critica, porque deste dependem as pro-

priedades das equacoes resultantes. Para o método de Galerkin, o espago D () a ser adotado
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é 1déntico ao da familia ]71’:,”7 citado no item 2.8 do Capitulo 2 e apresentado formalmente no

Capitulo 4. Matematicamente,

D(R) = FrP, (3.11)
FrP={p,(d):de€R" n=10u2, 0<a<M, M>N, k>0, p< o}, (3.12)

onde as funcoes ¢, (d) sao as fungdes de aproximagao do espaco, de forma tal que, dados os

pardmetros reais A;,

W(d) = Aip;(d) € D(R). " - (313)

Com estas definigoes, as condigoes de ortogonalidade (3.9) e (3.10) podem ser reescritas

o < Ru@,W >5= [{ [ 6ld 000 a3
gg%é-uﬂmdw—Q%@ﬂw%%mmmm=a (3.14)
< Rpe(d), W >p= / / (x)dl'(x )g7Tz 5%2(%(27’1—2)%()()@(@%
—C2Tz’<,0i(d)—a—;§}Ak<pk(d)dF(d) =0. (3.15)

Estas expressoes sao conhecidas como formulagao de Galerkin fortemente singular e hipersin-
gular do problema de conducao de calor em meios isotrépicos.

E interessante destacar que cada uma das equacdes acima representa um sistema linear
com nimero de equagoes igual ao m’lmeré de componentes da base das fungoes teste. Como

a constante A é arbitrdria pode-se escrever que

0= [ [ 6@ xp e dre ar@ 3
- / / Q%?_;;‘_)%( x)Tip,(d) dT(x) dT(d) — ¢; / ()i (d)dl(d)T; (3.16)

0= 3_____G(d,x) X x (@— ____BZG(d,x) (x X .
0= P/ F/ An(d) i(%) i (d)dT (x)dT'(d) - F/ / A d)an(x)go,( )i (d)dT(x)dT(d)T;
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—o: [ T @prl@ar@ 2, (.17

r

condigses estas conhecidas como as equagoes do Método de Galerkin para os Elementos de

Contorno.

3.3 Generalidades a respeito do método de Galerkin

O método de Galerkin resulta em trés abordagens diferentes dependendo da combinagao
das equacdes (3.16) e (3.17) usada. Estas abordagens, diferenciadas pelos nicleos dos ope-
radores integrais, sao batizadas neste texto de Forte, Hiper e Simétrica. A seguir é explanado

procedimento de obtengao de cada formulagao.

3.3.1 Galerkin fortemente singular - ”Forte”

A abordagem do método de Galerkin com o emprego da equacio (3.16) resulta em um
sistema de equagOes nao simétrico. Esta abordagem, por conveniéncia, é denominada de

Forte. A escolha do nome Forte ¢ devida & presenca do micleo fortemente singular Qg—n%”)‘l.

3.3.2 Galerkin hipersingular - "Hiper”

A abordagem de Galerkin obtida a partir da equagdo (3.17), denominada de Hiper,
também resulta em um sistema linear de equag¢ées nao simétrico. O nome Hiper é devido ao

2
micleo hipersingular, ——ai,(ﬁ)(é’,,%’(‘i)- :

3.3.3 Galerkin simétrico - ”Simétrica”

A obtencao do sistema de equagoes simétrico a partir da abordagem de Galerkin, equagoes
(3.16) e (3.17), e por isto denominado de Simétrica, nao é tao ébvia como a das formas Forte
e Hiper, sendo assim necessdria uma explanagao mais detalhada do procedimento.

Os niicleos dos integrandos destas equagoes, aqui repetidos em forma estendida, sao:

G(d,x) =~ n /(2 — dy) (@ — dy), (3.18)

0G(d,x) 1 ny(x)(z; —d;)

on(x) 2o« r2 ’ (3.19)
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8G(d,x) 1 ny(d)(z; — d;)

on(d) 2« r?

(3.20)

0°G(d,x) _ _ipn,-(X)('xj — dj) ni(d)(z; — d;) "’f(x)nj(d)], (3.21)

on(d)on(x) 27 T2 72 72

E evidente que as expressoes (3.18) e (3.21) sao simétricas em relagio & troca de posicao
entre ponto fonte e ponto campo, propriedade esta ndo compartilhada pelas expressoes (3.19)
e (3.20). Adicionalmente, observa-se que as duas dltimas equacoes citadas sao antisimétricas,

ou seja:
oG(d,x) _BG(d,x)
on(x) ' on(d)

(3.22)

A partir destas observagoes é possivel construir um sistema de equacoes simétrico baseado

na seguinte estratégia:

1 - Emprego da equagdo (8.16) para as equagdes do sistema cujos pontos fontes estdo

localizados em regides de condi¢do de contorno de Dirichlet;

2 - Emprego da equagdo (3.17) com o sinal trocado (em fungdo da propriedade (3.22))
para as equagées do sistema cujos pontos fontes estao localizados em regides de condi¢do

de contorno de Neumann.

Pode-se afirmar categoricamente que a solu¢ao do sistema é a mesma, independente do
uso de uma ou de outra formulagao. Isto se deve ao fato de a equagdo (3.17) nada mais ser
do que a equacdo (3.16) apds as transformacoes lineares de derivagao e produto por cossenos
diretores. Sabe-se da Algebra Linear que transformagdes lineares sobre sistemas de equagoes
nao afetam o resultado.

Polizzoto, na referéncia [55], prova que as equagdes geradas pelo método de Galerkin
simétrico coincidem com aquelas por ele obtidas pelo principio variacional de Hu-Washizu
no problema de elasticidade. O operador diferencial do problema de elasticidade pertence a
classe dos operadores diferenciais fortemente elfpticos (Oden & Reddy [50]) da mesma forma
que o operador de Laplace (condugéo de calor) e, assim, compartilham das mesmas pro-

priedades. Por este motivo, pode-se garantir que o problema de condugao de calor formulado
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por Galerkin simétrico também é variacionalmente consistente. Em fun¢do do desenvolvi-
mento apresentado por Polizzotto, alguns autores, por exemplo Holzer [33], denominam a

abordagem de Galerkin simétrica de método dos elementos de contorno variacional.

3.4 Algumas observacgoes

O emprego do método de Galerkin, especialmente a formulacao Simétrica, é vantajosa em
relacao ao método da colocagao por ga;antir consisténcia variacional. Porém, esta vantagem
tem como contrapartida o crescimento explosivo do custo de integr_agéo, pois o método de
Galerkin implica uma integragao a mais das equacgoes integrais em relacao ao método da colo-
cagao. Exemplo: para uma placa triangular' modelada com trés elementos cuja quadratura é
feita com apenas trés pontos de integragao, o método da colocagao opera vinte e sete vezes
os pesos e as coordenadas dos pontos de integracao, eﬁquanto o método de Galerkin faz trés
vezes mais as mesmas Operagoes.

Esta desvantagem pode ser compensada especialmente para a forrﬁulagéo simétrica, pois a
solucao do sistema linear manipula apenas a parte superior ou a inferior da matriz. Ademais,
com o crescente aumento da velocidade dos computaddres, o tempo gasto com o procedimento
de integracao tem a tendéncia de deixar de ser um entrave de sua aplicagao e, assim, as
suas propriedades variacionais poderao ser exploradas na sua plenitude, especialmente em

processos adaptativos.
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Capitulo 4

Funcoes de interpolacao para o
método das nuvens

4.1 Introducao

Na simulacao de problemas fisicos através de métodos numéricos tais como elementos
finitos, elementos de contorno, volumes finitos etc., hd um gasto expressivo de tempo com-
putacional dedicado a confeccao das malhas. Dessa forma, a expectativa do emprego de
um método que dispense a execucao desta tarefa é animadora, especialmente para proble-
mas onde processos de re-geragao sao freqiientes, como por exemplo: andlise de sélidos
considerando grandes deformagoes, adaptatividade, otimiza¢ao de forma etc. -

Neste Capitulo é apresentada a constru¢ao da base de aproximacao utilizada neste tra-
balho, que € a geragao das fungoes da parti¢ao da unidade e seu enriquecimento hierdrquico.
Vale acrescentar que a idéia bésica para o desenvolvimento da proposta estd fundamentada

no método dos residuos com ponderacao mével, detalhadamente apresentado por Lancaster

& Salkauskas na referéncia [41].

4.2 Minimos quadrados com ponderacao mdével para o
método das nuvens

O método dos minimos quadrados com ponderacao mével, que é uma generalizagao do
método de minimos quadrados convencional, apresenta a importante propriedade de permitir
ponderar de forma diferenciada as informacoes de pontos préximos e distantes da regiao de

aproximacao. Isto o torna aplicdvel para generalizar o procedimento de geragao de funcoes

32
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chamadas de parti¢do da unidade. Sendo assim, uma revisao deste método se faz necessaria.
Seja um corpo ocupando um dominio 2 € ®*, n = 1,2 ou 3, com contorno I', e sejam
fa, @ =10,1,2,3,..., N, os valores conhecidos de uma fun¢ao f(x) em um nimero finito de

pontos x, € ), isto é&:

fa = F(xa): - (4.1)

A partir destes dados, constréi-se uma aproximagao uy(x) de f(x) num ponto y, de tal
forma que uy(x) dependa fundamentalmente dos valores f, vizinhos ao ponto y. Vérias
sao as formas de induzir esta caracteristica, sendo que uma delas é o método dos minimos
quadrados com ponderagdo mével [41]. A

Define-se o funcional Ey(uy), ponderado por pesos Wy(y), da seguinte forma:

N

By(uy) = 3 D Wally(a) = fal?, 42

a=0

onde

W,(y) : R* — R sdo fungdes de valores nao negativos com a caracteristica de serem
monotonicamente decrescentes com o aumento da distancia ||y — x,||.

Para o presente trabalho sao escolhidas fungoes peso de suporte compacto w, com con-

tinuidade maior ou igual a zero. Estas fun¢oes pertencem ao espaco W definido como
W = {W,(y) € Ci{wa), s>0: W,(y) >0, Vy e R"}, (4.3)
onde os suportes w, das fungoes peso sao bolas abertas de raio h, centradas em X, isto &,

N -
we = {XER": ||x — Xa|lpn < ha, tal que Q C U Wa}- (4.4)

a=0

A discussao detalhada do tipo das fung¢oes peso para a ponderagao do funcional é apre-
sentada neste mesmo Capitulo, secao 4.5.
A aproximagao uy(x) da fungao f & construida, dentre varias alternativas possiveis, a

partir de uma combinagao linear de polinomiais:
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m

uy(x) = Y a;P(x), (4.5)

7=0

onde a; sao coordenadas generalizadas.

As fungoes P;(x) sao componentes da base completa P de polinédmios de ordem m < N,

P = {Py(x), P1(x), ..., P;(x),..., Pm(x)} (4.6)

com propriedades
P={P:®" >R, PReC()l20i=0,1,..m}

A minimizacdo do funcional dado pela equagdo (4.2), em relagao as coordenadas gene-
ralizadas, resulta em um sistema de m+1 equacoes, denominado por Lancaster & Salkauskas
[41] de “Moving Least Squares*“, e aqui por método dos minimos quadrados com ponderacao
movel (MQPM). A determinagao dos pardmetros a; que minimizam o funcional da equagao
(4.2) definem uma fungéo de aproximagao u, dos valores nodais f,. No método dos mfnimos
quadrados tradicional, a funciao peso W,(y) é igual 4 unidade e, conseqiientemente, as
coordenadas generalizadas sao constantes. No caso do método MQPM estas coordenadas
dependem do ponto de aproximacéo local y. Para salientar esta caracteristica, a equacéo

(4.5) é reescrita como

Uy (X) = Z a;(y)P;(x), (4.7)

'J=0

podendo ser interpretada como uma aproximagao local uy(x) para cada y.
Para facilitar o entendimento do desenvolvimento a seguir, sao definidas as seguintes
matrizes:

Po(x0) Pi(%0) Py(x0) Ps(x0) . . . Pm(xo)
P()(Xl) Pl(Xl) Pz(Xl) P3(X1) Pm

<\
Il

: (4.8)

_P()(XN) Pl(XN) Pz(XN) P3(XN) Pm(XN)
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Woly) 0 00 0
0 Wi(y) 0 0 0 -
e R (49
0 0 00 W),
[ ao(y) |
a1(y)
ay)=| | (4.10)
L am.(Y) |
]
fi
F=1"1 : (4.11)
L.
Com esta notacao, a aproximagao local uy (x) e o funcional Ey(uy) podem ser reescritos
como |
uy (%) = Vily) (412)
1~ . L :
B, (wy) = S W) (Valy) ~ 1) - (Valy) - f). (1.13)

O minimo de Ey se obtém com a funcdo uy(x) = Va para a qual a variacao de FEy na

direcao arbitréria u = Vaé nula,Aisto é,
DE,(uy)[@] = W(y)(Va(y) - f)- Va=0, Vae ®"
Operando matricialmente, obtém-se

—

(VIW(y)Valy) - VIW(y)f) -4 =0, Va e R, (4.14)

condicdo esta que resulta no seguinte sistema de equagoes:

VIW(y)Valy) = VIW(y)f. (4.15)
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A solucao deste sistema fornece o vetor de pardmetros @. Em uma forma mais compacta,

tem-se
Ay)dly) = F(y), (4.16)
onde | |
Aly) = V"W(y)V, (4.17)
F(y) = VTW(y)S. (4.18)

A matriz A(y) deve satisfazer a um conjunto de propriedades minimas para garantir a

inversibilidade. Este assunto é discutido na secio 4.3.2.

4.3 Particao da unidade para contornos

4.3.1 Definicoes preliminares

Dado que no Método dos Elementos de Contorno a definicao de um espago de apro-
ximacao estd restrita i fronteira do problema, torna-se necesséria a adaptacao do método
MQPM bem como os conceitos apresentados por Duarte e Oden [20], para. esta situagao.

Seja I a fronteira do dominio aberto  C R*, n = 2 ou 3, representada por um conjunto
finito de contornos I; ondel’ = ij [;el;T; = 0 para ¢ # j. Seja também Sy um conjunto
de N + 1 bolas w, centradas <;r=11l pontos X, € I', denominados de nds e pertencentes ao
conjunto Qn = {Xo,X1,X2, ...,XN} = {xa}fzo. A defini¢do de bola, adaptada para contornos
a partir da definicao (4.4), é dada por

N
wo={y €T : p(y)gn< ha; T C | J wa} (4.19)
a=0
onde

p(¥)gpn € a distancia entre o centro da bola X, € o ponto y, de acordo com a métrica p

em R", e |

h, & o raio da bola.
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Estas bolas devem sobrepor-se de tal forma que nenhum ponto do contorno I' deixe de

pertencer a alguma delas, o que caracteriza uma cobertura aberta &y do contorno I'. Esta

cobertura, formalmente definida como

S 1= {wal o, (4.20)

é mostrada na Figura 4.1. A condi¢ao de sobreposigao das bolas é fundamental para a

construgao da Parti¢ao da Unidade, como € visto a seguir.

x2 A

Figura 4.1: Grupo de nuvens cobrindo um contorno.

Com isto posto, denomina-se nuvem N, (Figura 4.1) a intersecdo do contorno, ou parte
dele, com a bola w,, ou seja,

Ny =T Nuw,. : (4.21)

Partindo destas definigoes, o préximo passo consiste em construir um conjunto de fungoes

{goa}gzo, denominada Particdo da Unidade em relagao & cobertura Sy. Este conjunto possui

as seguintes propriedades [20]:

Yo €C5 (wa) 0 << N; (4.22)
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Zg@‘o‘(x) =1Vxel. (4.23)

Uma relaxacao da condigao de continuidade C§°(w,) para C§(wq), s > 0, é conveniente
para a aplicagao destas fungoes nos métodos numéricos, pois permite um aumento do escopo

de fungoes candidatas a funcao peso.

4.3.2 Propriedades da matriz A

A determinagao dos pardmetros d(y) depende da solucao do sistema (4.16), sé possivel
se a matriz A possuir inversa. Para analisar esta propriedade, define-se a seguinte familia de

funcionais bilineares continuos sobre o contorno I" [20]:

(h,g)y = Zw Vh(%a)g(Xa); f,g:T — R, (4.24)

onde

h, g € C', 1> 0 e Wa(y) sao fungoes peso pertencentes ao conjunto
Wr={W,:R" =R Vyel, Wy(y) 20, e W, €C;, s>0}. (4.25)

Substituindo as fungées h e g pelas componentes P; e P; da base polinomial P deﬁhida
m (4.6), é possivel observar que
(P, Py)y Zw (¥) Pi(xa) P (Xa) = Aij(y)- (4.26)
a=0
Ou seja, os termos A;;(y) da matriz A(y), equagao (4.17), nada mais sao do que a forma
quadritica definida na equagao (4.24).

Com a definicao do funcional, bem como com a relacao deste com os termos da matriz
/i(y) do método MQPM, pode-se definir quais as propriedades matemdticas que a matriz
A(y) deve satisfazer para que exista a sua inversa e, conseqiientemente, ser possivel a de-
terminagao dos paridmetros d(y) definidos no vetor (4.10). Este conjunto de hipéteses e

propriedades, apresentados a seguir, é uma extensao para os métodos de fronteira da pro-

posta apresentados por Duarte e Oden [20] para os métodos de dominio.
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Hipdtese 1 - As fungdes peso W,(y), definidas em (4.25), € o conjunto de funcoes
polinémicas P = {Poy(x),P1(x),....,P:(X),...,Pm(x)}, definido em (4.6), sdo tais que, para

qualquer x e U,

> ar(Pi, P)y =0 onde 1=0,1,2,3,..,m (4.27)

k=0

se e somente se

a, =0 para k=0,1,2,3,....m. ¢

Esta condigio implica que as funcdes da base P = {Py(x), Pi(X),..., Pm(x)} sio li-

nearmente independentes em relagao ao funcional definido na equagao (4.24). -

Proposi¢io - Sendo a Hipdtese 1 satisfeita, o funcional definido na equagdo (4.24) é
um produto interno no espago gerado por P = {Py(x), Py(x),..., Pm(X)}, com a norma

definida por

(9.9)y ZW Lo (4.28)

A prova desta proposicao esta desenvolvida na referéncia [20].

Teorema 1 - A condigdo necessdria para que a Hipdtese 1 seja satisfeita é que para

qualquer y € I' existem indices oy, as, 03,...0x, kK > m, tal que

y C () supp(We,). (4.29)

J=1

Se m = 0, a condi¢do acima é também suficiente. ©

A prova destas duas hipéteses e a do teorema estao na referéncia [20].
Com estas condigoes a matriz A gerada pela equagao (4.26) & positiva definida e portanto

inversivel, permitindo o célculo dos pardmetros a(y).
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4.3.3 Construgao da partigﬁo da unidade para contornos

Com as propridades e as consideragoes definidas nas subsegoes 4.3.1 € 4.3.2, a parti¢do
da unidade pode agora ser construida para os contornos. Considerando as equagoes (4.16) a
(4.18), tem-se que

aly) = A y)VTW()f, (4.30)

ou, na forma indicial equivalente,

ai(y) = 3D A5 ()P (%) Waly) fa - (4.31)

Substituindo (4.31) em (4.7), obtém-se

m m N

uy () = 33 S Rix) A5 (3)P;(%a) Waly) fo, (4.32)

=0 j=0 a=0

ou, em forma mais compacta,

Uy (%) = Y 0a(%) fa (4.33)

a=0

onde

0a(x) =Y Y P(X)A; (y)Pi(%a) Waly) - (4.34)

=0 j=0

Observa-se que a funcdo uy(x) depende apenas parametricamente do ponto de aproxi-
macao local y. Finalmente, se o ponto de aproximagao y se movimenta junto a varidvel x,
isto é, y = X, tem-se

u(x) = uy(x) = Y ¢a(X) fa, (4.35)

onde

Pa(x) =D D P(X)AZ (x)Pi(xa) Wa(x) (4.36)
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O conjunto de funcoes linearmente independentes formado pelas N + 1 fungdes ¢, (x)
determinadas pela equacao (4.36) forma uma partigdo da unidade {goa}gzo. As propriedades
destas fungoes, bem como a influéncia que o grau das polinomiais F; exerce na qualidade das

mesmas, sao analisadas a seguir.

Lema 1: Se P, e C" e W, € C°(T'), com ¢ = 0,1,2,....m, «=0,1,2,...,.N, n >0,
s > 0, entdo o conjunto partigio da unidade dado por (4.36) tem a propriedade {p }Y_, €
Cmin(n,s) (F) o

Teorema 3: Seja 1 € P, isto &, P = {1, P1(X),..., Pu(x)}. Entdo as fungies {(pa}gzo
satisfazem as condigdes definidas pelas equagées (4.82) e (4.23) da particdo da unidade.
Adicionalmente esta base é P-redutivel para o conjunto Qp, ou, explicitamente,

N
Pi(x) = Y Pi(Xa)pa(x), Vx €T ondej=0,1,2,...,mo (4.37)

a=0

As provas do lema e dos teoremas se encontram na referéncia [20].

O Lema 1 define a regularidade das fungoes de aproximagao em funcao da regularidade
das fungoes peso, W, e do conjunto polinomial P.

O Teorema 8 prova que as fungdes de aproximacao construidas formam uma particao da
unidade e sdo capazes de representar qualquer fungéb polinomial contida no conjunto P.

Nao obstante esta iltima propriedade séja bastante atraente, & possivel observar que o
uso de fungoes polinémicas da bése P com ordem maior do que zero exige uma inversao da
matriz A para a construcao das fungdes ¢, (x) em cada ponto de integracao. Isso torna o
procedimento computacionalmente oneroso. Por outro lado, Duarte e Oden [20] provam que
a taxa de convergéncia da solu¢do independe da ordem das polinomiais da base P. Estas

observacoes levam a adotar a base polinomial mais simples, isto é&,
P={Py} = {1}. (4.38)

Com essa simplificacao, a dependéncia da varidvel x do produto interno definido na

equacao (4.26) desaparece. Além disso, a matriz V da equagdo (4.8) se reduz apenas a
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primeira coluna com todas as suas componentes iguais 4 unidade. Dessa forma, a matriz 4

pode ser escrita como

AX) =VIWEIV = Wi(x). (4.39)

A sua inversa é facilmente calculada:

1

Al (x) = ———. (4.40)
> Wi(x)
k=0
Finalmente, as fungoes da particdo da unidade tomam a expressao
~_ Wy (x
0. (x) = AT (X)W, (x) = 'N—L)—— (4.41)
> We(x)
k=0

O conjunto das N + 1 fungoes linearmente independentes, gerado pela equacao (4.41),
denominado na literatura esquema de Shepard, e.g. Lancaster e Salkauskas [41], é a parti¢do

da unidade utilizada neste trabalho.

4.4 Enriquecimento das funcoes de interpolacao

Os procedimentos adaptativos consistem em enriquecer a ordem polinomial das fungoes
da particdo da unidade, {(;9&}1::0, para melhorar a qualidade da resposta da solu¢ao numérica.
Dado que Duarte e Oden provam que o enriquecimento da base através do aumento do
grau dos polindmios da base P € ineficiente, umavexcelente alternativa para melhorar as
propriedades de aproximacao das fungoes da parti¢cao da unidade consiste no produto destas
por funcoes de enriquecimento adequadas como polinomiais, harmonicas ou até fungoes que
facam parte da solugao do problema de valor no contorno. I exatamente esse procedimento
de enriquecimento da base que torna o método das nuvens muito mais flexivel e vidvel do
que a maioria dos demais métodos sem malhas para os procedimentos p e hp adaptativos.

Essa maneira de enriquecimento p proposta por Duarte € Oden gera uma familia f,’f,’p de

* fungdes a partir da particao da unidade da forma esquematizada a seguir:
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( kLse ¥Lsy . . . ¢XLsy )
okLsy ©¥Lsy . . . hLs . _
| w6Lsy @¥Lsm . . . ©OiLsu |

Nesse conjunto, N é o nimero de nuvens sobre o contorno, o sobfe—indice‘ k especifica o
maior grau das polinomiais da base P = {Py, Py, ..., P;,} usada para gerar a particao da
unidade e, por 1ltimo, p é a dimensao do maior espaco polinomial completo contido no espago
gerado pela familia f,'f,’p . Como exemplo, sgja Lsr, T =0,1,2,..., M, a familia gerada pela

combinacao de todos os termos do produto tensorial no %3 de polinémios de Legendre:

LST = Li(xl)Lj(Xz)L[(Xg) 0 S ’i,j,l S D, ' (443)

onde L,, &€ uma polinomial de graumem feT =p=i+j5+1.

E importante salientar que outros conjuntos de fungoes, além dqs polinémios de Legen-
dre, tais como polinomiais harménicas generalizadas, func¢oes anisotrépicas e fungoes com o
mesmo tipo de singularidade qué a do problema a ser analisado, podem ser usados com a
finalidade de enriquecer a base de fungoes para o método.

Para ilustrar a metodologia, o caso bidimensional & bastante adequado:

Lsy = Ly(x1) Lo(X2), L1 (x1) L1(xX2), Lo(x1) La(x2) (4.44)

o qual corresponde & quarta linha do tridngulo de Pascal mostrado abaixo.

T = D= 0 L()L()

T =p= 1 L]LO LOLI

T = P = 2 L2L0 Ll L] L0L2 (445)
T = pP= 3 L3L0 L1L2 L2L1 -L()Lg

Para o caso unidimensional, o tridngulo de pascal se degenera em uma coluna, como

mostrado a seguir:

T=p=0 LO
T=p=1 L]
L (4.46)
T=p=3 Ls,
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sendo aplicdvel em formulacoes restritas aos contornos retos, como a do presente trabalho.

N

O mecanismo de enriquecimento da partigio da unidade {p,}>_,, ou seja, a familia Fy*

)

é formalmente definido para o espago tridimensional como

FrF = {{pb(x) Ju{ph(x) Li(21) Ly(x2) Li(25)} : 0 < @ < N; 0<4,5,0<p, p>k},
(4.47)

ou

FrP = {{ph@)}u{ph(z)Li(2)} : 0< a < N; 0<i<p, p>k} (4.48)

para o espago unidimensional.

Esta familia possui as propriedades estabelecidas nos teoremas que seguem.

Teorema 4 - O conjunto f]'f,’” de fungdes em um espago R™ possui as sequintes pro-
priedades:

i - Se a partigao da unidade {goa}gzo é linearmente independente em R™ a familia f}'f,’p
também o é;

ii - dim Fi? = N + N((p+1)" — (k + 1)") se o produto tensorial de polinémios for
usado;

. k.p p+n k+n . n n '

iii - dim FyP = N + N(( n ) —( n )) se conjuntos I (R") e I,(R") completos

de polinomiais forem usados. <
Teorema 5 - Lsy pertence ao espago gerado pela familia { f,’f,’p },para0<i jl<p <

As provas destes dois tltimos teoremas também estao apresentadas na referéncia [20].

A familia ,7:1':,” para o caso das fungoes de Shepard correspondem a:
Fr 70 = {¢a}omo (4.49)

a qual, enriquecida por um conjunto completo II,(R") de polinomiais, é representado daqui

por diante por:

F = o} | (4.50)
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4.5 Escolha da fuhgéo peso

Na introducao do método dos minimos quadrados com pondera;;éo mével, item 4.2, na-
da ¢é afirmado a respeito da fungao peso além de que ela pertence ao conjunto das funcoes
de suporte compacto C§(wa) € de ser ela positiva para qualquer ;ponto dentro deste su-
porte. O objetivo deste item é o de estabelecer uma funcao peso-de maneira a satisfazer
alguns pré-requisitos, tais como: facilidade na integragao analitica (pois sao empregados
neste trabalho procedifnentos analfticos-numéricos na integragao dos termos que apresentam
singularidades), eficiéncia na representacao dos campos de interesse (pois é necessério que
a particao da unidade represente bem deslocamentos de corpo rigido) e, finalizando, um
bom condicionamento das matrizes resultal;tes, o que é vital para a precisao do processo de
solu¢ao do sistema linear de equagoes. Assim, a seguir sao apresentadas e analiséda,s algumas
propostas de fun¢do peso encontradas na bibliografia. |

Lancaster e Salkauskas [41], propdem virias funcdes, obtidas a partir das seguintes ex-

pressoes generalizadas:
s

(x) = 451
Wa(x) ”X _ xa”g erHx—xaHﬁ ( )
. A
Wal(x) = P==Athe bzel}? se flx — xall < ha - (4.52)
: 0 se ||x—Xa| > ha ’

onde s e K sao constantes reais positivas, § e § sao nimeros inteiros positivos iguais ou
maiores que zero e h,, o raio da a-ésima bola.

Duarte e Oden [20], propoem a seguinte fungao peso:

Wa(x) {m{l LY =R R e oxl <he g

0 se ||x xaH > ha
que é um caso particular da equagao (4.52), bem como a expressao
[1 +3zg]360<za§1

W(z) =4 = [2 - za] sel<z,<2 (4.54)
0se2 < Zeyy
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onde

n é a dimensao do problema;

C & uma constante que depende da dimensao do espago do problema;

o= 2 = Xl

E interessante salientar que, além das fun¢des propostas, qualquer uma que satisfaca as
condigoes definidas na equagao (4.3) é candidata potencial a fungao peso, podendo-se citar,
com interesse especial, a fungao-tenda usada como base do ” PAUF EM Method” de Babuska
& Melenk [5], € como Parti¢io da Unidade dos elementos de contorno lineares.

Como existe uma gama bastante g‘ran'deA de alternativas na escolha da fungéo peso, a
selecao desta deve se basear em critérios técnicos, de maneira que' se consiga um bom de-
sempenho da formulagao com pouco esfor¢o computacional.

O emprego de funcoes peso singulares, tais como as dadas pelas equagdes (4.51) e (4.52),
é evitado no presente trabalho porque aumentam o grau de singularidade dos integrandos,
acarretando problemas de integragao mais severos do que os ji existentes com as singulari-
dades dos nticleos forte e hiper-singular.

A funcao peso (4.53), apesar de apresentar propriedades satisfatérias (pertencem ao es-
pago C§°(w,)), nao é utilizada no presente trabalho. Isto acontece porque, ao aparecerem
termos irracionais, sua integracao analitica (utilizada neste trabalho) se torna dificil. Na
referéncia [48], Nicolazzi et alit propéem uma variacao da equagao (4.53). Esta tltima, bem
como a equacao (4.54), apresenta os mesmos problemas de integragao analitica daquela que
foi derivada.

Uma anélise quantitativa de uma série de fungdes peso (incluidas algumas das citadas
acima) é apresentada por de Barcellos et alit [17], onde é estudada a influéncia das fungoes
peso na convergéncia e no condicionamento das matrizes, o efeito da sobreposi¢ao das nuvens
e a sensibilidade da classe das fungdes enriquecedoras na adaptatividade do hp Clouds Method
aplicado ao problema da viga de Timoshenko. As conclusoes deste trabalho sao sintetizadas

nas seguintes recomendagoes:

e a taxa de convergéncia no enriquecimento p cresce com a redugéo do grau da fungao peso;



Capitulo 4 - -Fungoes de interpolagao para o método das nuvens 47

e o super-recobrimento nao melhora a taxa de convergéncia;
® o super-recobrimento aumenta o custo do célculo da particao da unidade;

e o nimero de condigao cresce mais lentamente para as fungdes peso de menor grau no en-

riquecimento p.

Estas conclusoes, apesar de relativas ao Método dos Elementos Finitos, orientam a escolha
da funcao peso para o Método de Elementos de Contorno de Galerkin, feita a seguir. Assim a
funcao peso adotada no presente trabalho é composta por fungGes lineares por partes, como
mostrado na Figura 4.2, sendo denominada a partir de agora de fungéo—tenda.

0= |

Wa Wo.; (pu Wol; (paﬂ Wa2; (Pa.+2

T Nat

Figura 4.2: Nuvens N,, funcoes peso e particao da unidade para elementos de contorno.

Esta fungdo, também usada no desenvolmento do " PUFEM Method” [5), >pertence ao
conjunto C(w,). Ao ser aplicada no esquema de Shepard, equagio (4.41), resulta na prépria
fuhgéo particao da unidade, também mostrada na Figura 4.2. Sendo assim, esta escolha nao
diferencia o presente método do caso cléssico de elementos de contorno linear ou do " PUFEM
Method”.

A grande e importante diferen¢a do presente método em relagao ao convencional reside no
enriquecimento h adaptativo, realizado por simples adi¢ao de nds x, e suas nuvens associadas
e, especialmente, no enriquecimento p adaptativo com a construgéo da familia Fy a partir
do enriquecimento p da particdo da unidade {gaa}flvzo. Isso torna os procedimentos p e hp

adaptativos uma propriedade natural do método dos elementos de contorno.
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Para ilustrar o enriquecimento da particao da unidade, é apresentada nas Figuras 4.3 e
4.4, nas quais os vértices da tenda estao localizados em z = 0 e z = 0.8, a familia F3, para

a N-ésima nuvem de um dado contorno-reto.

@=Li |
1,0

(pa LO

(pu.Ll

-1,0 ' 1,0
- (paLB

Pa L:

F-0,6

Figura 4.3: Tenda simétrica enriquecida até o polinémio de Legendre com ordem 3.

@aLi A
"0 @aLo
f @. L
L (1 P
-1,0 ‘ ' 10 %
o @ Ls

Figura 4.4: Tenda nao-simétrica enriquecida até o polinémio de Legendre com ordem 3.

Nestas figuras, L, representa o polinémio enriquecedor com ordem %, onde 0 < 7 < 3,
¢, L; é a particdo da unidade referente & a-ésima nuvem enriquecida por um polinémio de
ordem 1, e ¢, Lo é a prépria particao da unidade ¢,,.

E conveniente salientar que as fungoes enriquecidas também pertencem ao conjunto

C2(w4 ), sendo isto mais facilmente observado na Figura.4.4, como determina o Lema 1.



Capitulo 5

Indicador de erro — adaptatividade P

5.1 Introducao

Em qualquer método numérico de solugao de equagoes diferenciais um dos aspectos im-
portantes é o controle dos erros de aproximagao. Estes erros sao gerados por diversas fontes

de naturezas diferentes, dentre as quais podem ser citados:

1. erro na modelagem matemdtica; o modelo matemdtico, sendo apenas uma abs-
trag¢do do sistema real, é fonte de erros que podem ser contornados via modelagem

matemdtica adaptativa;

2. erro na representagdo do contorno, usualmente contornado com o emprego de

fungdes apropriadas para mapeamento de geometrias;

3. erros de arredondamento, reduzidos com o uso de alto nimero (porém finito) de

digitos significativos; -

4. erro na representacido da solu¢do causado pela malha, pois a solugdo do modelo
matemdtico, que tem infinitos graus de liberdade, é representada por um espago

de menor dimensao;

5. erros de integracdo, que, particularmente, no método dos elementos de contorno

sao a maior fonte de erro.

No presente trabalho ¢ feito o controle referente a quarta e a quinta fonte de erros acima

citadas. Neste capitulo é tratado o erro relativo a quarta fonte, enquanto que o relativo a

49
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quinta fonte é tratado no Capitulo 6. O erro de mapeamento, no presente trabalho, é nulo,
pois a geometria das pecas analisadas é limitada apenas aos contornos retos.

E de conhecimento comum que a qualidade da aproximacao de uma andlise numérica
depende fortemente do fator erperiéncia do analista. Esta experiéncia o permite, dentre
outras coisas, fazer uma escolha adequada da malha e do tipo de fungoes de aproximacao
para cada problema. De maneira a minimizar a necessidade de conhecimento prévio, os
procedimentos adaptativos sao atraentes, & que o julgameﬁto de qual malha a ser usada
para a simulagao numérica depende, basicamente, do programa e do estimador de erro.
Dado que no método dos elementos de éontorno variacional, ou de Galerkin, a convergéncia
da solugao é formalmente demonstrada por Poiizzoto [55], a idéia da adaptatividade torna-se
confiavelmente exeqiiivel para os procedimentos h, p e hp.

A dificuldade principal para a aplicacao de procedimentos adaptativos no método dos
elementos de contorno é a caract,eristi(;a nao local dos operadores integrais, o que implica
sempre um custo computacional adicional em relaééo aos métodos com caracteristicas lo-
cais, mais especificamente o método dos elementos finitos. Em contrapartida, esse esforco é
recompensado pela melhéria sensivel na qualidade das aproximacoes.

O tipo de indicador de erro, vital efn qualquer aplicagao de procedimentos adaptativos,
depende fundamentalmente das caracteristicas do espago onde a solu¢ao aproximada estd
definida, bem como do principio variacional usado na formulagao do método integral. A
seguir € feita uma apresentagao sucinta de alguns indicadores e estimadores de erro encon-
trados na literatura para o método dos elementos finitos e de contorno.

Ainsworth et alii [1] propdem, para o método dos elementos finitos em problemas elipticos
lineares, um estimador de erro baseado na norma de energia do residuo local da equagao
diferencial e do salto do fluxo inter-elementos. As vantagens deste procedimento, denominado
por vérios autores de Método do Pés—Processamento da Solugao, estd no fato de que o
indicador de erros é facilmente implementado na maioria dos programas existentes.

Oden et alii [51] fazem a anélise de varios indicadores de erros a posteriori tais como:

Método dos Residuos em [lemento, onde o residuo da solugao numérica calculado sobre cada
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elemento é usado como informagao do erro local medido na norma de energia; Método Dual,
vélido somente para problemas elipticos auto-adjuntos, baseado no principio da energiav
potencial minima e na energia complementar minima para estabelecer a estimativa de um
limite superior para o erro global medido na norma de energia; Método dos Residuos em
Subdominios, aplicdvel para problemas elipticos lineares, baseadb na norma de energia do
residuo local e do salto do fluxo inter-elementos; Método da Interpolacao, baseado na teoria
de interpolacao dos elementos finitos para gerar estimativas locais de erro; Método do Pés—
Processamento da Solugao, ja comehtado anteriormente. |

Duarte [19] propoe uma alteragido do problema local do Métodp dos Residuos em Elemen-
to de maneira que a construgao do problema local fique semelhante & construcao da matriz
de rigidez e do vetor carregamento para um elemento, o que torna o céleulo do indicador de
erro um procedimento natural do método.

Alarcon e Reverter [2], em um dos trabalhos pioneiros na adaptatividade p em elementos
de oohtorno, propdem dois indicadores de erro baseados no residuo da equagdo integral
fortemente singular para os elementos de contorno por colocagao. Segundo os autores, o
primeiro indicador de erro é semelhante a proposta de Peano, para elementos finitos, e o
segundo, baseado na norma L, do erro. Segundo a andlise, os dois indicadores de erro
apresentam bons resultados, porém o segundo € mais robusto.

Parreira [52] propoe um indicador de erros baseado no residuo da equagéo integral do
método da colocagao e medidé na norma L,. No seu trabalho, desenvolvido para o problema
de elasticidade, este indicadof é aplicado na adaptatividade p tanto para os métodos da
colocagao como para Galerkin nao—simétrico.

Postell ¢ Stephan [56], propéem um estimador de erro a posterior: para a adaptatividade
h, p e hp na formulagdo indireta dos elementos de contorno de Galerkin. Esse estimador de
erro é obtido a partir do residuo da equagao integral fortemente singular e da hipersingular.
A abordagem, desenvolvida para contornos abertos, mostra uma razodvel concordéncia com

os estimadores de erro a priori
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Karafiat, Oden e Geng [37] prop6erﬁ para a formulaciao variacional dos elementos de
contorno um estimador de erro baseado na norma Ly do residuo da equacao integral forte-
mente singular e da hipersingular. Esse desenvolvimento é feito para o problema de valor
no contorno da equagao de Helmholtz em ‘uma anélise hp adaptativa. Segundo os autores, o
estimador, que é obtido a partir da soma dos indicadores de erro de cada elemento, apresenta
bons resultados quando comparado com os estimadores tedricos dessa classe de problemas.

Cerrolaza [14] propoe, para o método da colocagao aplicadé no problema de elasticidade
plana, um indicador baseado no residuo da equacao diferencial com o erro medido na norma
de energia. As medidas do erro sao feitas ﬁas regices de contorno de Dirichlet e de Neumann
de forma independente.

Castensen et alii [13] propdem, para a formulacao indireta dos elementos de contorno,
um estimador de erros a posteriori baseado na derivada tangencial do residuo das equacoes
integrais e medido na norma Ls. Naquéle trabalho, voltado para a adaptatividade h em
problemas potenciais, também é apresentado todo o formalismo matemdtico do célculo de
erro para a formulagao de Galerkin.

Yuuki et alii [77] classificam os indicadores de erros em dois grupos: os baseados em
residuos e os nao baseados em residuos. Assim eles propéem um indicador de erro baseado
na diferenca das solugoes do problema obtidas a partir das formulagoes singular e regular dos
elementos de contorno por colocagao. Em tempo, esclarece-se que na formulacao regular o
ponto fonte é localizado fora do dominio de defini¢ao do problema. A metodologia é aplicada
na adaptatividade r do problema de elasticidade linear.

Wendland e Yu [73] desenvolvem um estimador de erros para o Método de Elementos de
Contorno de Galerkin, bem como a conceituacao matemaética a ele pertinente, baseado no
residuo da equacao integral e no erro medido nas normas de Sobolev.

Neste trabalho, usa-se um indicador de erros baseado no residuo das equacgoes integrais,
como é feito pela a maioria dos autores acima citados, pois os métodos que nao usam esta
abordagem, como por exemplo o proposto por Yuuki [77], tém os seus resultados influenciados

pela posicao do ponto fonte na formulagao regular. Adicionalmente é evitado o uso das
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normas de Sobolev pois, para os epacos H ® com 8 > 1, o cdlculo destas implica o uso de
equagoes integrais com singularidade maior do que as existentes nas formulagoes fortemente
singular e hipersingular. Dentre esses procedimentos para determinar a sensibilidade do erro
aos graus de liberdade incluidos em uma metodologia adaptativa p, opta-se pela adaptacgdo
do Método de Residuos em Elementos [19]. Segundo Oden {18], [51], [58] € Duarte [19], este
procedimento, que consiste em projetar o residuo da solugao numéfica no subespacgo gerado
pelas func¢oes enriquecedoras de cada elemento, é uma aproximacao local da fungao erro em
cada elemento.

Os resultados apresentados por Duarté [19] indicam que o Método dos Residuos por
Elementos é mais robusto quando as ordens das fun¢oes adicionais incluem dois graus acima
das j4 utilizadas, no caso do enriquecimento ser polinomial. Apesar desta ﬁltirﬁa informagaoe
ter sido obtida pelos elementos finitos, a mesma é aplicada no presente trabalho.

Como o conceito de elemento nao é usado no presente trabalho, o Método de Residuos
em Elementos é rebatizado de Método de Residuos em Nuvens, j4 que o conceito de nuvem

é aqui aplicado.

5.2 Indicador de erro

No desenvolvimento do método dos elementos de contorno variacional sao empregadas a
formulacao fortemente singular e a hipersingular. Assim, os residuos da formulagao forte-

mente singular e da hipersingular para a i-ésima nuvem sao, respectivamente,

o= e, @T; - [Game are G + [ oo aron,  (651)
b = p @5 - [ oo are
[ 8G(d,x) 0, (x) AT ()T, (5.2

+ J On(d)on(x)

Com o enriquecimento da base da i-ésima nuvem por duas fungoes v, € Fh, m = 1,2,
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os residuos dados pelas equagdes (5.1) e (5.2) mudam para

Rry = QT+ n(@om [ 630 [0 5 + 0| 00
G X) 1 )T+ (x)am] dT() (5.3
on(x)
_— aT, 8G(d, x) oT,

B = o @52 +on@in— [ 20 |05 4 v (@t ar

8G(d, x)

+ J on(d)on(x)

[ox(*)Tid + Y (d)am] T'(x), (5.4)

. onde a,, e b, sao coeficientes associados ao tipo de condi¢ao de contorno da nuvem, porém
sem sentido fisico.

Requer-se agora que estes residuos sejam ortogonais ao subespago {;,%,} C Fx, ou
seja,

< Bi p(d) > = / B pn(d) dT(d) = 0 ¥ (d) € {1, %5, (5.5)
'I‘ .

onde m =1,2 ec=D ou N para os residuos (5.3) e (5.4), respectivamente. Deste procedi-

mento de ortogonalizacao resulta um sistema de equacgoes, que é escrito como

A B |/% f
o B1(8)-(2)
As matrizes A, B*, D’ e os vetores X, € e g’ tém dimensdes n X n, n X 2,2x 2, n, 2 € 2,
reépectivamente, e n é o nimero de graus de liberdade do enriquecimento anterior.
Como um estimador de erros deve ser de baixo custo computacional, considera-se que
o enriquecimento da particao da unidade para a i-ésima nuvem altera significativamente

a resposta do problema apenas numa regiao restrita a esta nuvem. Com esta hipétese o

sisterna a ser resolvido &

De g — (B)Tx, (5.7)

sendo x o vetor solugao do problema no passo anterior ao enriquecimento.
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A partir da resposta da equagao (5.7), estabelece-se um primeiro e simples critério de

indicacao de erro como sendo _
X' = Dl cjex, A (5.8)

o qual, se for superior a um valor especificado, indica a necessidade da nuvem ser enriquecida.

Um critério simplificado adicional, dado por

A = D5, (d)%, (5.9)

AL = Di, (ch)?, : (5.10)

onde 7 nao soma, quando acoplado ao primeiro, equacao (5.8), permite determinar a im-
porténcia relativa de cada polinomial enriquecedora na solugao aproximada. "

Esses indicadores de erro representam uma medida local da vafiagéo da solugao apro-

ximada causada pelo enriquecimento da base local por 1,, na norma Ls, que na linguagem

simbdlica ¢é definida pelo seguinte produto dual:

A= [Au|%_,, =< Rh (%) + %), %1 + ¥y >hr,, (%, %2} C Fh C La.

Esses indicadores de erros sao, na sua esséncia, idénticos ao desenvolvido por Postell e
Stephan [56] para a adaptatividade no método de elementos de contorno de Galerkin. No

Capitulo 7 & avaliada a performance do indicador proposto.

5.3 Comentarios adicionais.

A convergéncia dos elementos de contorno sé é garantida para a formulagao variacional,
que corresponde a versao Simétrica do presente desenvolvimento. Porém a aplicagao do
indicador de erros desenvolvido para as versoes Forte e Hiper é vilida para observar o com-
portamento deste em todas as versoes do método de Galerkin, visto que as duas outras
versoes também tem um campo de aplicagao promissor, especialmente a versao Forte, em
funcao da sua simplicidade de implementacao e integragao dos seus nicleos, e da Hiper, em

classes especiais de problemas, tal como na mecénica da fratura.
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Para finalizar, é interessante frisar due os custos computacionais associados aos indi-
cadores de erro para o método dos elementos de contorno nao tem paralelos com os dos
elementos finitos, pois este ltimo tém caracteristicas locais, contrariamente aos elementos
de contorno que nao as tem. Assim, qualquer comparacio entre os custos computacionais
dos estimadores de erros é sempre desvantajosa para os elementos de contorno se o niimero

de graus de liberdade para os dois métodos nao for considerado.



Capitulo 6

Procedimentos de integracao e
regularizacao |

6.1 Introducao

Na abordagem singular do método dos elementos de contorno as integrais sio impréprias,
o que implica procedimentos especiais de integracao. Uma gama basfante extensa de proce-
dimentos para a regularizagao e transformacao dos integrandos destas equagoes se encontra
nos trabalhos de vérios autores. Por exémplo: Kane [36] propde o ﬁso de solugoes simples
para regularizagao das integrais singulares;v Sladek et alii [63] e [67] fazem uma andlise
critica de um conjunto de métodos encontrados na bibliografia para integragoes de niicleos
fortememente e hipersingulares; Ghosh et alit [27], bem como Frangi et alii [24] propdem
que os nucleos sejam escritos como derivadas tangenciais do contorno de maneixla a permitir
a integracao por partes, o que reduz as singularidades dos integrandos; Telles [68] propde
mudancas de coordenadas que deslocam a posigao dos pontos de integracao para perto da
singularidade permitindo que o procedimento de integracao capte os fortes gradientes dos
integrandos de integrais quase singulares e fracamente singulares.

Neste trabalho, o procedimento de integracao dos termos que apresentam qualquer sin-
gularidade é semi-analitico, enquanto que nos regulares se usa apenas a integragao numérica.
A integragao analitica € usada em fungao da qualidade da resposta necesséria para os proce-
dimentos adaptativos, visto que uma das principais fontes de erro do método dos elementos

de contorno ¢ a integra¢ao dos termos singulares.

o7
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6.2 Integracao e regularizagao

O formulagdo variacional do método dos elementos de contorno implica o aumento da,
ordem de intégragéo dos micleos em relaééo ao método de colocagao, jé que as integrais além
de serem feitas na regiao campo também devem ser feitas na regiao fonte. Este acréscimo estd
relacionado com a dimensao do dominio: nos dominios bi e tridimensionais sao necessarias
uma e duas integracoes adicionais, respectivamente.

Em dominios bidimensionais as integrais de linha dos elementos de contorno de Galerkin

sao expressas genericamente por:

- / / B(&,m) $(€) ¥(n) dTedT, (6.1)

Ty Tg
onde
& e 7 identificam a posigdo dos pontos de integracao nas regioes de contorno I'c e I’y
respectivamente;

®(¢,n) é o niicleo, podendo ser fracamente singular, fortemente singular ou hipersingular,

e
#(€) e ¥(n) sdo polindmios em £ e 7 respectivamente.
A equagao (6.1) pode ser reescrita como:
1= [ ) v(mar, (6.2
F'l
sendo

om) = [eEm s(@) are. (63)
Pe
Esta separacao tem como objetivo isolar a singularidade presente no termo ®(§,7), que

é integrado analiticamente mediante (6.3). Uma vez obtido o termo ©(n), o integrando de

(6.2) & regular, sendo a integral calculada pelo método padrao de Gauss.

k

1= [ e wim) dr, = 3~ 6, vin) W, (6.4)

i=1
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onde

7, é a i-6sima coordenada dos pontos de integracao;

©(n,) e ¥(n;) sao os valores do integrando em 7;;

W, é o peso associado & coordenada 7, €

k & o nimero total de pontos de integracgao.

Procedimentos de regularizagoes e transformacoes de coordenadas para a integragao da
equagao (6.3) com nicleos fortemente e hipersiﬁgulares sao encontradas, e.g., nas referéncias
[36], [63], [67], [27], [68], [24]. Para os nicleos fracamente singuiares, particularmente o
logaritmico, a integra¢do de Gauss com pesos especiais & amplamé_nte utilizada e dispensa
comentérios adicionais.

No presente trabalho sao emprégados dois procedimentos para a integragao da equagao
(6.3), quando na presenga de niicleos singulares. Para os niicleos com singularidade baixa
adota-se a integracao analitica enquanto que para o nicleo hipersingular adota-se a solugao
analitica acoplada com o método apresentado por Ghosh [27].

A escolha da abordagem de Ghosh ﬁo presente trabalho é devida ao fato desta nao utilizar
qualquer aproximagéb e permitir uma fécil implementagao na estrutura computacional. O

ponto de partida deste procedimento é a utilizagao da integragao por partes, ou seja:

'I=/udv=uv—./vdu. ’ (6.3)

Com modificagtes adequadas nos nicleos fortemente e hipersingulares das equagoes integrais,
o conceito de integragao por parfes pode ser empregado para reduzir a singularidade destes.
O problema de elasticidade tratado com este enfoque est4 apresentado nas referéncias [27] e
[24]. A idéia chave é determinar novos nicleos escritos em forma de derivadas tangencias ao
contorno e nao de derivadas normais a este, como freqiientemente usado nas equagoes dos
elementos de contorno convencionais.

Nos casos em que os nicleos sdo regulares, as integragoes duplas das equacdes (3.16) e

(3.17) sao efetuadas numericamente pelo processo padrao de Gauss — Legendre.
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6.2.1 Meétodo RISP e procedimento adaptativo de integracao

No Método dos Elementos de Contorﬁo um dos fatores mais importantes sobre o tempo de
calculo é o processo de integracao dos termos das matrizes, que pode ser significativamente
reduzido com o emprego do método RiSP, proposto por Kane [36]. Esse procedimento.
também aplicdvel aos métodos de Galerkin, consiste em fazer inicialmente a integracao em
relagao aos pontos fonte mantendo o ponto campo fixo. Isso equivale a montar as matrizes
em colunas em vez de linhas, procedimento este contrdrio ao tradicionalmente feito nos
programas apresentados pela maioria dos autores, por exemplo Brebbia [11]. A vantagem
reside no fato que os jacobianos, valores da fu_ni;éo de interpolagao e derivadas direcionais
nos pontos fonte, se mantém fixos durante o procedimento de integracao dos termos de uma
coluna da matriz, evitando o célculo repetitivo daqueles.

Os integrandos das equagoes para o problema de condugao de calor, aqui analisado, tém
nicleos do tipo log(r), 1/r e 1/r?. Estes nicleos variam suavemente se o ponto fonte e o
ponto campo sao distantes entre si, permitindo o uso de pequena quantidade de pontos de
integracao. Em contrapartida, estes integrandos apresentam altos gradientes se a distancia
entre fonte e campo é pequena, obrigando o uso de um nimero grande de pontos de inte-
gracao. Assim, com o objetivo de melhorar a integragao dos termos regulares das matrizés,
bem como para facilitar o acoplamento com a metodologia RISP, é empregado o procedi-
mento de integracao hierdrquico proposto por Nicolet et aliz [49]. Nesse procedimento sio
adicionados novos pontos aos ja anteriormente existentes, sendo que as coordenadas destes
sao definidas procurando integrar exatamente uma polinomial com a ordem mais alta pos-
sivel [49].. Por exemplo, se o nimero de pontos de partida é igual a um, o préximo serd trés,
em seguida sete, quinze, trinta e um e assim subseqiientemente. A distribuigao de pontos de
integracao para essa regra ¢ mostrada na Figura 6.1.

Esse modelo hierarquico, denominado Patterson Method [49)], integra exatamente com n

pontos uma polinomial com grau k, dado por:

k= (3n—1)/2. (6.6)
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O modelo de Gauss otimizado integra com os mesmos n pontos uma polinomial com grau

=on—1. E ' (6.7)

Namero
de pontos
1 .

3
N 7

15

0404040000000 00000400— 3] -

Figura 6.1: Variacao do nimero de pontos para cada passo da integragao adaptativa.

Apesar do método de integracdo de Patterson néo ser tao eficiente quahto a regra de
Gauss otimizada, o mesmo & empregado neste trabalho em funcdo de suas propriedades
hierdrquicas. As coordenadas dos pontos de integragao do passo anterior sao usadas nos
passos seguintes, reduzindo o tempo gasto no resgate das propriedades geométricas e valores
das fungoes associadas a esses pontos da integracao.

No presente trabalho o limité superior do nimero de pontos de integragao é trinta e um
(31), o que corresponde & integrégﬁo exata de um polinémio de grau k = 46 (comparativa-
mente, Gauss otimizado integra éxatamente uma polinomial de grau k = 61).

Vale a pena salientar que os pesos associados a cada ponto de integracao mudam com
o nimero de pontos, desvantagem impossivel de ser contornada, porém comum a todos os
procedimentos de integracao. Também é interessante frisar que os pesos e as coordenadas
dos pontos de integracao do método de Gauss e o modelo hierdrquico para um e trés pontos
de integracao sao idénticos.

O processo de integragao hierdrquica é iniciado com a integragao do termo da matriz com
apenas um (01) ponto de integragéo segnido com a de trés (03), sendo a parada do processo

definida quando o resultado entre duas integracoes subsequentes for menor que uma dada
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tolerancia (107% neste trabalho), ou seja

| A7, — ATHY| < tol, (6.8)

onde Aj; e A:j“ sdo as componentes A;; integradas nos passos r e r 4 1, respectivamente.

6.2.2 Integrais fracamente singulares

A integraééo numérica dos mnicleos logaritmicos no método de Galerkin é tratada da
mesma forma como no método da colocagao, com a diferenca de que, em vez de pontos
de colocagao singulares, existe uma regiﬁo_ singular no contorno I' associada aos pontos
compartilhados pelas nuvens que estao sendo iﬁtegradas.

O emprego da integragao numérica do nicleo logaritmico com pesos especiais de Gauss,
equacao (6.3), demanda um tempo considerdvel no célculo ou resgate dos jacobianos e dos
valores das funcoes de interpolagao nos p(;ntos de integragao. Neste trabalho, com o objetivo
de minimizar esta perda de tempo, integra-se analiticamente este nicleo em relacao a varidvel
fonte como primeiro passo da integracao dupla, sendo que a funcao resultante integrada
com Gauss padrao (equagdo (6.4)) em relagao & varidvel (;ampo encerra o procedimento de

integracao dupla.

6.2.3 Integrais fortemente singulares

No presente desenvolvimento a forma dos contornos esté limitada a retas, o que pefmite
simplificar a integragao dos nicleos fortemente singulares. Nessa situacao, as integragoes dos
termos fortemente singulares das equagoes (3.16) e (3.17) se reduzem a uma expressao do
tipo:

| / 0;(d)p,(d)dT(d). | (6.9)

Essa simplificagdo é resultante da ortogonalidade entre o vetor normal e o gradiente da

solucao fundamental para os contornos retos, ou seja:

8G(d, x)

() =VG(d,x) -n(x)=0 (6.10)
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38%((1(;_))() = VG(d,x) - n(d) = 0. A (6.11

Os problemas com a integracao dos nicleos fortemente singulares se manifestam apenas
nos pontos onde as extremidades de dois contornos contiguos se t»tt)cam. Nessa situacao.
optou-se pela integracao analitica de uma das integrais, sendo a se@ﬁda integral obtida por

Gauss convencional, nao sendo adotada qualquer transformagao ou processo de regularizacao

para os niicleos.

6.2.4 Integral hipersingular

De acordo com a proposta de Ghosh, comentada no fnicio deste capl’tuio, a integral
hipersingular da equagao (3.17), dada por
a2G |
;(x)¢,(d)dl(x)dl(d), (6.12)
Ty Ts A
tem o seu niicleo modificado para ser integrada. A chave do procedimento estd em escolher

a funcao

H(d,x) = ~G(d, x) = %m 7| (6.13)

que satisfaz a condicao

#?G(d,x)  H(d,x)

Bn{d)on(x) _ T(A)0T(x)’ (6.14)
como novo niicleo da integral hipersingular, equacao (6.12).
Sendo assim, a equacao (6.12) é reescrita como
0?G(d,x) B
/ Wx—)%(x)‘ﬂk(d)dr(x)dr(d)—
[y Tz
0?H(d,x)
/Sﬂk(d) | m%(x)dr(x) dI'(d) (6.15;

Iy Ar.
onde

8() é o operador derivada tangencial;

I’y é a regiao de integragao da funcao fonte;
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I', é a regiao de integragao da fungéo. campo.

Apés a definicao deste novo niicleo, integra-se por partes a expressao (6.15), com o
objetivo de reduzir a singularidade desta. -Porém, um desenvolvimento adicional é necessario
para o bom entendimento deste procedimento.

Seja o dominio ), mostrado na Figura 6.2, limitado por um contornoI', onde I'(d) = 'y €
I(x)=T, sép as regioes fonte e campo disjuntas, o que caracteriza uma situagao de niicleos

regulares na qual a integragdo em I'(x) da equagdo (6.15) resulta em

S
—~
=9
-~
z

uvem fonte - A/}

IFigura 6.2: Contorno com caminho de integracao.

O?H(d, x) _ OH(d,x) i

X1

OH (d, x) dp,(x)

ORI dl(x), (6.16)

Iz
onde x; e x; denotam o inicio e o final do contorno fechado I'(x). Observa-se nesta equagao,

92 H(d,x)

ag(d,x) apresenta singularidade menor do que EXCEAOE

r'(d)

que o nicleo
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Com a substitui¢do dos limites de integracdo, a equagao (6.16) é reescrita como

_ BH(d,an) 0H(d,x,) OH (d,x) 8p,(x) ,
I(d) - Wgoz(xa) - T:F(&)——(Pz(xp) _/ 6F(d) BF(X) dF(X)

(6.17)

z

Substituindo a expressdo (6.17) na equagéo (6.15) e integrando por partes sucessivas

vezes obtém-se

[ [ 2L 00 @) = s ) ()

[q Tz

ool d)H () - () [ S @H(E x )T

g

_‘pi(xp)(pk(da)H( as p)+(pz(xp) ( )H( P p)

aT(d) 8L (x)

| O | P

+ot) [ S @A @ - o) [ S e, xare

o) %{i—i((i))map,x)dr(x)

/ / ‘M )3“”(( )) T(x)dT(d),  (6.18)

| T

onde d,, X,, d, € X, sao as coordenadas dos pontos onde g, (d) = ¢;(x) = 1.

6.3 Integracao hipersingular — consideragoes

No desenvolvimento de integracao do termo hipersingular, anteriormente apresentado,
considera-se que as nuvens nao possuem pontos em comum, o que implica integragao regular.
Porém, em determinadas situagoes hé sobreposicao de pelo menos um ponto das duas nuvens,

o que caracteriza um integragao singular. A sobreposi¢ao ocorre quando:

® as nuvens sdo coincidentes;
® as nuvens sao vizinhas;
® nuvens com apenas um ponto em comum;

® nuvens com um vértice do contorno em comum.
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A andlise do primeiro caso é equivalente 4 andlise do segundo e do terceiro caso. Assim,
na Figura 6.3 sao mostradas as nuvens campo e fonte coincidentes e as fungdes ¢, da particao

da unidade.

¢(x,) = Pi(x
@ (d)) = 9;(dy) ( ), g
.
¢ (x;t8) w '

Figura 6.3: Nuvens N, coincidentes e fun¢des associadas da particao da unidade.

Como no método de Galerkin a integfal ao longo do contorno é feita em relacao a I'(d)
e a ['(x), todos os pontos do contorno sao singulares, ao contrério do método da colocagio
" no qual somente os pontos de colocagao sao singulares. Na equagao (6.18) observa-se que
existem integrais com nicleos fracamente singulares bem como termos logaritmicos da dis-
tancia entre dois pontos fixos. Estes dltimos podem possuir valor ilimitado em determinadas
situagoes, merecendo atencao especial. De maneira a avaliar a contribuicao destes termos,
;considera—se o caso de nuvens coincidentes mostrado na Figura 6.3. O contorno do dominio

é alterado com a adicao de uma bola com raio € centrada exatamente onde os valores sao
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ilimitadas. Obviamente, como foi explanado anteriormente, todos os pontos do contorno sao
singulares no método de Galerkin. Assim, a anédlise das integrais fracamente singulares é
feita considerando este fato. Com a adigao desta bola, a equagdo (6.18) considerando esta
geometria é escrita como
8?G(d, x) PG(d,x)
Ir = —_ d)dl’ —; d)dl’ dl’(d
= [ | st p e @A) + [ 5t e x)ed@dnt | ara)

Fq |Pp-TYote pbola

(6.19)

ou

I = u(%a — &)[6(da) H(dar Xa — &) — p4(dp) H{da, Xa — )

_ / Bpi(d) (d)H(d,x, — £)dT'(d)]

J @
k() (darx) = oy )y, ) — [ G2 @A, x,)ar(a)]
e — ©)ps(da) H(day %, — ) - g:(d,,)ﬂ(dp,;;a —o)
%“’Fk((d)) (d)H(d, x, — &)d[(d)]

Ly

+;(x, + €) | (da) H (da, Xp + £) — ‘Pk(dp)H(dm Xp + £)

Opi(d)

Cq

5l () (e, %) — ) () — [ S @@ x)ar()

—p;(%p + ) [‘Pk(da)H(davxp +€)— ‘Pk(dp)H(dpa Xp + €)=

a‘Pk( )
- 0r(d)

e (d)H(d,x, + £)dT(d)]

) [ P na a0 +aa) [ G HE,0G)

F:_Fgola Iz _I“gola

~u(d) %%mda,x)dr(x)wk(dp) A H (A T )

Pbola Pbola

/ / a‘”’“ )%‘?(( ))dI‘( x)dT(d)

| A - Pbola
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o [ [ e (6:20)

g Fg"l“

com alguma redundéncia, pois alguns termos sao idénticos aos pares com sinal trocado. E

interessante salientar que em favor da simplicidade se convencionou que
wE . ‘
xsﬂ:6=x3:t—2—, s=a,p. (6.21)

Com essa consideragao, pode-se escrever

€= (daaxa) = (daaxp) = (dpaxa) = (dpaxp)> | (622>
e = (dg,Xs — &) = (da, X, + £), (6.23)
e =(dp,xq — &) = (dp, %, + €). (6.24)

Ap6s esse desenvolvimento e lembrando que para esse caso de nuvens coincidentes

o (da) = ¢4(dp) (6.25)
e
Pi(Xa) = pi(xp), (6.26)
bem como
d, =d,; x, =x,, (6.27)
a equacao (6.20) resulta apenas em
a‘Pk 9p;(x)
Ip = / / 4,5) G S D) ()
| Tx— Fbola .
O (d) Ap;(x)
+/ aT(d) H(d,x) T (%) dT(x)dT(d). (6.28)
| 4% pgola.

Fazendo ¢ — 0, ou seja, que os dois contornos coincidam, tem-se

Ir = lim [Jr] = lim / /,, l 890’” )%91”:(( ))dI‘(x)dI‘(d)
+/ / %“-%’i(%l)—)fl(d,x)%?((:))dr(x)dr(d) . (6.29)

[q Thola
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Lembrando que

: Opi(d) Ip;(x) o ,
lim Sy (X g ) | =0; (6.30)

Fgola

a equacao (6.29) se reduz a

/ / a"”’“ )%"1?(("))«11“( )dF(d) (6.31)

L4 Iz

Essa equacao, cujo nicleo é fracamente singular, é integrada da maneira apresentada no
item 6.2.2.

Para nuvens que partilham de um mesfno vértice do contorno, a integral hipersingular
também tem que ter o seu procedimento de integracao cuidadosamente anal_isado, porque
a particdo da unidade associada a estas nuvens é descontinua, ou seja, nao é C°. Essa
afirmacao é ilustrada na Figura 6.4, onde se mostra as nuvens N;_;, N; e N, associadas
a um determinado vértice k. Observa-se que as fungoes da particdo da unidade associadas
as nuvens i e ¢ + 1 sao diferentes da funcao tenda convencional, pc;is a nuvem 7 tem o lado
esquerdo correspondente a metade esquerda da tenda e o lado direito é zero, enquanto que
a funcéo 7 + 1 tem o seu lado esquerdo formado pela constante zero e o lado direito formado
pela metade do lado direito da tenda. Desse ponto de vista, as fungoes associadas as nuvens
i e i+1 nao sao continuas (C°) Quando contém um vértice em seu suporte. Esse fato implica
que a proposta de regularizacao da integral hipersingular nao pode ser tratada como foi feito
no caso de nuvens que nao con’gém um Vértice,‘ j4 que os termos ilimitados que surgem do
processo de regularizacao nao se anulam entre si. Sendo assim, é necessédrio introduzir a
defini¢ao de integral por parte finita de Hadamard.

Essa definicdo, introduzida em 1923 pelo matemédtico francés Jacques Hadamard [31],
que permite o aumento do escopo da aplicagao das integrais hipersingulares na solugao de
equacdes diferenciais, é pesquisada atualmente por vdrios autores do método dos elementos
de contorno, como por exemplo Tweed et alit [71], apesar de Gray [28] dizer que "o significado

fisico da definigao & dibio”.
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Bola®i.«!

Vértice k

Contomo T’

Forma da partigdo da unidade para as nuvens Ni-1, N e M«

/Y\Vém‘w k /l Vértice k
f—) . —
%L—# | S ——

Niﬂ

Figura 6.4: Funcoes , associadas a nuvens N, vizinhas a um vértice ¥ do contorno.

Assim, define-se integral por parte finita para uma integral imprépria como [39]

@) '
fp/( e = {/ dS+A(S)} (6.32)

Se—0
S S-S,

onde a > 1, S, € uma ”superficie” que contém o ponto singular c e fp é o simbolo que indica
que a integral é avaliada por parte finita.

O termo A(S.) depende da ordem a da singularidade do niicleo, da superficie S, bem
como das caracteristicas de regularidade da funcao densidade f(x), que, por sua vez, também
dependem da ordem da singularidade do nicleo.

Assim posto, para o exemplo mostrado na Figura 6.4, considerando que a nuvem fonte
seja a i+ 1 e a campo, a 1, a equagao (6.20), com a aplicagdo do conceito da integragao por
parte finita de Hadammard, se reduz a apenas

. / 9*G(d, x)
on(d)on(x)

Tq T': q

bR (DG (@) = —pixe) [ 2t @110, ) (@)
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0v; 1 ;(x
i (dy) / ‘?9“;1( d,, X)dT'(x) F/ / ?if he x)aa(’;((x))dl“(x)dl"(d), (6.33)

onde as duas 1ntegrals simples do lado direito representam o jump term.
Quando a formulacio ¢ aplicada para o caso de duas nuvens vizinhas, como por exemplo
para as nuvem i — 1 e 4, respectivamente campo e fonte, da Figura 6.4, a expressao (6.20) &

escrita como

[ [ s (0ou(@UTGIT() = i xalion(da) H e )
~pu(x) %ﬁk&%dw(d,x;)dr(d)—so,-<xp> () H(dx,)
o) [ S @ x)ar@) - ) [ 4 (. xareo
/ / %‘?’“( 3 )%‘I’}(( ))dI‘(x)dI‘(d), | (6.34)

pois ¢;(d,) = 0. Como X, = X, € dy = d,, o primeiro termo do lado direito se anula com o
terceiro, bem como o segundo se anula com o quarto. Observa-se, neste caso, que os termos
que se cancelam sao limitados e que todas as integrais envolvidas sao fracamente singulares.
Com estas consideragoes, pode-se escrever

/ / azde ¢;(%)¢1(d)dT(x)dl'(d) =

g Iz

—u(d,) %’;%{’%H( x)dT'(x) / / %‘”;(ﬁ' )%ﬁi((;)dm)dr(d), (6.35)

| ‘T4 Tz

onde a integral simples ¢ o jump term.

Esse procedimento ¢ aplicdvel em todas as combinacdes possiveis de localizacdo entre as
nuvens que tenham um ponto comum num vértice. A grande virtude dessa metodologia é
a reducao da singularidade do nicleo para fracamente singular, o que permite usar procedi-
mentos bastante conhecidos, precisos e computacionalmente baratos para a sua integragao.
Porém, alguns aspectos relacionados com as propriedades das fungoes de interpolagao ne-
cessitam ser avaliados com mais cuidado. Os comentérios que seguem ajudam a esclarecer

alguns pontos aparentemente obscuros.
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Krisnasamy et alit (39], trabalhando‘ com o método da colocacao, alertam que o uso
do conceito da integracao por parte finita de Hadamard para as integrais hipersingulares,
implica o efeito denominado dependéncia de escala (que é entendido como a relacao entre o
tamanho de elementos subseqiientes). Segundo esta fonte, o efeito de escala & possivel ser
removido por algum método empirico, mas os resultados dependem do método e apresentam
baixa taxa de convergéncia. Outras alternativas, como por exemplo o uso de elementos com .
continuidade C!, ou entao o emprego dos elementos néo-conformes (aqueles onde os nés nao
estdo nos extremos do elemento), sao bastante eficientes para evitar o problema de escala.
Segundo estes autores, os elementos néo—cohfqrrnes sao ideais para o método dos elementos de
contorno formulado pelas integrais hipersingulafes, porque os pontos de colocagao nao estao
localizados nos extremos, € assim as fungoes de interpolagao sao continuas e infinitamente
diferencidveis.

No presente desenvolvimento, o procedimento de integragao adotado consiste em efetuar
a integral interna analiticamente e avaliar a integral externa numericamente com nimero
finito de pontos de integragao. Esse procedimento implica que estes pontos de integracao
sao os pontos singulares (correspondendo aos nés do elementos de contorno por colocagéo),
0s quais nuﬁca (para a integragao padréb de Gauss) estdo localizados nos extremos do ele-
mento, e conseqiientemente a fungao de interpolagao nesses pontos é continua e infinitamente
diferencidvel. Sob este ponto de vista, pode-se considerar que a abordagem de Galerkin &
uma extensao dos elementos de contorno nao-conformes, e conseqiientemente os resultados
independem da escala quando a integracao por parte finita é usada, mesmo quando a nuvem

contém um vértice do contorno.



Capitulo 7

Programa e resultados numéricos

7.1 Introducao

Neste capitulo sao analisados alguns prol;lemas de condugao de calor bidimensional sendo
os resultados comparados com solugoes analiticas, quando possivel. A escolha dos exermplos
numéricos tem o objetivo de verificar o comportamento do método desenvolvido em termos
de precisao, taxa de convergéncia, desempenho do indicador de erro e dos enriquecimentos
adaptativbs em problemas regulares e em problemas contendo singularidades no gradiente
da solugao. |

Adicionalmente é apresentada a estrutura de programacao usada na obtengao dos re-
sultados numéricos, seguido de uma descrigao sucinta do funcionamento de suas principais

funcoes.

7.2 Cddigo computacional

7.2.1 Programacao orientada a objeto — generalidades

Um cédigo computacional destinado a ser base laboratorial de desenvolvimentos numéri-
cos deve ser projetado de tal forma que pode ser usado continuamente para pesquisa sem
que ocorra o seu envelhecimento precoce e nao restrinja a sua aplicacao a outras classes de
problemas. Nesse contexto, a programagao orientada a objeto se apresenta como uma ferra-

" menta adequada, dado que uma de suas premissas é fornecer uma estrutura de programagao

que permite:
e modularizagdo do cédigo;

73
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e possibilidade de organizar os dadoé em estruturas andlogas a do raciocinio matemdtico;
e protegao dos dados;

o utilizagdo do cddigo, ou parte dele, como fungoes por vdrios programas ;

e portabilidade.

A linguagém empregada para o desenvolvimento do cédigo computacional, dentre as mais
conhecidas, é .C++. ‘

Como nao é objeto deste trabalho a discussao das caracteristicas desta ferramenta de
programacao, admite-se um conhecimento 'beis-ico do tema na apresentacgao da estrutura do

- ¢6digo implementado.

7.2.2 Programa BEM-CLOUD++

Com o objetivo de construir um cédigo computacional que possua as propriedades acima
mencionadas, e conseqiientemente servir de bancada de trabalho, desenvolveu-se o programa
BEM-CLOUD++. Este cédigo, nao restrito & aplicacio de somente uma classe de problemas,
tem a sua estrutura gerada de tal forma que as classes que definem propriedades geométricas,
graus de liberdade, processos de integracio, coordenadas etc. possam ser continuamente
atualizadas. Adicionalmente, com o objetivo de evitar dissipacao de esforcos, sao utilizadas
vérias fungdes das bibliotecas ACDPOOP ¢ ACDPFEM (LNCC [69)]).

As principais classes do programa BEM-CLOUD+4-4-, separadas em grupos com atividades
afins, sao: '

Classes para definicdo de geometria e informagdo da discretizagdo.
1. acKeyPoint

2. acBoundary

— acLine
— acArch

— acBSpline
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3. acBoundaryGrp
Classes para definigdo dos graus de liberdade e das condigdes de contorno.

1. acDefDOFNode

2. acBoundaryCondGrp
Classes para construgdo e solugdo do sistema linear.

1. acAreaGrp
2. acAFMatrix
— acFrangi
— acTrefftz (ndo implementada)

— acElasticidade 2 D (em implementagao)
A seguir é dada uma breve descri¢ao da finalidade cada classe.

e acKeyPoint - tem a finalidade de manipular leitura, impressao e armazenagem de

informagoes dos nés referentes 4 definigao da geometria do problema.

e acBoundaryGrp - guarda informacoes relacionadas com a defini¢ao e discretizagao

do contorno. A sua principal varidvel é o vetor de objetos da classe acBoundary.

e acBoundary - classe genérica que manipula informacoes dos contornos, a partir da
qual sao herdeiras, ou filhas, as classes: acLine, acArch e acBSpline. O uso das
fungoes virtuais nesta classe torna possivel construir um programa principal (main)

completamente independente da geometria do contorno.
e acDefDOFNode - define o ndmero e tipo de graus de liberdade do pfoblema.

e acBoundaryCondGrp - manipula os dados de condi¢ao de contorno especificada

bem como o valor para cada contorno.
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e acAreaGrp - é a classe que gerencia as dreas que compoem o dominio. Possuindo
informacoes a respeito do problema em andlise, manipula os dados necessarios para a

definicao da classe acAFMatrix. -

e acAFMatrix - é a classe genérica de montagem do sistema de equacgoes. Todas as suas
funcoes sdo virtuais, o que permite construir o programa principal completamente inde-
pendente do tipo de problema e formulagdo. Sao herdeiras desta, as classes especificas
que definem os niicleos de integragéo, tais como: acFrangi (problemas potenciais bidi-
mensionais integrados segundo a regularizagao de Frangi-Novatti), acTrefftz (para o
problema de potencial usando a metodOlog‘ié de Trefftz), acElasticidade 2 D (para

o problema de elasticidade bidimensional) etc.

Além dessas classes, existe mais uma série de outras de menor importincia para entendi-
mento do funcionamento do programa désenvolvido que nao tém o seu funcionamento aqui
descrito. O programa é todo desenvolvido para aplicagao em computadores pessoais, ou seja,
os PC de pequeno porte, tal como um Pentium 200 MHz com 32 Mb de memédria real e um

disco rigido com capacidade de armazenar 2 Gb de informagoes.

7.3 Calculo do erro

Uma das maneiras de avaliar a convergéncia de um método numérico é a obtencao de
uma medida global da solugao. No presente caso é usada a norma de energia, definida a
seguir.

Da condigao de ortogonalidade, definida no Capitulo 2 (equagdo (2.27)),

(LlE00)]—g(x) b w(x))g = / (Cla(x)]~q(x)) kw(x) d2 =0, (7.1)

| a forma fraca para a equacgao de Laplace [11] é dada pelo seguinte operador bilinear:

B (T, w(x) = / (VT(X);Vw(x)) 40 = / (To-T(x)) ‘?;7‘:((;‘))@

+k / gz(()’g w(x)dT + k / w(x)g:g((jgdf‘, (7.2)

T
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onde
I'p e T'x sao regioes de condigoes de contorno essenciais ou de Dijrichlet e naturais ou de

Neumann, respectivamente;

~3

(x) sdo o valores especificados da temperatura para I'p;

T(x
on(x)

:

sao o valores especificados do fluxo para I'y;

=~

(x) é a solugdo exata do problema.
Ao selecionar a funcgao peso w(x) =T(x) fica estabelecida a energia para a equacao de

Laplace como sendo

HT(X)HZ =B (:F(x),f('x‘)) = / (vf(x).kvf(x))" dQ =

k / T(x)3 BT(X dI‘+ / T(x BT(X T, | (7.3)

onde k é a condutividade térmica.

A partir de uma solugao aproximada para o problema, especiﬁcada pelos campos T'(x) e

g’ﬁ(;‘; no contorno, define-se as fungoes erro para a temperatura e para o fluxo como
T = T(x)-T(x) paraV x € Tp (7.4)
e

e? = g:((;())—gz((;{)) paraVx € [y (7.5)

Para a medida do erro é usada a definicio dada por Holzer [32], a qual é reescrita a

seguir:
e TII 3T((;‘)) eTdl — k / T(x)e?dT
onde '
OTX) 7. [T®) sz o [T 0
J o df _FN 3n(x)T( )dT J (9n(x)T( )dT, (7.6)
/ T(x)e?dl = / T )g?;((::)) dl’ — / T(x)gz((;))dl“, (7.7)
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sendo o erro percentual relativo calculado por

n= 100M ] | (7.8)

T
760,
Outra maneira de comparar os resultados é através da relacao direta da temperatura e

do fluxo em um ponto x;. Para isto sao definidas as seguintes medidas percentuais de erro:

T(x:)-T(x:)

T(x,- ) (9)

€rp () = 100

AT (xi) _ OT(x;)
On(x;)  9n(x)
8T (x;)
on(x;)

(7.10)

Srpa) = 100

para os regides de condicéo de contorno de Neumann e Dirichlet, respectivamente.

7.4 Niimero de condicao

Nos procedimentos de inversao de matrizes, a qualidade da solucao estd diretamente
relacionada com o nidmero de co_ndi(;éo-da matriz a ser invertida. Como matrizes malcondi-
cionadas resultam em nimeros de condicao elevados e solugoes com pouca confiabilidade,
o cdlculo de um indicador de condicionamento para as matrizes obtidas por um método
numérico é vital. Dentre as vdrias opgoes de estimativa do niimero de condigao, o critério
baseado na decomposigao por vélor singular, ou simplesmente SVD (sigla do termo inglés
Singular Value Decomposition [57]), é empregado neste trabalho. A partir do teorema bésico
da técnica SVD define-se o nimero de condigio Cond [57] como

Maiz

Cond = (7.11)

1
Min
W;

onde WM& ¢ WM™ 530 0 maior valor e o menor valor singulares obtidos pela técnica SVD.
Normalmente o condicionamento de uma matriz é analisado a partir do logaritmo de

Cond, definido como segue:

NCond = log Cond. (7.12)
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7.5 Placa retangular com solugao regular

Esse exemplo tem o objetivo de avaliar a base proposta e as formulacoes Forte, Hiper e
Simétrica num problema simples, comparével ao conhecido Patch Test em elementos finitos.
O problema analisado, bem como as dimensoes e condigoes de contorno, estao ilustrados

na Figura 7.1.

)

10 m
P ‘ (0]
Ti=10 K |
llsoladas E
T:=100 K
S ﬂ -

™S

Figura 7.1: Placa retangular com as dimensoes e os carregamentos impostos.

N X,

A temperatura nas faces MN e OP sao Ty = 10 K e T, = 100 K, respectivamente,
enquanto que nas faces NO e PM o fluxo de calor é nulo.
A solucao analitica deste problema € linear e descrita pelas expressoes que seguem:

TI;TZ] ry em NO e PM (7.13)

T(x)=T2+[

0z, 01y

Para facilitar os cdlculos, toma-se

qx)= —kVT (x) =—k [BTV(x)el + 8T(X)ez} =k [TZ ; Tl] e, em MN e OP. (7.14)

k=10Wm™ ! K1 (7.15)

Convém frisar que os resultados da andlise numérica usados na comparacao com a solugao

exata t&m sete algarismos significativos.
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As comparagoes para esse caso sao aprésentadas para o contorno do retdngulo desen-
volvido no eixo das abscissas, sendo que as coordenadas dos vértices M, N, O e P sao
0, 10, 25, 35 e 50 m, respectivamente, medidos em comprimento dé arco, no sentido anti-
horério, a partir da origem do sistema de coordenadas z; e 5. Os erros da temperatura e do
fluxo em percentagem, equagdes (7.9) e (7.10), estao apresentados n_és eixos das ordenadas.
Para evitar que haja dificuldades de interpretacgao das figuras onde os resultados sdo mostra-
dos, decidiu-se apresentar cada andlise em duas figuras. Na primeira figura de cada anélise,
como por exemplo a 7.2, é apresentado 6 erro da temperatura para as faces NO (infervalo de
10 a25m)e PM (intervalo de 35 a 50 m),'enquanto que na segun(i_a, por exemplo a 7.3, o
erro do fluxo é apresentado para as faces MN (intervalo de 0 a 10 m) e OP (intervalo de 25
a 35 m). Obviamentente que a superposicao destas duas figuras representa todo o contorno
do corpo analisado.

O objetivo desta primeira andlise é o de verificar se a particao da unidade consegue repre-
sentar adequadamente campos de temperatura e fluxo, bem como o de verificar o condiciona-
mento das suas matrizes. Para isso, o problema apresentado na Figura 7.1 é inicialmente
discretizado com 2 nuvens por lado, em seguida por 5, 10 e 31 nuvens, o que totaliza 8, 20,
40 e 124, respectivamente.

Nas Figuras 7.2 e 7.3, apresenta-se o comportamento das solugoes das abordagens Forte,
Hiper e Simétrica para o caso de duas nuvens nao enriquecidas em cada um dos quatro

contornos, totalizando 8 nuvens para a andlise.
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g, 1.0E4 -
8.0E-5 -
6.0E-5
4.0E-5 | Erro Temp. - 8 Nuvens
—¥— Forte
—E&— Hiper
20E-5 ] —A— Simétrica
A
0.0E+0 — —T

50
S {m]

0 15 20 25 30 35

Figura 7.2: Erros na temperatura para duas nuvens nao enriquecidas por contorno.

& 2.0E-5
1.6E-5 —
1.2E-5
Erro Fluxo - 8 Nuvens
—¥— Forte
8.0E-6 —&— Hiper
—A— Simétrica
4.0E-6 —
0B +———— 71— 1 71 % 1 ¥
0 5 10 15 20 25 30 35

S[m]

Figura 7.3: Erros no fluxo para duas nuvens nao enriquecidas por contorno.

Nas Figuras 7.4 e 7.5, apresénta—se o comportamento das trés abordagens com 5 nuvens

nio enriquecidas e igualmente espacadas por contorno, totalizando vinte (20) nuvens.
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Eru >0E-4 - Erro Temp. - 20 Nuvens
—— Forte
4,054 - —— Hiper

Figura 7.4: Erros na temperatura para cinco nuvens nao enriquecidas por contorno.

g, 40B-4 -

3.0E4 +

2.0E4 -

1.0E-4 —

0.0E+0

—A— Simétrica

S[m]

Frro Fluxo - 20 Nuvens

—¥— Forte
—E&— Hiper
—aA— Simétrica

1T 71 T/ T T 77

0 5 10 15 20 25 30 35

Sim]

Figura 7.5: Erros no fluxo para cinco nuvens nao enriquecidas por contorno.

82

Nas Figuras 7.6 € 7.7, 7.8 e 7.9, apresenta-se o comportamento das solugoes para 10 e 31

_ nuvens nao enriquecidas por contorno, também com espagamento constante, totalizando 40

e 124 nuvens, respectivamente, na discretizacao do problema.



Capftulo 7 - Programa e resultados numéricos &3

g, 1.6E-3 o
Erro Temp. - 40 Nuvens
—¥— Forte
12E3 - —&— Hiper

—A— Simétrica

8.0E<4 -
40E4 -
)
0.0E+0 pRetcgS-RE L5 R S S e s S
0 15 20 25 30 35 40 45 50
. S[m]

Figura 7.6: Erros na temperatura para dez nuvens nao enriquecidas por contorno.

Sr. 8.0E-4 - Erro Fluxo - 40 Nuvens
3 —M— Forte
—&— Hiper
6.0E-4 — —aA— Simétrica
4.0E-4 -
4
2.0E4 —
0.0E+) — T T T T ]
0 5 10 15 20 25 30 35 .

S[m]

Figura 7.7: Erros no fluxo para dez nuvens nao enriquecidas por contorno.
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& 6.0E4 —
Erro Temp. - 124 Nuvens
4.0E4 —%— Forte
—E— Hiper
—A— Simétrica

Figura 7.8: Erros na temperatura para trinta e uma nuvens nao enriquecidas por contorno.

g, 40E-3 5
Erro Fhuxo - 124 Nuvens
—¥— Forte + T
—5— Hiper
3.0E-3 T —aA— Simétrica
k' . r
2.0E-3 s

15 20 25 30 35
Sim]|

Figura 7.9: Erros no fluxo para trinta e uma nuvens nao enriquecidas por contorno.

A seguir sao tecidos comentdrios a respeito do comportamento dos métodos, com o auxilio
da colecao de resultados apresentada para este primeiro modelo.
Em relacao ao erro da temperatura, observado nas Figuras 7.2, 7.4, 7.6 e 7.8, verifica-

se que a formulacdo que apresenta menor sensibilidade as fungoes de final de fronteira é a
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Forte, seguido de perto pela Hiper e, por tltimo, pela Simétrica. Mesmo assim, o maior erro
percentual dessa tdltima, mostrado na Figura 7.6, em relacao as demais formulagoes, ¢ da
ordem O[1073], o que é seguramente pequeno em termos absolutos. ‘Quanto ao comporta-
mento da solugao em fungao do enriquecimento h, nota-se uma tendéncia dos trés métodos
se igualarem para locais distantes dos extremos das fronteiras (vértices), porém sempre com
melhor desempenho da formulacao Forte. Para finalizar a andlise do erro na temperatura,
pode-se observar que nas situagoes analisadas hé a simetria geométrica de todas as curvas de
erro para os lados direito e esquerdo dé peca analisada, o que indicé consisténcia numérica
dos métodos implementados.

Quanto aos erros do fluxo, Figuras 7.5, 7.7 e 7.9, observa-se uma tendéncia das formu-
lagoes apresentarem o mesmo erro, apesar das nuvens dos extremos perturbarerh a resposta,
em regioces vizinhas aos vértices do retéhgulo. Mesmo assim os erros dessas regioes sao da
ordem O[1073], em percentagem, o que ndo é um erro aprecidvel em valores absolutos (o
uso de uma formulacao que impoe continuidade do gradiente da temperatura, nessa regiao,
reduz o erro). Observa-se que para este tipo de condi¢ao de contorno nao héd predominéncia
de melhor desempenho de uma formula¢dao quando hé o enriquecimento h, valendo a pena
frisar que o melhor desempenho é obtido por todas as formulagoes com o nimero minimo
possivel de nuvens. Isso porque a solugdo exata do problema, que é linear, é obtida com
a prépria particao da unidade e com apenas duas nuvens por contorno. O enriquecimento
h obviamente induz a um aumento do erro, como percebido nos resultados apresentados,
devido as operagoes realizadas cofn ntimero finito de algarismos significativos no processo de
solugao numérica.

No método dos elementos de contorno de Galerkin, na situagao em que hd uma descon-
tinuidade geométrica ou de carregamento, também ocorre um efeito semelhante ao né duplo
do método dos elementos de contorno por colocacao. Isso é causado pela aplicagao do méto-
do dos residuos ponderados, onde as equagOes integrais do problema sao ortogonalizadas
em relacdo as fungdes de interpolagao, equacdes (3.7) e (3.8), do inicio e do final de cada

fronteira. Para analisar a influéncia desse efeito, faz-se uso do problema da placa retangular
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mostrado na Figura 7.1, modelada agora éom duas fronteiras de igual tamanho na base M N
e na lateral direita NO. Dessa forma, a base da solu¢do gerada é descontinua nao apenas
nos vértices do dominio, mas também nos pontos A e B, como mostrado na Figﬁra 7.10.
As posicoes dos pontos A e B estdo em locais de mesma condigao de contorno, bem como
distantes de cantos, de tal maneira a evitar a influéncia da mudanga brusca de condicao de

contorno e/ou de geometria na analise.

%

Lado §
A
gl
E ~
o
g B
-
Pontos de simulagio -
de descontinuidade 8 !
geométrica 3 o~
Ladol A  Lado2
:
5
5 X,

Figura 7.10: Placa retangular para andlise do efeito do final de fronteira.

A andlise deste efeito é efetuada com modelos constituidos de 12, 22 e 40 nuvens, dis-

tribuidas da forma mostrada na Tabela 7.1.

Os resultados para o erro da temperatura estao plotados nas Figuras 7.11, 7.13 e 7.15,
enquanto que os erros para o fluxo estao mostrados nas Figuras 7.12, 7.14 e 7.16, sendo que

_apenas sao apresentados os resultados das regioes de interesse, visto que nas demais nao hé

alteragGes significativas.
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Tabela 7.1: Distribui¢ao das nuvens por modelo.

Nimero de nuvens por modelo
Posigao Primeiro | Segundo | Terceiro
Lado 1 2 3 5
Lado 2 2 3 5
Lado 3 2 3 )
Lado 4 2 3 5
Lado 5 2 5 10 -
Lado 6 2 5 10
Total de nuvens 12 22 40
Erv 1.284 —‘
, Exro Temp.
8.0E-5 ~ % Forte
—&— Hiper
—A— Simétrica
4.0E-5 —
‘ /
0.0E+0 2 —_— , — ,
10 15 20 25
Sim]

Figura 7.11: Erro de tempera,turél no ponto B para o caso de 12 nuvens nao enriquecidas no

contorno.
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E. 6.0E-4 —
Erro Fhxo
4084 X Fore
’ —5— Hiper
—&— Simétrica
2.0E4
4
k.
0.0E+0 — G“—T"’]/'fj
0 2 4 6 8 10

Sfm]

Figura 7.12: Erro de fluxo no ponto A para o caso de 12 nuvens néo enriquecidas no contorno.

&, 40E-4 -
3.0E4 —
Erro Temp.
—X¥— Forte
2.0E-4 — —&— Hiper
—&— Simétrica
1.0E-4
4

10 15 20 25
S{m]

F iguré 7.13: Erro de temperatura no ponto B para o caso de 22 nuvens nao enriquecidas no
contorno. '
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£, 4.0E-4 —

2.0E4
Erro Fluxo
—x¥— Forte
—S— Hiper
1.0E-4 — ) —&A— Simétrica
0.0E+0 — e
0 2 ;4 6 8 10
- S{m]

Figura 7.14: Erro de fluxo no ponto A para o caso de 22 nuvens nao enriquecidas 1o contorno.

&, 1.2E-3
8.0E-4 — '
Erro Temp.
—¥— Forte
—&— Hiper
—&— Simétrica
4.0E-4 —
‘ /
0.0E+04;%—F e}
10 15 20 25
S[m]

Figura 7.15: Erro de temperatura no ponto B para o caso de 40 nuvens nao enriquecidas no
contorno. '
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£ 8.0E4 —

6.0E4 —
Erro Fluxo
—¥— Forte
—— Hiper
4.0E4 - —A— Simétrica

2.0E-4 —

0.0E+0 — T T T T
0.0 2.0 4.0 6.0 80 10.0
S[m]

Figura 7.16: Erro de fluxo no ponto A para o caso de 40 nuvens nao enriquecidas no contorno.

Pode-se observar que os saltos da solugéo aproximada para os pontos B (S = 17.5m)e A
(S = 5 m), Figuras 7.11, 7.12, sao apenas da ordem de O[107°] e O[107*] para temperatura
e fluxo, respectivamente. Os resultados para um nidmero maior de nuvens por contorno, no
caso 22 e 40 nuvens, Figuras 7.13 a 7.16, apresentam descontinuidades desprezdveis. |

Apesar da geometria ser bastante favordvel para as descontinuidades em A (S =5m) e
B (S = 17.5 m), pode-se concluir que a presenca de um extremo de fronteira em uma dada
regiao do problema nao afeta a sua solucao de maneira aprecidvel, especialmente quando o
nimero de nuvens em fronteiras contiguas é maior do que dois.

A seguir esta andlise é amplida para verificar o efeito da integragao por parte finita das
integrais hiperéingulares.

No item 6.3, Capitulo 6, trata-se do efeito denominado dependéncia de escala que a
integracao por parte finita de Hadamard causa nas integrais hipersingulares (Krisnasamy
et alii [39]). Porém, naquele item, mostra-se que o método dos elementos de coﬁtorno de
Galerkin nao é afetado pela dependéncia de escala, em fungao do procedimento de integragao.

Vale a pena lembrar que a versao Forte nao é afetada pelo efeito da escala pelo fato da mesma
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nao conter integrais hipersingulares na sua formulacao.
Com o intuito de provar que os elementos de contorno de Galerkin, que contem integrais
hipersingulares em sua formulagao nao sao afetados pelo efeito da escala, sao apresentados,

a seguir, os resultados do exemplo mostrado na Figura 7.17.

A

Lado 5
-+
Ponto B sl n
. 3 o~
o
(=}
b}
= 7
o
gl
Ponto A 3l ~
Lado 1 Lado 2
5 5
X,

Figura 7.17: Modelo para andlise do efeito de escala.

Na primeira etapa é analisado o efeito do fator escala em uma regido de condi¢ao de
contorno de Dirichlet, como por exemplo o ponto A, e na segunda etapa é analisado o ponto
B da regiao de contorno de Neumann. Nesses dois pontos, o efeito de descontinuidade
- & induzido numericamente considerando que duas nuvens tenham os seus centros nestes
pontos, como foi feito no exemplo anterior a este.

Convencionou-se ainda que os resultados para fluxo em A e temperatura em B sao dife-
rentes nos limites & esquerda e & direita, sendo grafados por qa_, qa, € TB_,. T, e que as
condicoes de contorno deste problema sao as mostradas na Figura 7.1.

Na primeira etapa, onde é analisado o comportamento do fluxo no ponto A, o contorno
é discretizado da seguinte forma:

Lado 1 - variando de duas (2) a vinte nuvens (20),
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Lado 2 - 20 nuvens,
Lado 3 - 10 nuvens,
Lado 4 - 10 nuvens,
Lado 5 - 10 nuvens,
Lado 6 - 10 nuvens.

O salto do fluxo é medido a partir da seguinte definigao:

¥ =100 | A=A+ (7.16)
gA_
e a escala, para o caso de espagamento uhiforme, é definida por
Ny —1
¢ = Na —1 (7.17)

onde

ga_é o fluxo no ponto A pela nuvem a esquerda,

g4, é o fluxo no ponto A pela nuvem a direita,

N,_é& o niimero de nuvens no Lado 1 (de 2 a 20),

N4, é o nimero de nuvens no Lado 2 (20).

Sendo assim, os resultados desta priineira etapa estao mostrados nas Tabelas 7.2 e 7.3,
para as vers6és Hiper e Simétrica.

Vale a pena acrescentar que arsolugéo exata do fluxo da regiao analisada é 6.0 ;nv%

- Na segunda etapa, onde é analisado o salto da temperatura no ponto B, o contorno &

discretizado da seguinte forma:

Lado 1 - 10 nuvens,

Lado 2 - 10 nuvens,

Lado 3 - variando de duas (2) a vinte (20) nuvens,

Lado 4 - 20 nuvens,

Lado 5 - 10 nuvens,

Lado 6 - 10 nuvens.
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Tabela 7.2: Salto do fluxo para a formulagao Hiper.

Formulagao Hiper - Salto do Fluxo

¢

gA_

ga.

4

1/19

5.999994

5.999983

0.000183

6/19

5.999993

5.999983

0.000167

10/19

5.999990

5.999984

0.000100

15/19

5.999990

5.999984

0.000100

19/19

5.999984

5.999984

0.0

Tabela 7.3: Salto do fluxo para a formulagao Simétrica.

Formulagao Simétrica - Salto do Fluxo
¢ qa_ 94, v
1/19 | 5.999826 | 6.000322 | 0.008267
6/19 | 6.000015 | 6.000020 | 0.000083
10/19 | 6.000015 | 6.000016 | 0.000017
15/19 | 6.000014 | 6.000014 0.0
19/19 | 6.000013 | 6.000013 0.0

O salto da temperatura é medido a partir da seguinte deﬁnigéo:.

onde

T =100

TB- - TB

+

Ts.

3

Tg_ & a temperatura no ponto B pela nuvem 4 esquerda,

Ts

+

A escala tem a mesma definicao dada pela equagao 7.17, porém os lados envolvidos na

presente etapa sao o Lado 3 e o Lado 4.

Os resultados dessa tdltima etapa, para as versces Hiper e Simétrica, estao mostrados nas

Tabelas 7.4 e 7.5.

Tabela 7.4: Salto da temperatura para a formulacao Hiper.

é a temperatura no ponto B pela nuvem a diretta.

Formulacao Hiper - Salto da Temperatura
¢ Tg_ Tg, T

1/19 | 55.00004 | 55.00003 0.000018

6/19 | 55.00006 | 55.00005 0.000018

10/19 | 55.00007 | 55.00007 0.0

15/19 | 55.00009 | 55.00009 0.0

19/19 | 55.00011 | 55.00011 0.0
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- Tabela 7.5: Salto da temperatura para a formulagao Simétrica.

| Formulagao Simétrica - Salto da Temperatura
¢ Tp_ Tg, T
1/19 | 54.99987 | 54.99987 0.0
6/19 | 55.00003 |.55.00003 0.0
10/19 | 55.00031 | 55.00030 0.000018
15/19 | 55.00088 | 55.00088 0.0
19/19 | 55.00161 | 55.00161 0.0

A solugao exata para a temperatura no ponto analisado é 55.0 K.

94

Como é observado nessa anélise, os erros das duas formulagoes sao muito pequenos, o

que comprova que o efeito de escala nao se manisfesta no método dos elementos de contorno

de Galerkin. Isso & um fator que assegura uma boa robustez dessa formulacao.

Para completar a andlise do problema da placa retangular, na Figura 7.18 mostra-se a

variacao do nimero de condigao NCond, equagdo (7.12), em funcdo do nimero de nuvens

para as trés abordagens. Observa-se que, com o aumento do nimero de nuvens, os nimeros

de condicao para as trés abordagens tém comportamento similar entre si.

NCond

Figura 7.18: Nimero de condi¢ao em fungao do nimero de nuvens.

3.0 -
2.5
2.0 1
1.5
Formulagdes
—¥— Forte
1.0 4 ©— Hiper
] —A— Simétrica
0.5 —

"30 45 60 75 %

105 120 135

Nuvens

Esse resultado mostra que o condicionamento das matrizes geradas pela particao da
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unidade dos trés métodos € bom, o que impliéa uma boa qualidade das suas inversas. Convém
salientar que nao é empregado qualquer procedimento de pré-condicinamento nas matrizes
analisadas.

A andlise de condicionamento € restrita apenas as matrizes obtidas com a partigao da
unidade, porque as geradas pelo enriquecimento hierdrquico sao sinéulares. Esse problema
é causado pelo fato da particao da unidade ser uma func¢do tenda eo enriquecimento ser
feito por polinémios de Legendre, o que gera dependéncia linear entre as linhas das matrizes
obtidas. Sendo assim, é necessaria a adogéo de procedimentos de solugao do sistema linear
que supere essa dificuldade adicional. Para contornar essa diﬁculdadé, no presente trabalho,

a técnica proposta por Duarte et alli [22] & utilizada.

7.6 Problema de Motz

A robustez de qualquer método numérico para solugoes de equacoes diferenciais é posta
a prova na presenga de descontinuidades severas de condigoes de contorno ou de geometria
das pecas. O problema de Motz, [32] e [42], é um padrio bastante eficaz para este tipo de
anélise. O problema consiste em uma placa plana com geometria e carregamento mostrados

na Figura 7.19.

x, A

Isolamento Térmico

—

T=500 K

(_—
r,/T=0K .

ZZ Z ol

Im

Im 1m

Figura 7.19: Problema de Motz, suas dimensoes e carregamentos.
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A solucao desse problema é dada na forma de séries (42] por:
M " 1
T(r,0) = ; btz cos(l + 5)0 (7.18)
onde (r, ) sao coordenadas polares e b, sao coeficientes da série. Salienta-se que a singula-
ridade dessa solugao ocorre no fluxo em z; = x5 = 0.
A energia para esse problema, equagao 7.3, calculada com sete digitos significativos (32],
vale |

HT(X)“fE _ 85079.28 W K m. (7.19)

A comparagao é realizada através de quatro estratégias de modelamento:

1. malha com espagamento e enriquecimento uniformes das nuvens;
2. malha com espagamento uniforme e enriquecimento p adaptativo,

3. enriquecimento uniforme e espagamento em progressdo geométrica com razao 0.15

na dire¢do da singularidade;

4. enriquecimento p adaptativo e espacamento em progressdo geomélrica na direcao

da singularidade.

Cada estratégia tem os seus resultados apresentados em trés figuras, onde a primeira
figura corresponde ao problema discretizado por quinze (15) nuvens, sendo a segunda e
a terceira correspondentes ao problema discretizado por trinta (30) e trinta e cinco (35)
nuvens respectivamente. Cada figura representa o erro percentual relativo 7, equagao (7.8),
em fuﬁgéo mimero de graus de liberdade NG L (que cresce pelo enriquecimento hierdrquico).

Em funcao das estratégias de anélise, vale observar que o aumento do nimero de graus
de liberdade da primeira e da terceira estratégias é diretamente relacionado com o grau
do polinémio enriquecedor, pois o enriquecimento é uniforme. Assim, o primeiro passo de
cada uma das primeiras seis figuras corresponde a um enriquecimento de grau zero, ou seja, a
‘prépria partigao da unidade. Do segundo até o sexto e 1iltimo passo tem-se a correspondéncia

dos enriquecimentos por polinémios de Legendre com grau um até cinco, respectivamente.
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Nessas seis figuras o grau do poliﬁémio enriqiuecedor é explicitamente indicado em cada passo
do enriquecimento.

Para a segunda e a tdltima estratégias, como o enriquecirﬁento é p.adaptativo € nao existe
uma correlacao ébvia do nimero de graus de liberdade do modelo com o grau das funcoes
~enriquecedoras, a distribuiééo do grau das funcoes enriquecedoras dé cada nuvem é tratada

de forma especial no final deste item.

7.6.1 Motz — primeira estratégia de andlise

O objetivo dessa primeira estratégia é o de observar a convergéncia da solugao para o

caso das nuvens dispostas com espagamento constante e enriquecimento uniforme.

10.0 H
Erro para 15 Nuvens
—¥— Forte 3
—&— Hiper
—&— Simétrica
1.0 : . . ]
10 - 100

NGL

Figura 7.20: Erro n para trés nuvens por contorno com enriquecimento p € espagamento
uniformes.
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n 1000
FErro para 30 Nuvens
0 —¥— Forte
N —O— Hiper
0 —A— Simétrica
10.0 1
1.0 ] oy —
10 100 1000

NGL

Figura 7.21: Erro n para seis nuvens por contorno com enriquecimento p e espagamento
uniformes.

n 1000
Erro para 35 Nuvens
—¥— Forte
0 —&— Hiper
—&— Simétrica
10.0
] s
5
10 ———— : —~r
10 100 1000
NGL

Figura 7.22: Erro 7 para sete nuvens por contorno com enriquecimento p e espagamento
uniformes.
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7.6.2 Motz — segunda estratég'ia de anilise

Nessa segunda estratégia, as nuvens também estao dispostas com espagamento uniforme,

porém o enriquecimento polinomial é adaptativo.

Erro para 15 Nuvens
—¥— Forte
—&—  Hiper
—&A—  Simétrica
10.0
“a
“a
10 : : : ——
10 100

NGL

Figura 7.23: Erro n para trés nuvens por contorno com enriquecimento p adaptativo e
espagamento uniforme.
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n 100.0
Exro para 30 Nuvens
—%— Forte
—C— Hiper
—4A—  Simétrica
10.0
1.0 ——— e
10 100 1000
NGL

Figura 7.24: Erro n para seis nuvens por contorno com enriquecimento p adaptativo e es-
pacamento uniforme.

n 1000 5
1 Earo para 35 Nuvens
: —¥— Forte
—&— Hiper
7 —&— Simétrica
10.0 —
J . \
1.0 . ————— )
10 100 1000

NGL

Figura 7.25: Erro n para sete nuvens por contorno com enriquecimento p adaptativo e
espacamento uniforme.
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7.6.3 Motz — terceira estratégia de andlise

Nessa andlise as nuvens estao dispostas com espacamento em progressao geométrica com
razao 0.15 em direcao a singularidade, sendo o enriquecimento p homogéneo ou uniforme. O

objetivo dessa andlise é o de avaliar o efeito da distribuigao das nuvens na convergéncia do

método.
n 100.0
Erro para 15 Nuvens
—¥— Forte
) —&— Hiper
f - —A— Simétrica
10.0
5
1.0 . . . , e
10 100

NGL

Figura 7.26: Erro n para trés nuvens com espagamento nao uniforme e enriquecimento p
uniforme.
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n 100.0
A
Erro para 30 nuvens
—3¥— Forte
—O— Hiper
10'0_: —A— Simétrica
1.0 o
0.1 ———————— —————r
10 100 1000

NGL

Figura 7.27: Erro n para seis nuvens por contorno com enriquecimento p uniforme e espaca-
mento nao uniforme.

n 100.0
] 0
Erro para 35 Nuvens
—¥— Forte
—&— Hiper
100 < —A— Simétrica
1.0 H
0.1 -
10 1000
NGL

Figura 7.28: Erro n para sete nuvens por contorno com enriquecimento p uniforme e espaga-
mento ndo uniforme.
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7.6.4 Motz — quarta estratégié de andlise

Nessa quarta estratégia as nuvens também estao dispostas com espagamento em pro-
gressao geométrica com razao 0.15 em diregao a singularidade, porém o enriquecimento é p
adaptativo, sendo que o objetivo dessa andlise é o de verificar o efei_to do enriquecimento p
associado a distribuicao nao uniforme das nuvens na regiao da perturbag¢ao, o que simula

um procedimento hp adaptativo.

n 1000
] Erro 15 Nuvens
* —»— Forte
—— Hiper
—a&A— Simétrica
10.0 4
1.0 . . - —————
10 100

NGL

Figura 7.29: Erro 7 para o caso de trés nuvens por fronteira em progressao geométrica e
enriquecimento p adaptativo. '
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] Exrro 30 Nuvens
—¥— Forte
100 4 —&— Hiper
: —aA— Simétrica
1.0 4
0.1 . - l . . ———

10 100 1000
‘ NGL

Figura 7.30: Erro n para o caso de seis nuvens por fronteira em progressao geométrica e
enriquecimento p adaptativo.

n 1000 E

Erro 35 Nuvens
—x¥— Forte
—&— Hiper
—A— Simétrica

10.0 4

1.0 +

0.1 . —————] . ——

10 100 1000

NGL

Figura 7.31: Erro n para o caso de sete nuvens por fronteira em progressao geométrica e
enriquecimento p adaptativo.
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Tabela 7.6: Taxas de convergéncia para o caso de 30 nuvens.
Enriquecimento p uniforme - 30 nuvens

Forte Hiper Simétrica
NGL n a n a n a
30 4.8833 - 4.1764 — 53.0695 -

60 | 2.8024 | 0.8012 | 3.1973 | 0.3854 | 8.9439 | 2.5689
90 | 1.4197 { 1.6772 { 0.7772 | 3.4881 | 3.5606 1| 2.2716
120 | 0.7000 | 2.4579 | 0.5607 | 1.1351 | 1.7336 ‘| 2.5019
150 | 0.3926 | 2.5917 | 0.1271 | 6.6528 | 0.8686 | 3.0968
180 | 0.1443 | 5.4883 | 0.1810 | —1.9409 | 0.5081 | 2.9409

7.6.5 Motz — andlise da convergéncia da discretizacao

Com os resultados apresentados' é imi)ortante definir uma medida de convergéncia para
a andlise destes. Uma medida bastante usada pelos autores do método dos eiemen’cos de
contorno e finitos, podendo ser citado Holzer [33], é a inclinacao da reta que uné dois pontos
consecutivos dos graficos n X NGL. Sendo assim, define-se a taxa de convergéncia ’a”

como:

. log(ni/n,)
“= log(NGLi INGL,) (7.20)

onde: 7, é o erro correspondente ao i-ésimo NGL;,

Vale observar que a convergéncia da curvan x N CL com a taxa "a” constante com o
aumento do mimero de graus dg_liberdade, é denominada de algébrica, enquanto que se as
taxas forem continuamente crescéntes com o aumento de NGL a convergéncia é denominada
de ezponencial (Szabé & Babuska [66]).

Com essa definicao, as taxas de convergéncia dos resultados apresentados nas Figuras

7.27 e 7.28 estao apresentadas nas Tabelas 7.6 e 7.7.

Nas Tabelas 7.8 e 7.9 estao mostradas as taxas de convergéncia que os ‘trés métodos

apresentam nas Figuras 7.30 e 7.31, para 30 e 35 nuvens com enriquecimento p adaptativo.
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Tabela 7.7: Taxa de convergéncia para 35 nuvens.
Enriquecimento p uniforme - 35 nuvens

Forte Hiper Simétrica
NGL n a 7 a n a
35 | 5.1820 - 4.1339 - 51.8 -

70 | 2.8736 | 0.8507 | 3.1530 | 0.3908 | 8.9581 | 2.5317
105 | 1.4211 | 1.7366 | 0.8146 | 3.3381 | 3.5501 | 2.2828
140 | 0.7236 | 2.3460 | 0.5119 | 1.6148 | 1.7333 | 2.4922
175 | 0.3631 | 3.0904 | 0.2149 | 3.8892 | 0.8696 | 3.0909
210 | 0.2946 | 1.1476 | 0.1083 | 3.7569 | 0.4444 | 3.6822

Tabela 7.8: Taxa do erro para 30 nuvens com enriquecimento p adaptativo.
Enriquecimento p adaptativo - 30 nuvens

Forte Hiper Simétrica
NGL 7 a NGL n a NGL n a
30 | 4.8833 — 30 |4.1764 — 30 | 53.069 —

53 | 27912 | 0.9829 o7 | 3.1995 | 0.4152 60 | 8.9439 | 2.5689
67 | 1.5144 | 2.6085 74 | 0.8329 | 5.1560 78 | 3.6976 | 3.3667
74 10.3836 | 13.8190 84 |0.5128 | 3.8269 92 | 1.7263 | 4.6141
76 | 0.6105 | —17.4257 | 89 | 0.5393 | —0.8698 | 100 | 0.8837 | 8.0311
- — - 91 |0.5370 | 0.1892 103 | 0.3364 | 32.677

Tabela 7.9: Taxa de convergéncia para 35 nuvens com enriquecimento p adaptativo.
Enriquecimento p adaptativo - 35 nuvens

Forte Hiper Simétrica
NGL n a NGL n a NGL n a
35 |4.8833 — 35 |4.1764 - 35 51.8 —

56 | 2.7911 | 1.2849 59 | 3.1995| 0.4888 69 | 8.9582 | 2.5853
70 | 1.5144 | 2.9127 72 1 0.8329 | 10.3948 | 87 | 3.6697 | 3.8501
76 | 0.3836 | 13.516 79 | 0.5128 | —8.3314 | 100 | 1.7386 | 5.3643
78 10.6105 | —13.427 | 84 | 0.5393 | 0.0661 106 | 0.8744 | 11.795
— - - 86 | 0.5370 | 0.0639 108 | 0.3608 | 47.351
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Tabela 7.10: Erro 5 para as versoes Forte, Hiper e Simétrica na primeira estratégia.

Primeira estratégia
Forte Hiper Simétrica
N2 de nuvens | NGL n NGL n NGL n
15 90 |4.1314 | 90 |6.5583| 90 | 4.0172
30 180 | 2.6784 | 180 | 3.9581 | 180 | 2.3473
35 210 | 24399 | 210 | 3.5613 | 210 1} 1.9578

Andlise do erro da primeira estratégia

Para a primeira estratégia, onde o problema é analisado com nuvens com espagamento
e enriquecimento uniformes, Figuras 7.20, 7.21 e 7.22, h4 uma tendéncia bastante parecida
de comportamento dos trés métodos com o aumento do nimero de graus de liberdade,
independentemente do nimero de nuvens. Nessa situagao observa-se uma m’tid? vantagem
da versao Forte para um nimero pequeno de graus de liberdade, sendo que para um niimero
maior de graus de liberdade a vantagem passa a ser da formulacao Simétrica. A versao Hiper
apresenta o pior desempenho nessa situacao. O tipo de convergéncia apresentada pelas trés
versoes para esta modelagem é a algébrica, pois a inclinagao das retas que unem os pontos

de cada curva se mantém constante com o aumento do nimero de graus de liberdade.
Andlise do erro da segunda estratégia

Na segunda estratégia, onde o problema ¢ analisado com nuvens uniformemente espagadas
e enriquecimento p adaptativo, Figuras 7.23, 7.24 e 7.25, hd um comportamento semelhante
da convergéncia dos trés métodos com o aumento do nimero de graus de liberdade NGL,
independentemente do nimero de nuvens. Convém salientar que os erros sao altos quando
o niimero de nuvens é baixo.

Nessa segunda estratégia observa-se uma nitida vantagem do procedimento de‘ enriqueci-
mento adaptativo em relagdo ao uniforme, empregado na primeira estratégia. Kssa vantagem
se traduz em um nimero de graus dé liberdade bem menor para aproximadamehte 0 mesmo
erro, como se verifica nas Tabelas 7.10 e 7.11.

O tipo de convergéncia apresentada pelas trés versoes para essa modelagem ¢é a algébrica,

pois a inclinacao das retas que unem os pontos de cada curva, na regiao assintética, nao
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Tabela 7.11: Erro n para as versoes Forte, Hiper e Simétrica na segunda estratégia.

Segunda estratégia
Forte Hiper Simétrica
N2 de nuvens | NGL n NGL i NGL n
15 56 | 4.1195| 53 [6.2952| 68 | 4.1469
30 69 | 27871 | 61 |2.7851| 96 | 2.4067
35 73 124832 62 |3.6181| 105 | 2.1785

cresce continuamente com o aumento do nimero de graus de liberdade.
Andlise do erro da terceira estratégia

Para a terceira estratégia, onde a discx;etizagéo é feita com o espagamento em progressao
_geométrica na direcao da singularidade, nota-se um comportamento pré-assintético na versao
Simétrica, quando o nidmero de nuvens é pequeno, como se observa na Figura 7.26. Esse
comportamento desaparece quando o nimero de nuvens é maior, porém o erro apresentado,
para um mesmo numero de graus de libérdade, é o maior das trés versoes, como pode ser
observado nas Figuras 7.27 e 7.28. Adicionalmente, a versao Forte também apresenta um
comportamento pré-assintético quando o nimero de nuvens & baixo. O comportamento do
erro da Hiper nao é algébrico, enquanto que a convergéncia da solugao para as versoes Forte
e Simétrica é exponencial, como pode ser visualizado nas Figuras 7.27 e 7.28 e nas Tabelas
7.6 e 7.7, respectivamente, exceto para o segmento que liga o enriquecimento de quarta e

quinta ordem da versao Forte (Tabela 7.7).
Andlise do erro da quarta estratégia

Para a ultima estratégia de andlise cio problema de Motz, onde o enriquecimento é p
adaptativo e o espagamento é em progressao geométrica na diregéo da singularidade (malha
~ geométrica [66]), os resultados sao apresentados nas Figuras 7.29, 7.30 e 7.31. Observa-se
nestas figuras que a formulacao Simétrica apresenta comportamento exponencial somente
para a analise feita com 30 e 35 nuvens. -

Quanto as formulagoes Forte e Hiper, o comportamento é assintético desde um nidmero
.bastante pequeno de nuvens, porém para as anélises feitas com 30 e 35 nuvens, Figuras 7.27 e

7.28, respectivamente, h4 um aumento do erro com o crescimento de NGL. Um crescimento
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do erro, semelhante ao observado nesta qﬁarta. andlise, também acontece para a versao
Hiper na segunda estratégia, Figura 7.27. Levando em consideragao esses comportamentos,
fica evidente que o problema é causado pelo mau condicionamento das matrizes com alto
enriquecimento. Este efeito nao se manifesta quando o espacamento entre as nuvens em
diregao & singularidade é constante, Figuras 7.20, 7.21 e 7.22, o que permite concluir que
o pequeno tamanho das nuveﬁs préximas a singularidade também ésté associado ao mau
condicionamento das matrizes enriquecidas. Convém salientar que os resultados de Duarte,
para o método dos elementos finitos, [23], também apresentam esta caracterfstica.

A formulagéo Simétrica, mesmo com erroé iniciais grandes, apreﬁeﬁta um comportamento
assintético com taxas de convergéncia exponencial, como estd sumarizado nas Tabelas 7.8 e
7.9, o que permite a obtengao de erros menores, em relagao as outras duas versoes, com o
aumento do nimero de graus de liberdade, NG L. Esse comportamento mais estével da forma

Simétrica mostra a menor sensibilidade desta versao aos problemas de condicionamento das

suas matrizes.

7.6.6 Motz — andlise da distribuicdo do grau da discretizacgio

Para finalizar o estudo do problema de Motz com as trés versoes desenvolvidas, passa-se
a investigar a influéncia do indicador de erro no enriquecimento p adaptativo das fungoes
da base. Para isso sao usados os ;esulta.dos das andlises da quarta estratégia, I:“iguras 7.30
e 7.31, obtidos com 30 e 35 nuvens. Para um melhor entendimento do posicionamento das
nuvens na discretizagao, as nuvens de comego e final de cada fronteira sao mostradas nas

Figuras 7.32 e 7.33.

X2)

24 19
25(E ph18
304A B Cliz_

1 617 12 Xi

Figura 7.32: Distribuicao das nuvens ao longo do contorno para a anilise do problema de
Motz com 30 nuvens. '
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Figura 7.33: Distribui¢ao das nuvens ao longo do contorno para a anélise do problema de
Motz com 35 nuvens.

Vale observar que a singularidade do fluxo ocorre no ponto B, mostrado nas duas tltimas
figuras, compartilhado pelas nuvens 6 e 7, bem como pelas nuvens 7 e 8 no modelamento
com 30 e 35 nuvens, respectivamente. A distribuigao das nuvens de 1 a 6 e a de 7 a 12,
bem como a das nuvens 1 a 7 € 8 a 14, .Amos_tradas nas Figuras 7.32 e 7.33, é em progressao
geométriéa com razao 0, 15 na direcao do ponto B.

Os resultados que estao mostrados nas Figuras 7.34 a 7.39 indicam o grau da polinomial

de cada nuvem ao longo do contorno do corpo na solugao do problema.

Grau 5

4 Forte - 30 Nuvens

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31
Nuvem

" Figura 7.34: Distribuicdo do grau da solugdo aproximada para cada nuvem do contorno do
problema de Motz analisado com 30 nuvens pela versao Forte.
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Hiper - 30 Nuvens

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31
Nuvem

Figura 7.35: Distribuicao do grau da solugao aproximada para cada nuvem do contorno do
problema de Motz analisado com 30 nuvens pela versao Hiper.

Grau61

Simétrica - 30 Nuvens

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31
Nuvem

Figura 7.36: Distribuigao do grau da solu¢ao aproximada para cada nuvem do contorno do
problema de Motz analisado com 30 nuvens pela versao Simétrica.
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Grau 5 —

Forte - 35 Nuvens

1 4 7 10 13 16 19 2 25 28 31 34 37 -
Nuvem g

Figura 7.37: Distribui¢ao do grau da solugao aproximada para cada nuvem do contorno do
problema de Motz analisado com 35 nuvens pela versao Forte.

Grau 6 —

Hiper - 35 Nuvens

16 19 22 25 28 31 34 37

Nuvem

1 4 7 10 13

vvFig‘ura 7.38: Distribui¢ao do grau da séluqﬁo aproximada para cada nuvem do contorno do
~ problema de Motz analisado com 35 nuvens pela versao Hiper.
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Tabela 7.12: Distribuicao do grau da aproximagao para a quarta estratégia.

Distribuicao do grau para Figura 7.32
Regiao BA Regiao BC
Nuvem | Forte | Hiper | Simétrica | Nuvem | Forte | Hiper | Simétrica
6 4 6 4 . 7 1 3 6
5 3 6 3 8 2 2 4
4 3 5 3 9 3 3 5
3 5 5 5 10 3 3 5
2 5 5 5 11 4 4 6
1 4 4 4 12 4 4 6
Simétrica - 35 Nuvens
1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37
Nuvem

113

Figura 7.39: Distribui¢do do grau da solugao aproximada para cada nuvem do contorno do
problema de Motz analisado com 35 nuvens pela versao Simétrica.

Para facilitar o entendimento das consideragoes apresentadas no final desse item, os

‘ _> resultados apresentados nas Figuras 7.34 a 7.39 estao sintetizados nas Tabelas 7.12 e 7.13

para as nuvens situadas na regido préxima da singularidade, ou seja, nas faces AB e BC

‘das Figuras 7.32 e 7.33. Vale explicar que a primeira linha dessas duas tabelas representa

" o ponto onde ocorre a singularidade e, a tltima, os vértices A e C do reténgulo mostrado

.nas Figuras 7.34 a 7.39, o que justifica a numeracao decrescente das nuvens das primeiras

colunas.
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Tabela 7.13: Distribuicao do grau da aproximagao para a quarta estratégia.

Distribuicao do grau para Figura 7.33 -
Regiao BA Regiao BC
Nuvem | Forte | Hiper | Simétrica | Nuvem | Forte | Hiper | Simétrica
7 3 6 3 8 1 1 3
6 2 6 2 9 1 1.1 3
5 3 5 3 10 2 1 4
4 3 4 3 11 3 2 5
3 5 4 5 12 3 3 5
2 5 4 5 13 4 3 6
1 4 3 4 14 4 4 6

Consideragoes adicionais

A convergéncia tedrica dos processos adaptativos & um importante parémé_tro na quali-

| ficacdo de métodos numéricos pretensamente adaptativos. Para o método dos élementos de
contorno variacional ou de Galerkin, o estudo tedrico da convergéncia para a adaptatividade

" p é feito por uma série de autores da drea, podendo ser citados, denfre vérios: Schawatz et
alii [59], Postell e Stephan [56], Stephan e Suri [64] e Yu [75]. Todos estes autores provam
que o erro da aproximagao para aLda.ptatividade p em malhas quase uniformes (espagamento
entre as nuvens quase uniforme) é algébrica nas normas de Sobolev, ou seja, as taxas de
convergéncia nao sao crescentes com-o aumento do grau da polinomial empregada na dis-
cretizacao (diretamente relacionado ao nimero de graus de liberdade NGL). A.éonvergéncia

tedrica para a adaptatividade p, segundo os autores acima citados, é dada por
lw = wpll gy < Co " wll g, | (7.21)

onde
|-l g é a norma de Sobolev H?;
w € H*(T). é a solugao exata do problema,;
w, é a solugao aproximada do problema, pertencente & familia Fy;
p=0,1,23..; |
C é uma constante ipdependente de p mas depende da particao de I' e de s;
~ é relacionado com a ordem do operador integral;

H* é o espaco Que contém a solugao exata do problema.
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Como as normas de Sobolev e as n&rmas de energia sao equivalentes [38], pode ser
afirmado que a convergéncia geométrica da adaptatividade p apresentada pela formulagao
Simétrica, como nas analises feitas na primeira e segunda estratégias, estd de acordo com as
taxas de convergéncia tedricas, equagao 7121, para o método dos elementos de contorno de
Galerkin simétrico ou variacional. |

Quanto as versoes Forte e Hiper, o comportamento da convergéncia assintética também é
géométrico, o qué indica que a adaptativi@a.de p, desenvolvida ﬁo presente trabalho, também
funciona para estas duas formulac¢oes nao simétricas.

- Nas andlises feitas na terceira e q1’1a.rté. estratégias, ohde a distribuicao das nuvens pré-
Ximas a singularidade estd em progressao geométrica em direcao desta, simula-se a adapta-
" tividade hp. Sendo assim, é possivel estabelecer uma relacao entre as taxas de convergéncia

'apresentada.s na terceira e quarta estratégias com a taxa tedrica de convergéncia da adapta-
-tividade hp. Para a adaptatividade hp, as taxas de convergéncia tedricas do erro, Stephan

[56] e [65], Babuska [3], nas normas de Sobolev, sao dadas por
Jlell ge < Cre™®VNEE, (7.22)

onde
)l e € 2 norma de Sobolev H*;
e=®— ®, éo erro;
NGL éo nﬁméro de graus de liberdade;
"C* e b sao constantes positivas que dependem da distribui¢ao das nuvens mas nao do
NGL.
Os resultados obtidos pela formulacao Simétrica na estratégia quatro apresenta este com-
portamento, o que indica que o Método das Nuvens ¢ eficiente para a adaptatividade hp nos
" Elementos de Contorno. As outras duas versdes também apresentam taxa de convergéncia
o exponencial para esta quarta estratégia, especialmente onde nao se manisfestam os problemas
' cie mau condicionamento de suas matrizes.
Para que se possa completar esta andlise e possam ser tragados paralelos com outro

método, no caso os elementos finitos, cita-se Babuska [6]:
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o A condi¢do minima requen'da-pam um algoritmo hp de elementos ﬁnitos é que a se-
qiéncia de solucdes gerada por este convirja. Adicionalmete, se a. iaxa da convergéncia
assintética ndo for a ezponenciai, 0 bddigo ndo pode ser caracterizado como adaptativo.

e "True Optimal Mesh” é a malha onde o tamanho dos seus c_élementos decresce em
progressdo geométrica em direcdo d,singulam'dade e o grau dos eler:ﬁentos cresce em uma
funcdo aproximadamente linear ao se afastar desta, contado a par'tif" do sequndo elemento.
Adicionalmente, o grau do elemento junto a singularidade é maior ou igual ao do sequndo
elemento. — ‘: |

Os resultados obtidos pela formulagao S:imétrica paré, o probleni?a de Motz na estraté-
gla quatro, quanto as taxas de convergéncia bem como quanto & distribui¢ao do grau dos
polihémios da base, Tabelas 7.12 e 7.13, estao em concordéncia com as aﬁrmag();es de Babus-
ka. Isso mostra que o Método das Nuvens é uma ferramenta aplicivel ao métodé variacional

- dos elementos de contorno e aos processos p e hp adaptativos.

Adicionalmente, a formulacao Fortg, para o problema de Motz: na estrafég‘ia quatro,
também apresenta um comportamento bastante préximo das observagdes de Babuska, o que
indica que o Método das Nuvens e o estimador de erros empregado também é robusto para

esta abordagem na adaptatividade p e hp.

7.7 Problema do dominio L

Para finalizar esse capitulo dé resultados, faz-se a andlise do problema de distribuigao
de calor em um corpo com formato em L, ou seja, o L-Shape Domain. A geometria do
problema analisado, o sistema de coordenadas bem como as condigoes de contorno impostas,

estdao mostradas na Figura 7.40.
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Fig:ura 7.40: Problema do dominio L e suas condigoes de contorno.

Como esse problema nao tem solugao exata, um programa comercial de elementos finitos
(Ansys versao 5.3), é empregado para a obtencao de outra solugao aproximada. Como o
programa de elementos finitos empregédo nao é adaptativo, o objetivo desta andlise é de
épenas tragar alguns paralelos entre os dois métodos.

Na modelagem por FEM sgo utilizados elementos quadrilaterais biquadréticos, o que
resulta em um sisfema com 1872 graus de liberdade. O modelo, mostradp na Figura 7.41, é
'obtido a partir do gerador automético de malhas do préprio programa, com refinamento do

tamanho dos elementos na direcao da singularidade, que est4 localizada no vértice reentrante.
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1 ANSYS 5.3
HOV 23 1999
16:04:59
PLOT NO. 3
ELEMENTS
TYPE NUM

o =]
DIST=5.5
XF =S5
YE =5
Z-BUFFER

Figura 7.41: Modelo usado para obter os resultados por elementos finitos.

O modelo empregado na obtengao dos resultados, pelas formulagoes do presente trabalho,

tem 20 nuvens uniformemente dispostas nos lados AB, BC, CD, e DFE, da Figura 7.40. Os
dois tltimos lados, respectivamente FO e OA, sao discretizados com 26 nuvens, das quais
20 estao uniformemente espacadas e as 6 restantes estao em progressao geométrica, com
razao 0.15 na direcao da singularidade, em um intervalo de 0.25 m em torno do ponto
singular. Assim, o modelo ensaiado possui inicialmete 132 graus de liberdade, os quais apds
o enriquecimento p adaptativo, aumentam para: 144 na versao Forte, 147 na versao Hiper e
167 na versao Simétrica.

Nas Figuras 7.42, 7.43 e 7.44 é apresentada a comparacao direta dos resultados das trés
versoes de Galerkin aqui desenvolvidas, com a solugao obtida por elementos finitos. Vale
frisar que sao apresentados somente os resultados relativos a face FEO, mostrada da Figura
7.40, visto que é nesta face que a singularidade no fluxo ocorre. Nesses resultados, as abcissa

5 e 10 correspondem a posi¢ao dos pontos O e E mostrados na Figura 7.40.
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Fluxo [w/m’]

100000
10000
Finitos x Forte
1000 ' —«fp—  Finitos
3¢ Forte

5.0 6.0 7.0 80 9.0 10.0
X1 [m]

Figura 7.42: Comparacao dos resultados do fluxo para a versao Forte versus elementos finitos.

Fluxo [w/m’]

1000000 ¢
1 E Finitos x Hiper -
;) . —afe—  Finitos

1 " T 1 ' T ' T " 1
50 6.0 70 8.0 9.0 100
: x1 [m]

Figura 7.43: Comparagﬁo dos resultados do fluxo para a versao Hiper versus elementos
finitos. '
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Fluxo [w/m’]

100000
10000
Finitos x Simétrica
1000 ' —<— Finitos
A Simétrica

5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0
' x1 [(m]

Figura 7.44: Comparagao dos resultados do fluxo para a versao Simétrica versus elementos

finitos.

Observa-se, nessa andlise, que as réspostas das metododogias finitos ~ contorno, tem
‘boa concordancia de resultados. Essa concordincia ocorre até valores bastante préximos da
singularidade (cerca de 0.002 m). Para disténcias menores, o método dos elementos finitos
nao consegue resuitados adequados, como é de se esperar de uma formulalgéo nao adaptativa,
ehquanto que a presente metodologia apresenta resultados coerentes com a expectativa para

fluxo no ponto O.
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Conclusoes e horizontes para futuros
desenvolvimentos

8.1 Generalidades

O objetivo principal deste trabalho foi desenvolver e verificar a eficiéncia dos métodos
‘sem malha, em particular o hp Clouds Method, aplicados as forrr;ulagaes integrais de con-
torno. Um objetivo intermedidrio atingido foi o dominio da formulagdo de Galerkin (versoes
Forte, Hiper e Simétrica) e de seus problemas inerentes (integragélo, regularizacdo etc.). Os
resultados obtidos mostram o i)otencial da metodologia, sua robustez e versatilidade para
solugoes adaptativas.
A seguir sao apresentadas as prnimpms conclusoes alcangadas no decorrer deste trabalho,
procurando discriminar aspectos p051t1vos e negativos da técnica proposta. l
Adicionalmente ¢ apresentado um delineamento de futuros desenvolvimentos empregando

a atual formula¢ao ¢ estrutrura computacional desenvolvida.

8.2 Conclusao

Durante um desenvolvimento tedrico de uma nova metodologia, sao esperadas vantagens
e desvantagens em relacao s metodologias conhecidas. No presente trabalho, as vantagens
‘superam consideravelmente as desvantagens. A seguir sao listadas as principais vantagens

" da presente formulagao.

121
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e O método de Galerkin mostrou-se insenstvel aos finais de fronteira (equivalente ao nd

duplo do método da colocagio).

e O numero de condi¢do para a particio da unidade é bairo, crescendo lentamente com

o acréscimo do numero de nuvens.

e O método de Galerkin, para as abordagens Hiper e Simétrica, nao é afetado pelo fator

escala em fungdo do procedimento de integracdo.

o O método das nuvens, devido a facvilic‘i_ade natural para a adaptatividade p, apresenta
um comportamento muito satisfatério em processos adaptativos, especialmente para a

| formulagdo simétrica de Galerkin.

e O enriquecimento p adaptalivo apresenta maior eficiéncia que o enriquecimento p uni-

forme, isto é, menor niumero de graus de liberdade do sistema de equagdes para a

mesma precisio dos resultados.

A adaptatividade p em problemas singulares e malhas uniformes apresenta tazas de

convergéncia algébricas.

A adaptividade p em problemas singulares com uso de malhas geométricas apresenta

tazas de convergéncia exponenciais.

e O esquema de Shepard, empregado. pelo método das nuvens, é um procedimento gene-

ralizado para a construgdo de particoes da unidade.

O indicador de erros desenvolvido é bastante robusto para a formulagdo de Galerkin.

O método das nuvens tem boa aplicabilidade a formulagdo de Galerkin.

o A adaptatividade p' acoplada com o método das nuvens é factivel e tem bom desempenho

."no método de Galerkin.



Capitulo 8 - Conclusées e horizontes para futuros desenvolvimentos 123

A seguir sao listadas as desvantagens observadas no desenvolvimento.

e O enriquecimento p feito com fungdes de mesmo tipo da panigﬁo da unidade (Legendre
X fungdo tenda) resulta em matrizes singulares. |

Fe

e O emprego da integra¢do analftica para o método de Galerkin na adaptatividade p torna

o cddigo computacional extenso e de dificil depuragdo.

e A construgcdo do sistema de equagdes na formulagdo de Galerkin envolve um volume
de cdlculo muito maior que o da formulagdo por colocagdo. A formulagdo Simétrica
compensa esse efeito por dois motivos: o nimero de termos a ser calculado é menor,

e o sistema de equagoes € simétrico.

Cotejando as desvantagens e desvantagens acima enumeradas, conclui-se que a presente
formulacao, em relacao as existentes, tem boas propriedades para solugao de problemas de
valores no contorno, o que a torna uma boa ferramenta no aumento do escopo de aplicagao

da formulacao de Galerkin para as equagoes integrais de contorno.

8.3 Horizontes para futuros desenvolvimentos

A adaptatividade pe o método das anens, aqui apresentados, aplicados ao métodos de
Galerkin das equacoes integrais de contorno & apenas um passo inicial, nao podendo o tema
ser; considerado esgotado. Hé uﬁl caminho muito longo a ser percorrido no desenvolvimento
de novas ferramentas de andlise para outros tipos de problemas.

Nao restringindo o d&senvolvimentb a outros tépicos, os que seguem sao sugestoes para

desenvolvimentos futuros.

e Eliminar a restrigdo da aplicagdo, do programa desenvolvido, apenas aos problemas
limitados por contornos retos. Este trabalho, jd se encontra em fase de desenvolvimen-

to.
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o Introduzir a varidvel tempo na formulagdo, de maneira a permitir a andlise de proble-

mas transientes.

o Aplicar este método para problemas. tridimensionais. Este tema, perfeitamente ereqiii-

vel em termos tedricos, apresenta maiores dificuldades nos aspectos computacionass.
e Introduzir forcas de campo (fontes e sumidouros) na formulagdo.
e Possibilitar que condigoes de contorno mais compleras possam ser aplicadas.

o Verificar a eficiéncia da integragdo numérica em relagdo a semi-analttica que € feita

atualmente.

e Gerar um banco de dados referente ao nimero de pontos de integragdo versus proxi-
midade dos pontos fonte e campo, piara mazximizar o desempenho da metodologia RISP.
Um dos restritores do bom desempenho do método de Galerkin é o custo do cdlculo dos

termos das matrizes.

e Otimizar o programa de tal forma a explorar todas as simetrias posstveis, o que me-
lhoraria o desempenho do método de Galerkin em relagdo aos elementos de contorno

por colocagao.

o Introduzir novos estimadores de erro a posteriori. FEste aspecto constitui um desafio
tedrico compensador; pots a eficiéncia do método pode ser substancialmente melhorada

se o estimador de erros é adequadamente formulado.

e Introduzir a adaptatividade hp no programa desenvolvido bem como indicadores de er-
T0s a posteriori associados, jd que € mostrada a superioridade do procedimento quando

sdo usadas malhas geométrica na solu¢do de problemas com singularidades.

e Introduzir novas parti¢ées da unidade, como por exemplo a constante, de tal maneira

- que fique barato e facil o cdlculo dos termos das matrizes.
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‘

o Introduzir outras familias de fung¢des enriquecedoras, tais como fungoes de Trefftz, com

o objetivo de evitar a singularidade das matrizes. 7 .

e Aplicar a metodologia das nuvens, bem como a adaptatividade p e hp, para outros

problemas tais como: elasticidade bi e tridimensional, plasticidade, acistica, placas,

difusdo, eletromagnetismo elc.
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