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Resumo

z

Neste trabalho € estudada a resposta dindmica de rotores compostos laminados verticais
axissimétricos. As freqiliéncias naturais sdao calculadas através de duas formulagdes de elementos
finitos: um elemento sélido de revolugdo e um elemento de casca delgada. O campo de
deslocamentos € expresso como um produto de fungdes polinomiais no plano longitudinal e
fungdes trigonométricas na direcdo circunferencial, permitindo a representagdio de modos
assimétricos a partir de um modelo axissimétrico. As fungdes polinomiais sdo discretizadas em
cada lamina ortotrépica através de fung¢des isoparamétricas regulares. Sdo incluidos os efeitos de
inércia translacional e rotacional, giroscépicos e de deformagﬁb por cisalhameﬁto transversal. O
elemento sélido possibilita a modelagem mais precisa de detalhes geométricos como anéis de
reforgo, tampas e suportes dos maﬁcais. Os resultados sdo comparados com os resultados de uma

formulagdo de elemento de viga. S@o investigados os efeitos de virios parAmetros como angulo

de orientag@o das fibras, nimero de camadas e as relagGes espessura-raio € comprimento-raio.
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Abstract

This work studies the dynamic response of axisymmetric vertical laminated composite rotors.
The natural frequencies are calculated by two finite element formulations: a solid of revolution
~and a thin shell element. The displacement field is expressed as a product of polynomial
functions in longitudinal plane and trigonometric functions along the circumferential direétion,
which enables representation of asymmetric modes by the axisymmetric models. The polynomial
functions are discretized in each orthotropic layer by using the régular isoparametric functions.
The formulations include the effects of inplane and rotational inertias, as well as the gyroscopic
effect and transverse shear deformation. The solid element allows a more accurate modeling of
geometric details such as reinforcement rings, covers and bearing supports. The results are
compared to the beam element formulation. The effects of various parameters such as ply-angle,

number of layers, thickness-to-radius and length-to-radius ratios are also investigated.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

Com a finalidade de separar gases e isétropos, a industria quimica tem a necessidade de
rotores cada véz maiores e operando em faixas de rotacio cada vez mais altas. Atualmente
os agos de alta resiténcia, dos quais tradicionalmente sio fabricados os rotores dos ultracen-
trifugadores, vem sendo substituidos por materiais compostos, afim de reduzir a inércia dos

rotores, facilitar a operagao de controle e reduzir os efeitos de desbalanceamentos.

Figura 1.1: Centrifuga para separagdo de gases.

Faz-se necessério conhecer com razodvel precisao as freqiiéncias naturais de um rotor para
que ele ndo opere préximo a uma destas freqiiéncias, entrando em ressonéancia, o que pode
provocar o colapso do rotor. Isto é de extrema importancia quando esses rotores contém

gases toxicos ou radioativos.
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Entretanto, a determinagao das freqiiéncias naturais deste tipo de rotores é de uma certa
complexidade. Se um rotor apresenta uma considerdvel inércia rotacional em relacdo ao seu
eixo, suas freqiiéncias naturais sao fortemente dependentes da freqiiéncia de rotacéo do rotor
(efeito giroscépico) e esse efeito é nédo l.inear. Além disso, ainda hé o efeito da anisotropia
dos materiais compostos e o amortecimento interno, dentre outros.

Neste capitulo é apresentada uma revisao bibliogréfica e os objetivos desta dissertacgéo.

O capitulo 2 apresenta de forma breve as caracteristicas de materiais compostos, especial-
mente dos laminados, e como eles sdo tratados no célculo das freqiiéncias naturais, incluindo
as hipéteses simplificadoras.

O capitulo 3 apresenta o problema dinidmico, as hipéteses simplificadoras e a solucdo
através do Método de Elementos Finitos. Nele também sao comentados os métodos numéri-
cos para a obtencao dos autovalores e ortonormalizacao.

O capitulo 4 trata da formulagdo dos elementos sélido e de casca. Sado abordadas as
aplicacoes, limitagoes e simplificagoes, descritos os graus de liberdade e deduzidas as matrizes
de rigidez e inércia para cada um dos elementos.

No capfitulo 5 sao apresentados e discutidos os resultados e, finalmente, o capitulo 6 trata

das conclusdes e sugestoes.

1.1 Revisao bibliografica

Os primeiros estudos e trabalhos publicados sobre cascas cilindricas rotativas j& tém mais de
um século. Mas foi com o aumento da demanda por médquinas maiores e mais velozes, que a
dindmica de rotores ganhou importancia. Desta forma, somente nos dltimos trinta anos é que
estes estudos se intensificaram devido ao grande nimero de aplicagoes em engenharia, tais
como turbinas a géds e a vapor, motores elétricos, turbogeradores, centrifugas, compressores
e outros.

Em 1971, embora trabalhando com cascas cilindricas néo rotativas, Nelson et alli [23]

propuseram um método para a andlise de vibragoes livres em que os deslocamentos eram
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representados por fungoes trigonométricas nas direcdes axial e tangencial e por um campo
de deslocamentos aproximado na direcdo radial. Desta forma obtiveram um problema de
autovalores algébrico que pode ser resolvido através de uma técnica numérica. Variagdes
deste método foram e continuam sendo empregadas por diversos autores, assim como no
presente trabalho.

No ano seguinte, Penzes e Kraus [24] desenvolveram a solugdo exata para a vibracao de
cascas cilindricas ortotrdpicas, incluindo os efeitos de torg¢ao, pressdo normal, forga axial e
as forgas centrifugas e de Coriolis. Contudo, esta e outras solugoes analiticas apresentavam
sérias limitagOes frente a complexidade dos rotores utilizados na industria. Passaram a ser
empregadas vérias técnicas ‘numéricas para o modelamento dos rotores, com destaque para
o Método da Matriz de Transferéncia (ver, por exemplo, Rao [26]) e o Método de Elementos
Finitos (ver, por exemplo, Lalanne e Ferraris [14]).

A partir do fim da década de 70, o uso do Método de Elementos Finitos ganhou im-
portancia na dindmica de rotores. Nelson e McVaugh [22] publicaram em 1976 um trabalho
no qual apresentavam um procedimento para a modelagem dindmica de sistemas rotor-
mancal através de elementos de viga e de mancal. A formulagao incluia os efeitos da inércia
rotacional, giroscépicos e carga axial. Com o objetivo de reduzir o niimero de graus de liber-
dade, o elemento de viga suportava variagdes nas propriedades da se¢do transversal, como
o didmetro, por exemplo. Os autores ji previam a importincia do Método de Elementos
Finitos neste tipo de anslise. Mais tarde, Nelson [21] publicou um novo trabalho que com-
plementava o anterior utilizando a Teoria de Vigas de Timoshenko, incluindo o efeito do
cisalhamento transversal. Através da comparacao de resultados, ele verificou a importancia
da inclusdo deste efeito. Mendonga et alli [20] apresentaram formulagoes para elementos de
casca e sélido, ambos de revolugao e as compararam com modelos de viga e disco, verifican-
do significativas diferengas para rotores com grande inércia rotacional e a elevadas rotagoes.
Chen et alli [6] apresentaram as equagGes g_érais de vibragoes de cascas de revolugao para al-
tas rotagoes, considerando o efeito giroscépico e grandes deformagdes através de um método

de aproximagao linear. Conseguiram bons resultados através do Método dos Elementos Fini-
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tos na comparagao com algumas solugoes analiticas 'para cilindros com condig¢oes de contorno
especiais.

Outra importvante contribuigao para a dindmica de rotores foi o desenvolvimento de méto-
dos mimericos mais eficientes, permitindo redugao no custo computacional e permitindo as-
sim andlises mais complexas. As freqiiéncias naturais e os modos de vibragio sao obtidos da
solugdo de problemas de autovalores. Cada tipo de sistema dindmico possui caracteristicas
diferentes, como a presenga ou nao de amortecimento e/ou efeito giroscépico, que resultam
num problema de autovalores particular. Bathe [4] e Meirovitch [18] descrevem alguns méto-
dos cléssicos para a solucao de problemas de autovalores associados a problemas de grande
porte, como aqueles resultantes da aplicagao do Método de Elementos Finitos. Mas ao longo
do tempo os métodos foram sofrendo melhoramentos e foram surgindo novos métodos mais
eficientes. Meirovitch [17] desenvolveu um método para a solugdo do problema de autova-
lores para sistemas com efeito giroscépico. Childs e Graviss [7] propuseram um esquema de
ordenacao das varidveis em modelos de Elementos Finitos que permitiria a solugdo numérica
através de métodos de matriz simétrica para o cdlculo das rotagdes criticas. Kim e Lee [12]
desenvolveram uma técnica de redugdo das matrizes através de uma matriz de transformacao
obtida na solu¢do do problema ndo amortecido e sem efeito giroscépico, visando a solugao
de grandes sistemas matriciais rotor-mancal amortecido.

Especialmente para elevadas rotagoes, o uso de materiais compostos é interessante na
fabricacdo de rotores por possibilitar a redu¢do na massa e, conseqiientemente, na inércia
rotacional. E, na medida que este uso foi aumentando, também as pesquisas foram se voltan-
do para os rotores de materiais compostos laminados. Lam e Loy [15] realizaram um estudo
parameétrico sobre as freqiiéncias naturais de cascas cilindricas multi-camadas. Consideraram
os efeitos da forca centrifuga, aceleracdo de Coriolis e tensoes iniciais. Singh e Gupta [27]
analisaram rotores compostos através de duas teorias: vigas de médulo equivalente (conhe-
cida pela sigla EMBT) e de vigas laminadas (conhecida pela sigla LBT), derivada de uma
teoria de casca laminada. Os resultados obtidos mostraram que a EMBT pode apresentar

resultados imprecisos para seqiiéncias de empilhamento nao simétricas. Rand e Stavsky [25]
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apresentaram uma formulagao e a solugdo numérica para a resposta e freqiiéncias naturais de
cascas cilindricas laminadas sujeitas a velocidades angulares genéricas (rotagdes paralelas e
normais ao eixo). Além disso realizaram um estudo paramétrico envolvendo geometria, pro-
priedades dos materiais e seqiiéncia de empilhamento. Lee e Kim [16] apresentaram solugdes
analiticas para vibragao livre de cascas cilindricas compostas rotativas com reforcadores
axiais e circunferenciais, também chamados reforcadores ortogonais. Realizaram estudos
paramétricos envolvendo a geometria do cilindro e dos reforcadores. -

Apesar dos inimeros trabalhos publicados sobre o assunto, a dindmica de rotores continua
sendo um tema de interesse. Entre os trabalhos mais recentes, Chang et alli [5] projetaram
e construiram um rotor em material composto para um motor a inducao de alta rotacio
otimizando as caracteristicas dinamicas e elétricas. Aleyaasin et alli (2] estudaram a vibragao
em flexao de eixos rotativos através de uma técnica hibrida no dominio da freqiiéncia. Jain
et alli [10] apresentaram uma formulacio para a anslise de singularidade em discos e cascas
ortotrépicas rotativas.

Entretanto, os trabalhos sobre dinamica de rotores laminados ainda sio relativamente
poucos, quando comparado com os trabalhos sobre rotores isotrépicos ou anélise dindmica
de cascas cilindricas laminadas nao rotativas. As anélises acima sao restritas a geometrias
fixas como cilindros uniformes. Como as solu§6es sao em geral analiticas, ou semi-analiticas,
nao sao admitidas variacées de didmetro, espessura e propriedades do material composto, o

que as tornam pouco tteis na anélise e projeto de rotores reais em seus detalhes construtivos.

1.2 Objetivo

Neste trabalho os rotores sdo analisados através de duas formulagbes de elementos finitos:
sélido e casca, ambos laminados e axissimétricos, incluindo os efeitos giroscépicos e de cisa-
lhamento transversal. A formulagdo do elemento sélido permite a modelagem de regides nao
cilindricas retas como cones, tampas e anéis. Ambas as formulag¢ées admitem ainda variagoes

de espessura, de seqiiéncia de empilhamento de laminas e de propriedades ortotrépicas das
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laminas. Elas também admitem laminados anisotrépicos gerais, isto €, laminados constitui-
dos por qualquer seqiiéncia de empilhamento, ndo necessariamente simétrica.

Sdo comparados os resultados obtidos pelas duas formulacdes. E também estudado o
comportamento das freqgiiéncias naturais com a geometria do.rotor e com a seqliéncia de
empilhamento do material composto laminado. Neste tltimo caso se busca verificar até que
ponto se pode alterar as freqiiéncias naturais do rotor sem que sejam necessérias altera-
¢Oes geomeétricas, 0 que representa outra vantagem no emprego de materiais compostos na

fabricacao dos rotores.



Capitulo 2
MATERIAIS COMPOSTOS

Um material composto, segundo Agarwal e Broutman [1], pode ser definido como um mate-
rial formado por dois ou mais componentes quimicamente distintos e que apresentam uma
interface de separagéo entre eles, ou seja, os materiais compostos apresentam heterogenia.

Jones [11] os classifica em:

e fibrosos, que consistem em fibras, geralmente de alta resisténcia, e uma matriz;
e de particulas, que consistem em uma matriz impregnada de particulas;

e laminados, que podem ser formados por camadas de materiais diferentes ou laminas de
materiais compostos fibrosos unidirecionais, também chamadas refor¢adas por fibras,
onde cada lamina apresenta as fibras orientadas numa determinada dire¢do, Figura

2.1.

E neste ltimo caso que se insere o presente estudo, uma vez que os rotores de materiais
compostos sao geralmente fabricados pelo processo de bobinagem resultando em camadas
ortotrépicas.

O processo de bobinagem consistem em enrolar fibras continuas impregnadas de resina
num mandril. Controlando-se a velocidade do esticador, que faz movimentos de vai e vem
paralelos ao mandril, e a rotagdo do mandril, obtém-se camadas com as fibras paralelas e
orientadas a um &ngulo determinado para cada camada. Agarwal e Broutman [1}, citam

como vantagens deste processo a capacidade de automacgao, permitindo grande producao,

10
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Figura 2.1: Laminado formado por laminas reforcadas por fibras.

além de um bom controle no posicionamento das fibras e, consequentemente, na qualidade
do laminado; a versatilidade nos tamanhos dos rotores e o controle da rigidez em diferentes
dire¢bes. Os mesmos autores citam ¢omo limitages do processo a dificuldade para obter
curvaturas reversas (concavidades) ou a bobinagem a baixos &ngulos e o mal acabamento da

superficie externa.

2.1 Materiais compostos laminados reforcados por fi-
bras

Os materiais compostos laminados reforcados por fibras sdo formados por uma ou mais
laminas ortotropicas coladas, onde cada lamina apresenta as fibras alinhadas a um dado
angulo com relacao a uma diregdo, que pode ser a principal de carregamento ou a do eixo
de simetria, no caso de laminas cilindricas. A Figura 2.2 apresenta uma lamina, bem como
as suas direcoes principais. Estas sdo referidas pelos eixos 1, 2 e 3 e as diregbes globais
genéricas pelos eixos z, y € z, no sistema de coordenadas cartesiano ou z, e r, no sistema
de coordenadas cilindrico.

A principal vantagem de um laminado multi-lamina em relacdo a uma lamina unica é

distribuir a resisténcia em outras direcoes, permitindo que se tenha tanta resisténcia quanto
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fibras

Figura 2.2: Esquema de uma lamina com as suas direcoes principais.

necesséria em cada direcao.

A andlise de uma ladmina pode ser dividida em duas fases. A anédlise micromecénica es-
tuda o comportamento e a interagao entre as fibras e a matriz da ldmina na determinagao
de propriedades equivalentes médias, enquanto a anilise macromecénica considera a lamina
como um material homogéneo com propriedades equivalentes pré-determinadas. Neste tra-
balho é feito apenas a andlise macromecéanica, sendo desconsideradas as descontinuidades no
interior das lAminas. Métodos usados para o cédlculo de propriedades equivalentes podem ser

encontrados nas referéncias [1] e [11].

2.2 Comportamento macromecénico de uma lamina

A lei de Hooke generalizada pode ser escrita na forma:

o' =Q!€ (2.1)

4 ~ T . . . . ~
onde o! é o vetor tensdo {01 02 03 T3 T31 T12} Q! ¢é a matriz de propriedades nas direcoes
. . . ~ . . ~ : T , . . .
principais da lamina e €! ¢ o vetor deformagao {€; €2 €3 Vo3 Y31 Y12} - O sobre-indice 1 indica

que os termos estdo definidos nas diregtes principais das propriedades ortotrépicas.

1

Convém salientar que esta forma dos vetores o! e €' é vélida apenas para o elemento

sélido. A forma para o elemento de casca serd apresentada na se¢do 4.4. No entanto, as
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simplificagbes e as consideragoes feitas aqui podem ser feitas de fo.ma similar no caso do
elemento de casca.

A matriz de propriedades do material apresenta simetria e, portanto, tem no maximo 21
elementos independentes. No caso de um material ortotrépico, devido a simetria com relagao

a dois planos ortogonais, a matriz de rigidez tem apenas 9 elementos independentes:

[ Q1 Q12 @iz O 0 0
Q12 Q2 (23 0 0 0
1| Qi3 Q2 Q3 0 0 0
Q=19 0 0 Qu 0 o0 (2.2)
0 0 0 0 @ O
0 0 0 0 0 Qe |

Estes elementos podem ser calculados através das chamadas constantes de engenharia:
médulos de elasticidade (E;), coeficientes de Poisson (v;;) e médulos de cisalhamento (G;;),

onde os indices indicam a dire¢do, quando simples, ou o plano, quando duplos.

: s
Qu = I (1 - V§352>

E3
Qe = E (1 - V%ga) x

E 1
Qs = E3 (1 - V%Q—E_i_) N

1

Q12 = (v12 B+ v13 vas E3) A (2.3)
1
Qs = E3(viz+ vz vas) N
E 1
Qs = FEj <V23 + V12 V13§j) N
Qu = G
Qss = Gis
Qes = Gos
onde
E. FE FE. E
A=1-0522 1222 02,28 20, vyg vgg =2

B YR T HE, B
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Deve-se lembrar que héd apenas nove constantes independentes, uma vez que:

V,'j

-E—i:

S
b

&3

(2.4)

2.2.1 Relacgoes tensao-deformacgao no sistema de coordenadas cilin-
drico

As relagoes dadas pela equacdo (2.1) referem-se ao sistema local da lamina. No entanto,
para o cédlculo do laminado atuando como um todo, faz-se necessdrio conhecer estas relacoes

no sistema global, cilindrico no caso dos rotores:

ot =Q% € (2.5)

. < . T . . . )
onde o é o vetor tensdo {o; 0g Oy Tor Trz Tze} , QF € a matriz de propriedades e € é o
= T : e s
vetor deformagao {€, €p € Vg, Vrz Vao} » todos no sistema de coordenadas cilindrico.
Sendo a o angulo entre a dire¢do de orientacao das fibras e a diregao do eixo do rotor,

Agarwal e Broutman [1] demonstram que:

Q*=T7!1Q* T 7 (2.6)

onde T é a matriz transformacéo do sistema de coordenadas dada por:

i cos? a sen? o 0 0 0 2sena cosa |
sen? o cos? o 0 O 0 —2sena CosQ
0 0 1 0 0 0
T= 0 0 0 cosa —sena 0 (2.7)
0 0 0 sena coso 0
| —sena cosa sena cosa 0 0 0 cos®> a — sen® o |

2.2.2 As relagoes tensao-deformacao no estado plano de tensoes

No estado plano de tensées, tem-se:
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O'3=O 7'23:0 7'3120

Yoz =0 Yo3 =0

e €3 € uma combinagdo linear de o; e o,. Assim, a equagdo (2.1) pode ser expressa da

seguinte forma:

o1 Qu @iz O €1
o2 =| Q2 @2 O € (2.8)
T12 0 0 Qss Y12
onde:
E,
Gu = (2.9)
1_’/%2%
vig B
Q2 = ——%
E,
Qe = ——
Qes = Gi2

As relagoes tensao-deformagéo para o estado plano de tensoes no sistema de coordenadas

cilindrico podem ser calculadas por:

O Qll Ql? O €z
g = T_l le Q22 0 T_T - €g (210)
Tz6 0 0 Qes Vb
onde:
cos? o sen? v 2sena cosa
T = sen? o cos’a  —2sena cosa (2.11)
2 2

—Sena Cosax sena Cos COS™ (x — sen” «
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Pode-se, ainda, usar a notagao:
Q=T'QTT (2.12)

Nesta forma, a matriz de propriedades no estado plano de tensoes nao tem uma aplicagao
direta, mas servirg para o calculo da matriz de propriedades do elemento de casca (ségéo
4.4).

Uma vez obtidas as matrizes de propriedades de cada lamina no sistema de coordenadas
do rotor, o célculo da rigidez do laminado é feito através do Método dos Elementos Finitos,

como mostrado no capitulo 4.

2.3 Moébdulos de elasticidade equivalentes para vigas

Uma forma simples de estimar o comportamento de uma viga anisotrépica é determinar
propriedades eldsticas para uma viga isotrépica que responda de forma idéntica a primeira
quando submetida a esfbrgos de extensédo e de flexdo. A dificuldade é que, em geral, essas
propriedades eldsticas equivalentes para esforcos de extensao, denotadas pelo indice NV, sao
diferentes das propriedades elésticas equivalentes para esforgos de flexao, denotadas pelo
indice F'.

Segundo Mendonga [19], a capacidade de uma viga laminada ser bem representada por
uma viga isotrépica equivalente é tao inaior quanto mais a esparsidade de ambas as matrizes
de rigidez se assemelhe.

A obtencgao das propriedades eldsticas equivalentes é feita através da comparacao das
matrizes de rigidez para materiais isotrépicos e anisotrépicos. A rigidez de um material

isotrépico pode ser colocada na forma:

a4 va 0 0 0 0
vae a 0 0 0 0
0 0 v g o 0
Qo =1 ¢ 0 d vd 0 (2.13)
0O 0 0 wvd d 0
L0 0 0 o0 o0 L]
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onde
y = FEhr
1 =2
3
L. B
12(1 —v?)

A rigidez de um laminado anisotrépico pode ser colocada na forma:

A B } (2.14)

Qaniso = |: B D
onde a matriz A representa o efeito de rigidez extensional, a matriz D representa o efeito da
rigidez a flexdo do laminado e a matriz B representa o efeito do acoplameilto entre flexao e
extensao.

Comparando-se as duas matrizes anteriores, pode-se concluir que, para vigas laminadas
simétricas, onde a matriz B € nula, as propriedades equivalentes dardo melhor resultado do
que nos casos onde nao ha simetria.

Invertendo a matriz Q;s,, obtém-se a matriz de flexibilidade para materiais isotrépicos:

7 o 0 0 0 0
1 BRI
Siso = 8 8 %h' 12 12u 0 (215)
B
o o o &y 1 9
0 0 0 0 0 H |

Igualando-se os termos 11 e 12 das matrizes de flexibilidade S;s, € Q.,,;.,, Obtém-se as

constantes eldsticas equivalentes para tragao:

: 1
E,n = v (2:16)
/
v = '—A—,i

De forma semelhante, igualando-se os termos 44 e 45 das matrizes de flexibilidade S;;, €
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!

aniso; ODtém-se as constantes eldsticas equivalentes para flexdo:

12 .
E.rp = WD, (2.17)
_ Dy

Vp = N
Dn
No caso particular onde o laminado é formado pelo mesmo nimero de camadas orientadas

em +a e —a, com mesmas espessuras e propriedades, 0s termos Quniso13 € Qanisozs Sa0 nulos

e as constantes eldsticas equivalentes para tracao podem ser calculadas por:

Ay Ag — A3,
Un = -1—4-12
Arg

(2.18)




Capitulo 3
O PROBLEMA DINAMICO

O cdlculo das freqiiéncias naturais de um rotor envolve a criagdo de um modelo analitico
capaz de representar o sistema mecanico. Este modelo analitico é formado por um conjunto
de equacoes diferenciais que descrevem o movimento do sistema mecanico através das suas
varidveis independentes, conhecidas como graus de liberdade. Sendo constituido por um
material continuo e eldstico, um rotor apresenta infinitos graus de liberdade. Para que seja
possivel a solugdo numérica, faz-se necessdria uma discretizacao capaz de, a partir de um
determinado nimero n de graus de liberdade, representar satisfatoriamente o sistema. Neste
trabalho essa discretizagao é feita através do Método dos Elementos Finitos.

Tem-se entao um modeld numérico, que pode ser resolvido por meio da implementacao
computacional de um método numérico adequado & complexidade do problema. Pode-se
dizer que a complexidade da solugdo estd em se fazer simplificagbes que permitam a solugao

numérica de uma forma eficiente, mas sem que haja uma descaracterizagao do problema.

3.1 Equagoes do movimento

O movimento de um sistema rotativo qualquer pode ser represenﬁado através das equacoes
de Lagrange. A abordagem Lagrangeana é aqui mais indicada do que a Newtoniana devido
a relativa facilidade em se representar o sistema através de equagoes escalares. Assim, sendo
um sistema rotativo com n graus de liberdade, as equacoes de Lagrange sdo apresentadas

por Greenwood [9] na seguinte forma:

19
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£ i=1..n (3.1)

d (8L) B QI_/_ + oF _
dt \9¢;) 9Oq¢: 0¢
onde L é o Lagrangeano, F é a funcao dissipa(;éo de Rayleigh, ¢; & a i-ésima coordenada
generalizada e f; é a i-ésima forga generalizada atuando sobre o sistema.

Desprezando os efeitos nao lineares, a diferenca entre as energias cinética e potencial

eléstica, que define o Lagrangeano, tem a seguinte forma:

L=T-V= -;— Z Zmijqz'dj + QZ Z hi;qiq; — % Z Z ki;9ig; (3.2)

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

onde (2 é a velocidade de rotagdo do sistema mecanico e as constantes mij, hij e ki estdo
associada}s 4 massa, efeito giroscépico e rigidez do sistema, respectivamente.

A fungﬁo dissipagao de Rayleigh, referente s perdas por amortecimento interno e pelo

efeito de circulagao nos mancais, é dada por:

1 n n o n n .
F= B Z Z Cijqiq; + Z Z dij4iq; (3.3)
i=1 j=1 i=1 j=1
onde as constantes c;; e d;; estdo associadas ao amortecimento e ao efeito de circulagao,
respectivamente.

A obtengao das constantes my; , h;; , kij , ¢;j e d;; serd discutida mais adiante. Substi-

tuindo as equagdes (3.2) e (3.3) na equacdo (3.1) tem-se:

D omudi+ > e+ Qhy —hp)lgi+ > (ki +di)g=fi  i=1..n (3.4)
7=1 Jj=1

=1

Colocando na forma matricial:

Mg+ (C-QG)a+(K+D)g=f (3.5)
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onde M é a matriz massa, C a matriz de amortecimento, G a matriz giroscépica, K a matriz
de rigidez, D a matriz de circulagao, todas de dimensdo n x n, q é o vetor de coordenadas
generalizadas e f o vetor de forgas generalizadas, ambos de dimensao n. As matrizes M, C
e K séo simétricas, enquanto as matrizes G e D sido anti-simétricas.

Devido as altas rotagoes, as ultracentrifugas geralmente utilizam mancais magnéticos ao
invés dos hidrodinamicos. Aqueles ndo apresentam os efeitos hidrodinamicos, representados
pela matriz de circulacdo, que dessa forma pode ser desconsiderada.

Sao feitas ainda algumas importantes simplicagdes que, de certa forma, interferem nos
resultados, mas que tornam a solugao do problema mais simples. Assim sao desconsiderados
os amortecimentos internos e externos e a dependéncia da rigidéz em relacdo a freqiiéncia de
rotagdo. Também s&o consideradas vibragoes livres. Desta forma, a equagao do movimento

(3.5) pode ser simplificada para:

MGg-0Gag+Kqg=0 (3.6)

Para obtencao dos coeficientes de cada matriz serd feita uma discretizagdo do sistema

através do Método de Elementos Finitos, como serd apresentado no préximo capitulo.

3.2 C(Calculo dos autovalores e autovetores

Tendo sido discretizado o sistema em n graus de liberdade, é possivel encontrar n autovalores
e n autovetores correspondentes. Entretanto isto implica num grande nimero de operagdes
e elevado custo computacional, além de que ndo s@o necessarios mais do que alguns dos
primeiros modos de vibracdo para compreender o comportamento do sistema. Assim sao
apresentadas aqui técnicas que permitem o cdlculo dos m primeiros autovalores, relacionados

as freqiiéncias naturais, e seus autovetores correspondentes.
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3.2.1 Calculo das freqiiéncias naturais para () =0

No célculo das freqiiéncias naturais do rotor parado, nao hé a presenca dos efeitos giroscépicos

e a equagao (3.6) se torna:

M{g+Kq=0 (3.7)

Propondo-se uma solucéo na forma q = ¢ ! obtém-se:

(K—2*M) ¢ =0 (3.8)

ou na forma tradicional:

Ké=AM o (3.9)

onde \ = @? é o autovalor associado ao autovetor ¢.

Sdo entdo calculados os m primeiros autovalores e os seus autovetores correspondentes,
ortonormalizados através do conhecido Método da Iteracdo Subspacial, utilizando intérna—
mente o Método de Jacobi Generalizado e o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt

(ver, por exemplo, Bathe [4]).

3.2.2 Técnica de Shifting

Quando se deseja calcular os modos para o sistema livre de vinculagoes é aplicada a técnica
de shifting, que consiste basicamente em manipular as matrizes adicionando um valor s
(shift) que é subtraido depois de calculados os autovalores. Assim, a partir da equagao (3.8),

tem-se:

(K-&a®M+sM-sM) ¢=0 (3.10)
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ou, reagrupando:

[K+sM) - (@*+s)M] ¢ = (K—2AM) ¢=0 (3.11)

Como M é uma matriz positiva definida, para s # 0, K é ndo singular.

Apés a solucao, cada freqiiéncia natural @, pode ser obtida através da operagao:

(I)j = \//\j - S ] = 1, e, m . (312)

3.2.3 CaAlculo das freqiiéncias naturais a uma determinada rotacgao
do rotor

Desejando-se calcular as m primeiras freqiiéncias naturais do rotor, pode-se fazer a trans-
formacdo modal proposta por Kim e Lee [12] para reduzir a ordem do sistema de equagdes.
Estes autores desenvolveram este procedimento baseando-se na 'premissa de que a combi-
nacao de uma base de vetores obtida na andlise do rotor estacionério e nao amortecido,
como na equagdo (3.8), constitui uma boa aproximagao para os autovetores complexos de
um rotor sujeito ao efeito giroscépico e/ou amortecido, como na equagao (3.6).

Definindo-se r = ¢ pode-se reduzir a ordem das derivadas do sistema (3.6), mas dobrando

a sua ordem:

) ”{q}J“[ng—zIGIgH;F{g} | (3.13)

A segunda matriz pode ser tornada anti-simétrica multiplicando-se as n iltimas equagoes

por K:

R R T

que se constitui num sistema de ordem 2n x 2n. Propondo-se uma solugéo na forma:
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{ (‘; }:{ 2 }eiﬂt (3.15)

e substituindo na equagdo (3.14):

M 0 Z1 -0G K zz | _J O
AR TS S ST S S
Definindo @ como a matriz modal, constituida pelas colunas dos autovetores correspon-

dentes aos m menores autovalores do problema (3.8), pode-se fazer uma nova transformacéio

de forma a tornar a segunda matriz anti-simétrica:

{Z}z[iéi—%}{zz} (3.17)

onde A é a matriz diagonal composta pelo quadrado das freqiiéncias naturais obtidas em

-(3.12). Pré-multiplicando o resultado desta transformagao pela matriz:

obtem-se:

Im 0 w1 - (_;' A_% wy _ 0
dEENI S e R I SIS B
onde I, é a matriz identidade e G = "G ® ¢ a matriz giroscépica modificada, ambas de

ordem m x m, ou ainda:

(35 S a0 (3.19)

Este sistema define a mesma solugdo que o sistema (3.6), com a vantagem de ser um problema

de autovalores padrao, com matriz anti-simétrica e de dimensao reduzida 2m x 2m. Mas a
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principal vantagem deste método ¢é a i‘edugéo no tempo de processamento e na quantidade
de memodria necessdria, apresentando um alto nivel de precisao nos valores das freqiiéncias
[12].

A solugao consiste de m pares de autovalores 3;, onde cada (3, é imagindrio puro, na
forma 3; = +i w;, e 0s w; sdo as m menores freqliéncias naturais do sistema a rotacao Q.
O sistema (3.19) também fornece os m autovetores a direita e a sua forma transposta os
m autovetores a esquerda, sendo que os tultimos sdao complexos conjugados dos primeiros.
Entao procede-se a volta ao sistema de coordenadas original através das equacdes (3.17) e

(3.15). Finalmente, os autovetores sdo normalizados tal que:

GMq; =1 (3.20)

onde q; é o i-ésimo auto-vetor a direita e qf é o seu complexo conjugado transposto.



Capitulo 4

FORMULACAO MATEMATICA
DOS ELEMENTOS

4.1 'Método dos Elementos Finitos

As solugdes analiticas de sistemas continuos se limitam a alguns casos onde a geometria
¢é bastante simples. Quando o‘sistema bossui uma geometria relativamente complexa, ou
propriedades nao uniformes, como no caso de materiais compostos, torna-se necessério fazer
uma discretizacdo deste sistema, de tal forma que a solucdo do problema discretizado se
aproxime da solu¢ao do problema continuo.

O Método dos Elementos Finitos é um procedimento numérico para resolver equacoes
diferenciais, que apresenta um bom grau de precisao na solugdo das equagoes diferenciais que -
representam os problemas da mecanica do continuo. Por isso tem sido largamente empregado
nos mais diversos problemas de engenharia.

Este método foi aqui utilizado para a discretizacdo dos rotores através de dois tipos
de elementos diferentes, cujas formulacdes mateméticas sdo apresentadas neste capitulo: o

elemento sélido de revolugdo e o elemento de casca de revolugao, ambos laminados.

4.2 Sistema de coordenadas

O sistema de coordenadas fixo OXY Z tem origem no centro da se¢ao na configuragao inde-
formada e o eixo X coincide com a linha que liga os centros dos mancais.

Em coordenadas cilindricas, o dngulo 8 & medido a partir do eixo Z, como indicado na

26
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Figura 4.1.

Figura 4.1: Sistema de coodenadas e deslocamentos de um ponto genérico.

4.3 Elemento sélido de revolucao

Esta formulagao de elementos sélidos de revolugdo determina as matrizes inerciais e de rigidez
através de um processo semi-analitico. As fungoes de interpolacao sao escritas em termos
de uma série de Fourier na dire¢do circunferencial e de polinémios em planos meridionais.
Assim a integragao na direcao circunferencial é feita analiticamente.

Desta forma a modelagem é bidimensional, através de elementos de 8 nés, com funcoes
de interpolagao do tipo Serendipty. E considerado um elemento laminado, mas foram feitas
algumas restrigdes com relagao & posigdo das laminas. A malha deverd ser tal que o elemento
finito padrao tenha a interface das laminas paralelas ao eixo ¢, como mostrado na Figura
4.2. Para isso, a malha devera ser construida de forma que dois lados opostos do elemento
acompanhem interfaces das laminas e, além disso, que nao haja uma descontinuidade de
interface no interior do elemento. Estas restrigoes nao trazem consequéncias mais graves,
exigindo apenas um certo cuidado na modelagem. Apesar destas restrigdes, o elemento
sélido permite a modelagem de variagdes na espessura, como pode ocorrer nas extremidades

do rotor, Figura 4.3.
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Figura 4.2: Elemento sélido no dominio real e padrao.

Figura 4.3: Modelagem de espessura varidvel com elementos sélidos.
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4.3.1 Deducgao da matriz de rigidez

Os deslocamentos w, u e v nas direcdes radial (), axial () e tangencial (), respectivamente,

de um ponto P qualquer, Figura 4.1, podem ser escritos na forma:

8 =)
w o= Z wo; + Z (Wy; cos () + Wy sen (n9))] N;(r, z)
:1 L 7:1
u = Z Ui + Z (Tns cos (nf) + Uy sen (n0))} N;(r, z) (4.1)

voi + E (Tni sen (nf) + p; cos (n@))} N;(r,x)

1 n=1

|
.Mm

)

onde wo;, Wni, Wni, Ugs, --- 580 0s coeficientes da série de Fourier para o i-ésimo né e N;(r, z)
sao as funcdes biquadréticas do tipo Serendipty, Zienkiewicz [29]. A Figura 4.3 mostra o

significado dos coeficientes do harmoénico 1.

Figura 4.4: Representagado dos coeficientes da série de Fourier para o primeiro harménico.

Devido & ortogonalidade das fungdes 1, cos (nf) e sen (nf), os harménicos da série estao
desacoplados. Isto permite a montagem de n problemas independentes, onde para n = 0
tem-se o efeito dos carregamentos axissimétricos (for¢a centrifuga, por exemplo), axial e
torcional; para n = 1 tem-se a primeira aproximagio para o efeito de flexdo e paran > 1

tém-se efeitos mais complexos de deformagao da circunferéncia da secao transversal.
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Considerando pequenos deslocamentos, as relagoes deformagao-deslocamento usadas para
a determinacao da matriz de rigidez, em coordenadas cilindricas, sdo as relagoes da elastici-

dade linear cldssicas dadas, por exemplo, por Timoshenko e Goodier [28] como:

4 \
€r ) ( W
€z Uz
w v,6
69 = + —
€ = < . = < T r (4.2)
Irz W + Uy
, w.e v
Tro > tTUr—7
+ 28
\ 73:0 ) \ ’U7z r Y,

Devido ao desacoplamento dos harmonicos, as deformagoes podem ser escritas como:

€e=¢€+ Z €n (4.3)
n=1

onde cada parcela pode ser calculada separadamente. Para o harmoénico 0, tem-se:

( Wo Ni,r )
Ug Ni,z
NA
- Wo
= Wo Ni,:z: + Up Ni,r > (44)
Vo (N'i,r - ﬂrL)
\ Vo Ni,z )
onde:
Ni = N,-(r, fL')
aNi(r7 .’E) '
Nip = o0
’ or
8Nz’ (7‘, $)
Niz = ———=
’ Ox
Para o n-ésimo harmonico, tem-se:
( (W, cos (n) + Wy, sen (nb)) N; )

(@n cos (nf) + Gn sen (nd)) N; »
(@, + n U,) cos (nf) + (W, — n ) sen (nd)) 22
(@, cos (nf) + Wy, sen (nf)) N; ; + (@, cos (nd) + @, sen (nf)) N; »
((n Wy, — ) cos (n) — (n Wy, + B,) sen (nf)) £t + (v, sen (nd) + ¥y, cos (nb)) N,
 n (—@psen (nd) + iy, cos (nf)) £t + (3, sen (nb) + By, cos (nh)) N; » )
(4.5)

€p =
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Os estudos aqui realizados limitam-se ao harménico 1 devido ao interesse nos modos de

flexao. Desta forma:

€ = €1 = {

\

(wcosf +wsenb) N,
(@cosf + usenf) N,
((w+ ) cosf + (W — ¥)senb) ﬁrl

(wcosf + wsend) N; , + (dcosf + Gsend) N,

(Gcosf — asend) &t + (Dsend + T cosf) Ni,

((w — ©) cos§ — (w +v) send) £ + (Tsend + v cosb) Ny,

7

(4.6)

Colocando na forma matricial, tendo em vista a implementagao computacional, tem-se:

onde E ¢é a matriz deformacao dada por:

c=EU

0 0 0 0
Ni,:c c Ni,:r S O 0
-0 0 2l ¢ .
Ni,r C Ni,r S 0 0
0 0 (Nip—%5) s (Nir =
—'T‘L‘i‘v—i $ n—JTV"' c ix S Nz

¢ = cosf

s = senf

¢é o vetor de deslocamentos nodais.

(4.7)

(4.9)

Retomando a equagdo (2.5), pode-se calcular a tensdo num ponto no interior de uma

lamina k:

ok = Q €

(4.10)
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onde Q. € a matriz de propriedades do material da lamina k nas diregoes 7z, calculada pela
equagao (2.6).

A energia de deformacgéo elastica, em funcdo da tensao e deformagao, é calculada por:

1 & |
/\/ o1 ek v ' _ (4.11)
k

onde N, é o numero de laminas e V), é o dominio tri-dimensional da k-ésima lamina. Sub-

stituindo a equacgao (4.10), tem-se:

1 Ne :
‘2‘2/ € Qrex dV (4.12)

Substituindo as equagdes (4.7) em (4.12), tem-se a energia de deformacao eldstica do lami-

nado em funcao dos deslocamentos nodais:

v-32 [ ®U T Qe (BU) v (4.13)

Pode-se entao determinar a matriz de rigidez a. partir da primeira variacao da energia

'potencialz

T

Ne
=% | BQ:Ew (4.14)
Vi

Como E é fungio de senf e cosé, o produto E° Qi E produz termos proporcionais a
sen? 6, cos? @ e sen f cosf. Pode-se entdo definir uma matriz de controle E e uma matriz E

de acordo com os valores dos termos de E:
® Se Eij = €5 cos @ Eij =€ € Ez'j = —1;
e se I;; = ¢;; senf Ej=¢eje E;=1,

~

L] seEij=0 Eij=Eij=0.
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A integragao na diregao circunferencial (6) da equagdo (4.14) é feita de forma analitica

por:
A _ _
Ki=p) //Euc Qu Eij dz dr (4.15)
k=1Jr Jz
onde p = m, se Ey, 'Elj =1 du pu = 0, se Ey, Elj = —1. Assim, gracas as restrigoes na

modelagem citadas na secdo 4.3, a integracdo no plano meridional, definido pelos eixos z e

r, ficou simplificada e pode ser feita lamina a lamina por quadratura de Gauss unidirecional:

N¢ Tek  _ _
e __
Kij = U Z // Eilc le Elj dz dr (416)
k=1Jz Jr=ry
onde 7;; é o raio interno da k-ésima lamina e r.; € 0 seu raio externo.

4.3.2 Calculo das matrizes inerciais do elemento

As matrizes inerciais sdo obtidas através da primeira variagao da energia cinética devida a

rotagdo do eixo (2 = ¢) e dos campos de deslocamento, equagdes (4.1), para o harménico 1.
Sistema de coordenadas local

A obtencao da energia cinética é feita a partir de um sistema de coordenadas mével ozyz.

Cada circunferéncia de raio r se translada, gira e se ovaliza permanecendo sempre uma curva

plana, permitindo a definigdo deste sistema mével amarrado a este plano e que gira de acordo

com os movimentos desta circunferéncia. Este sistema tem a origem localizada no eixo OX e
-~ el —~ ~ o . 3

sofre as rotagoes (3 e I' que sdo as rotagdes de precessdo em relagdo a Y e Z, respectivamente,

como mostra a Figura 4.5. Porém, nao gira com a velocidade de spin do eixo 2. Portanto o

plano yz contem a secao rotacionada e o eixo z é normal a esta se¢do.
Caélculo da energia cinética

A partir do sistema de coordenadas mével, as componentes do deslocamento na diregéo axial

podem ser escritas em fungao das componentes da rotagao da segéo:
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fLi = —-Fﬂ'i . (417)
u; = ,B«ﬂ'i

onde I'; e 3, sdo as componentes da rotagao nas diregdes Z e Y, respectivamente, Figura 4.5.

Figura 4.5: Deslocamentos e rotagoes da secao.
A posicao de um ponto P na configuragdo deformada em relagdo ao sistema local é:

Pz 0
p=< p, p =< (r+w)send+wvcosf (4.18)
(r+w)cosf —vsend

A velocidade deste ponto em relagdo ao sistema global é dada por [9)]:

F=R+p. +wxp (4.19)

onde R ¢ a velocidade do sistema mével em relagéo ao sistema fixo, neste caso nula e p, é a

velocidade do ponto P relativa a origem do sistema mével:

Pq 0
pr=1< Py ¢ =4 wsenf+vcosd (4.20)
P, wcosf — vsend
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A taxa de movimento angular do elemento em relagdo ao sistema fixo é:

We —senf 1 0 P
w=4¢ wy, p=|cosfseng 0 cos¢ 1) (4.21)
W, cosBcosp 0 —sen¢ 8

Considerando que as rotagoes [ e I' sejam muito pequenas, entdo cos 3~ 1 e senf3 ~ 3,

tem-se para um angulo ¢ = 0 que:

-8 10 r ¢—-pBT
w~| 0 01 ¢ » = i (4.22)
1 00 3 I

A energia cinética de um elemento de volume infinitesimal pode ser expressa por:

dT = % (t-1) dz dr df (4.23)
onde:
(1) =pp pr+2pp (WX p)+(wxp)(wxp) (4.24)

Substituindo as equagdes (4.18), (4.22) e (4.20) na equagio (4.24), calcula-se o produto
interno da equagdo (4.23). A partir da consideragdo de pequenos deslocamentos, pode-se
despreiar os termos quadraticos nos deslocamentos. Substituindo este resultado na equacgao

(4.23) e integrando-a em relagao a 6, obtém-se:

+% /T/z (,82 +12 4+ 2&52 - 4¢2ﬁ F) r3dr dz (4-2‘5)

Denotando o campo de deslocamentos pelo vetor:

a=(@w @ Br Tr & %) (4.26)



CAPITULO 4. FORMULACAO MATEMATICA DOS ELEMENTOS

pode-se reescrever (4.18) matricialmente como:

T=%//[WpquIq+Wpr3¢2—ﬁpquHq]drd:c

onde I é a matriz identidade de ordem 6 e:

-

0000 0 -2
0000 —2 0
0000 0 0
H=10040 0 o
0200 0 0
2000 0 0

Expandindo o campo de deslocamentos pelas fungdes de interpolacéo:

q=N(r,z)q°
onde:
e T T 7 \T
q = (df af .. df) e
. L N\T .
qJT = (w; w Bir; Tyry ©; ;) j=1,..,p

36

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

onde p é o nimero de nés. Assim, a matriz massa (inércia de translagio e de rotagdo) é:

Me=7r//pNT(:v,r)IN(x,r) r dz dr

E a matriz giroscépica é definida por:

Ge = W/:E/Tp N”(z,r) (HT - H) N(z,r) r dr dzr

(4.31)

(4.32)

Como geralmente as ldminas apresentam valores de densidade média muito préximas,

sendo comumente iguais, pode-se calcular a densidade média do laminado p através da

média das densidades das lAminas, ponderada pelas espessuras:
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1 Ne
p=7 2 hepy (4.33)

h =1
onde p, é a densidade média da k-ésima lamina, hy é a sua espessura e h é a espessura do
laminado. Assim a integracao numérica para o cdlculo das matrizes inerciais pode ser feita
-como se o material fosse isotrépico, passando p para fora da integral r em (4.32) com o valor

médio dado por (4.33).

4.4 Elemento de casca laminada

Esta formulagao para o elemento de casca laminada considera o cisalhamento transversal da
parede do rotor e é baseada na teoria de cascas de Donnell [13]. Como no elemento sélido,
aqui também as matrizes de inércia e de rigidez sao calculadas através de um processo semi-
analitico. As fungbes de interpolagao sao escritas em termos de uma série de Fourier na
direcao circunferencial. Desta forma a modelagem é unidimensional, através de elementos

cubicos lagrangeanos de 4 nés.

4.4.1 Deducao da matriz de rigidez

O deslocamento de um ponto P nas diregoes r, xz e 8 é dado por:

S
I

©
1l
—

wo; + Z (W cos (nB) + Wy, sen (nﬂ))} N; (3:)

n=1

I
WE

Ug; + i (Tni cos (nf) + G, sen (nﬁ))] N;(z) (4.34)

n=1

.
il
-

I
.Mm

voi + Z (Tni sen (n8) + Ty cos (nﬁ))} N;(z)

1 n=1

k2

onde N;(z) sdo tomadas como fungdes de interpolagao polinomiais.
Considerando pequenos deslocamentos, as relagbes deformacao-deslocamento usadas para.

a determinacdo da matriz de rigidez, em coordenadas cilindricas, sdo as relacées de Donnell
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apresentadas por Kraus [13] como:

R " 3

€ U

v,
€p —1:‘ + 7(}'9'
Yz Vg + =

+
r a a
Xz: :/8 T,z
Xe ;59,9
\ Xz6 ) \ /Be,z )

onde a é o raio médio da casca cilindrica e 3, e B, sao as rotagoes do segmento normal &
parede em torno das diregoes tangencial e axial, respectivamente, expandidas para o primeiro

harménico por:

B, = fB,senf+ B_cosb (4.36)

By = [gcosl+ Bysenb

Deve-se notar que estas sdao as componentes de deformagao de um ponto na superficie de
referéncia da casca. A deformagdo num ponto genérico, usando-se a mesma notac¢ao para a

deformacao na superficie de referéncia, para simplificé-la, é dada por:

€, = €t2Z X,
€g = €+ 2 Xgo (4.37)

7?0 = 710+Z Xzo

ou, em forma matricial:

€= +zx ‘ (4.38)
onde €° representa o efeito de membrana e x o efeito de flexdo e

={ e o} (4.39)
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onde z é a coordenada radial do ponto medida a partir da superficie de referéncia; v,, € v,
sao as deformacgoes cisalhantes transversais 4 parede da casca.
Da mesma forma que para o elemento sélido, para o elemento de casca foi desenvolvido

apenas o harmoénico 1. Assim:

1 (@cosf + asenB) N; ,
((w + v) cos O + (W — ) sen ) £t
(Gcosf — asend) i + (send + ¥ cosb) Ny,

(,:?x sen § + (3, cos 0) N; + (wcos @ + wsen ) Ny
e=e=4¢ ((w- Az?) cos @ — (w + v) sen ) -1—24 + (Bo cosf + Bosenﬁ) N; (4.40)
| - (BI sen @ + BE cos 9) N; »

i (Bo cos @ — B, sen 9) N;

(Bo cos @ + B, sen 0) Ny

\

Colocando na forma matricial esta relagao fica:

e=EU (4.41)

onde a matriz de deformacao é dada por:

[0 0 Nigc Nz s 0 0 0 0 0 0
=3 % c 0 0 —% s Hal c 0 0 0 0
Nizs Nigc =g e 0 0 0 0 0 0
E— Nizs Nizc 0 0 0 0 N; s N; c 0 0
T L s 0 0 i Ly 0 0 N;ic N;s
0 0 0 0 0 0 —N;z¢c —N;iz s 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 —fis Ng
0 0 0 0 0 0 0 0 Nizc N;zs |
(4.42)
¢ = cosf
s = senf

e U é o vetor de deslocamentos nodais do elemento, formado pelos deslocamentos U; de cada

noé ¢ definidos por:
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T pe - = T
U={@ @ % @& 0 & Bu Bu Bo Boi } (4.43)

As relagbes constitutivas para a casca considerada podem ser separadas em duas partes,
uma delas envolvendo as componentes coplanares no plano tangente x — 8, que compreende
um estado plano de tensdes (¢, = 0) com componentes { Oy Og Tzo } e { €z €0 Yro } \
e uma outra relacao para o cisalhamento transversal envolvendo { Tre Tro } e { Yoz  Yro }

Para ambos os conjuntos as relagSes sdo as seguintes, Agarwal e Broutman [1]:

Oz C_?u C_?lz le €x
og = | Q12 Q2 Qs €o (4.44)
Tz6 Qe Q26 Ces Yz
ou
o™F = QF € ' (4.45)
e
Trx C_244 C_245 Y .
=| = = [ 4.46
{ Tro } {szs Qss }{ Yro } ( )
ou

™ = Qi) (4.47)
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onde

Qu = Quc*+(Qu2+2Qes) s°¢* + Que &

Q2 = (Qu + Q2 —4Qe) s°¢*+ Q12 (s* + )

Q= Qu 5"+ (Qu2 +2Qgs) s°¢° + Qa2 C*

Qs = (Qu— Q12— 2Qe6) s ¢+ (Qr12 — Qo2 +2Qe6) 5° C

Qs = (Qu— Q12— 2Qe) s° c+ (Qr12 — Q22 + 2Qes) s C* (4.48)
Qos = (Qu + Q2 —2Q1 — 2Qes) °C” + Qoo (s* +¢*)

Qu = Gi3®+ Gy §*

Qis = (Gis—Gas) sc

Qss = Gi3 s+ G

e Q11, Q12, etc. sio os coeficientes de rigidez nas direcdes principais de propriedades definidos
pela equagao (2.9).

Tomando as defini¢bes dos esforcos na casca:

Ne hy/2

N ={N N Ny }T=Z/ o°* dz
k=1 z=—hy /2
T N¢ hk/2
M= { M, My My} =D / z o™ dz (4.49)
k=1 VY 2=—hi/2
T Ne  phy/2
Q = {Qu Quv} :Z/ T ds
k=1 z=—h/2

As deformaces num ponto genérico e* e ~* sdo relacionadas &s deformacdes na superficie
de referéncia pela equagao (4.37). Substituindo estas relagOes nas equagdes (4.44) e (4.46),
levando as tensoes nas laminas a equagao (4.49) e integrando na espessura chega-se as relagoes

esforcos-deformacao:

SNy 40
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e
Q44 Q_45 T A AT ’
=ks h = 4 = A 4.51
Q [Q45 Qss | ! 7 (4.51)
onde
Ne _
Az] = Qij hy
k=1
Ne _
Bz] = Z Qz] hi Zy
k=1
o (o t
D” = ZQ” hi zk""ﬁ
k=1
i Ne _
A'LJ = ks Cij i
k=1

e ks é a constante de cisalhamento, tomada como sendo igual a 5/6, e Z; é a distancia d
superficie média da lamina & superficie média do laminado.

As relagbes acima podem ser agrupadas, resultando num sistema de equagoes tinico:

N A 0 B e’
M B 0 D X |

onde, para simplificar a notagao, foi definida uma matriz C; de ordem 8x8 tal que:

N €’
. M X

A energia potencial eldstica em termos dos esforgos é dada por:

] e )7 N
V=—/ ~E Q b av (4.54)
) M

Substituindo a relagdo constitutiva (4.53) e tomando a discretizacdo das deformagdes da

superficie de referéncia (4.41) obtem-se:

1 T
V=§/1/6(E U’ C, (EU)dd da (4.55)
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Pode-se entdo determinar a matriz de rigidez a partir da primeira variacio da energia

potencial:

K°® = //eET C; E df dz (4.56)

Como E é fungao de sen @ e cos 8, o produto E' C s E resulta em termos proporcionais a
sen?d, cos? § e sen § cos §. Definindo-se a matriz E, obtida, como no caso do elemento sélido,
removendo-se os termos trigonométricos de E e uma matriz de controle E, onde E;; = 1
ou —1, conforme E;; dependa de senf ou cosf, respectivamente, a integracao na diregéo

circunferencial (6) da equacdo (4.56) é feita de forma analitica por:

Kj; = /l-/ Ei C,u By dzx (4.57)

onde pu =m,se B Ej; =1oupu=0,se B E; = —1. A integracao numérica na direcéo x
M s J ! J

é feita por quadratura de Gauss unidirecional:

p _ _
Kfj = U Zl Ez'k kal Elj VVJ (458)
J=
onde n, é o nimero de pontos de integracao e W; é o peso do j-ésimo ponto de integracao.

4.4.2 Calculo das matrizes inerciais do elemento de casca

As matrizes inerciais sdo obtidas através da primeira variagdo da energia cinética devida a
rotagdo do eixo (02 = ¢) e dos campos de deslocamento, equagdes (4.34), para o primeiro
harménico. |

Na obtencao da energia cinética é utilizado o mesmo sistema de coordenadas mével oxyz
definido para o elemento sélido. Este sistema sofre as rotagdes de precessédo 8 e I', que sdo

relacionadas aos deslocamentos axiais por:
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'&i = —Fia (459)

onde I'; e G, sdo as componentes da rotagao do né ¢ nas dire¢cdes Z e Y, respectivamente,

Figura 4.5.

A posicao de um ponto P, distante £ do raio médio a, em relagdo ao sistema local é:

p=<{ p, ¢ =19 (a+&+w)senb +vcosd — By {cosb (4.60)
0, (a+ &+ w)cosf —vsenf — [,y Esend

Considerando casca delgada, pode-se eliminar [3,:

Bo = é (v~ wo) (4.61)

Substituindo a equagao (4.61) na equacgéo (4.60), obtem-se:

Pa B.€ |
p=13 p, ¢ ={ (a+€&+w)senf+[v—1(v—wp) £ cosd (4.62)
(a+&+w)cosd + |2 (v—wy) € —v|send

A velocidade deste ponto em relagdo ao sistema global é dada por:

i=R+p,+wxp (4.63)

A taxa de movimento angular do elemento em relacao ao sistema fixo é dada pela equagao:

-6 10 r ¢—pBT
w>~| 0 01 ¢ » = I (4.64)
1 00 B r

A velocidade do ponto P em relagao ao sistema local é:
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Pr=14 Py ¢ =1 wsend+ [v— I (0—wy) & cosh _ - (4.65)
P, weosf + {1 (v —1e) £~ 0| send

A energia cinética de um elemento de volume infinitesimal pode ser expressa por:

P (@t
dI' = ——5—

(t-F) dx d€ db (4.66)
Também no elemento de casca foi utilizada a densidade média da lamina dada pela
equagao (4.33) no cdlculo das matrizes inerciais.
Tratando-se de cascas finas, pode-se considerar h?/a? < 1. Substituindo as equacdes
(4.60). (4.64) e (4.65) na equacéo (4.63), calculando o produto interno, desconsiderando os

termos quadréticos nos deslocamentos e integrando a equagao (4.66) em relagdo a 6, obtém-

se:

T = lpah/ [172+172+1D2+1D +2¢('Dﬁ)+ﬁw—z‘;ﬁ)—f}w)]da¢+ (4.67)
+2a% / (8 +17 28"~ 48’5 1) do

Denotando o campo de deslocamentos por:

- . = = = = T
a={w @ B o 0 B, B, By Bo} (4.68)
pode-se reescrever matricialmente:

T = %a h / [qTJ d+a26 —qC H q] dz (4.69)
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onde:
(10 0 0 00 0O0O0 0]
010 0 00O0O0O0OO
00a 0 00O00O0O0O
00 0 a* 000000
000 0100000
J= 000 00100O00O0 (4.70)
000 0 O0O0O0OO0OGOO
000 00O0O0OO0OO0OO
000 0 0O0O0O0OOO
00 0 0 00O0O0O0 0]
e:
0 0 0 001000 0]
0 0 0 0100000
0O 0 0 00O0OO0OOOGO
0O 0 -2000000©O0
0 -1 0 00O0O0O0O0O .
H=1210 00000000 (471)
0 0 0 00O0OO0OOO0OO
0 0 0 0O0O0OOOOO
0O 0 0 0O0O0OO0OOO0OO
| 0 0 0 00O0O0O0O0 O]
Expandindo o campo de deslocamentos pelas fungdes de interpolagao N (z), tem-se:
q=N(z) ¢° (4.72)
onde q° € constituida pelos deslocamentos nodais, dados por:
e T -~
« = (o al .. dj ) e (4.73)

~ _ B ~ _ T
q? = (wj (o /8_7‘ Fj 7 Uj ,sz ,ij 50;' ﬁej)

Assim, a matriz massa (inércia de translagio e de rotagao) é:

Me = W/g/zp NT(z) A N(z) ¢ dz d¢ (4.74)
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E a matriz giroscépica é definida por:

G® = W/g/zp N'(z) (HT — H) N(z) £ dr d¢ (4.75)

Pelas definicoes observa-se que as matrizes de rigidez K e de inércia M sao simétricas,

enquanto que a matriz de efeitos giroscépicos é anti-simétrica.



Capl’tulo 5
RESULTADOS

S@o aqui apresentados alguns resultados obtidos com a implementacdo computacional das
formulagoes dos elementos sélido e de casca no programa ROFLEX II [3]. Na secdo 5.1,
os resultados obtidos foram comparados com os do software comercial MSC/Nastran. Nas
segoes 5.2 a 5.5 foram analisadas cascas cilindricas rotativas de raio =, comprimento L e
espessura constante h, como indicado na Figura (5.1). N&o foram aplicadas condigdes de

contorno, tendo sido empregada a técnica de shifting (ver segdo 3.2.2).

Figura 5.1: Dimensoes da casca cilindrica.

Nos casos em que os elementos sélido e de casca foram comparados com o elemento de
viga, secoes 5.2 e 5.3, os resultados deste 1ltimo foram obtidos de uma formulacdo baseada
na Teoria de Vigas de Timoshenko j4 existente no programa ROFLEX II e, quando se trata
de material composto laminado, as propriedades equivalentes foram calculadas através do

programa CedricT [19].

48
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Em alguns dos gréficos apresentados. os modos progressivos estao indicados pela letra P,
enquanto os modos regressivos estao representados pela letra R. Os modos estao numerados

na seqiiéncia crescente na situac¢ao de rotacao nula.

5.1 Comparacao com software comercial

Com a finalidade de tentar verificar a validade dos resultados obtidos, foram feitas algumas
comparagdes com os resultados do software comercial MSC/Nastran. Entretanto, s6 foi -
possivel a comparagao de resultados para rotores parados, dado qﬁe este nao faz a andlise
considerando uma velocidade de rotacao.

A comparacio é feita pela variagao percentual entre as freqiiéncias obtidas pelo ROFLEX
em relagdo as obtidas pelo MSC/Nastran, tendo como base as do ultimo. Foram éomparadds
os modos sob flexao, ilustrados pela ﬁg;ura 5.2. O modelo utilizado no ROFLEX é formado
de 10 elementos sélidos, como indicado na figura 5.3, enquanto que-o modelo tri-dimensional
utilizado no MSC/Nastran é formado por 800 elementos, 20 anéis com 40 elementos cada, do
tipo "Plate”. Para relagoes geométricas % =10e ’—: = 0, 1, considerando material isotrépico,

as variagoes para os trés primeiros modos encontradas foram:

Ry = 0,77%
Ry = 1,07%
Ry = 1,7%

onde

Rs = fROFLEX - fNastran 100

f Nastran
e 0 algarismo no indice indica 0 modo.
Quando comparados para as mesmas relagbes geométricas, mas considerando material
composto formado por duas ldminas ortotrépicas ndo simétricas, as variagoes para os trés

primeiros modos encontradas foram:
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Figura 5.2: Os trés primeiros modos sob flexao.

Rfl = —4,41%
Ry = -3,54%
Rys = —2,83%

Os resultados do ROFLEX apresentaram-se bastante compativeis com os do MSC/Nastran

para material isotrépico, mas um pouco inferiores no caso de laminados nao simétricos.

5.2 Comparacao dos elementos para material isotrépi-
co

Foi realizada uma extensa comparagao entre os elementos sélido, de casca e de viga na andlise

de um material isotrépico com as seguintes propriedades:

E = 210" N/m?%
p = 7800 kg/m?®;

v = 0,3.

L

As comparagdes envolveram diversas geometrias, variando as relagoes < e % entre valores

extremos para verificar o comportamento de cada um dos elementos. Foram utilizados
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modelos com 10 elementos sélidos, 10 elementos de casca e 78 de viga, resultando em 318, 310

e 316 graus de liberdade, respectivamente. A Figura 5.3 mostra os trés modelos utilizados.

Modelo de elementos sélidos

Modelo de elementos de casca

Modelo de elementos de viga

Figura 5.3: Modelos de elementos sélidos, de casca e de viga.

As Figuras 5.4 e 5.5 mostram as freqiiéncias dos trés primeiros modos para duas relagoes
% diferentes, 1 e 10, respectivamente. Em ambas, as curvas para o elemento de casca nao
sao mostradas pois os resultados praticamente coincidem com os do elemento sélido.

Para rotores curtos, ja eram esperadas significativas diférengas entre o elemento de viga
e os demais, devido. a formulagao do primeiro nao ser apropriada para relagoes -’;i menores
do que 10.

A anélise dos resultados obtidos nestas comparagoes mostra que, especialmente para o
elemento de viga, os autovalores sofrem pequenas Variagées para valores de % menores que 0,1
e que eles praticamente nao variam para valores menores que 0,01. Isto pode ser explicado

pelo fato de que a rigidez é proporcional & inércia da se¢ao, enquanto a massa é proporcional

a 4rea da se¢do. Portanto, os autovalores sao proporcionais a:

(5.1)
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Freqiiéncia natural (Hz)
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1500
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—&—S6lido-P1
—o6—S6lido-R2
—e—Sélido-P2
——&—S6lido-R3

—a—Sélido-P3

--9--- Viga-R1
---#--- Viga-Pl
---0.-- Viga-R2
---® .. Viga-P2
---@--- Viga-R3
---B--- Viga-P3

Figura 5.4: Diagrama de Campbell para um rotor isotrépico com relagdes geométricas L/r=1

e h/r=0,1.
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---®-.. Viga-P2
---B--- Viga-R3
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Figura 5.5: Diagrama de Campbell para um rotor isotrépico com relagdes
L/r=10 e h/r=0,1.

geométricas
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onde 7. € 0 raio externo e r; é o raio interno da casca cilindrica. Quando se trata de h < r,
a drea da seg@o pode ser aproximada pbr 2w r h e a inércia da se¢ao pode ser aproximada
por 7 72 h. Neste caso, os autovalores sao proporcionais ae raio e independem da espessura.

Esta anilise também mostra uma grande semelhanga entre os resultados obtidos com
os elementos sélido e de casca. Entretanto, em‘alguns casos nao apresentados, entre os
trés primeiros modos para o elemento sélido surgiram modos diferentes para o elemento de
casca, possivelmente associados aos graus de liberdade exclusivos deste elemento ou modos

espurios.

5.3 Comparacao dos elementos para material compos-
to

Foi realizada uma comparagdo entre os elementos sélido, de casca e de viga na andlise
de um material composto formado por duas laminas orientadas a 0/90° com as seguintes

propriedades:

E, = 210" N/m?

E, = E3=2810°N/m?
Gy, = G13-=4,8.109 N/nP;
Gy = 4.10° N/m?

p = 2000 kg/m?;

v = 0,25.

As comparagoes envolveram diversas geometrias, variando as relagoes —f— e % entre valores
extremos para verificar o comportamento de cada um dos elementos. Foram utilizados
modelos com 10 elementos sélidos, 10 elementos de casca e 78 de viga, resultando em 318, 310
e 316 graus de liberdade, respectivamente. A Figura 5.3 mostra os trés modelos utilizados.

As Figuras 5.6 e 5.7 mostram as freqiiéncias para os trés primeiros modos para duas

relacoes % diferentes, 1 e 10, respectivamente. Os resultados para o elemento de casca nao
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sao apresentados pois praticamente coincidem com os do elemento sélido.

Lir=1;h/r=10,1
1800 [ L
. 16007 ......... [~ DA Weeoimneas Mevoooanes Weoeoeroes o—S6lido-R1
= 1400 M# —e—S6lido-P1
T 100 4 |—o—S6lido-R2
§ P SN P TP Beoenmnins @rcinnnins @erianares 'y —e—S6lido-P2
= 1000 —— s —— v — —8—S6lido-R3
¢ 800 = —=—S6lido-P3
2 600 S v v S G R o+~ Viga-Rl
g 400 ---#-.- Viga-Pl
= 200 .--©-- Viga-R2
0 ] J 1 ‘ 1 <--@-- Viga-P2
---Bk-- Viga-R3
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 | . . ope
Rotacdo do eixo (rpm)

Figura 5.6: Diagrama de Campbell para um rotor de material composto com relagoes ge-
ométricas L/r=1 e h/r=0,1.

Comparando, por exemplo, as Figuras 5.5 e 5.7, pode-se verificar que a diferenca entre
os resultados obtidos com os elementos sélido e de viga aumenta quando o rotor é feito
de material composto. Neste exemplo, a diferenca entre os resultados para as freqiiéncias
naturais do primeiro modo do rotor em material isotrépico é de -0,3% para ¢ = 0 e -1%
para ¢ = 30000 rpm, tomando os resultados do elemento sélido como base. Para o rotor em

material composto, a diferenca passa a ser de -17% para ¢ = 0 e -39% para ¢ = 30000 rpm.

5.4 Estudo da variacao das freqiiéncias naturais com
as relagoes geométricas

Foi feito um estudo da variacido das freqiiéncias de um rotor em material composto com as

relacoes & e 2
T T

. Foi empregado o mesmo modelo com 10 elementos sélidos, representado no

topo da Figura 5.3. As laminas apresentam as seguintes propriedades:
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Lir=10; h/r=0,1

300
—o0—2S6lido-R1
g 250 —e—S6lido-P1
= —o——S6lido-R2
& 200 .
= —e—S6lido-P2
s 150 —8—S6lido-R3
- —#—S6lido-P3
= 100 - cev0n-- Viga-RI
g; - @ Viga-P1
= 50 -+-0--- Viga-R2
---® .- Viga-P2
0 T T T T T .
: ---@--- Viga-R3
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 | oy ps

Rotacdo do eixo (rpm)

Figura 5.7: Diagrama de Campbell para um rotor de material composto com relagoes ge-
ométricas L/r=10 e h/r=0,1.

E, = 210" N/m?

E, = E;=8.10° N/m?
G2 = Gi3=4,810° N/m?
Gy = 4.10° N/m?;

p = 2000 kg/m?;

v = 0,25.

As Figuras 5.8 e 5.9 mostram a varia¢ao da primeira freqiiéncia natural regressiva com a,
relagdo {i, para a relacao % constante e igual a 0,1. Na primeira figura esta relagao aparece
no eixo das abscissas e as curvas indicam a rotagdo do rotor em rotagdes por minuto. Na

segunda a rotacao do rotor aparece no eixo das abscissas enquanto as curvas representam as

diferentes relagoes —f—
Pela observagdo da Figura 5.8, verifica-se que os rotores curtos sdo mais sensfveis a

rotacao do rotor e que pequenos aumentos no comprimento provocam grandes redugdes na,
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h/r = 0,1
600
L
500
400 \\ ——W=0
300

Primeira freqii¢ncia natural
(Hz]

\\\\ —&—W = 12000 rpm
200 —a— W = 30000 rpm
100 \\;’\g
0 T 1
0 10 20
L/r

Figura 5.8: Variagdo da primeira freqiiéncia natural com a relacdo L/r.
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g 100 = &
. ¥ ol o % X
E 0 - T T ]

0 10000 20000 30000
Rotacdo do eixo [rpm]

Figura 5.9: Variacao da primeira freqiiéncia natural com a rotagao do rotor para-uma relagao
L/r.
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freqiiéncia natural e vice-versa. J4 a Figura 5.9 indica que, na medida em que a rotagado do
rotor é mais elevada, a relagao I;‘ tem menos importincia sobre a freqiiéncia natural.

As Figuras 5.10 e 5.11 mostram a variacao da primeira freqiiéncia natural com a relacao
A para a relacdo £ constante e igual a 10. Na primeira figura esta relacio aparece no eixo
7 P Gao 7 g . p g agao ap.
das abscissas e as curvas indicam a rotagao do rotor em rotagdes por minuto. Na segunda a

rotacao do rotor aparece no eixo das abscissas enquanto as curvas representam as diferentes

h

"

relagoes

80 4
60 \ 4 |—e—W=0

S —=— W = 12000 rpm

Primeira freqiiéncia natural
[Hz]

40 —a— W = 30000 rpm
20
0 ' .
0 0,1 0,2
h/r

Figura 5.10: Variagado na primeira freqiiéncia natural com a relagéo h/r.

Cabe adui a observagdo de que a primeira freqiiéncia natural pode corresponder a difer-
entes modos para diferentes rotagoes do rotor. Isto explicé as descontinuidades nas quatro
figuras acima.

Observa-se ainda nas Figuras 5.10 e 5.11 que a freqiiéncia natural é pouco influenciada
pela espessura quando a espessura é pequena, mas que esta influéncia cresce 4 medida que

a rotacao do rotor cresce.
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Figura 5.11: Variagdo na primeira freqiiénciszne@ral com a rotagdo do rotor para uma

relacdo h/r. =

5.5 Estudo da variacao das freqiiéncias naturais com a

sequéncia de empilhamento

Foi feito um estudo da variagao das freqiiéncias de um rotor em material composto mantendo

a geometria e variando a sequéncia de empilhamento. As relacGes geométricas utilizadas

foram —TL- =5e % = 0,05. Foram empregados modelos com 10 elementos sélidos. As laminas

apresentam as seguintes propriedades:

E, = 210" N/m?

E, = E3;=8.10° N/m?

G1a = Gi3=4,8.10° N/m?;

Gy = 4.10° N/m2;
p = 2000 kg/m?;

v = 0,25.

As Figuras 5.12, 5.13 e 5.14 mostram os resultados obtidos para um laminado +a/ — «

para as rotagoes ¢ = 0, ¢ = 12000 rpm e ¢ = 30000 rpm.
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Figura 5.12: Influéncia do 4ngulo de orientacdo das fibras nas freqiiéncias naturais de um

rotor de material composto a rotacao nula.
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Figura 5.13: Influéncia do &ngulo de orientagao das fibras nas freqiiéncias naturais de um
rotor de material composto a rotacao de 12000 rpm.
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30000 rpm
5 1000
- 800
g —e—Modo RI
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£
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Angulo de orientacéio das fibras (graus)

Figura 5.14: Influéncia do dngulo de orientagao das fibras nas freqiiéncias naturais de um
rotor de material composto a rotagao de 30000 rpm.

Oé resultados mostram que os menores valores para as freqiiéncias naturais sao obtidos
para angulos de orientagao das fibras préximos a 0° e a 90°. Os valores méximos foram
obtidos para dngulos préximos a 30° para o primeiro modo e a 45° para o segundo modo.

Estes resultados mostram também que sao possiveis mudangas significativas nas freqiién-
cias naturais através de mudangas no angulo de orientagido das fibras. Neste exemplo, o
maior valor de freqiiéncia é igual a, pelo menos, duas vezes o menor valor para um mes-
mo modo e & mesma ro‘pagéo. Outros resultados nao plotados mostram que a mudanga no
nimero de camadas, sempre alternadas +«/ — «, para uma mesma espessura ﬁ?(a ou na sua

ordem apresentou mudancgas muito pequenas.

5.6 Andlise de um rotor de geometria complexa

Com a finalidade de demonstrar a versatilidade do elemento sélido na andlise de rotores com
geometria complexa, é apresentada a andlise de um rotor constituido por tampas em ago
de alta resisténcia e corpo cilindrico formado por uma camada de ago revestida por quatro

laminas de material composto. A Figura 5.15 mostra o corte longitudinal do rotor e os

detalhes da modelagem das tampas.
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e
b
i

a c

Figura 5.15: a) Corte longitudinal do rotor; b) Detalhe do modelo da tampa superior; c)
Detalhe do modelo da tampa inferior.

As propriedades do aco séd:
= 1,85.10" N/m?
= 7,11.10"° N/m?;

p = 8000 kg/m3;

v = 0,3
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As propriedades das laminas de material composto sao:

Ei = 210" N/m?

E, = E3=8.10°N/m?"
Gz = Gi3=4,810° N/m?;
Gos = 4.10° N/m?;

p = 2000 kg/m?;

v = 0,25.

As dimensées bésicas do corpo cilindrico sio:

L = 710 mm;
r = 86 mm;
h = 1 mm.

A espessura estd dividida em 0,4 mm de ago e 4 laminas de 0,15 mm orientadas a
+45°/ — 45°.

A Figura 5.16 mostra o diagrama de Campbell do rotor.
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Figura 5.16: Diagrama de Campbell do rotor.
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Capitulo 6
CONCLUSOES E SUGESTOES

As formulagoes apresentadas para os elementos sélido e de casca, ambos de revolugao, ob-
tiveram resultados muito préximos para as freqiiéncias naturais de rotores de materiais
compostos laminados. Entretanto, elas apresentaram significativas diferencas com relacao
aos resultados obtidos pela formulagao cldssica do elemento de viga, sobretudo para rotacoes
mais elevadas. Isto parece indicar que este elemento nao é indicado para anélises de rotores
de materiais compostos em altas rotagées. O uso de mdédulos equivalentes é uma ferramenta
importante na estimativa do comportamento estético de vigas laminadas. O principal defeito
desta técnica é nao representar os acoplamentos extensao-torgao e ﬂexao-torgéo.

Tendo apresentado resultados igualmente bons, o elemento sélido traz vantagens em
relacdo ao elemento de casca pela sua versatilidade, permitindo a modelagem de detalhes
geométricos que o elemento de casca ndo poderia representar, tais como anéis de reforgo,
tampas e suportes dos mancais.

O estudo paramétrico das rela¢bes geométricas comprimento/raio e espessura/raio mostrou
que ambas tém mais influéncia na medida em que a rotacao do rotor aumenta.

Foi verificado que o &ngulo de orientagdao das fibras tem forte influéncia nos valores
das freqiiéncias naturais, o que permite que se possa variar as freqiiéncias naturais afim
de evitar a rotagao de operacdo do rotor, por exemplo, sem a necessidade de alteragoes
na geometria do mesmo. Entretanto nao foi feita qualquer avaliagdo sobre o impacto nas

tensoes atuantes, o que pode limitar as variagoes por questdes de integridade estrutural. O

64
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aumento no nimero de camadas, repetindo os 4ngulos de orientagio das fibras e mantendo-se
a espessura constante, nao produz alteragoes signi.ﬁcativas nos valores das freqiiéncias.

Uma dificuldade encontrada foi a falta da implementacdo de formulagoes que admitam
harmoénicos de ordem maior do que um para a comparacao de resultados com trabalhos
correlatos, que geralmente se voltam mais para os modos associados com harmoénicos de
-ordem superior a um. Além de permitir estas comparagoes, esta implementagao permitiria
verificar qual a influéncia do &ngulo de orientacdo das fibras nos valores das freqiiéncias
naturais para modos nao associados diretamente com a flexdo, mas que, por vezes, podem
ser criticos e apresentarem freqiiéncias naturais inferiores.

Outra sugestéb para trabalhos futuros é a inclusao do efeito da tensao na direcao cir-
cunferencial provocada pela forga centrifuga. Este efeito nao foi aqui considerado, mas pode

produzir diferengas significativas nos resultados para elevadas rotagoes do rotor.
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	Q12	=	(Qn + Q22 — 4Qee) s2c2 + Q12 (<s4 + c4) Q22	—	Qn 54 + (Q12 + 2Qgg) s2c2 + Q22 c4

	Q26	=	{Qn ~ Q12 ~ 2Qm) s3 c + (Qí2 — Q22 + 2Q66) s c3	(4.48)

	N = { Nx Ne Nxe }T = / axk dz


	Q = { Qrx Qrd }T = '^2 / Tfc dz fc—l Jz=—h^/2

	Kfj =/i E Ètk Cfkl ÈLj Wj	(4.58)

	4.4.2	Cálculo das matrizes inerciais do elemento de casca

	dT = P (a + fl j dx ^ dQ
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