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” Abra seus bracos para mudanca,
~ ~ 7
mas nao abra mao de seus valores.

(Dalai Lama)
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Resumo

THIAGO GUINZANI FELIPE (2006), Anélise de Sensibilidade Topolégica Aplicada
em Problema Inverso de Condutividade. Dissertacao de Mestrado. Programa de Péds-

Graduagao em Engenharia Mecanica, Universidade Federal de Santa Catarina, Florianopolis

(S.C.), Brasil.

Orientadores: Eduardo Alberto Fancello, D.Sc.
Antonio André Novotny, D.Sc.

Considera-se um problema de conducao de calor em regime estacionario, caracterizado
por um corpo constituido de um dado material e que apresenta em seu interior um con-
junto de inclusoes compostas por outro material, de modo que ambos os materiais, matriz
e inclusao, possuem coeficientes de condutividade térmica diferentes. Caso este corpo seja
submetido a um conjunto de excitacoes térmicas conhecidas, é possivel medir a distribuicao
de temperatura desenvolvida sobre sua fronteira em cada experimento. A partir dessas dis-
tribuigoes de temperatura, pretende-se encontrar a posigao, forma e topologia do conjunto
de inclusoes distribuidas no interior do corpo, caracterizando assim um Problema Inverso de
Condutividade.

Este trabalho tem como principal objetivo, aplicar o conceito de Derivada Topoldgica em
problemas inversos de caracterizacao de propriedades em meios heterogéneos. Esta derivada
para o problema inverso em questao é calculada via Analise de Sensibilidade & Mudanca de
Forma tomando como funcao de desempenho o Critério de Kohn-Vogelius. A sensibilidade
quanto a introdugao de uma inclusao, obtida através da derivada topologica é entao utilizada
para propor um método iterativo de reconstrucao que seja capaz de identificar inclusoes no

interior de um dominio.

X1iv



Abstract

THIAGO GUINZANI FELIPE (2006), Topological Sensitivity Analysis Applied to
Inverse Conductivity Problem. Master Dissertation. Programa de Pés-Graduagao em

Engenharia Mecanica, Universidade Federal de Santa Catarina, Floriandpolis (S.C.), Brazil.

Advisors: Eduardo Alberto Fancello, D.Sc.
Antonio André Novotny, D.Sc.

Let us consider a steady-state heat conduction problem characterized by a body consti-
tuted by a specific material, that has in its interior a set of inclusions composed of another
material, so that both materials, bulk material and inclusion, have different thermal conduc-
tivity coefficients. In the case of this body be submitted to a set of specifics thermal excita-
tions, it is possible to measure the distribution of temperature developed on its boundary in
each laboratory experiment. From these temperature measurements, it is intended to find
the position, shape and topology of the set of inclusions distributed inside the body, thus
characterizing an Inverse Conductivity Problem.

The main goal of this work is applying the concept of Topological Derivative in Inverse
Problems of characterization of properties in heterogeneous media. This derivative is calcu-
lated by the Topological-Shape Sensitivity Method taking the Kohn-Vogelius Criterion as a
performance function. The sensitivity of the problem by the introduction of an inclusion, ob-
tained through the topological derivative then is used to propose an iterative reconstruction

method that is able to identify inclusions inside a domain.
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Capitulo 1

Introducao

O célculo da sensibilidade ou Andlise de Sensibilidade de uma fungao de desempenho
associada a um modelo significa avaliar a variacao desta func¢ao quando seu dominio de
definicao, sua fronteira ou algum parametro que o controla sofre alguma perturbacao. Este
tipo de calculo é objeto de estudo em varias areas de pesquisa como Otimizagao Topoldgica,
Otimizacao de Forma, Problemas Inversos, entre outros. Este trabalho focaliza dois assuntos
citados acima: Problemas Inversos e Andlise de Sensibilidade, cujas idéias sao apresentadas

a seguir.

1.1 Problemas Inversos

Fenomenos fisicos governados por conjuntos de equagoes sao chamados de problemas
diretos quando, através de suas causas, deseja-se encontrar os efeitos produzidos. Uma
analise direta da distribuicao de uma quantidade ¢ em um dominio €2 s6 é possivel, quando

as seguintes informagcoes forem conhecidas:

e O dominio €2 e sua fronteira 0§2;

e Sistema de equagoes que governa o fenémeno, ou seja, a distribuicao do campo ¢,

sendo que L, k e f denotam respectivamente, o operador, as propriedades materiais e

a excitacao distribuida em €2 ou sobre 0f2;
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e Distribuicao das propriedades materiais k;
e Excitagoes f distribuidas no dominio 2;

e Condigoes de contorno sobre a fronteira 9€2 e condigoes iniciais, se necessario.

Quando todas estas informacoes forem disponiveis, a distribuicao do campo ¢ pode ser
obtida resolvendo o sistema de equagoes. Porém, caso um dos item descritos anteriormente
nao seja conhecido, o problema deixa de ser bem definido, isto é, obter a distribuicao do
campo ¢ ou garantir que esta distribuicao seja tinica pode se tornar impossivel.

Considera-se agora um outro problema onde, a partir de informagoes do proprio campo
¢, busca-se encontrar o conjunto de equagoes que governam o fenomeno fisico ou estimar
um dos parametros que o descreve, tais como a forma ou a topologia do dominio €2, a
distribuicao das propriedades materiais k, condigbes de contorno sobre 92 ou condigoes
iniciais. A resolugao desse tipo de problema é, em geral, mais complicada que a do problema
direto pois sua incégnita é justamente uma informagao necessaria para que o modelo do
fenomeno seja completamente definido. Esta é a principal caracteristica de uma classe de
problemas denominada de problemas inversos, nos quais deseja-se encontrar as causas
de um dado fenomeno, através de observages dos efeitos produzidos (ver, por exemplo,
Bertero & Boccacci [4], Isakov [28], Ramm [42], Santamarina & Fratta [43], Tarantola [49],
entre outros).

Em geral, um problema inverso nao possui informagao suficiente capaz de descreve-lo
completamente, podendo lhe faltar condi¢oes que garantam a existéncia, unicidade ou esta-
bilidade de solucao, tornando-o um problema mal-posto. Deste modo, informacoes adicionais
a respeito da distribuicao do campo ¢, geralmente obtidas através de experimentos em la-
boratorio, devem ser acrescentadas a andlise inversa para permitir encontrar sua solucao.
Porém, existéncia e/ou unicidade desta s6 sao recuperadas com uma quantidade suficiente
de informacao adicional. Mesmo quando isto acontece, o problema pode sofrer de falta de
estabilidade: a solugao obtida é muito sensivel a perturbagoes nas informacoes adicionadas
ao problema. Em outras palavras, um pequeno ruido incorporado a informacao adicional,
produz respostas diferentes da solugao correta.

Embora o interesse pelo estudo de problemas inversos seja relativamente antigo, impor-

tantes avancgos foram alcangados nos tltimos anos tanto em aspectos tedricos quanto em suas
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possiveis aplicagoes. Existem inimeros exemplos de problemas inversos em diversas areas
de pesquisa em ciéncia e engenharia, e a resolucao de problemas desta natureza contribui
significativamente para o desenvolvimento dessas areas.

Seja uma onda acuistica propagando-se em um meio elastico onde um obstaculo é capaz
de provocar sua dispersao. Este campo de ondas dispersas pode ser medido distante desse
obstaculo. Neste caso, o problema inverso consiste em encontrar a forma e as propriedades
materiais do obstaculo através de observacoes do campo de ondas dispersas, juntamente
com informacoes sobre a fonte de emissao dessas ondas. Este tipo de problema torna-se
interessante na identificacao de aeronaves e misseis, objetos imersos na agua como submarinos
e cardumes, entre outros. De maneira semelhante, em geofisica, pode-se emitir ondas em
varios pontos da superficie terrestre e colher o campo das ondas dispersas na mesma superficie
para encontrar algum tipo de anomalia no subsolo, como pocos de petréleo, lengois freaticos,
minas, cavernas e jazidas minerais.

Em medicina, é de fundamental interesse distinguir diferentes tipos de tecidos, orgaos e
0ssos, bem como encontrar nédulos, tumores e outras anomalias dentro do corpo humano,
sem o paciente precisar ser submetido a algum procedimento cirirgico. A tomografia com-
putadorizada utiliza a emissao de raio-X na geracao de imagens tridimensionais do interior
do corpo humano, a partir do processamento de imagens bidimensionais capturadas por sen-
sores de radiagao posicionados no lado oposto a fonte de raio-X. O problema inverso neste
caso é, justamente, encontrar a distribuicao tridimensional de orgaos e tecidos no interior do
corpo que produzem as imagens planas capturadas pelos sensores de radiacao.

De forma semelhante, a tomografia por impedancia elétrica produz imagens de 6rgaos e
tecidos no interior do corpo humano, utilizando eletrodos colados sobre a pele, que emitem
corrente elétrica e capturam o potencial elétrico resultante, partindo do principio que tecidos
organicos diferentes possuem impedancia e condutividade elétrica diferentes. A formulacao
matematica deste problema foi proposta em 1980 por Calderén [6].

O que torna o estudo de problemas inversos interessante é a possibilidade de encontrar
obstaculos, anomalias, propriedades no interior de um determinado meio sem precisar invadi-

lo, bem como descobrir a origem de fenomenos ocorridos no passado.
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1.2 Analise de Sensibilidade Topoldgica

Diversos fenomenos fisicos sao caracterizados por alteragoes na configuracao de seu dominio.
E possivel observar em um simples ensaio de tragao de um corpo de prova, mudancas nas
propriedades do material, na sua forma e também na sua topologia. Por exemplo, quando
este corpo é solicitado acima de seu limite de escoamento, o material comeca a plastificar
modificando suas propriedades fisicas (encruamento ou amolecimento). O inicio da estricgao
é caracterizado pela modificagao na forma do corpo causada por uma instabilidade na sua
microestrutura que gera uma plastificagao localizada na peca. Aumentando a solicitacao,
pode-se notar também a formagao de pequenos vazios e posteriormente seus coalescimentos,
representando assim, mudangas na sua topologia.

No inicio dos anos 70 o estudo da sensibilidade em relagao a perturbacoes na fronteira do
dominio (mudanga na sua forma) tornou-se drea de pesquisa da escola matemadtica francesa.
A publicacao da These d’état, Sur le Controle par un Domaine Géométrique, de Murat &
Simon [31] forneceu as bases mateméticas para a Andlise de Sensibilidade & Mudanga de
Forma que permite calcular a sensibilidade de um problema quando o contorno do dominio
em questao é modificado. Embora tendo suas bases matemdticas bem postas (ver, por
exemplo, Céa [8]; Fancello [13]; Haug, Choi & Komkov [25]; Haug & Céa [26]; Pironneau
[40]; Sokolowski & Zolésio [47]; Taroco, Buscaglia & Feijéo [48] e Zolézio [51]) a Andlise de
Sensibilidade a Mudanca de Forma possui o inconveniente de permitir mudancas apenas na
fronteira da sua configuragao inicial, exigindo hipéteses prévias sobre a topologia do dominio
em estudo, tornando-a assim restritiva em muitas aplicagoes. Esta caracteristica pode ser
observada de maneira esquemadtica na Fig. (1.1), onde é tomado como exemplo um processo
de modificacao de forma, no qual é possivel perceber claramente a mudancga na forma do

dominio preservando sua topologia.
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‘Q}

Figura 1.1: Mudanca de Forma.

O estudo do problema quando o proprio dominio sofre algum tipo de perturbacao teve
um grande salto na década de 80. Através de modificagoes na topologia, o controle por um
dominio geométrico é realizado de maneira mais flexivel, o que permite obter a configuracao
desejada mesmo partindo-se de uma morfologia inicial grosseira, sensivelmente distante da
6tima. Isto pode ser visto na Fig. (1.2), onde é mostrado um processo no qual percebe-se
uma modificagao tanto na forma quanto na topologia do dominio em estudo. Neste caso,

esta modificacao é caracterizada pela introducao de furos nao existentes na sua configuragao

4!

Figura 1.2: Mudanca na Topologia.

original.

Mais recentemente, nos trabalhos de Céa et al. [9], Eschenauer et al. [11], Garreau



Capitulo 1 - Introdugao

et al. [18] e [19], Lewinski & Sokolowski [30], Schumacher [44] e Sokolowski & Zochowski
[45] e [46], foi apresentada uma maneira possivel de obter em problemas de otimizagao,
tanto a forma quanto a topologia desejada através da Anélise de Sensibilidade Topolégica.
Esta sensibilidade resulta em uma funcao escalar, denominada Derivada Topoldgica que,
para cada ponto do dominio de definicao do problema, fornece a sensibilidade da funcao de
desempenho quando um orificio infinitesimal é criado.

Embora este conceito seja extremamente geral, suas aplicagoes podem tornar-se de certa
forma restritivas devido a dificuldade matematica de se obter a derivada topoldgica, segundo
as abordagens propostas nos trabalhos antes mencionados.

No trabalho de Novotny [32] foi proposta uma definigdo alternativa para a derivada
topoldgica que permite utilizar corretamente os resultados da analise de sensibilidade a
mudanca de forma, estabelecendo a relagao entre ambos os conceitos. Esta relacao, formal-
mente demonstrada através de um teorema, conduz a uma nova forma de calcular a derivada
topoldgica (ver trabalhos de Novotny et al. [34, 35] e Feijéo et al. [16, 17]), utilizando o
ferramental matematico desenvolvido no inicio para a Mecanica do Continuo e mais recente-
mente para a Analise de Sensibilidade a Mudanca de Forma. A partir desta nova definigao,
o calculo da derivada topoldgica resulta mais simples e geral que as demais encontradas na
literatura.

A definicao de derivada topolégica pode ser extendida para o calculo da sensibilidade de
um problema ao introduzir nao mais um furo, mas sim uma pequena inclusao sobre uma
matriz originalmente homogénea. Esta abordagem permite que a derivada topoldgica, além
de ser utilizada como ferramenta de otimizagao topolégica (ver, por exemplo, Eschenauer
& Olhoff [10]) possa ser aplicada também no contexto de problemas inversos, sobretudo
na identificacao de falhas em componentes mecanicos e caracterizagao de propriedades em
meios heterogéneos (ver, por exemplo, Amstutz, Horchani & Masmoudi [1], Bui [5], Feijéo
[14], Guinzani et al. [22] e Novotny et al. [36]), onde o préprio dominio de definigdo do
problema, bem como os parametros distribuidos ao longo do mesmo, sao as incognitas. Em
outras palavras, pretende-se encontrar a distribuicao de um dado material sobre uma matriz
composta de outro material, de modo que a funcao de desempenho atinja um extremo,

satisfazendo as restrigoes convenientes.



Capitulo 1 - Introdugao

1.3 Objetivos do Trabalho

Este trabalho tem como principal objetivo aplicar o conceito de derivada topoldgica em
problemas inversos de caracterizacao de propriedades em meios heterogéneos. Seja um pro-
blema de conducao de calor em regime estacionério, caracterizado por um corpo constituido
de um certo material e que apresenta em seu interior um conjunto de inclusoes formadas por
outro material, de modo que ambos os materiais apresentam coeficientes de condutividade
térmica diferentes. Caso este corpo seja submetido a um conjunto de excitacoes térmicas
conhecidas, ¢é possivel medir a distribuicao de temperatura desenvolvida sobre sua fronteira
em cada experimento. A partir dessas distribuicoes de temperatura, deseja-se portanto
encontrar a posicao, forma e topologia do conjunto de inclusoes distribuidas no interior do
corpo em estudo, caracterizando assim um Problema Inverso de Condutividade.

A derivada topolédgica para o problema em estudo sera calculada via Analise de Sensibili-
dade a Mudanga de Forma tomando como fun¢ao de desempenho o Critério de Kohn-Vogelius
(Kohn & Vogelius [29]). A sensibilidade quanto & introdugao de uma inclusao, obtida através
da derivada topoldgica, sera entao utilizada para propor um método iterativo de reconstrucao
que seja capaz de identificar um conjunto de inclusoes no interior de um dominio, a partir
de informacoes de temperatura colhidas sobre a fronteira deste dominio.

A andlise de sensibilidade topoldgica sera apresentada no Capitulo 2, no contexto de pro-
blemas variacionais lineares. A derivada topoldgica sera entao definida na sua forma original
e de maneira alternativa, via andlise de sensibilidade a mudanca de forma permitindo assim
estabelecer a relagao entre esses dois conceitos. A seguir, no Capitulo 3, sera apresentada
a formulacao do problema inverso em estudo, bem como o Critério de Kohn-Vogelius, uti-
lizado como funcao de desempenho. Em seguida, sera realizada a andlise de sensibilidade
a mudanga de forma para o calculo da derivada topoldgica no problema de conducao de
calor em regime estacionario. No Capitulo 4, é mostrado o algoritmo iterativo de recons-
trucao, que visa minimizar o Critério de Kohn-Vogelius utilizando a derivada topoldgica
como direcao de descida e assim, encontrar a solucao do problema inverso. Sao também dis-
cutidos nesse capitulo alguns aspectos computacionais referente a construcao do algoritmo
tais como, método numérico e ambiente de programacao utilizados. No Capitulo 5, sao apre-

sentados alguns experimentos numéricos, mostrando que a metodologia desenvolvida é capaz
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de identificar a posicao e a forma de um conjunto desconhecido de inclusoes no interior de
um dominio, a partir de informacgoes de temperatura obtidas sobre a fronteira deste dominio.
No Capitulo 6, sao mostradas as conclusoes do trabalho sendo discutidas as contribuicoes do
mesmo para a area de modelagem computacional. Também sao apresentados nesse capitulo,

problemas em aberto a serem estudados em trabalhos futuros.
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Analise de Sensibilidade Topolégica

Como ja mencionado, a derivada topoldgica é uma funcao escalar definida em todo o
dominio que fornece a sensibilidade do problema quando um pequeno furo é criado. Esta
definicao, como apresentada neste capitulo, pode ser extendida para o calculo da sensibilidade
do problema quando seu dominio, constituido por um material homogéneo, é perturbado pela
introducao de uma inclusao de material diferente. No entanto, é importante ressaltar que
ambas as defini¢oes, embora apresentam formalismos matematicos analogos, diferem em suas

interpretacoes fisicas e sobretudo em suas possiveis aplicagoes.

2.1 Problema Variacional

A modelagem matematica de fenomenos fisicos é usualmente formulada por equagoes
diferenciais parciais (problema de valor no contorno) ou por equagoes variacionais (problema
variacional) definidas em um certo dominio. Esta ultima maneira de escrever as equagoes
permite trabalhar em espacos de fungoes com exigéncias mais fracas de regularidade e esta-
belecer mais facilmente condigoes de existéncia e unicidade da solugao do problema. De fato,
nos trabalhos de Oden & Reddy [39] e Quarteroni & Valli [41], por exemplo, sao tratadas as
questoes de equivaléncia entre formulagoes diferenciais e variacionais, bem como as questoes
de existéncia e unicidade da solugao das equacoes escritas na forma abstrata.

Perturbacoes introduzidas no dominio onde as equagoes variacionais estao definidas provo-
cam alteragoes tanto nos termos integrandos quanto no préprio dominio de integracao. A

analise de sensibilidade topoldgica, através do cédlculo da derivada topoldgica, permite de-
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terminar a sensibilidade associada a funcao de desempenho, restrigoes e a propria equacao
de estado, quando o referido dominio sofre mudancas em sua topologia.

Seja, portanto, um problema fisico descrito através de uma equagao de estado definida
em um dominio aberto e limitado  C R¥. Esta equacdo de estado representa um corpo
submetido a uma excitacao b distribuida em seu dominio €2 e a condi¢oes de contorno sobre
sua fronteira 02, suficientemente regular. Deseja-se entao, encontrar uma func¢ao u que

satisfaca tal equacdo de estado, bem como as condigoes de contorno do problema (ver Fig.

(2.1)).

Figura 2.1: Dominio original 2 (sem inclusdo).

Em particular, admite-se que a equacao de estado deste problema pode ser escrita na

seguinte forma variacional: determinar u € U(£2), tal que

a(u,n) =1(n)  VneV(Q), (2.1)

onde a(-, ) : U x ¥V — R é um operador bilinear continuo e coercivo enquanto I(-) : V — R
é um funcional linear continuo sendo U C H'(Q) e V C H'(Q), os conjuntos das fungoes e
das variagoes admissiveis definidos no dominio €2, respectivamente.

Perturbando o dominio €2 com a introducao de uma inclusao B. que consiste em uma
bola de raio € centrada no ponto X € €, tem-se um novo dominio Q. U B. C R¥, tal que
. = Q — B. e cujo contorno é dado por d2. = 92 U dB., como mostrado na Fig. (2.2),
onde (). representa a matriz e B, representa a inclusao. Da mesma forma que em ), tem-se
agora um problema definido em (2. U B, cuja equacao de estado pode ser escrita na seguinte

maneira: determinar u. € U.(. U B;) tal que

a:(us,n) = l(n) Vn € V.(2. U B,). (2.2)

10
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Os conjuntos U. C HY(Q. U B.) e V. C H (2. U B.) contém, respectivamente, as fungoes e

as variagoes admissiveis definidos no dominio com inclusao €2, U B..

‘aggagua&

Figura 2.2: Dominio perturbado 2. U B, (com inclusdo).

2.2 Definicao de Derivada Topoldgica

Observando as Egs. (2.1) e (2.2), tem-se dois problemas definidos respectivamente nos
dominios © e Q. U B.. Considerando agora uma fungao de desempenho (+) definida tanto
em ) quanto em ). U B., como visto na Fig. (2.3), a derivada topoldgica pode ser definida

da seguinte maneira (ver, por exemplo, Garreau et al. 1998 [18]):
~ Q. UB.) —¢(Q
D} (X) == 1im¢( ) — ¥l ),
e—0 f(e)

onde f(e) é uma funcao regularizadora positiva, monotonica e decrescente, tal que f(g) — 0

(2.3)

com e — 0 (0 < e <1) e que depende do problema em anélise.

n n
— OB
Qﬁ‘ N
1519 0Q.=0QUOIB;

P(€Y) P(QUB;)

Figura 2.3: Conceito de derivada topoldgica em sua versao original.

O grande inconveniente de trabalhar com a Eq. (2.3) é que néao é possivel estabelecer um

homeomorfismo entre os dominios €2 e 2. UB. quando uma inclusao ¢é introduzida. Em outras

11
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palavras, como estes dominios nao possuem a mesma topologia, nao se pode construir um
mapeamento um para um continuo e inversivel entre eles. Sendo assim, a derivada topoldgica
nao pode ser calculada de forma convencional. No entanto, na se¢ao seguinte é apresentada

uma maneira alternativa de definir a derivada topoldgica capaz de contornar este problema.

2.3 Derivada Topoldgica via Analise de Sensibilidade
a Mudanca de Forma

No trabalho de Novotny et al. [34] foi proposto um novo método de célculo da derivada
topoldégica denominado Topological-Shape Sensitivity Method, que permite utilizar os resul-
tados da analise de sensibilidade a mudanca de forma, e assim, estabelecer a relagao entre
ambos os conceitos: analise de sensibilidade a mudanga de forma e a derivada topoldgica.
Este trabalho possibilitou o célculo da derivada topolégica de forma mais simples, fazendo
uso de todo um ferramental matematico classico e amplamente disponivel na literatura cor-
rente.

A idéia principal do trabalho citado anteriormente é partir de um problema em que a
inclusao B, j4 exista e perturba-la mediante uma expansao uniforme J. originando um novo
dominio Q5. U Beys., com contorno denotado por 0245, = 02 U 0B..5. (ver Fig. (2.4)).

Assim, a derivada topoldgica pode ser redefinida da seguinte maneira:

P(Qeys. U Beys.) — (2 U Be) }
5.0 fle+0d.) — f(e) '

Dr(X) := lim { lim (2.4)

e—0

895—5—88
P(QUBe) P(Q 8+68UB8+68)

Figura 2.4: Conceito de derivada topoldgica em sua versao modificada.

12
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Observa-se que o termo entre chaves na Eq. (2.4), fornece apenas a sensibilidade do
problema quando a inclusao B. aumenta de tamanho. Por outro lado, o limite que leva o
raio € — 0, incorpora o conceito de criacao desta inclusao no ponto X.

A grande vantagem de se trabalhar com essa ultima defini¢ao da derivada topoldgica é
que, através dela, pode-se estabelecer um homeomorfismo entre Q.,s. U B.15. € Q. U B., e
conseqiientemente, empregar os conceitos de analise de sensibilidade a mudanca de forma
nesse contexto. De fato, a perturbagao sofrida por Q. UB, é dada por uma expansao uniforme
). na inclusao B., que preserva sua topologia. Desta forma, o dominio Q..5. U B.ys., bem
como seu contorno 0€. ., podem ser escritos através de um parametro de controle 7 € R

da seguinte maneira (ver apéndice B, se¢ao B.3)
QT - QE+65 U BE+65 (§ 397 == aQE+5E - aQ U aBE+6€ . (25)

No trabalho de Zolésio [51] foi demonstrado que nos calculos de sensibilidade, apenas a
componente da velocidade v,, na direcao normal a fronteira 02, = 02 U 0B, produz uma
mudanca efetiva na forma do corpo. Sendo assim, considerando que v,, define uma acao de
mudanga de forma representada pela expansdo uniforme J., como indicado na Fig. (2.4),

este campo de velocidade pode ser definido como

V,, = —n  sobre 0B,

vV, =0 sobre 0€)

(2.6)

onde n ¢é o vetor normal unitario saliente a 00, = 0QUOB. (ver Fig. (2.2)). De acordo com
a escolha do campo de velocidade descrita na Eq. (2.6), o mapeamento suave e inversivel

X (x,7) pode ser explicitado da seguinte forma
x, =X xX7)=%x+7Vv,, = X,=x—7n Vx€IB:. (2.7)

Considerando que 6. = ||x, — x|| com x € 0B. e X, € 0B.4s,. € observando as Egs. (2.5) e

(2.7), é possivel associar a perturbagao d. com o parametro de controle 7 como segue
de = ||—m| =71, (2.8)
e reescrever a Eq. (2.5) da seguinte maneira:

QT = Qe-{-ég U Be+65 = Q€+T U B€+7— = Q&- U BeT €
00, = QU OB.,5, = OLUDB.., — IQUIB..

(2.9)

13
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onde

Q| Q2 e B[
0B, | _,=0B: = 08| _,=00. =00 UIB.

0= =B. = Q| _,=0UB;
=0 =0 : (2.10)
O principal resultado obtido em [34] é dado pelo teorema mostrado a seguir, que demons-

tra a equivaléncia entre as definigoes de derivada topoldgica dadas pelas Eqgs. (2.3) e (2.4)

(para maiores detalhes sobre Anédlise de Sensibilidade Topoldgica e suas aplicagoes, ver [32]):

Teorema 2.1 Seja f (¢) uma fungio regularizadora escolhida de modo que 0 < |Dk (X)| <
o0o. Entio as defini¢oes de derivada topoldgica dadas pelas Eqs. (2.3) e (2.4) sao equiva-

lentes, podendo ainda ser escrita como

Di (%) = Dy (%) = lim

sendo f' () a derivada da fungao f(¢) em relagdo a € e

D—Tw(QT) = lim

7=0 =0 T

(2.12)

a sensibilidade da funcao de desempenho em relacao a perturbacao do dominio caracterizada

pelo campo de velocidade v definido através da Eq. (2.6).

Prova. A prova deste teorema esta dividida em duas partes:

Parte 1 : D) (%)= Dr (%),

- . 1 D
Parte 2 : Dr (%)= ili% 7 Dr

@)

=0
e ambas sao apresentadas no Apéndice A deste trabalho =

Este teorema mostra que a derivada topoldgica pode ser obtida através de duas operagoes.
A primeira consiste na andlise de sensibilidade a mudanca de forma da funcao de desempenho
(Topological-Shape Sensitivity Method) dada pela Eq. (2.12). A segunda operacao consiste
em fazer a Analise Assintotica em relagao ao parametro €, ou seja, tomar o limite do raio
e — O na Eq. (2.11).

Estas operacoes serao particularizadas no proximo capitulo para o problema de conducao
de calor em regime estacionario, tomando como funcao de desempenho o Critério de Kohn-

Vogelius.

14
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Formulacao do Problema Inverso e

Calculo da Derivada Topologica

A analise de sensibilidade topoldégica pode ser naturalmente aplicada em problemas inver-
sos de identificacao de falhas em componentes mecanicos, caracterizacao de propriedades em
meios heterogéneos ou, ainda, na modelagem de fenomemos fisicos onde hd uma mudanca
nas propriedades do material: processos de danificacao, plasticidade, cavitacao, mudanca de
fase, etc. Em outras palavras, a aplicacao deste conceito em problemas inversos torna-se
particularmente interessante quando se deseja calcular a sensibilidade do problema devido a
mudancas nas propriedades fisicas do meio.

Neste capitulo, a andlise de sensibilidade topoldgica é aplicada no problema de conducao
estacionaria de calor em soélidos bidimensionais considerando o Critério de Kohn-Vogelius
como funcao de desempenho. A derivada topoldgica é calculada via analise de sensibilidade a
mudanca de forma, utilizando conceitos de mecanica do continuo tais como derivada material
de campos espaciais e o Teorema do Transporte de Reynolds. Sao apresentadas também,
algumas caracteristicas interessantes do Critério de Kohn-Vogelius e como este pode ser

adotado como funcao de desempenho na resolucao de uma vasta classe de problemas inversos.

3.1 Formulacao do Problema

Considere um corpo fisico real B, ocupando uma regiao 0* com fronteira 02, que possui

um conjunto desconhecido de inclusdes @w™* no seu interior, submetido a uma excitacao b

15
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distribuida em €2*, a um fluxo de calor § na fronteira de Neumann I'y e a uma temperatura
do meio exterior u., prescrita na fronteira Mista 'y, sendo h o coeficiente de transferéncia
de calor por conveccao e I'y U Ty, = 0€2. Este corpo desenvolve um campo de temperatura
u* que pode ser medido experimentalmente sobre a fronteira 02 em situagoes praticas. Este

problema é denominado P* e a partir de seus dados, resolve-se dois problemas auxiliares:

Problema Py

Seja um solido com coeficiente de condutividade térmica k¢ constante, que ocupa uma
regiao ) no espago com fronteira 0€), submetido a uma excitacao b distribuida em €2 e a
um valor de temperatura prescrita u* sobre toda a fronteira 92. A forma variacional deste

problema pode ser escrita da seguinte maneira: determinar a solucao u” € UP, tal que
/ keVul - VnPdO = / mPdQ wnP e VP, (3.1)
Q Q
sendo os conjuntos das fungoes e das variacoes admissiveis definidos, respectivamente, por:
UP ={u” e H'(Q) : u”|,, =u} e V' ={n" e Hj(Q)}. (3.2)

Observa-se que a condicao de contorno de Dirichlet imposta ao longo de toda fronteira
0f) deste problema é a distribuicao de temperatura u*, medida experimentalmente em la-
boratorio sobre a fronteira 02 do corpo B no problema P*.

A Eq. (3.1) pode ser reescrita na forma abstrata,
a’(w?n”) =1"(n") , (3.3)

na qual a forma bilinear a” (u” n?) e o funcional linear [P (n?) sio definidos, respectivamente,

como:
a?(wPnP) = /keVuD -VnPdQ,
Q
PPy = / b dsQ. (3.4)
Q

A equacao de Euler-Lagrange associada ao problema variacional enunciado através da Eq.

(3.1) resulta em um problema de valor no contorno dado pelo seguinte sistema de equagoes:

Determinar u”, tal que
—kAuP =b em Q . (3.5)

uP = u* sobre 0f
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Problema Ps

Seja um sélido com coeficiente de condutividade térmica k¢ constante, ocupando uma
regiao {2 no espago com fronteira 0€2 = I'y U ')/, submetido a uma excitacao b distribuida
em 2, um fluxo de calor g em I'y e a temperatura do meio exterior u,, em I'j;. A forma
variacional deste problema pode ser escrita como segue: determinar a solucao u’¥ € U, tal
que

/ kv - VN dQ + / N pNdo = / bV dQ — / 7™ doQ
Q Q 'y

T'ar

+ / husn™NdoQ) Yo e VYV (3.6)
1Y

Neste caso, os conjuntos das fungoes e das variacoes admissiveis sao dados, respectivamente,
por:

U¥N ={uN e H'(Q)} e VW ={n" e H(Q)}. (3.7)

Vale ressaltar que a excitagao b, o fluxo de calor g, o coeficiente de transferéncia de calor
por conveccao h e a temperatura do meio exterior u,, sao os mesmos impostos ao corpo B
no problema P*, do qual o campo de temperatura u* é obtido.

A Eq. (3.6) pode ser reescrita na forma abstrata,
a (™) = 1Y) | (3.8)
sendo

V(N pN) = /k€VuN~V77NdQ+/ hul¥ N dos,
Q

T'ar

NNy = / bV dQ — / an™ dos) + / h s nY dOS). (3.9)
Q I'n IV

A equacao de Euler-Lagrange associada ao problema variacional enunciado através da Eq.
(3.6) resulta em um problema de valor no contorno dado da seguinte forma:

)
Determinar u”, tal que

—keAuN =10 em ()
ouy (3.10)
—k*%—- =1 sobre I'y

ke = R(uN —u.) sobre Ty

\
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3.2 Critério de Kohn-Vogelius

A partir de u? e u”, solucoes dos problemas auxiliares P; e P, enunciados respectivamente
pelas Egs. (3.1) e (3.6), é possivel introduzir o Critério de Kohn-Vogelius (Kohn & Vogelius
[29]), adotado neste trabalho como fungao de desempenho. A idéia por tras deste critério
¢ minimizar uma medida da diferenca entre as solugoes dos dois problemas auxiliares, e o

mesmo ¢ definido pelo seguinte funcional J:

T, u) = (@) = /Q(uD —uN)2de (3.11)

Observando os problemas auxiliares, pode-se verificar que suas solugoes serao iguais em
todo o dominio somente quando © = Q*. Quando isso acontece, o funcional J(u?, u")
torna-se nulo. Por isso, encontrar o dominio tal que faca com que a funcao de desempenho
dada pela Eq. (3.11) vé a zero, é de fato, encontrar o conjunto desconhecido de inclusoes
w* existente no interior de 2*.

Assim, conhecida a distribui¢do de temperatura u* ao longo da fronteira 02 (medida
experimentalmente) e as excitagdes que a provocou no corpo real, as solu¢oes dos problemas
auxiliares P; e P fornecem uma diferenga nula no funcional J(u?, u”), somente quando a
configuragao Q* for identificada.

A anélise de sensibilidade topoldgica é entao utilizada para resolver este problema inverso,
isto é, tentar encontrar um conjunto desconhecido de inclusoes, a partir de observagoes de

temperatura u* obtidas sobre a fronteira do corpo B.

3.3 Calculo da Derivada Topoldégica

Nesta secao, a derivada topoldgica é calculada no problema de condugao de calor em
regime estacionario via andlise de sensibilidade a mudanca de forma. Para isto, em primeiro
lugar, é preciso escrever as equacoes de estado dos problemas auxiliares P; e P, no dominio
. UB. onde ja existe uma inclusao B, como apresentado no capitulo anterior. Assim sendo,

os problemas auxiliares, formulados na configuracao material €2, U B., ficam:
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Problema Py

Determinar a solugao u? € UP, tal que

aD(Ué)vnD) - l?(ﬁD) VUD € VaD ) (3'12)

€

sendo

£

a? (WP n?) = / keVu£~V77DdQE—|—/ E'vu? - VnPdB.,

PPy = [ wPd@UB). (3.13)
EU £

Os conjuntos das fungoes e das variacoes admissiveis sao definidos, respectivamente, por:
U ={ul e H'(QL. U B.) : ul|,, =u'} e VP ={n” € H}(Q.UB.)}, (3.14)

e as constantes k¢ e k' sao respectivamente os coeficientes de condutividade térmica da matriz
(representado por €).) e da inclusdo (representado por B.).
A equagao de Euler-Lagrange associada ao problema variacional definido pela Eq. (3.12)

resulta em um problema de valor no contorno dado pelo seguinte sistema de equagoes:

Determinar v, tal que
—keAul =1 em ()
—kAuP =0 em B,

(3.15)
uaD}e = u?’z sobre 0B.
ke ul | _ kz ou?
5| =k —=| sobre 0B
ul = u* sobre )

\

sendo que, nas condigdes de continuidade e salto da derivada, o termo (-)|, é associado ao ma-
terial da matriz, representado por ()., enquanto que (-)|, é associado a inclusao, representada

por B..

Problema P35

Determinar a solugao uY € UN, tal que

aN(uéva) - léV(UN) VUN € VeN ) (316)

€

sendo

a (W) = / keVul - nNdQ. + / Evul - VnNdB. + / hu® N doQ,
€ e I

M
MmNy = /Q i bnNd(QsUBs)—/
EU €

'n

qudGQ—i-/ h s nY dOS). (3.17)

1N,
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Os conjuntos das fungoes e das variacoes admissiveis sao dados respectivamente por:
U¥ ={u¥ e H(Q.UB.)} e VY=V e H'(QUB.)}, (3.18)

e as constantes k¢ e k' representam respectivamente, da mesma forma que na formulacao
anterior, os coeficientes de condutividade térmica da matriz €2, e da inclusao B..
A equacao de Euler-Lagrange associada ao problema variacional enunciado através da

Eq. (3.16) resulta em um problema de valor no contorno dado da seguinte forma:

p

Determinar uY, tal que
—keAul =0 em ()
—kAuY =10 em B,
ull| = ul|, sobre 0B, . (3.19)
k¢ 8(3;; I3 %L; sobre 0B,
eBuN —
k== =1 sobre I'y
\ —ke% = h(ud —uy) sobre Ty

O Critério de Kohn-Vogelius definido na configuragao material €2, U B, torna-se:

T(u? ul) = (Q. UB.) = / (u? —ul)2d (Q. U B.) , (3.20)
Q-UB.
sendo u? e u¥ respectivamente solugoes dos problemas auxiliares P e P5 descritos pelas

Egs. (3.12) e (3.16).

De acordo com o Teorema 2.1, a primeira operacao para o calculo da derivada topologica
¢é determinar a sensibilidade do problema quando o raio £ da inclusao definida em . U B,
sofre um aumento de tamanho ¢, = ¢ + 7, segundo as Egs. (2.6) e (2.7). Esta mudanga de
forma em 2. U B, deve ser verificada para todo 7 (V7 > 0), e define um dominio perturbado
Q, = Q. U B._, como indicado na Eq. (2.9). Assim, os problemas P§ e Pj, definidos na
configuragao material Q. U B, (Egs. (3.12) e (3.16) respectivamente), podem ser escritos na
configuragao espacial €2, e suas solugoes correspondentes u” e ul¥ satisfazem os seguintes

problemas variacionais:

Problema P{

Determinar a solugao u? € UP, tal que

a? (WP nP) =12nP) wnP ev? | (3.21)

T
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na qual

a? (WP nP) = / kevTuf~VT77DdQET+/ E'Vu? - v.nPdB.
0

B

er er

PPy = /Q by, (3.22)

Os conjuntos das fungoes e das variacoes admissiveis, ambos definidos no dominio per-

turbado €2,, sdo descritos respectivamente por:
UP = {u? ¢ H(Q,) : uf}aﬂ =u} e V2={n" e HyQ)}. (3.23)

A equacao de Euler-Lagrange associada ao problema variacional enunciado através da

Eq. (3.21) é dada pelo seguinte problema de valor no contorno:

(
Determinar u?, tal que

—keAuP =b em ).
—kAuP =b em B,

(3.24)
u?’e = uﬂz sobre 0B,
ke % = K ‘g? sobre 0B.,
\ ul = u* sobre 0
Problema PJ
Determinar a solugao uY € UY, tal que
ar (™) =) vV e vy, (3.25)

na qual

a (W) = / k‘ZVTuiV-VTUNdQETjL/
0

B

'Vl - VonNdB., + / hu® nNdoQ,

er eT FJW

NNy = / N dS, — / an™ do) + / h e, 0™ dOS. (3.26)
Q- 'y Iy
Os conjuntos das funcoes e das variacoes admissiveis sao dados respectivamente por:
U ={u e H(Q,)} e V¥ ={n" e H'(Q)}. (3.27)

A equacao de Euler-Lagrange associada ao problema variacional enunciado através da

Eq. (3.25) resulta em um problema de valor no contorno dado pelo seguinte sistema de

21
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equacoes:
( Determinar ul | tal que
—keAuN =0 em €,
—KAuY =0 em B,
uﬂe = uﬂz sobre 0B.. . (3.28)
ke 2 kit - sobre 0B,
—l{;e% =7 sobre I'y
—ke% = h(uY — us) sobre Ty

\

Da mesma forma que os problemas auxiliares, a funcao de desempenho escrita na con-

figuracao perturbada €2, torna-se

Tl o) = 0() = [ (WP = uan,. (3.20)

sendo u” e ul¥ respectivamente solugdes dos dois problemas auxiliares descritos pelas Egs.
(3.21) e (3.25).

Observando a Eq. (2.12), a derivada total da fungao de desempenho J, (Eq. 3.29) em
relacao ao parametro 7, em 7 = 0, considerando que as equagoes de estado dos problemas

PT e P7 sejam satisfeitas, pode ser formalmente escrita da seguinte maneira:

BTl ud)| _y = lim (LT ) ()

T—0
a? (ul ) =12 (") " € VP (b) - (3.30)
ay (u ™) =1¥ (V) N eVl (c)

O calculo da derivada total na Eq. (3.30) pode ser formulado com o auxilio da defini¢ao
do Lagrangeano L. (ver, por exemplo, Fancello [13] e Guillaume [20]), onde as restrigoes
(Egs. (3.30b) e (3.30c) que vinculam 7 as solugdes u” e u¥ sdo relaxadas e adicionadas a
fungao de desempenho. Assim, o Lagrangeano £, pode ser escrito da seguinte maneira

L, (P, 0N 1P 1) = T (VP 0N) +aP (0P, pP) = 1P (uP) + al (0N, ) — 1 (1)

VuP e VP Vol e UP vu¥ € VN e Vol e U |
(3.31)
no qual v, vN, u? e pV sao funcoes arbitrdrias e independentes do parametro 7.
A derivada total do Lagrangeano L, (UD, oV uP, ,uN) para uma direcao [0P, oN; g, i

¢é dada por

AR O B N A G A R
DcT—aT£T+<aUD£T,v >+<8MD£T,M >+<8UN£T,U >+<8MN£T,M - (3.32)
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Os cinco termos do lado direito da Eq. (3.32) sdo dados respectivamente por

0 0 0 0
EET (UD,UN§ MD“UN) = EJT (UD, UN) + EGE (UD, MD) - Elf (MD)
0 0
+ Eai\[ (UNmuN) - Eliv (:uN) ’ (333)

= <a%$ (UD,UN),@D>+aE (0", 1) | (3.34)
— L ~D _ i&D(UD D) D —ZD( D) ~D
a,U/D T - 8uD T 7:“/ 7/*6 8uD ,U/ )
= a? (VP 0P) = 1P (") (3.35)

+ ai\f ({)Na IUN> ) (336)

= o (VN 5") =1 (pY) . (3.37)

E possivel verificar que tomando v? = u? solucao da Eq. (3.21), a Eq. (3.35) se anula.
Em outras palavras, tornar a derivada parcial (3.35) nula equivale a recuperar a equacao de
estado do problema PJ. De forma similar, tomando vV = u? solucido da Eq. (3.25), a Eq.

(3.37) se anula recuperando a equacao de estado do problema Pj:

<WLDCT,[LD> =aP (u
(e en i) = a¥ (u, %) — 1 () =0 V¥ € VY

hl)
=
w)
SN—
|
s
—
=
w)
N—
I
(@)
<C
=
w]
Mm
%

(3.38)

Observa-se ainda que, para u? e uY, solucoes das equacoes de estado dos problemas P

e PJ (restri¢oes 3.30b e 3.30c), o Lagrangeano L, dado pela Eq. (3.31) torna-se

Lo (w2 ;) 1) =T (w2, ul) v e VP evuN e VY. (3.39)

T YT

Assim, a sensibilidade da funcao de desempenho 7, em relacao ao parametro 7, é obtida
calculando a derivada total do Lagrangeano £, também em relacao a 7, isto é,
D

D
DTL:T (ul, uls pP ) = —TJT (WP, ul) vuP eVPevuN e VY. (3.40)
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Por outro lado, u” € VP e pV € V¥ sdo arbitréarios. Escolhendo p” e pV de modo a

anular as Eqgs. (3.34) e (3.36) respectivamente, tem-se:

(2L, ) = (52T, (uP,u) ,5P) +aP (8P, 4P) =0 WoP e VP,

(3.41)
(Lm0 ) = (52 T (uP,ul) 0N ) +a (5%, 0) =0 WoN e VY.

Assim, considerando, por hipdtese, que a forma bilinear a. (-, ) seja simétrica, toma-se
uP = AP solugao da Eq. (3.41a) definindo a equacio adjunta do problema PJ, ou seja:

T

determinar \? € VP tal que

0
@ O2P) = (o a2y o) P VP (3.42)

Da mesma forma, escolhendo u = AV, solugao da Eq. (3.41b) define-se a equagao adjunta

do problema Pj, isto é: determinar A\Y € V¥ tal que
0
@ (YY) = - <au—NjT (w2, u) ,nN> v e v | (3.43)

sendo AP € VP e \Y € VY denominados multiplicadores de Lagrange, solugdes das equagoes
adjuntas.’

Assim, considerando a Eq. (3.40), a derivada da fun¢ao de desempenho J. (u? ,ul )

resulta em
D 0 0 0
EJT (WP, ul) = EET (W2, ul; A2 YY) = EJT (u?,ul) + Eaf (ul, AD)
0 0 0
— =P (\P —a (W, NN — 1 (M) 3.44
aTT(T)+aTaT (UT7 7') 87_7'(7') ( )
A Eq. (3.44) mostra que para u? e ul, solugoes das equagoes de estado (Egs. (3.21)

e (3.25) respectivamente), e para AP e AV, solucoes das equagoes adjuntas (Eqgs. (3.42) e
(3.43) respectivamente), basta calcular a derivada parcial do Lagrangeano em relacao a 7
para obter a sensibilidade da fungao de desempenho em relagao a mudanga de forma (Eq.
3.30).

Considerando, portanto, o Teorema do Transporte de Reynolds (Apéndice B, Secao B.7),
pode-se calcular os termos do lado direito da Eq. (3.44), isto é, a derivada parcial em relacao

a 7, da funcao de desempenho e também das formas bilineares e dos funcionais lineares dos

problemas P e P3.

!Deve-se destacar que as Eqgs. (3.38) e (3.41) sdo as condigoes de estacionariedade do Lagrangeano em

relagio as varidveis u?, ™, ul e ul respectivamente.
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No caso particular da funcao de desempenho dada pelo Critério de Kohn-Vogelius, as
equacoes adjuntas associadas aos problemas P e PJ podem ser escritas, respectivamente,

da seguinte forma:

Problema Adjunto A7

Determinar a solugao A\ € V2 tal que

T

a? (A2, n") = —2/ (u? —uMnPdQ, vnpP e VP (3.45)

A equagao de FEuler-Lagrange associada ao problema variacional (3.45) é dada pelo

seguinte problema de valor no contorno:

(

Determinar AP, tal que

—kCANP = =2(uf —ul) em Q.

—EANP = -2(ul —ul) em  B..
/\ﬂe = )\f)’i sobre 0B, (346)

ke % = k! éﬂaﬁ ‘ sobre 0B,

\ /\; =0 Z sobre  0f)

Problema Adjunto A7
Determinar a solugao A € VY tal que

al (AN pN) = —|—2/ (u? —uMpNdQ, vnpN e VN . (3.47)

A equagao de Euler-Lagrange associada ao problema variacional (3.47) resulta em um

problema de valor no contorno dado pelo seguinte sistema de equagoes:

(
Determinar A\Y | tal que

kAN =2(uf —ul¥) em Q.

K AN =2(uf —ud) em B,

T

AN| = AN sobre OB., . (3.48)
ke % = k! % sobre 0B..
—ke% =0 sobre I'y

—ke% = hAY sobre I'y
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A derivada parcial da funcao de desempenho 7, ( ) descrita pela Eq. (3.29), em

’7' ? ’7'
relagao ao parametro 7 resulta em

0 D N 9 b Ny D _ , N\2 7
— — — — — vov. | dQ
5 Tr (u?, ul) /T< (uy —uy )+ (uy —uy)” div, vy | dQ,

= / (u? —u)*1-L,dQ, , (3.49)
Q,
considerando que div, v,=1-V,v,=1-L, (ver apéndice B, secao B.4).
De forma anéloga, a derivada parcial da forma bilinear a? (u? AP ) associada ao problema

PT (Eq. 3.22) é escrita por

%a? (WP AD) = /Q . ( aar (kVul - VAP) + kYl - VAP div, vs) ds..,
+ / (aa (K'Vu? - VD) + BVl - VAP dlvTvs) dB.., (3.50)
T
na qual
0
- (Voul -V AP) = — (L) Vol -V AP — Vol - (L) VAP
= —(Vau? @V AP+ VAP @Vl L, . (3.51)

Substituindo o resultado da Eq. (3.51) na Eq. (3.50), tem-se
9 p (WP D) = /Q k[(Voul VAP T = (Vou? @ VAP
+ VA2 @Vul)] - L, d., +/ E[(Veu? - VAT
— (VAP oV A2+ VAP @ vj?)} -L,dB., . (3.52)

ET

Da mesma forma, a derivada parcial do funcional linear I (/\ij ), também associado ao

problema P] (Eq. 3.22) é dada por

0 0
El? (A\P) = /Q ( e (bAZ) +bA? dlvTvs) dQ,

_ / (bAP)I-L, d€, . (3.53)

T

A derivada parcial da forma bilinear a (u¥' ,\Y) associada ao problema P (Eq. 3.26)

fica

0 d . .
Eaf (WY AY) = /Q (67' (kVrul -V AY) + kYl - VAY dlvTvs) ds2.,

ET

+/ (a(kVu VAN + BVl V)\NdlvTvs)dBET
5. \OT

ET

+ / (aa (R u AY) +hul AY divag, vs) dosy (3.54)
T
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na qual

g(vmj-mxj) = —(L)" VY VAN - v (L) VY
-

= —(V;ul @ VAN +VAAY @ Voul) - L (3.55)
Substituindo o resultado da Eq. (3.55) na Eq. (3.54), tem-se

a%afj (WY AY) = / ke [(Vou - V) T — (Vo @ VAN + VY © V)] - L, de.,
Q

et

b RS TN T (T 0 VA 4 9, 0 V)] L B
B

ET

+ / (h u AY divgg, vs) dOQ . (3.56)
T'ar

De igual modo, a derivada parcial do funcional linear I¥ ()\JTV ), associado ao problema PJ

(Eq. 3.26) resulta em

QN N\ _ Q N N 3: _/ Q —\N —\N 1:
oL (AY) = / T ( o (bAY) + bAY div, v, | d9, - Nar (@\Y) + g\ divog, v | dOQ

+ / (g (Pttoo AY) + B AY divag, vs) dos)
T 87—

= / (AN I-L,dQ, — / (@AY divag, vs) dOS)
Qr I'n

+ / (hoe AY divaq, vi) dOS2 . (3.57)
T'ar

Substituindo as Eqs. (3.49), (3.52), (3.53), (3.56) e (3.57) na Eq. (3.44), a derivada da

funcao de desempenho torna-se
D D N —\N 1
—J (uT LUy ) = >.-L dQ, + (q)\T divag. VS) dof?
Dt . Iy
4 / (o (u — use) AY divgn, v.) dOQ | (3.58)
1N,

na qual 3. pode ser interpretado como uma generalizacao do tensor momento energia de
Eshelby (ver, por exemplo, Eshelby 1975 [12] e Taroco, Buscaglia & Feijéo 1998 [48]) que,
para o problema em estudo, resulta em um tensor simétrico de segunda ordem, que pode ser

decomposto da seguinte maneira
Yol =30g, e X =3 (3.59)

sendo o termo (-)|, associado ao material da matriz, representado por (). , enquanto que

(+)]; é associado a inclusdo, representada por B. . Em particular, 3| e 3.|, sdo dados
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respectivamente por

S, = [l — a4 k(Vrul - VAL + Vol AY) —b(AL +AN)] | 1

T

— K (V@ VA2 + VAP @ Vil + Vol @ VAAY + VY @ Vidl)|, (3.60)

o= [l =) K (Yol - VAP 4+ VN  VAY) (AP AN)]| T

3 T

— K (VA oV AL + VAP @ Vol + Vol @ VAAY + VY @ Vol . (3.61)

i

Lembrando que Q.| _, = Q. U B,, a Eq. (3.58) avaliada em 7 = 0 é dada pela seguinte

expressao
D D N D D N ~\N 71-
— T (ur ;) = —J(u,u) = ¥.-Ld(Q.UB.)+ (@AY divaq, Vi) dOQ2
Dt 7=0 Dt QcUBe I'n
+ / (h (1l — o) ALY divoo, vin) dOS (3.62)
Cp
com
e, = [P —ul)? +k(Vul - VAL + Vul - VAY) —b(AP + A)]| T

— B (Vi @ VAP + VAL @ Vil + Vul @ VAY + VAN @ Vul)| , (3.63)

S, = (@l —ul)? + E(Vul VAL + Yl - VAY) = b(AP + AM)]|. 1

— kK (Vuf @ VA2 + VAP @ VuP + Vul @ VAN + VY @ Vuév)lz , (3.64)
sendo AP e AV as solugoes das equagoes adjuntas associadas aos problemas P{ e Ps definidos

na configuracao material €2, U B., ou seja:

Problema Adjunto Aj

Determinar a solugao A\ € VP tal que

£

a? (NP, n") = —2/ (u? —uMnPd (. UB.) VP e VP . (3.65)
Q.UB.

A equagao de Euler-Lagrange associada ao problema variacional (3.65), em 7 = 0, é dada

pelo seguinte problema de valor no contorno:

Determinar AP, tal que

—keAND = —2(uP —ul) em Q.

£

—kANP = —2(uP —ud) em B,

£

I (3.66)
Az ‘e = A ‘Z sobre 0B.
ke % = ki % sobre 0B.

AP =0 sobre )
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Problema Adjunto A5

Determinar a solugao A\ € VN tal que
al (N ) = —|—2/ (u? —upNd (Q. U B.) VN e VY. (3.67)
Q-UB:

A equacao de Euler-Lagrange associada ao problema variacional (3.67), também avaliada
em 7 = 0, resulta em um problema de valor no contorno dado pelo seguinte sistema de

equacoes:
)
Determinar \Y, tal que

—kCANY =2(uP —ud) em Q.

[

—EANY =2(uf —ul) em B,

[

AN| =AY sobre dB. . (3.68)
k° % =k % sobre 0B,
—kee%év =0 sobre I'y
\ —ke% = hAY sobre Iy

Considerando a defini¢ao dada pela Eq. (B.18) e a relagao tensorial dada pela Eq. (B.2g),
e aplicando o Teorema da Divergéncia (apéndice B, secao B.6), a derivada de forma da funcao

de desempenho dada pela Eq. (3.62) pode ser reescrita como

D
D—TJT(UE’ uy)

= / Y.n-v, daQ—i—/ [Xcn] - v, dOB.
89

7=0 0Bc

— / divd, - v, d (Q: U B.) + / g\Y divag, v, dOQ
Q.UB:

'n

+ / 7 (0 — une) AY divon, vin dOS2, (3.69)
T

onde [-] é usado para denotar
[1=0)l—= 0Ol (3.70)
lembrando que n é o vetor normal unitdrio saliente a 0€2. = 02 U 0B, (ver Fig. (2.2)).
Neste caso particular, pode-se mostrar que a sensibilidade a mudanga de forma do pro-
blema depende apenas do campo de velocidade definido sobre a fronteira 0€2, = 02 U 0B,

nao importando sua escolha definida no dominio €2, U B.. De fato, pode-se demonstrar que

o tensor X, possui divergéncia nula, isto é:

/ div¥, v, d (2. UB.) =0 Vv, < divE.=0. (3.71)
Q.UB.

29
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Proposigao 3.1 Sejam u? e u®

- solugoes das equagoes de Fuler-Lagrange dos problemas

Ps e Ps (Eqs. (3.15) e (3.19) respectivamente), e \P e AN solugoes das equagoes adjuntas
(Eqs. (3.66) e (3.68) respectivamente), entdo

divE. = 0. (3.72)

Prova. Calculando a divergéncia do tensor de Eshelby dado pelas Eqs. (5.63) e (3.64),

tem-se

div ], = k°[V(VAL) Vil +V (Vul) VAL + V (VAY) Vil + V (Vul') VAY]
— kO [VAPAUL + V (VAD) VUl + VUl ANP + ¥V (Vu?) VAL
— £ [VAYAuY + V (VAY) Vil + VuX AN + V (V) VAY]
— b(VAZ + VAY) +2(uf — ul)(Vul — Vul)
= — (K°Aul +b) VAL — k¢ [AND = 2(u? — ul)] VUL

— (K°AWY +b) VAY — k¢ [ANY +2(uf — ul)] Vil (3.73)
e de forma andloga

div .|, = — (KAul +0) VAL — k' [AND = 2(uf — )] VP
— (KAl 4+b) VAY — & [ANY 4+ 2(u? —
( € 5 € (

£

ull)] vul (3.74)
Assim, considerando as Fqs. (3.15), (3.19), (3.66) e (3.68) observa-se que divd. =0 m

Observacao 3.2 E interessante notar que o resultado da Proposi¢ao 3.1 (Eq. 3.72) pode
ser interpretado como uma generalizacao do balanco configuracional apresentado por
Gurtin 2000 [24], isto €,

div,. =0 em Q. UB. . (3.75)

Logo, verifica-se que existe uma estreita relagcao entre a Andlise de Sensibilidade 4 Mudanca
de Forma e o conceito de forcas configuracionais discutido no trabalho ora mencionado.
Tal fato abre caminho para a unificacdo destas idéias, o que permitird interpretar a Derivada

Topologica no contexto de Modelagem Mecanica.

Substituindo o resultado da proposi¢ao 3.1 (Eq. 3.72) na Eq. (3.69) e considerando a

definicao do campo de velocidade dado pela Eq. (2.6), observa-se que a derivada de forma
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da funcao de desempenho reduz-se a uma integral sobre 0B., isto é

D
EJT(U?,U]TV)

. / [S.n] - ndoB. . (3.76)
OB¢

7=0
O gradiente de um campo escalar qualquer V¢ definido no contorno 0B, pode ser de-

composto em uma componente normal (V¢-n) n e outra tangencial (V¢-t) t, isto é,

Vo= (Vén)nt (Vot)t :%njL%t sobre 0B . (3.77)

Assim, considerando a notagao introduzida pela Eq. (3.70), o integrando da Eq. (3.76), fica

Sonon = (P =], - P+ V)],

€ &€

Lo (RO ouPOND | ou¥ 0Ny oud oA -
ot ot on On ot ot on on )|’ ’
Ee‘z‘n'n - (u?—uév)2‘z—b(/\?+)\év)‘z
C(OuL NP uP XD 9uN oAy aud aAN
ok (8t ot on on ot o o 8n)i (3.79)

D

N \D o \N :
=, u, A7 e A sobre a fronteira

Utilizando as condig¢oes de continuidade das solugoes u

da inclusao 0B., tem-se

Ol = O = 22 R0

= 3| (3.80)

20 . 20
ot |, on |,

e %
onde as condigoes de salto associadas a derivada normal das solucoes u?, uY, AP e A surgem
de suas respectivas formulagoes variacionais. Desta forma, o integrando da Eq. (3.76) pode

ser escrito apenas em termos da solucao associada a inclusao, ou seja,

[S]-n = (S, - S)n-n
R ouPl ONP N ouN oONN N ko Oul NP N ouN oNN
N ot ot ot ot ke \ On On on 0On

. (3.81)

i

E importante observar que os dois primeiros termos de ambas as Eqs. (3.78) e (3.79)
se anulam quando substituidos na equacao anterior, devido a hipdtese de continuidade das
solugoes u?, ul¥, AP e A\Y sobre a fronteira da inclusao 9B.. Considerando a Eq. (3.81), a

derivada de forma da funcao de desempenho é escrita como segue

D H\D N 9\N
_ _/ (k — k) {(91&8 0N N Ouz’ ONL
0B.

ot ot ot Ot
k_i oul ONP N oulN ONY
ke \ On On on On

dOB. . (3.82)

2
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Substituindo a Eq. (3.82) no resultado do Teorema 2.1, a Derivada Topoldgica resulta

em

doB. .

(3.83)

Dy (%) = -1 ke — k' / ouP oNP N ouly ONN N E oul ONP n oulN ONY
T = f(e) Jop. | Ot Ot ot ot ke \ on On on On

Para obter a expressao final da Derivada topoldgica, é necessario conhecer explicitamente

D

[l

o comportamento das solugoes v, ul¥', AP e AY, quando ¢ — 0, bem como de suas respectivas

derivadas normais e tangenciais. Assim, uma Analise Assintética deve ser realizada. Dessa

forma, adotando-se um sistema polar de coordenadas (r,f) cuja origem estd posicionada

D

€

sobre o centro X da bola B,, tem-se as seguintes expansoes assintéticas para os campos u

ul, AP e A\, considerando 6 > 0 (ver apéndice C):

u® (r,0) ’Z = uP(x)+2r keli E (gpf)(fc) cos f + b (%) sin 9) + (9(53_5) . (3.84)
u® (r,0) ‘Z = uN(X)+2r kelf: E (go{v(&) cos 6 + 5 (X) sin 9) + 0%, (3.85)
AP (r,0)], = AP(x)+2r kli ¥ (uf (%) cos O + p3 (X)sind) + O(*°),  (3.86)
AV (r, )] = AN(x)+2r L (1) (%) cos O + p3’ (X)sinf) + O(e*°),  (3.87)

onde foi introduzida a seguinte notacao:

VuP(X) = (P (%),07(x)" e Vu'(x) = (o (%), 05 (x)", (3.88)

VAP(x) = (%), 15 (X)) e VAN(R) = (17 (%), ' (%)) (3.89)

Através das expansoes assintéticas, escolhe-se apropriadamente uma fungao f(¢) que
satisfaca as hip6teses do Teorema 2.1. Neste caso particular, a fun¢ao f(¢) é definida da
seguinte forma

f(e) =|B.| =me* sendo f'(c)=2me . (3.90)

Calculando o limite ¢ — 0 na Eq. (3.83), obtém-se a expressao final da derivada

topologica, dada por

ke — k'
ke + ki

Dr (%) = —2k° (Vi (%) - VAP () + VU (%) - VAV (R) vkeQ.  (3.91)

As fungoes u” (%) e u” (%) sdo, respectivamente, as solucoes dos problemas auxiliares Py

e Py (Egs. (3.1) e (3.6)) ambas definidas no dominio original € (sem inclusao) e avaliadas
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no ponto x € 2. Por outro lado, A\P?(x) e AV(x) sdo respectivamente, as solugoes das
equagoes adjuntas associadas aos problemas Aj e A5, porém, definidas no dominio original
Q e avaliadas no ponto x € . Isto é, AP e AV sdo as solucoes dos seguintes problemas

variacionais:

Problema Adjunto 4,

Determinar a solucao AP € VP tal que
/ kAP . VnPdQ = —2 / (u? —uMnPd wnP e VP . (3.92)
Q Q
A equagao de Euler-Lagrange associada ao problema variacional dado pela Eq. (3.92), é

dada pelo seguinte problema de valor no contorno:

Determinar \”, tal que
—kAND = —2(uP —uN) em Q . (3.93)
AP =0 sobre 0f)

Problema Adjunto A

Determinar a solucao AN € V¥ tal que
/ EEVAN - dQ + / AN N doQ = +2 / (P —uMnNdQ vpN e VNV . (3.94)
Q F]W Q

A equagao de Euler-Lagrange associada ao problema variacional dado pela Eq. (3.94),

resulta em um problema de valor no contorno dado pelo seguinte sistema de equagoes:

(
Determinar AV, tal que

—keANY =2(uP —u?) em Q

(3.95)
—ke% =0 sobre I'y
—ke% = h\N sobre I'y;

\

E importante observar, que da definigao original da derivada topolégica dada pela Eq.
(2.3), como é tomado o limite € — 0, a inclusao é colapsada a um ponto e a sua expressao
final, para o caso em estudo (Eq. 3.91), depende apenas das solugoes u?, u®, \P e AV
definidas no dominio original sem inclusao €2, ou seja, das solugoes das Eqs. (3.1), (3.6),

(3.92) e (3.94) respectivamente.
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3.4 Derivada Topolégica para Varios Experimentos

Como ja mencionado, a existéncia e a unicidade da solucao de um problema inverso,
sao garantidas somente mediante um numero suficiente de informagoes disponivel. Geral-
mente, sao necessarios varios experimentos em laboratério para colher uma quantidade de
informagoes que seja capaz de resolver o problema inverso.

No caso de varios experimentos em laboratério a funcao de desempenho pode ser definida

como uma soma do Critério de Kohn-Vogelius calculado para cada experimento, isto €,

NACERTANE Z / 240 (3.96)

N respectivamente, as n-ésimas solucoes das equacoes de estado dos problemas

D
sendo u,, e u,’,
P1 e Py, ambas definidas no dominio original {2 e M o ntmero total de experimentos rea-
lizados em laboratorio. Neste caso, a derivada topolégica também pode ser reescrita como

uma soma das derivadas calculadas para cada experimento, ou seja,

Dy (x):—zkez:gg(w (%) - VAZ (%) + Vul) (%) - VAY (%)), (3.97)

onde u?, u, AP e AN sao, respectivamente, as solugoes dos problemas Py, Py, A; e Ay,

todas definidas no dominio original €2, para o n-ésimo experimento.

3.5 Formulacao do Problema P, sem Condicao de Con-
torno Mista

A derivada de forma da fungao de desempenho (Eq. 3.82) realizada para calcular a
derivada topoldgica via andlise de sensibilidade a mudanca de forma, considerando o campo
de velocidade definido pela Eq. (2.6), reduz-se a uma integral apenas sobre 0B, (Eq. 3.76).
Desta forma, é possivel observar que, modificagoes nas condicoes de contorno impostas so-
bre a fronteira externa 02, nao alteram o resultado da andlise de sensibilidade a mudanca
de forma e tampouco da andlise assintética, embora contribuam para a quantidade de in-
formagao disponivel no problema inverso.

Em particular, o problema P, pode ser formulado sem a condicao de contorno mista
(conveccao) sobre a fronteira 0€2. Isto o transforma em um problema de Neumann que pode

ser escrito da seguinte maneira:



Capitulo 3 - Formulagao do Problema Inverso e Calculo da Derivada Topolégica 35

Problema Py

Seja um sélido com coeficiente de condutividade térmica k¢, que ocupa uma regiao {2
no espago com fronteira 9€2, submetido a uma excitagao b distribuida em {2 e a um fluxo
de calor § em toda fronteira 0§2. A forma variacional deste problema pode ser escrita da

seguinte maneira: determinar a solucao u’¥ € U¥, tal que

V(W) =1V N) vV e VNV, (3.98)
onde
a¥ () = /leVuN -VnNdQ) (3.99)
NNy = /bnNdQ —/ qn™ dosy . (3.100)
0 Ge)

Neste caso, os conjuntos das funcgoes e das variacoes admissiveis sao definidos, respectiva-
mente, por:

U™ = {u™ € H'(Q) : /QuNdQ:o} e VW={n"eH (Q): /QnNdQ:O}. (3.101)

A equacao de Euler-Lagrange associada ao problema variacional enunciado através da

Eq. (3.98) resulta em um problema de valor no contorno dado da seguinte forma:

(
Determinar v, tal que

—kfAuN =b em
—ke% =7q sobre 0f)
JouNdQ=0

(3.102)

sendo a ultima condigao acrescentada ao problema de Neumann para garantir que sua solugao
seja unica.

Vale ressaltar que, da mesma forma como o problema P,, tanto a excitacao b quanto o
fluxo de calor § neste problema sao os mesmos impostos ao corpo B no problema P*, do
qual o campos de temperatura u* sao obtido.

O problema adjunto associado ao problema Py ¢é enunciado como segue:

Problema Adjunto Ay

Determinar a solucao AV € V¥ tal que

/ EEVAN - wnNdQ = 2 / (u? —uMpNdQ vt e YV . (3.103)
Q Q
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O problema descrito pela equacao anterior corresponde ao principio dos trabalhos virtuais
aplicado ao problema de conducao de calor. De acordo com este principio, a condicao de
compatibilidade deve ser satisfeita pelo termo fonte. Isto significa, do ponto de vista da
mecanica, que a fonte de calor no interior do dominio €2 deve ser auto-equilibrada. Como
isso s6 ocorre quanto 2 = Q*, entao o termo do lado direito da Eq. (3.103) deve ser redefinido
de modo a satisfazer a condi¢ao de compatibilidade. De fato, como o problema dado pela
Eq. (3.103) estd definido a menos de uma constante, pode-se somar uma constante ¢ € R

da seguinte maneira,

/ VAN - nNdQ = 2 / [(u” —u™) + ] nNaQ wvpN e VY, (3.104)
Q Q
desde que
/ cn¥dQy=0 vpN eV . (3.105)
Q

Pode-se agora encontrar o valor da constante ¢ de modo a satisfazer a condi¢cao de compati-

bilidade. Entao
/ [(uP? —u™N)+c]ldQ =0, (3.106)
Q

logo

c= uPdQ+ — [ WNdQ = —aP + a7V, (3.107)
el / \Q\

onde uP e u" sdo respectivamente os valores médios das solucoes u”e u”V. Porém, de acordo

N

com a Eq. (3.102) o valor médio @" = 0 e a constante ¢ resulta em:

c=—u" . (3.108)
Com a constante ¢ definida, a Eq. (3.103) pode ser escrita da seguinte maneira:

/ EVAY - vnNdQ = 2 / (u? —u —aP)yNdQ vpN e YV . (3.109)
Q Q

A equagao de Euler-Lagrange associada ao problema variacional dado pela Eq. (3.109),
resulta em um problema de valor no contorno dado pelo seguinte sistema de equacoes:

.
Determinar AV, tal que

—keA)\N:2( D—uN—ﬂD) em Q
kea)‘N =0 sobre 0f2

on

Jo ANdQ =0

, (3.110)

\

onde a tltima condicao vem da definicao do conjunto das variacoes admissiveis VV dado

pela Eq. (3.101).



Capitulo 4

Algoritmo de Reconstrucao e

Aspectos Computacionais

No capitulo anterior, o problema inverso foi formulado e a derivada topoldgica foi calculada
no problema de condugao estacionaria de calor em sélidos bidimensionais, via andlise de
sensibilidade a mudanca de forma, considerando o Critério de Kohn-Vogelius como fungao de
desempenho. Neste capitulo, a sensibilidade obtida através da derivada topoldgica é, entao,
utilizada no desenvolvimento de um método de reconstrugao para resolver o problema inverso
de condutividade proposto neste trabalho. O problema, como mencionado anteriormente,
consiste em identificar um conjunto desconhecido de inclusdes w™* no interior de um corpo
B que ocupa uma regiao 2%, a partir de observacoes de temperatura u* obtidas ao longo da

fronteira OS2 deste corpo.

4.1 Formulacao do Problema P*

Em situacoes praticas, as observagoes da temperatura u* sao obtidas através de expe-
rimentos e medicoes em laboratorio. Contudo, devido a nao disponibilidade de realizacao
de tais experimentos, a distribuicao de temperatura u* ao longo da fronteira 0f2, utilizada
nos exemplos numéricos deste trabalho, representa a solu¢ao de um problema P* puramente
numérico associado ao dominio * que possui um conjunto de inclusées conhecidas w* e
que devem ser identificadas. O campo de temperatura u* é, entao, a solucao do problema

variacional P*, que pode ser enunciado da seguinte forma: determinar a solucao u* € U*,

37
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tal que
a (u'm)=1"(n) YneVv, (4.1)
onde
a* (u*m) = / kEVu® - Vnd (" — w") +/ E'Nu* - Vn dw*+/ hu*ndos) ,
Q* —co* w* Ty
I*(n) = / bn dQ* — / qn doS2 +/ h o dOSY | (4.2)
* I'n T'mr

sendo que k¢ e k' representam respectivamente, os coeficientes de condutividade térmica da
matriz (denotado por Q* —w*) e da inclusdo (denotado por @w*), g é o fluxo de calor prescrito
na fronteira I'y, b é a excitacdo distribuida em Q*, h é o coeficiente de transferéncia de calor
POr CONVECCao € Uy € a temperatura do meio exterior prescrito em I'y;, onde 02 = I'y U,

Os conjuntos das funcoes e das variacoes admissiveis sao dados respectivamente por:
U ={u € H'(Q)} e V'={ne H(Q)}. (4.3)

A equagao de Euler-Lagrange associada ao problema variacional enunciado através da

Eq. (4.1) resulta em um problema de valor no contorno dado da seguinte forma:

(

Determinar u*, tal que
—k°Au* =10 em O —w*
—KAu* =b em w*
u|, = u*|, sobre  Jw* - (4.4)
ke 9| =k 8e| sobre  Ow*
— e% =7q sobre I'n
\ —k?%< = h(u* — us) sobre 'y

Da mesma forma como o problema P,, o problema enunciado acima pode ser formulado
sem a condi¢ao de contorno mista (convecgao) sobre a fronteira 02 (ver Secao 3.5). Isto o
transforma em um problema de Neumann dado como segue: determinar a solucao u* € U*,
tal que

a*(u'm)=1"(n) VneV", (4.5)

onde

a* (u*m) = / EVu* - Vnd(Q —o*) + /
O* —o*

w

I*(n) = /bndQ*—/ qndos) . (4.7)
* T'n

E'Vu* - Vndo* , (4.6)
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Neste caso, os conjuntos das funcgoes e das variacoes admissiveis sao definidos, respectiva-

mente, por:

u*:{u*eHl(Q*);/ WA =0} e V*:{neHl(Q*):/ﬂ*ndQ*ZO}. (4.8)

A equacao de Euler-Lagrange associada ao problema variacional enunciado através da

Eq. (4.5) resulta em um problema de valor no contorno dado da seguinte forma:

.
Determinar u*, tal que

—keAu* =b em O —w*

—kE'Au* =0 em w*
u*|, = u*|, sobre  Ow* , (4.9)
ke %’j: .= K %}i sobre Ow*

—ke% =7q sobre o2
Jopo A2 =0

\

sendo a ultima condicao acrescentada para garantir unicidade da solugao u*.

As solugoes u” e u? das equagoes de estado e as solugoes A2 e AV das equacoes adjuntas,
todas definidas no dominio original {2 sem inclusao, assim como a solugao u;, todas utilizadas
para o calculo da derivada topoldgica, sao obtidas de maneira aproximada via Método de

Elementos Finitos [2, 3, 27, 38, 50].

4.2 Método dos Elementos Finitos

Obter solucoes analiticas de situacoes fisicas reais é na maioria das vezes impraticavel
devido as complexidades de geometria, excitagao, condig¢oes de contorno, etc. Por isso, o uso
de métodos numéricos para a obtencao das solugoes aproximadas desses problemas torna-se
a Unica alternativa. O Método dos Elementos Finitos, consiste em construir familias de
subespacos de dimensao finita das funcoes admissiveis U}, ,, C U e das variagoes admissiveis
Vhp C V, onde h € (0,1] C R e p € N denotam, respectivamente, a dependéncia da
aproximagao com o tamanho dos elementos da malha e a ordem polinomial das fungoes base
utilizadas para gerar o espaco de elementos finitos. A partir destas aproximacoes, a equacao

de estado ¢ redefinida de forma a determinar a solugao aproximada u, € Uy, C U tal que

a(Unphp)=l(Mhp)  Yhp € Vip C V. (4.10)
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40

Esta forma de apresentar o problema conduz a um sistema de equagoes linearmente

independentes, de dimensao finita que, de maneira geral, pode ser escrito como
Kppnp = fip (4.11)

sendo K}, a matriz de rigidez global, 65, o vetor de incégnitas nodais generalizado e fj,
o vetor carregamento nodal generalizado. Admitindo-se que Uy, e V4, sejam equivalentes,
pode-se utilizar a mesma base para gerar ambos os espacos. Esta aproximacao, conhecida
como Método de Bubnov-Galerkin, resulta em um sistema de equacoes cuja matriz de rigidez

¢ simétrica, facilitando a resolugao da Eq. (4.11).

4.3 Algoritmo de Reconstrucao

Reescrevendo a Eq. (2.3) na forma de uma expansao em série de Taylor, tem-se que

(U B:) = (Q) + D7(X) f(e) + O(f (), (4.12)

onde O(f(g)) é utilizado para denotar os termos de ordem superior a f(g), ou seja,

1 OU(E)
= fE)

Assim, lembrando que f(¢) é uma funcao positiva, a derivada topolégica Dr(X) pode ser

= 0. (4.13)

vista como uma corre¢ao de primeira ordem de 1 (§2) para obter (. U B.). Esta tltima
interpretacao da derivada topolégica pode ser utilizada para propor um método alternativo
de reconstrucao: os maiores decréscimos na funcao de desempenho ocorrem nos pontos
onde a derivada topolégica atinge seus menores valores (ntmeros negativos de maior valor
absoluto), logo, esses pontos indicam onde as inclusdes estao localizadas.

E importante mencionar que os coeficientes de condutividade térmica da matriz e da
inclusao, denotados respectivamente por k¢ e k%, sao considerados conhecidos a priori. Con-
tudo, a posicao e o tamanho do conjunto de inclusoes representado por w* sao desconhecidos.
Por isso, encontrar este conjunto desconhecido de inclusoes, a partir de observagoes de tem-
peratura u; obtidas sobre a fronteira do dominio 02, é o problema inverso em questao.

A idéia central do método iterativo de reconstrucao é justamente utilizar a informagao
obtida através da derivada topoldgica para indicar os pontos do dominio em estudo onde o

coeficiente de condutividade térmica deve ser modificado.
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A partir de um dominio homogéneo () sem inclusoes e das informagoes sobre a distribui¢ao
de temperatura uj|,, ao longo da fronteira €2, pode-se calcular as solugdes uZ, ul', A2 A
e a derivada topoldgica para cada experimento n. Todas essas n derivadas podem ser adi-
cionadas para obter a soma total da derivada topoldgica (ver Eq. (3.97)). Em seguida, é
escolhido o tamanho do passo, ou seja, a quantidade de material no interior do dominio que
terd sua condutividade térmica modificada na regiao onde Dy (X) atinge seus valores mais
negativos (isto é, o conjunto de pontos onde a fungao de desempenho é mais sensivel). Fi-
nalmente, o coeficiente de condutividade térmica dos pontos daquela regiao sao modificados

de acordo com a seguinte regra:
A se k(X)=k¢ entao k°«— k'
k(x) : . A ) (4.14)
se k(X)=k" entdo k'« k°
Isto significa que quando se esta na matriz, deve-se calcular a sensibilidade deste material
tornar-se inclusao. Por outro lado, quando se esta na inclusao, deve-se calcular a sensibilidade
deste material tornar-se matriz novamente. Estas operacoes sao realizadas seqiiencialmente
buscando minimizar o valor da fungao de desempenho.
O critério de parada adotado é a oscilacao da funcao de desempenho em torno de um
determinado patamar, ou seja, o algoritmo para quando os valores da funcao de desempenho

nao diminuirem mais.

O resumo do algoritmo iterativo de reconstrucao proposto é descrito a seguir:

1. Fornecer a configuragao inicial €2;
2. Obter as observacoes de temperatura u;,|yq;

3. Enquanto D7 (%) < 0 do:

e Resolver os problemas P;, Pa, A; e As na configuracao (¥ para cada experi-

mento;
e Calcular a derivada topoldgica para cada experimento n;
e Realizar a soma total da derivada topoldgica D7, (X);
e Efetuar a troca dos materiais de acordo com a Eq. (4.14);
e Estabelecer a nova configuracao V! = Q)J;

e Fazer j «— j+ 1;
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4.4 Aspectos Computacionais

Com relagao aos aspectos computacionais, neste trabalho, sao exploradas as potenciali-
dades da programacao orientada a objetos utilizando recursos ja existentes no ACDPOOP,
ACDPFEM e 2DARANHA. Em particular, foram desenvolvidos dois c6digos computacionais
utilizados nos experimentos numeéricos apresentados: o SolStar2D e o ACDPCIP. Os codigos

computacionais mencionados consistem em:

¢ ACDPOOP: o Ambiente Computacional para Desenvolvimento de Programas Orien-
tados a Objetos possui procedimentos especificos para gerenciamento de objetos, em
memoria e em arquivos, facilitando a costrucao de um banco de dados para utilizar a

maquina de forma racional (Guimaraes & Feijéo [21]).

e ACDPFEM: o Ambiente Computacional para Desenvolvimento de Programas de Ele-
mentos Finitos fornece algumas facilidades ao programador no desenvolvimento de

novos elementos finitos e procedimentos associados a estes (Feijéo et al. [15]).

¢ 2DARANHA: gerador de malha para triangularizacao dos dominios bidimensionais,

baseado em técnicas nao estruturadas frontais ( Fancello [13]).

e SolStar2D: Como ja mencionado, neste trabalho as observagoes de temperatura, uti-
lizadas como informagoes adicionais no problema inverso, sao calculadas numerica-
mente via Método dos Elementos Finitos. O SolStar2D resolve problemas de conducao
estacionaria de calor em sélidos bidimensionais, modelando numericamente corpos com
inclusoes e calculando as distribuicoes de temperatura u; ao longo da fronteira deste

Corpo.

e ACDPCIP: o Ambiente Computacional para Desenvolvimento de Programas em Pro-
blemas Inversos de Condutividade recolhe as informagoes a respeito das excitacoes im-
postas em cada experimento feito e as respectivas observagoes de temperatura obtidas
sobre a fronteira do corpo em estudo, fornecidas pelo SolStar2D, e aplica o algoritmo

iterativo de reconstrucao descrito na se¢ao anterior.



Capitulo 5

Resultados Numéricos

Este capitulo é dedicado aos experimentos numéricos realizados utilizando o algoritmo
iterativo de reconstrugao proposto, mostrando que o mesmo permite identificar inclusoes no
interior de um corpo através da distribuicao de temperatura obtida na fronteira deste corpo.
Primeiramente sao mostrados exemplos numéricos utilizando diretamente a expressao da
derivada topoldgica dada pela Eq. (3.91). Na sec@o seguinte sdo apresentados alguns resul-
tados obtidos introduzindo uma funcao peso a expressao da derivada topoldgica, ressaltando
seus valores no interior do dominio. Finalmente é realizado um estudo sobre a estimativa do
volume da inclusao no interior do corpo, mostrando que ele pode ser obtido observando-se o
valor da funcao de desempenho.

Vale ressaltar que todos os exemplos numéricos apresentados neste capitulo sao discretiza-

dos via Método dos Elementos Finitos adotando-se o elemento triangular linear.

5.1 Derivada Topoldgica

5.1.1 Exemplo 1

Neste exemplo é considerado um dominio com geometria quadrada € = (0, 1.0) x (0, 1.0)
e contorno denotado por 02 = I'y UT",;. Este dominio é submetido a um conjunto de fluxos
de calor § = 1.0, impostos ao longo de 09, totalizando 16 experimentos (M = 16), como
visto na Fig. (5.1). Em cada experimento, a regido da fronteira onde nao ha fluxo de calor
prescrito estd exposta a uma corrente de conveccio definida por h = 0.8 e us = 200. A

excitagao no dominio vale b = 0 e o coeficiente de condutividade térmica da matriz vale
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k. = 1.0.

TTiT]

Y

Figura 5.1: Exemplo 1 - Fluxos de calor e corrente de convecgao ao longo da fronteira 052.

As mesmas excitagoes descritas anteriormente sao usadas também para obter as dis-
tribuicoes de temperatura u;, para n = 1,...,16, em um dominio que possui uma inclusao
com formato circular, com raio R = 0.1, que pode ser vista na Fig. (5.2). O coeficiente de

condutividade térmica da inclusao vale k; = 2.0.

O

Figura 5.2: Exemplo 1 - Dominio 2* desejado.

A malha utilizada neste exemplo para discretizar 2 contém 9394 elementos e pode ser
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vista na Fig. (5.3). Esta malha é a mesma utilizada para discretizar * e obter as dis-

tribuigoes de temperatura w).
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Figura 5.3: Exemplo 1 - Malha com 9394 elementos finitos.

Na Fig. (5.4) sao mostrados os valores de convergéencia do Critério de Kohn-Vogelius (ver

Eq. 3.96

Fungio de Desempenho Normalizada

Iterag Oes

Figura 5.4: Exemplo 1 - Comportamento da funcao de desempenho normalizada ao longo

das 49 iteracoe
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O passo utilizado neste exemplo, ou seja, a quantidade de material que é modificada
em cada iteracao, diminui gradativamente ao longo do processo iterativo até atingir um
valor minimo especificado. A oscilagao da funcdo de desempenho nas primeiras iteracoes,
observada na Fig. (5.4), é explicada pelo fato do tamanho do passo inicial ser grande.
A medida que o processo iterativo avanca e o passo diminui, observa-se que a funcao de
desempenho passa a ter um comportamento monotonico decrescente.

A soma de todas as derivadas topoldgicas obtidas para cada experimento n na primeira
iteragao do algoritmo de reconstrugao € representada em 2D e 3D, respectivamente, pelas
Figs. (5.5) e (5.6).

1.011446E-004
3.211369E-005
-3.691322E-005
-1.059421E-004
-1.749710E-004 .
-2.439999E-004
-3.130Z88E-004
-3.820578E-004
-4.510867E-004
-5.201156E-004
-5.891445E-004
-b.581734E-004
-7.272023E-004
-7.962312E-004
-8.652601E-004
-9.3428%0E-004
-1.003318E-003

Figura 5.5: Exemplo 1 - Representagao 2D da D (X) na primeira iteragao.

Figura 5.6: Exemplo 1 - Representagao 3D da D (X) na primeira iteragao.
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Na Fig. (5.7) é mostrada a distribui¢do de material no interior do dominio, para j = 1,

16, 32, 49, respectivamente.

- " —

(a) Distribuigao de material na iteragdo  (b) Distribuigdo de material na iteracao

j=1 j = 16.

T "N Ve *

B 4 3 o

(c) Distribuigao de material na iteragdo  (d) Distribuigao de material na iteracdo

Jj =32 j = 49.

Figura 5.7: Exemplo 1 - Distribuicao de material obtida para as iteracoes j = 1, 16, 32, 49.

5.1.2 Exemplo 2

Neste exemplo o dominio 2 = (0,1.0) x (0, 1.0) possui contorno denotado por 92 = I'y.
Combinagoes aos pares de fluxos de calor § = 1.0 sdo impostos ao longo da fronteira OS2,
como visto na Fig. (5.8), totalizando 32 experimentos (M = 32) isto é, 16 experimentos com

fluxos de calor na direcao horizontal e mais 16 na direcao vertical. Em cada experimento

47
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realizado, a regiao da fronteira onde nao hé fluxo de calor prescrito é considerada adiabatica.
Para este exemplo, a excitacao no dominio vale b = 0 e o coeficiente de condutividade térmica

da matriz é k, = 1.0.

Y

Figura 5.8: Exemplo 2 - Combinacao de pares de fluxos de calor § ao longo da fronteira 0f2.

As mesmas excitagoes sao usadas para obter as distribuigoes de temperatura ), em um
dominio que possui uma inclusao circular, com raio R = 0.1, que pode ser vista na Fig.

(5.9). O coeficiente de condutividade térmica da inclusao vale k; = 2.0.

O

Figura 5.9: Exemplo 2 - Dominio 2* desejado.

A malha utilizada neste exemplo contém 9390 elementos e pode ser vista na Fig. (5.10).
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Figura 5.10: Exemplo 2 - Malha com 9390 elementos finitos.

Na Fig. (5.11) sao mostrados os valores de convergéncia do Critério de Kohn-Vogelius.
Pode-se observar um comportamento monotonico decrescente da funcao de desempenho ao
longo do processo iterativo. Isto se deve ao passo utilizado neste exemplo ser pequeno e

constante.

Funcdo de Desempenho Normalizada
=4
Lh
\

0.0 —T T T T " T " T T ]

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Iteragoes

Figura 5.11: Exemplo 2 - Comportamento da funcao de desempenho normalizada ao longo

das 75 iteracoes.
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A soma de todas as derivadas topolégicas obtidas para cada experimento n na primeira
iteragao do algoritmo de reconstrugao pode ser vista em 2D e 3D, respectivamente, nas Figs.

(5.12) e (5.13).

-9.413031E-006
-1.893519E-004
-3.692907E-004
-5.492296E-004
-7.291884E-004
-9.091072E-004
-1.0589046E-003
-1.268985E-003
-1.448924E-003
-1.628863E-003
-1.808801E-003
.988740E-003
.168679E-003
-2.348618E-003
-2.528557E-003
-2.708496E-003
-2.6868434E-003

(I
Ml =

Figura 5.12: Exemplo 2 - Representagao 2D da Dy (X) na primeira iteragao.

R
R
A

S,
= vy

oo |

=

Figura 5.13: Exemplo 2 - Representagao 3D da Dy (X) na primeira iteragao.

Na Fig. (5.14) podem ser vistos a distribui¢cdo de material no interior do dominio, para

7 =1, 25, 50, 75, respectivamente.
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(a) Distribuigao de material na iteragdo  (b) Distribuigdo de material na iteracao

j=1 j = 25.
L L) e L. & . — L]
nl
F L ’ -
- .

(c) Distribui¢ao de material na iteragdo  (d) Distribuigdo de material na iteracao

J =50. j=T15.

Figura 5.14: Exemplo 2 - Distribuicao de material obtida para as iteragoes j = 1, 25, 50, 75.

Observa-se que o resultado obtido neste exemplo é mais preciso que aquele obtido no
Exemplo 1. Isto se deve a forma como o fluxo de calor e demais condigoes de contorno
sao impostos ao longo de 0f2. Impondo a entrada de fluxo de calor em uma face e sua
saida na face oposta, mantendo o restante do contorno isolado, faz com que o fluxo de calor
seja obrigado a atravessar o dominio €2, levando a informacao a respeito da inclusao para o
contorno 0§2 onde o campo de temperatura u) é obtido. Esta caracteristica é mais dificil
de ocorrer quando sao impostos fluxo de calor e condi¢ao de convecgao ao longo de 0f).

De fato, nesse ultimo caso, o fluxo de calor no interior do dominio é disperso, sendo mais

ol
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dificil transmitir as informacoes para 0€). Contudo, é importante mencionar que, embora
o Exemplo 2 tenha dado resultado melhor que o Exemplo 1, suas condicoes de contorno e

excitacoes sao mais dificeis de se reproduzir em laboratoério.

5.2 Derivada Topoldgica com Funcao Peso

Nesta secao sao apresentados alguns exemplos numéricos introduzindo uma fungao peso
a expressao da derivada topoldgica, fazendo com que seus valores no interior do dominio {2
sejam realcados, dando a eles maior peso que aqueles proximo a fronteira 0€). Esta funcao,

representada na Fig. (5.15), é escrita da seguinte maneira:

w(z,y) = sin (i—:) sin (%) : (5.1)

onde L, e L, representam as dimensoes do dominio {2 nas respectivas direcoes. Assim, a

nova expressao da derivada topoldgica resulta em:

D2 (%) = w Dp (%) . (5.2)

0.8+
Y
0.6 AT
__ N
odd '0“‘
¥
e
TN T
it flla{l Io. v ‘\\\ T
i iy sy IR
1 A R R S 1
e Ll i

Ly
ety
LA

Figura 5.15: Funcao Peso w(z,y)

Todos os exemplos a seguir possuem um dominio com geometria quadrada € = (0, 1.0) x
(0,1.0) e contorno denotado por 92 = I'yUT'y;, submetido a um conjunto de 32 experimentos

(M = 32), como mostrado na Fig. (5.16). Estes experimentos sdo caracterizados por

o2
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diferentes formas de impor fluxo de calor ao longo de 0f), isto é: 4 experimentos com fluxo

de calor § = 0.25 prescrito ao longo de duas faces adjacentes do quadrado (Fig. (5.16a)); 4

experimentos com fluxo § = 0.50 prescrito ao longo de uma face do quadrado (Fig. (5.16b));

8 experimentos com fluxo § = 0.75 sobre a metade de uma face do quadrado (Fig. (5.16¢));

16 experimentos com fluxo g = 1.00 sobre 1/4 de uma face do quadrado (Fig. (5.16d)). Em

cada experimento, a regiao da fronteira onde nao ha fluxo de calor prescrito esta exposta a

uma corrente de conveccdo definida por h = 0.8 e uo = 200. A excitacdo no dominio vale

b =0 e o coeficiente de condutividade térmica da matriz vale k., = 1.0.

h, Uoo

i

(c) 8 experimentos com g = 0.75.

Y

I, Uoo

AEANANATRARARARE
q

(b) 4 experimentos com g = 0.50.

T 1]

q

(d) 16 experimentos com g = 1.00.

Figura 5.16: Fluxos de calor e corrente de convecgao ao longo da fronteira 0f2.
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Vale ressaltar que, nos exemplos desta secao, da mesma forma que no Exemplo 1, o passo

utilizado diminui ao longo do processo iterativo até atingir um valor minimo especificado.

5.2.1 Exemplo 3

., 32, sao obtidas impondo

paran =1, ..

*
n

oes de temperatura u

Neste exemplo, as distribuic

em um dominio que possui uma inclusao

5.16)

(

como mostra a Fig.

2.0.

as mesmas excitagoes mostradas na Fig.

O coeficiente de condutividade

5.17).

(

)

circular, com raio R = 0.1

térmica da inclusdo vale k;

Figura 5.17: Exemplo 3 - Dominio 2* desejado.

A malha utilizada neste exemplo para discretizar {2 contém 9394 elementos e pode ser

vista na Fig. (5.18).

Figura 5.18: Exemplo 3 - Malha com 9394 elementos finitos.
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Na Fig. (5.19) sdo mostrados os valores de convergéncia do Critério de Kohn-Vogelius.

1O — ¢
0.9 —
0.8 —
0.7 —
0.6 —
0.5 —
0.4 —

0.3 —

Fungio de Desempenho Normalizada

0.2 —
0.1 ¥

0.0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Iterag Oes

20 22

Figura 5.19: Exemplo 3 - Comportamento da funcao de desempenho normalizada ao longo

das 21 iteragoes.

A soma de todas as derivadas topolégicas obtidas para cada experimento n na primeira

iteracao do algoritmo de reconstrugao é mostrada na Fig. (5.20).

7. 777161E-003
-6.3868028E-005
-1.278383E-004
-1.917904E-004
-2.557544E-004
-3.197125E-004
-3.836706E-004
-4.47b0286E-004
-5.115867E-004
-5.755447E-004
-6.395028E-004
-7.034608E-004
-7.67418%E-004
-8.31370%9E-004
-5.953350E-004
-9.59293531E-004
-1.023251E-003

Figura 5.20: Exemplo 3 - D% (X) na primeira iteragao.

Na Fig. (5.21) podem ser vistos a distribui¢cao de material no interior do dominio, para

95
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7 =1,7,14, 21, respectivamente.

(a) Distribuigdo de material na iteragdo  (b) Distribuigao de material na iteracao

‘ -
T L4

7 =1 j=T.

(c) Distribui¢ao de material na iteragdo  (d) Distribui¢ao de material na iteragao

7 =14. j=21.

Figura 5.21: Exemplo 3 - Distribuicao de material obtida para as iteragoes 7 = 1, 7, 14, 21.

5.2.2 Exemplo 4

Este exemplo, da mesma forma que o anterior, mostra o comportamento do algoritmo de
reconstrugao introduzindo a fungao peso w a expressao da derivada topoldgica, no entanto,
em um dominio que possui uma inclusao com geometria mais complexa. Neste exemplo, as
distribuigoes de temperatura u; sao obtidas impondo as mesmas excitagoes vistas na Fig.

(5.16) em um dominio que possui uma inclusao em forma de L, como pode ser visto na Fig.
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9370 elementos e pode ser
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Figura

(5.22). O coeficiente de condutividade térmica da inclusao vale k; = 2.0.
A malha utilizada neste exemplo para d
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vista na Fig. (5.23).
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Exemplo 4 - Malha com 9370 elementos finitos.

Figura 5.23
Na Fig. (5.24) sao mostrados os valores de convergéncia do Critério de Kohn-Vogelius.
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1.0

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

Funcdo de Desempenho Normalizada

0.2
0.1

0.0

Figura 5.24: Exemplo 4 -

das 18 iteragoes.
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I

| box

__'_'_'_|_'_T_¥AT._.?_T._*_T._*__T._.T_T_7_T_’_\"" LT I

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Iteragoes

Comportamento da fungao de desempenho normalizada ao longo

A soma de todas as derivadas topolégicas obtidas para cada experimento n na primeira

iteragao do algoritmo de reconstrucao é mostrada na Fig. (5.25).

5.519639E-008
-3.
-7,
-1.
-1.
-1.
-2,
-2,
-3.
-3.
-3.
-4,
-4,
-5,
-5,
-5,
-b.

Figura

Na Fig. (5.26) podem

992008E-005
89849536E-005
1587 06E-004
298459E-004
998212E-004
3979R5E-004
797718E-004
197470E-004
597223E-004
996976E-004
J96729E-004
796482E-004
156Z34E-004
295987E-004
995740E-004
395493E-004

5.25: Exemplo 4 - D4 (X) na primeira iteragao.

ser vistos a distribuicao de material no interior do dominio, para

7 =1, 6,12, 18, respectivamente.

o8
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(a) Distribuigdo de material na iteragao

j=1.

(b) Distribuigao de material na iteragao

j=6.

e

p

-

o5

(¢) Distribuicao de material na iteragao

(d) Distribuigao de material na iteragao

j=12. j=18.

Figura 5.26: Exemplo 4 - Distribuicao de material obtida para as iteragoes j = 1, 6, 12, 18.

5.2.3 Exemplo 5

Este exemplo mostra o comportamento do algoritmo de reconstrucao em um problema
que possui uma inclusao proxima a fronteira do dominio. O objetivo aqui é encontrar uma
inclusao que estd localizada em uma regiao onde a expressao da derivada topoldgica, com a
fungao peso incorporada D4 (X) (Eq. 5.2), possui seus menores valores.

As distribuigoes de temperatura u; sao obtidas neste exemplo em um dominio que possui

uma inclusao em forma de L, como visto na Fig. (5.22). O coeficiente de condutividade

29
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térmica da inclusao vale k; = 2.0.

Figura 5.27: Exemplo 5 - Dominio Q* desejado.

A malha utilizada neste exemplo para discretizar €2 contém 9400 elementos e pode ser
vista na Fig. (5.28
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Figura 5.28: Exemplo 5 - Malha com 9400 elementos finitos.

Na Fig. (5.29) sao mostrados os valores de convergéncia do Critério de Kohn-Vogelius.
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Funcdo de Desempenho Normalizada
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Figura 5.29: Exemplo 5 - Comportamento da fun¢ao de desempenho normalizada ao longo

das 33 iteracoes.

A soma de todas as derivadas topolégicas obtidas para cada experimento n na primeira

iteragao do algoritmo de reconstrucao é mostrada na Fig. (5.30).

7.392957E-0048
-4.
-g.
-1.
-1.
-2.
-2.
-3.
-3.
-3.
-4,
-4.
-5.
-5.
-6,
-b.
-b.

Figura

315804E-005
639001E-005
2962Z0E-0D04
728540E-004
160859E-004
593179E-004
N254499E-004
457818E-004
890138E-004
322458E-004
754778E-004
187097E-004
619417E-004
N51737E-004
454056E-004
916376E-004

5.30: Exemplo 5 - D4 (X) na primeira iteragao.

Na Fig. (5.31) podem ser vistos a distribuicao de material no interior do dominio, para

7 =1,11, 22, 33, respectivamente.
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e

(a) Distribuigao de material na iteragdo  (b) Distribuigdo de material na iteracao

j=1 j=11.

’ - ol

(¢c) Distribuicao de material na iteragao  (d) Distribuigao de material na iteracao

j=22. j=33.

Figura 5.31: Exemplo 5 - Distribuicao de material obtida para as iteragoes j = 1, 11, 22, 33.

5.3 Estimativa do Volume da Inclusao

Embora a derivada topoldgica indique a regiao do dominio onde a funcao de desempenho
¢ mais sensivel a introducao de uma inclusao, é importante mencionar que, o tamanho do
passo, ou seja, a quantidade de material que realmente é modificada em cada iteracao do
algoritmo de reconstrucao proposto, fica a cargo do usudrio, no inicio do processo iterativo.
Entretanto, conhecer o volume ocupado por essa inclusao antes de iniciar o processo de

mudanca das propriedades materiais, ajudaria bastante na busca pelo dominio desejado
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Q*. De fato, essa informacao indica a quantidade de material no interior do dominio que,
ao final do processo iterativo, deverd possuir as propriedades da inclusao. Nesta secao é
realizado um pequeno estudo sobre a estimativa do volume da inclusao no interior de um
corpo, mostrando que o mesmo pode ser obtido, observando o comportamento da funcao de
desempenho quando o tamanho do passo for modificado.

De acordo com o algoritmo de reconstrucao proposto, para um problema qualquer, o
processo iterativo é iniciado com um dominio €2 homogéneo, livre de inclusdes. A derivada
topoldgica obtida neste dominio, utilizando a func¢do peso definida pela Eq. (5.2), indica
a regiao da matriz que deve tornar-se inclusao. Essa regiao indica os pontos para os quais
uma mudanca nas propriedades materiais ocasiona uma maior diminui¢ao da fungao de
desempenho. Mudando as propriedades materiais nessa regiao, é possivel calcular a funcao
de desempenho neste novo dominio. Quando a quantidade de material que se transforma
em inclusao é modificada, o dominio obtido é outro, e conseqiientemente, o valor da funcao
de desempenho também muda.

A idéia principal deste estudo estd no fato de que o valor minimo da funcao de desempenho
encontrado, ocorre quando a porcentagem de material transformado em inclusao no algoritmo
coincide com a porcentagem volumétrica que esta ocupa, de fato, no interior do corpo.
Esta caracteristica pode ser vista no Exemplo 6 apresentado a seguir, onde sao realizados
alguns experimentos com inclusoes circulares de diferentes tamanhos. Em cada um dos
experimentos, é possivel observar que, qualquer distribuicao de material dentro do dominio,
que tenha uma inclusao com proporgoes volumétricas diferentes da inclusao real, produziu
uma funcao de desempenho maior que aquela obtida quando estas ocupam o mesmo volume,

mesmo estando as duas em diferentes posigoes.

5.3.1 Exemplo 6

Neste exemplo, foi utilizado o mesmo dominio definido na Secao 5.2 deste capitulo, ou
seja, um dominio © = (0,1.0) x (0, 1.0) com contorno 02 = I'y UT"y; e coeficiente de condu-
tividade térmica k., = 1.0. Este dominio foi submetido as mesmas excitagoes e condicoes de
contorno descritas naquela segao, totalizando 32 experimentos (M = 32). As distribuigoes
de temperatura sao obtidas em cinco dominios distintos, cada um contendo uma inclusao

circular de raio diferente, como mostra a Fig. (5.32). O coeficiente de condutividade térmica
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da inclusao para todos os cinco casos vale k; = 2.0.

o o ® (5
R =0.056 R =0.100 R =0.126 R =0.149 R =0.169
(a) 1% (b) 3% (c) 5% (d) 7% (e) 9%

Figura 5.32: Exemplo 6 - Inclusoes de raio R = 0.056, R = 0.100, R = 0.126, R = 0.149 e
R = 0.169, representando respectivamente, 1%, 3%, 5%, 7% e 9% do volume total de Q*.

O comportamento da funcao de desempenho em relacao ao tamanho do passo, para os
cinco experimentos realizados, pode ser visto nas Figs. (5.33) e (5.34). Observando a Fig.
(5.34), é possivel observar que o minimo da fungao de desempenho é atingido quando a troca

de material em termos volumétricos coincide com o tamanho real da inclusao.
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Figura 5.33: Exemplo 6 - Comportamento da funcao de desempenho em relacao a parcela

percentual de material que é transformada em inclusao.
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Funcéio de Desempenho Nommalizada
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Figura 5.34: Exemplo 6 - Comportamento da funcao de desempenho entre 0 e 10%.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Este trabalho teve como principal objetivo aplicar o conceito de Derivada Topoldgica em
problemas inversos de caracterizacao de propriedades em meios heterogéneos, extendendo-o
para o calculo da sensibilidade de um problema ao se introduzir uma pequena inclusao sobre
uma matriz originalmente homogénea. Analisando o problema de conducao de calor em
regime estacionario, foi mostrado que a derivada topoldgica é capaz de identificar inclusoes
no interior de uma matriz a partir de observacoes de temperatura obtidas sobre a fronteira do
dominio em estudo, levando em conta que matriz e inclusao possuem condutividade térmica
diferentes.

Muitos problemas inversos podem ser resolvidos sem a necessidade de inverter seus ope-
radores. De fato, é comum encontrar problemas inversos formulados através de algoritmos
evolutivos de otimizagao, cuja idéia é minimizar funcionais, satisfazendo um determinado
conjunto de restricoes. O problema inverso discutido neste trabalho é formulado de maneira
semelhante a um problema de otimizagao, possuindo entretanto, algumas caracteristicas
especificas e interessantes que merecem ser ressaltadas.

Em problemas tipicos de otimizacao estrutural, dificilmente se tem disponivel uma funcao
de desempenho explicita em relagao aos parametros de projeto, o minimo nao é conhecido a
priori e as técnicas de programacao matematica apontam para minimos locais, sem garantia
de minimizagao global. Desta forma, a solu¢ao encontrada, muitas vezes nao representa a
solucao étima do problema, mas sim uma melhoria do projeto inicial. Analisando o Critério
de Kohn-Vogelius, utilizado neste trabalho como funcao de desempenho, é possivel observar

claramente que o seu minimo é conhecido, e ocorre quando a solucao dos dois problemas
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auxiliares P; e Py é a mesma em todo o dominio em estudo, ou seja, quando seu valor se
reduz a zero. Embora o ponto de minimo do Critério de Kohn-Vogelius seja conhecido, o
problema inverso aqui discutido possui complicacoes peculiares a sua formulacao, o que torna
sua analise mais dificil e complexa.

Foi observado numericamente que quanto mais informacao for incluida na analise do
problema inverso, mais a func¢ao de desempenho se aproxima de zero e conseqiientemente
mais precisa é a solugcao. Porém, é importante ressaltar que um numero maior de expe-
rimentos realizados em laboratério nao implica necessariamente em uma maior quantidade
de informacao disponivel. De fato, as informacoes a respeito da anomalia precisam ser
capturadas na fronteira do dominio em estudo para que o problema seja resolvido. Caso
algum experimento nao consiga transmitir a presenca da anomalia ao contorno do dominio,
as medigoes realizadas nao contribuem em nada para a analise do problema. Por isso, pode-
se dizer que a ”qualidade”das informacoes colhidas em cada experimento é de fundamental
importancia para encontrar a solucao do problema inverso.

Observando a expressao final da derivada topolégica dada pela Eq. (3.91), observa-se que
basta calcular as solugoes dos problemas Py, Ps, A; e Ay, definidos no dominio original €2
livre de inclusoes, para obter a sensibilidade da funcao de desempenho quando uma inclusao
¢é introduzida em um ponto arbitrario x € ). Em outras palavras, a derivada topoldgica
pode ser obtida com o custo computacional necessério para determinar apenas as solugoes
uP, uN, AP e AV e seus respectivos gradientes.

A informagao obtida da andlise de sensibilidade topoldgica foi utilizada para propor
um método iterativo de reconstrucao que visa resolver o problema inverso proposto. A
metodologia desenvolvida é baseada no fato de que a derivada topoldgica Dy (X) atinge seus
menores valores onde a funcao de desempenho é mais sensivel a mudanga de material. Dessa
forma, a derivada topolégica pode atuar como uma funcao indicadora do conjunto de pontos
onde as anomalias devem ser incluidas no interior do dominio.

O processo iterativo inicia-se modificando o coeficiente de condutividade térmica em
cada iteragao de acordo com os valores da derivada topoldgica. No inicio deste, a derivada
topoldgica indica a presencga de inclusoes na fronteira. Isto acontece, provavelmente, devido
a grande diferenca entre as solugdes dos problemas P; e Py naquela regiao. Ao longo das su-

cessivas iteracoes e, conseqiientemente, depois de varias mudancas de propriedade, é possivel
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observar que a derivada topoldgica trabalha como uma direcao de descida possibilitando a
identificacao de inclusdes desconhecidas.

Os resultados numéricos apresentados neste trabalho mostram que a técnica proposta
para resolver o problema inverso em questao foi bem sucedida, produzindo resultados satis-
fatorios com custos computacionais relativamente baixos. No entanto, a qualidade geométrica
da identificagao ainda é possivel de ser melhorada e, portanto, ser assunto de novas pesquisas.

Enfim, a derivada topoldgica é uma area de pesquisa promissora, com potencial aplicagoes
em otimizacao topolégica, problemas inversos de identificacao de falhas em componentes
mecanicos ou caracterizacao de propriedades em meios heterogéneos, além de poder ser em-
pregada na modelagem de fendmenos que experimentam mudancas nas propriedades fisicas

do meio, como cavitacao, mudancas de fase, plasticidade, fratura dictil, dano entre outros.

6.1 Trabalhos Futuros

A seguir, sao listadas algumas questoes que ainda se encontram em aberto e que podem

ser objetivo de pesquisas futuras:

e Realizar experimentos numéricos cujas observacoes de temperatura obtidas, sofrem a

influéncia de ruidos, e com isso, analisar a estabilidade do método na sua presencga;

e Aprimorar o método iterativo de reconstrucao, para melhor utilizar as informagoes
contidas na derivada topoldgica, na caracterizacao da topologia e forma de um campo

de inclusoes, bem como de suas propriedades materiais;

e Buscar uma prova matematica que justifique a aplicacao da derivada topoldgica em

problemas inversos;

e Aplicar o conceito de derivada topoldgica para varias outras classes de problemas in-
versos tais como: Problema Inverso do Potencial, com aplicagao em geologia; Problema

Inverso do Espalhamento, com aplicagao em medicina (tomografia); entre outros;

e Realizar a Andlise de Sensibilidade Topolégica em problemas inversos nao-lineares e

transientes;

e Aplicar a derivada topoldgica em métodos level-set para resolver problemas inversos.
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Apeéendice A
Prova do Teorema 2.1

Neste apéndice, é apresentada a prova do Teorema 2.1, que estabelece formalmente a
relacao entre a derivada topoldgica e os conceitos de analise de sensibilidade a mudanca de

forma, tal como intuido por Sokolowski & Zochowski [45] e mais tarde por Céa et al. [9].

Teorema 2.1 Seja f (¢) uma fungdo reqularizadora escolhida de modo que 0 < |D3 (X)| <
0o. Entdo as defini¢oes de derivada topoldgica dadas pelas Eqs. (2.3) e (2.4) sao equiva-
lentes, podendo ainda ser escrita como

1 D
f'(e) DT

Prova. A prova deste teorema esta dividida em duas partes:

D (%) = Dy (&) = lim (©,) (A1)

=0

Parte 1 : D} (X) = Dr(X) ,

. . 1 D
Parte 2 DT (X) = lEIg) f,—(g)D—Tw(QT)

7=0
Prova da Parte 1: Reescrevendo de forma andloga a uma expansao em série de Taylor, a
Eq. (2.3) fica

(€ U B:) = ¢(Q) + D1(R) f(e) + O(f(€)) (A.2)

onde O(f(e)) € utilizado para denotar os termos de ordem superior a f(g), ou seja,

. O(f(e) _
lli% TERE 0. (A.3)
Da mesma maneira,
@Z)(Qe-i-éa U Ba-l—ég) = ¢(Q) + DEKF()A() f(5 + 58) + O(f(5 + 66)) : (A4)
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Subtraindo a Eq. (A.2) da Eq. (A.4}) tem-se

$(ers, UBeys,) — (0 UB.) = Di(R) [f(e +8.) — [(2)] + O(f(e+6.) — O(f(2)) . (A5)

Dividindo ambos os lados por f(e +d.) — f(e), obtém-se
@Z)(Qe-i-éa U Be+65) — ¢(Q€ U Be) O(f(5 + 58)) - O(f(&)) )

fle+9d:) — f(e) = Dr®)+ fle+0.) = fle) (46)
Tomando o limite duplo como indicado na Eq. (2.4), observa-se que
N . . . w(Qs Oe U Bs 65) - w(Qs U Bs)
Dr (%) = llir(l) {5151310 : f(e +J;55) — f(e) }
oy 4 i J e Of(e+6:)) — O(f(g))
= Dr(%)+lm {alji% Feto) -1 } | (A7)

Aplicando o teorema de L’Hopital no sequndo termo da Eq. (A.7)

[ OUE ) ~OUED) e
ll—rﬂl) {zsljino fle+d:) — f(e) } B l—>00 (F(e) =0 (4.8)

e substituindo este ultimo resultado na Eq. (A.7), obtém-se a prova da primeira parte deste

teorema, isto €,

D; (%) = Dr (%) . (A.9)

Prova da Parte 2: A Eq. (2.4) pode ser escrita da sequinte maneira:

-~ . . w(Qeréa U Beréa) - w(Qs U B&)
Dr (%) = lim {}EILHO Feti) 16 4 ' (A.10)
Sabendo-se que

e substituindo este resultado na Eq. (A.10) tem-se que

{lim w(Qeréa U Bs+65) - w(Qs U BE)} )

Dy (X) = lim Jim 5

0 7 (E)

Considerando a Eq. (2.5) e levando em conta que §. = 7 (Eq. 2.8) a equagdo acima pode

(A.12)

ser reescrita, obtendo assim, a prova da sequnda parte deste teorema:

W) -v@uB)] 1D
Dr (%) = lin 79 [lli% T } — % 7 (o) Dr (62) . (A.13)
Finalmente, das Eqs. (A.9) e (A.13) verifica-se que
£ (3 . : 1 D
DT (X) =Dr (X) = lli% 1! (6) D—T¢(QT) - ) (A14)

e o teorema estd demonstrado m
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Apeéendice B

Calculo Tensorial e Conceitos de

Mecanica do Continuo

Este apéndice apresenta alguns resultados basicos de calculo tensorial, para um melhor
entendimento das operagoes realizadas ao longo de todo o texto, e conceitos de mecanica do
continuo utilizados no calculo da derivada topolégica via analise de sensibilidade a mudanca

de forma.

B.1 Algebra Tensorial

Sejam a, b, ¢, d € R® e A € R? x R3, entao

(a) a-b = b-a

(b) a-Ab = ATa-b

(c) tr(A) = I-A

(d) axb = —-bxa

(e) (a®b)c = (b-c)a

(f) (a®b)’ = (bxa) : (B.1)
(2) (a®@b)(c®d) = (b-c)(a®d)
(h) (a®b)-(c®d) = (a-c)(b-d)
(i) tr(a®@b) = a-b

() a-Ab = A-(a®b)

(k) A(a®b) = (Aa)®b
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B.2 Gradiente, Divergente e Rotacional

Considerando ¢ um campo escalar; u e w campos vetoriais; T e S campos tensoriais,

todos suficientemente regulares, tem-se as seguintes identidades (Gurtin [23]):

(a) V(pu) = ¢Vu+ueVe

(b) div(pu) = ¢divu+Ve-u

(c) rot (pu) = ¢rotu+Ve x u

(d) Viw-u) = (Vw) ut(Vu)' w
(e) div(w xu) = u-rotw—w-rotu
(f)  diviw®u) = wdivu+ (Vw)u . (B.2)
(g) div (T?u) = divT-u+T-Vu
(h) div (6T) = odivT + TV

(i) div (Vu’) = V(divu)

§)) div(TS) = (VT)S+ TdivS
(k) V(TS) = (VI)'S+(VS)'T

B.3 Descricao Material e Espacial

Seja ) um dominio aberto e limitado pelo contorno 02 suficientemente regular. Este
dominio, ao sofrer uma perturbacao caracterizada pela sua mudanca de forma, origina um
outro dominio, denotado por €2, e limitado por 0€2,. Utilizando a nomenclatura classica de
mecanica do continuo (Gurtin [23]), © e Q. representam respectivamente as configuragoes
material e espacial do dominio de definicao do problema em estudo.

A perturbacao provocada em 2 (mantendo sua topologia preservada) originando €2, pode
ser representada por um mapeamento suave e inversivel x, = X (x,7) com x, € Q,, x € )
e 7 € RT, ou seja,

X:Qx71—Q, e XL, xT—Q, (B.3)

e a dependéncia completa dos pontos espacial x, € {2, e material x € 2 em relacao ao

parametro 7 é dada, respectivamente, por
X (X_I(XT, ), 7') =X, e X HXx,7),7)=x. (B.4)

A relagao entre o diferencial espacial dx, (definido em €2;) e o diferencial material dx
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(definido em ) é descrita da seguinte maneira
0
X, = X(x,7) = dx, = (9_XX(X’ T)dx = VX (x,7)dx , (B.5)
que de forma compacta fica
J(x,7) =VX(x,7) = dx, =Jdx, (B.6)

onde J pode ser interpretado como o tensor jacobiano da transformacao de {2 para €2,.
Considerando agora um campo escalar ¢ descrito nas suas configuragoes material ¢,, e
espacial ¢;. Entao, de acordo com a Eq. (B.4) a descrigao espacial do campo material ¢,, é

definida como
[Omly (X7, 7) = P (X7 (%r,7),7) (B.7)
e de forma andloga, a descricao material do campo espacial ¢, é dada por
(03], (x,7) = s (X(x,7),7) . (B.8)
As Egs. (B.7) e (B.8) combinadas resultam em
(X, 7) = [fs(Xr, T)],,, = Ds(xr, T)|xfzx(x,r) = Om = [0s],, = {[dnml ),
¢s(xr, 1) = [Pm( T = On(X T lmr 1) = P = [Oml, = {[0s]5 ), - (BI)

Os gradientes de ¢,, e ¢, sao definidos, respectivamente, como

2 bxr). (B.0)

0
Vom(x,7) i= o—dm(x,7) e Ve (x,7) = o

A relagao entre Vo, e V,¢s pode ser obtida a partir do diferencial total de ¢,, e ¢, dados

respectivamente por
Aoy, = Vo, - dx e dps =V, s - dx, . (B.11)
Desta forma, considerando a Eq. (B.6) tem-se

[dos],, = [Vios-dx,],, = [V.ds,, -Jdx=T" [V, 0], -dx
= Vo, =J"[V,04, . (B.12)
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B.4 Definicao de Velocidade

A derivada do mapeamento X (x,7) em relagao a 7 é dada por
) 0
x, =X(x,7) = %X, = a—X(x, T) = Vn(x,7), (B.13)
T

onde v, representa a descricao material da velocidade, que caracteriza a mudanca de forma
do corpo.
Para obter a descrigdo espacial da velocidade v4(x,,7), basta transportar sua descrigao

material v,,(x,7) (Eq. B.13), para a configuragao espacial 2. da seguinte forma

0
V(X7 T) = Vi (XN (x,,7),7) = =X(x,7) . (B.14)
or x=X"1(x-,7)
Assim sendo, as descrigoes material e espacial da velocidade sao dadas respectivamente pelas
Egs. (B.13) e (B.14), e seus gradientes podem ser definidos como

iVS(XT, 7). (B.15)

9,
Vv (x,7) = — o

ox

Vi (X, 7) e V.ovs(X,,7) =

O diferencial total da descricao material v,, bem como da descricao espacial v, sao dados
por

dvy, = (Vvp)dx e dvy=(V,vg)dx, . (B.16)

Com isso, considerando a Eq. (B.6), a relagao entre os gradientes Vv, e V,.vg pode ser

obtida como segue:

[dv] = [(Vive)dx,], =[V.vg,, Jdx

m

= Vv, =[V.v T, (B.17)
que de forma mais compacta, introduzindo a notagao
L:=Vv,, e L..=V. v, (B.18)

pode ser escrita como

L=[L] J. (B.19)

m
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B.5 Derivadas Materiais

Seja um campo ¢ e suas descricoes material e espacial denotadas respectivamente por
Om € ¢s. A derivada material (total) da descri¢ao material ¢, do campo ¢ é trivialmente

definida por

D 0
D Om(X7) = - m(x, 7). (B.20)

Por outro lado, a descrigao espacial da derivada material (total) do campo ¢ descrito espa-

g.bm(x, T) =

cialmente ¢, pode ser definida como segue:

gqﬁs (X(x,7),7) ) (B.21)

or x=X"1(x-,7)

2 b(xp) =

gﬁs(xT,T) =5

Colocando em palavras, para obter a descricao espacial da derivada material, em relagao
ao parametro 7 de um campo ¢ descrito espacialmente ¢, deve-se, em primeiro lugar, trans-
portar o campo ¢, para a configuracao material {2; em seguida, é preciso calcular a derivada
e, finalmente, voltar a configuracao espacial €2,. Utilizando, a notacao introduzida pela Eq.
(B.9) tem-se
onde ¢y, (x,7) = [d')s (%, T)] . (B.22)

m

buler) = { 2605} = [ )]

s S
Teorema B.1 Seja ¢s a descricao espacial de um campo escalar ¢ suficientemente reqular,
entao

: 0

Gs = ¢; + Vs - v com ¢;(XT7 T) = E¢s (X, 7) - (B.23)

Prova. Aplicando a regra da cadeia na Eq. (B.21) e utilizando a defini¢do para a descri¢ao

espacial da velocidade dada pela Eq. (B.14), tem-se,

Q.SS(XW T) = %Qbs (X(Xv T)? T)

x=X"1(x-,7)
0 0
= <VT¢S(XT77—)7 EX(XJ—) > + §¢s (XT7T)
x=X"1(x-,7)

= VT¢$ (XT7 T) : VS (XT7 T) + ¢ls (XT7 T) ) (B'24)

e o teorema esta demonstrado m
A descrigao espacial da derivada material do gradiente de um campo escalar ¢ descrito

espacialmente ¢, pode ser obtido derivando-se ambos os lados da Eq. (B.12) em relagao ao
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parametro 7, ou seja,

0 0 ,ir
5 (Von) = 5= (IT[V20d,,)
037 r 0
= — — . B.2
87' [VT¢5]m + J 87' ([VT¢5]m) ( 5)
Pré-multiplicando ambos os lados da equacao anterior por J=7 e rearranjando os termos,
obtém-se
0 0 _p0J7
s _ “ _ -~ B.2
87' ([VT¢S]m) J (97_ (V¢m) J (97_ [VT¢5]m ) ( 6)
onde
= (Vo) = V22 =V, = V Mm —J [quﬁs}m , (B.27)
e da definicao do tensor jacobiano dada pela Eq. (B.6) e considerando a Eq. (B.19), tem-se
que
oJ 0 oxX
E = EVX = VE = VVm = [VTVS]mJ
oJ 037
— =L=L — =L"=J"[L,]. . B.2
= (97_ [ T]m'] € (97' J [ T]m ( 8)
Das Eqs. (B.26), (B.27) e (B.28) observa-se que
0 : T
= (1V:6.),) = [Ved] =L (906, . (B.29)

e finalmente valtando para a configuracao espacial €2, tem-se

{Fwol)} = {[v6] } - {Ldhivel} .
(Vio) = (Vb)) = Vs~ LEV0,. (5.30)

B.6 Teorema da Divergéncia

Nesta secao, é demonstrado o Teorema da Divergéncia ou Teorema de Gauss que relaciona

integrais de dominio com integrais de superficie.

Teorema B.2 Seja 2 uma regiao no espaco, limitada por uma superficie fechada OS2 sufi-
cientemente reqular. Entao,
para ¢:Q —R — Jo Vo dQ = [, ¢ndoQ (a)
para u: Q) — R3 = JodivudQ = [,,u-ndoQ (b) (B.31)
para T:Q — R3 xR3 = JodivTdQ = [,, TndoS (c)

onde ¢, u e T sdo campos suaves e n € o vetor normal saliente a OS).
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B.7 Teorema do Transporte de Reynolds

A relacao entre as configuracoes material €2 e espacial {2, pode ser obtida a partir da Eq.

(B.6), considerando os elementos diferenciais dx,, dy, e dz, definidos em €2, :
dQ), = dx,; X dy, - dz, = Jdx x Jdy - Jdz . (B.32)

Sabendo-se que df) = dx x dy - dz

4, — Jdx x Jdy - Jdz
dx X dy - dz

dQ = dQ, =detJdQ . (B.33)

A derivada de (detJ), utilizada mais adiante, pode ser obtida a partir das seguintes

proposicoes (ver, por exemplo, Novotny et al. [33] e Gurtin [23]):

J = Vv, J=1LJ, (B.34)
(detJ) = tr <jJ_1) det J . (B.35)

Substituindo a Eq. (B.34) na Eq. (B.35) tem-se
(detJ) = tr (L) detJ, (B.36)
mas da Eq. (B.18) observa-se que
tr (L) = tr (Vvy,) =divv, . (B.37)
Dessa forma, (detJ) é escrita da seguinte maneira
(det J) = div vy, (detJ) = [div, v, (detJ) . (B.38)

Com esses resultados, é possivel demonstrar o Teorema do Transporte de Reynolds para

integrais de dominio:

Teorema B.3 Seja um funcional definido através de uma integral na configuracdo espacial
Q,, tendo como integrando a descri¢cao espacial ¢5 de um campo escalar ¢ suficientemente
reqular. A descrigcao espacial da derivada material em relagao ao parametro T desse funcional

€, entao

b [ ot = [ (6.4 oivov) de

= / ¢; dQT + Qbs (Vs : 1’17—) daQr . (B39)
Qr o,
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Prova. Considerando as Eqs. (B.33) e (B.38) tem-se que

D%/mqﬁsdm — a%/ﬂapmdetJdQ
_ /Qé%(g;mdeu) a0
_ /g)(émdetJJrgbm (detJ)') 0
_ /Q (Gt b v v.],, ) det T 02
= s + Gudiv, v, ) dQ, . (B.40)
Al )

T

Utilizando o resultado do teorema B.1 (Eq. B.23) na Eq. (B.40), observa-se que

D
T / ¢s dQT = / (¢; + VT¢S "V + ¢SdiVT Vs) dQT ) (B41)
DT Q, Q-

e considerando a Eq. (B.2b), a equagdo anterior fica

D
—/ gbsdQT:/ ¢;dQT+/ div, (psvs) dS), . (B.42)
Dt Jq, Q. Q,

Finalmente, aplicando o teorema da divergéncia (Eq. B.31b) no sequndo termo da equagao

acima tem-se
D
—/ Qs dS), = / gb;dQT + O (vs ‘n;) do), , (B.43)
Dt Qr Qr Gl

que junto da Eq. (B.40) sdo os resultados desejados m
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Apéndice C
Analise Assintotica

De acordo com o Teorema 2.1, apds a analise de sensibilidade a mudanca de forma da
funcao de desempenho, é preciso realizar uma Anélise Assintética em relacao ao parametro
e para conhecer explicitamente o comportamento das solugoes u”, u?, AP e AY, bem como
de suas respectivas derivadas normais e tangenciais, quando € — 0. Este apéndice apresenta
a andlise assintética para a equagdo de Poisson com termo fonte constante (segao C.1) e

também como uma fungdo harmonica (se¢ao C.2).

C.1 Equacao de Poisson com Fonte Constante

Problema de valor no contorno definido no dominio original 2 sem inclusao: determinar

u, tal que
—k°Au=5b em Q
(C.1)
+c.c. sobre 0f2

Problema de valor no contorno definido no dominio perturbado €2, U B. com inclusao:

determinar u,, tal que

)
—k¢Au, = b em Q.
—ki'Au. =0 em B.
+c.c sobre 09 . (C.2)
u€|e - ue|i
) - sobre 0B.
\ ke S|, = K GE
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Definindo uma nova funcao tal que
We = Ue — U, (C.3)

tem-se um novo problema de valor no contorno escrito como: determinar w,, tal que

Aw, =0 em Q.
Aw, =0 em B,
+c.c sobre 00 . (C.4)
w€|e = we|i
) -, - sobre 0B.
\ ke%e — kz%i_(ke_kz)ﬁ

Com o objetivo de simplificar essa andlise, para imposicao das condicoes de contorno

sobre 0B, é utilizada a seguinte expansao em torno do centro X da bola B :
u(x) = u(X) + Vu(x) - (x —X) + ... (C.5)

Dessa forma, a referida condicao de contorno é aproximada como,

% ~ Vu(X)-n sobre 0B. . (C.6)

Agora, basta resolver o problema de valor no contorno dado pela Eq. (C.4), com a
aproximacao dada pela Eq. (C.6) para obter o comportamento de u. = u+w, na vizinhanga
da fronteira da inclusao 0B..

Além disso, é feita a seguinte mudanca de variavel

X
Yy ==
€

) (C.7)
o que resulta em um problema exterior equivalente ao dado pela Eq. (C.4), ou seja: deter-

minar ¢., tal que

p

A(Ps =0 e RQ\Bl
Ap. =0 em B,
Pe = 0 1o > ’ (08)
Cel, = 90%‘ |z A sobre 0B,
| %L ] e T

onde pede-se que a fungao ¢. seja regular no co. Além do mais, observa-se ainda que

. Ow o Dp. Oy _ 1 _ 1
Ve = ox < dy’ 8x> B 5I(v%) B 5V% ' (G9)
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Dessa forma, pode-se utilizar separacao de variaveis para fazer um desenvolvimento em
série de Fourier da solu¢ao ¢.. Considerando, portanto, um sistema polar de coordenadas
(p,0) cuja origem estd posicionada sobre o centro y da bola By, a solugao ¢., como uma

funcao de p e 6, pode ser expressa como

+~¢(p) cos B + A5 (p) sin 6 ,
Vi (p) ¥i(p) (C.10)
_l’_

7i(p) cosf +4i(p) sin 6 .

on
—~
s
=

o=

ve (0, 0)], =
@ (0, 0)]; = 75(p)

Além disso, o operador laplaceano A em coordenadas polares é dado por

? 10 1 02

:(9—[)2_'_;3_,0_'_;%’ (C.ll)

entao os coeficientes de Fourier v, 7, e 41 devem satisfazer o seguinte conjunto de equagoes

diferenciais ordinarias:

lim 4§ (p) = 0 , (C.12)

()" + 275 (p) = 575(p) =0
N(P)" +57(p) — 57ilp) =0
lim 75 (p) =0 : (C.13)

(1) =1i(1)
[ 5D = k(1) — ae(k® — k')

A (p)" + 335 (p) — 25 (p) = 0
()" + 341 (p) — 5 (p) =0
lim37(p) = 0 : (C.14)

A5(1) =41 (1)
[ A3E(1) = KA (1) — Be(k® — k)

. T o1 ~
onde n = — (cosf,sinf)" e se utilizou a notagao

Vu(®) = (o, 3)" . (C.15)
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Resolvendo as Eqs. (C.12), (C.13) e (C.14), obtém-se
%(p) = Aflnp+ B, 7ilp)=Aip+Bip . Ailp)=Aip+Bip, (C.16)
W) = Ajlnp+ B, (p)=Aip+Bip", Ailp)=Ap+Bipt, (CI7)

onde, utilizando as condigoes de contorno no oo, observa-se que as constantes associadas a
solucao exterior que acompanham as poténcias positivas de p devem ser todas nulas. Da
mesma forma, as constantes associadas a solugao interior que acompanham as poténcias

negativas de p também devem ser nulas. Logo

Além do mais, da condigao de continuidade da solugao sobre 0By, tem-se
Bi=0, A =B, A =B, (C.19)
Finalmente, da condigao de salto da derivada normal da solu¢ao sobre 0Bj, obtém-se
—k°BS = KAl —ae(k® — k') e —k°BS =K A — Be(k® — k) . (C.20)
O que resulta em
ke — K ~ K

Ai:Bf:O&:m € Azl ﬂ€k€+k1

(C.21)

Dessa forma, a solu¢ao . do problema exterior dado pela Eq. (C.8) pode ser escrita

COmo
(p,0)]. =¢ k’:_kz acosf + Bsinf) |
()0 (p )|’L p]j Jr]: ( /6 ) (C'22)
ve (p,0)|, = S (acosf + Bsind)
onde da mudanga de variavel dada pela Eq. (C.7), observa-se que
r
= — C.23
P=2 (C.23)
Logo
we (r,0)], =71 <k: kz) (avcosf + Bsinb) |
AV (C.24)
we (r,0)], = = <’Ze+kz) (cvcos B+ (sinb) .
Agora, basta reconstruir a fungao u. = u + w. da seguinte forma
= ug + 2r—— (acos @ + Bsinf) ,
( )‘ 0 k +k: ( B ) (0'25)

ue (r,0)|, = uo + <IZZ+ZZ— —1—7“) (wcosf + Bsind) |
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onde utilizou-se a expansao dada pela Eq. (C.5) que em coordenada polar fica
u(r,0) ~uy+7r(acos + Gsinb) | (C.26)

sendo u(X) = uy .

C.2 Equacao de Poisson com Fonte Harmonica

Problema de valor no contorno definido no dominio original §2 sem inclusao: determinar
A, tal que
—k°AX=u em Q
(C.27)
+c.c. sobre 0f2
Problema de valor no contorno definido no dominio perturbado €2, U B. com inclusao:

determinar A., tal que

.
—k°AN. = u, em Q.
—E' AN = u. em B.
+c.c sobre 09 . (C.28)
/\5|e = /\5|z
o s sobre 0DB.
\ ke 8_7’16 e - kz 8_716 ’i

Definindo uma nova funcao tal que
Pe=Ae — A, (0'29)

tem-se um novo problema de valor no contorno escrito como: determinar ., tal que

(
—k°Ap. =u. —u em Q.
K Ap, = u. —u em B.
+c.c sobre 02 . (C.30)
a'uE’e B 'ué ‘; o sobre 0D,
\ ke%e — kzﬁi_(ke_kz)%

Observando a definigdo de w. dada pela Eq. (C.3) e o problema de valor no contorno
dado pela Eq. (C.4), que mostra que w. é uma fun¢ao harmonica (Aw. =0 em Q.U DB,),

conclui-se que ., na equagao anterior, € uma funcao bi-harmonica, ou seja:

A%, =0 em Q.UB.. (C.31)
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Pode-se separar p. em solugoes homogeénea e particular:
pre = pl + pil (C.32)

e calcula-las separadamente.

Para o calculo de p?, sabendo-se que
Ape = Apl + A, e que Apl =0, (C.33)

tem-se
K Ayl =~k Al = i, )
—k* AM5|6 = —k* AM§|6 = w€|e :
Propondo uma solu¢ao bi-harmonica para p? da seguinte forma (ver, por exemplo, Obert &
Duvall [37])
p? = (Cr® + Drinr) cos 6 + ((jr?’ + Drln r)siné | (C.35)

e lembrando da definicao do operador laplaceano A em coordenadas polares dada pela Eq.

(C.11) tem-se

p N A
aa’ljf =(BCr*+D(1+1n7))cosf+ (3Cr* + D (1 +1nr))sind , (C.36)
2P D . D .
52 = (6Cr + 7) cos + (6Cr + 7) sinf | (C.37)
2P D . D .
5 = —(OT—}-?IHT) cosf — (CT—}-?IHT) sind (C.38)
e por fim R
2D A 2D
Ap? = (8Cr + T) cosf + (8Cr + 7) sinf | (C.39)

sabendo-se que as constantes D e D sdo nulas para a solucao interior 7 e as constantes C' e
C' sdo nulas para a solugao exterior e.
Da Eq. (C.34) pode-se igualar as Eqs. (C.24) e (C.39), com D = D = 0, obtendo-se para

a solucao interior ¢

Pl — . _ _L ke_k’t .
ApP|, = 8r <C’cos€+C’sm€> E (ke+ki (avcos@ + Bsinb) | (C.40)

onde as constantes C' e C ficam

1 (ke -k R 1 (k€ — ks
C= 8k (ke+ki)a e C= Y (k‘e—i-ki)ﬁ’ (C.41)
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resultando em

1 (ke —Fk
Pl =— — ) inf) . 42
KE|, T (ke—i—ki)r (acos@ + Bsind) (C.42)
De forma andloga, igualando-se as Eqs. (C.24) e (C.39), com C = C' = 0, tem-se a solucéo
exterior e
Apl|, = 2 (Dcos@—l—f)sinQ) _ (oK (avcosf + (sin0) (C.43)
Hele =5 N ZAEYS ’ |
onde as constantes D e D ficam
e? [(k®— K . e? [(k®— K
D=— — D=— A C.44
2ke (k+k> “ 2ke (kz+k) b (C.44)
resultando em
i ——82 s rinr(acosf + Fsind) (C.45)
Hele = 7oke \ e + ' ‘

O célculo de p” é o mesmo feito para encontrar a solugdo w. na secao anterior. Desta

forma, lembrando da definigdo de p dada pela Eq. (C.23), obtém-se

h T i i o
pel, == (A cost + A 51n9> :
| ' R (C.46)
ph] =< <Bf cos 0 + B¢ sinQ) :
Da condicao de continuidade
pele = mel; = pz| 4 pllo= |+ vl (C.47)
considerando as Egs. (C.42), (C.45) e (C.46) e sabendo-se que r = ¢, tem-se
Bi - Af = (I8 (5 - s e )
Bf — A =2 (£55) (3 - ) 0.
Da condicgao de salto
Opte ; Ope A OA
k¢ =K' — (k®* — k") — C.49
on |, on |, ( )871 ’ (C-49)
considerando que
0 o VAX) = (a,b)" (C.50)
_— = — X)=\a .
on or ’ ’
tem-se
BB+ 3 (B2 (1 - ne)a = —kAl + £ (528 o +e (ke — ) o
kB + 5 (g:;gzﬁ) (1+1Ine)f = —k A} + 3 (gz;gi) B+e (ke — k)b '
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Resolvendo as Eqs. (C.48) e (C.51) obtém-se

i _ ke —ki In

Al — _aeg <ke+kz) _(ke+{:}€z) Skz <ke+kz):| k€+kl

.« o (1) [+ (556)] +< 5 z)

A1 3 ],: +: "4(f 0 T 2k \ kegk etk (C.52)
i c—k" _Ine

Al - _/66 <k5+k7‘> _(k8+kl) Skz <k€+kl>:| ke+kz

e 3 [ k=K' [ 1 Ine [ k°—k* k*

By = —fe <k€+k1) TR T ok <ke+ki)] t+e <k"+k1) b.

Substituindo a Eq. (C.52) na Eq. (C.46) a solugdo homogénea pu!* fica

’ (quz) (acos@ + bsinf) + O(379) ,
’ =< <ke+kz>(a0089+bsm9)+0( .

T

(C.53)

Lembrando da definicdo dada pela Eq. (C.29) e considerando a Eq. (C.32), a expansao

assintética para A resulta em

Ae (1,0)]; = Ao + 2r i (acos 0 + bsin ) + O(e7)

(C.54)
A (r,0)|, = Ao+ (Z:—Jrﬁz? + 7“) (acos@ + bsin ) + O(e*79) ,
onde utilizou-se a seguinte expansao
A(x) = AX) + VARXK) - (x — %) + ..., (C.55)
que em coordenada polar fica
A(r,0) = Ao+ 7 (acosf + bsinb) | (C.56)

sendo A\(X) = Ay .



