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Procedimentos de discretizagdo que promovem o enriquecimento de
subespagos de aproximacdo, para a solu¢do de problemas de valor no
contorno variacionais, permitem representar caracteristicas como o contorno
do dominio, descontinuidades dos campos incdgnitos, singularidades, entre
outras, independentemente das entidades da discretizagdo, quer sejam ele-
mentos ou nds, em métodos baseados em malhas ou livres de malha. No
entanto, fungdes seccionalmente continuas, presentes em implementacdes
convencionais, ainda representam um fator limitante na busca por melho-
res taxas de convergéncia, mesmo empregando enriquecimento. Questdes
sobre o padrdo de enriquecimento e a transi¢do entre por¢cdes do dominio
enriquecidas e nao enriquecidas foram apontadas como merecedoras de
atencdo em diversas investigagdes ao longo dos ultimos anos. Neste sentido,
o presente trabalho avalia a utilizacdo de fungdes de aproximacao arbitraria-
mente continuas, construidas através do método generalizado de elementos
finitos, em problemas de elasticidade plana envolvendo singularidade do
campo de tensdes, caracteristicos da mecanica da fratura eldstica linear.
Primeiramente, o desempenho de tais fungdes suaves, tanto utilizando me-
didas de convergéncia globais quanto calculando parametros de severidade
de trincas, € investigado mediante comparacdo com as respostas fornecidas
por discretizagdes com fungdes minimamente conformes, ou seja, bases



construidas com particdes da unidade convencionais de elementos finitos.
O método das forgas configuracionais, elaborado segundo o formalismo da
mecanica Eshelbiana, foi usado para o propédsito de céalculo da severidade da
trinca. Num estdgio de pés-processamento da solucdo, as forgas configura-
cionais que surgem na frente da trinca podem ser diretamente relacionadas
a uma estimativa da integral J. Os resultados evidenciam a importancia
da continuidade da particdo da unidade, na vizinhanca de singularidades,
a medida que a suavidade evita os saltos dos campos de tensdes e permite
melhor capturar as caracteristicas das fungdes de enriquecimento. A con-
tinuidade permite a melhoria da solug¢do tanto em medidas globais quanto
em medidas locais mesmo aplicando o enriquecimento & menor quantidade
possivel de nés. Entdo, uma adaptacdo do método residual implicito em
subdominios € proposta. Considerando as préprias nuvens da abordagem em
MGEF obtém-se medidas nodais de erro. A metodologia gera problemas,
equacionados nas nuvens, com condi¢des de contorno de Neumann triviais
em virtude da localizacdo do funcional residual com a particdo da unidade.
A continuidade dos campos de tensdes favorece a determinagdo da excitagdo
para tais problemas locais diretamente a partir da projecdo do campo residuo,
em forma forte, sobre o subespago gerado por fungdes de grau superior. O
procedimento se mostra bastante adequado para solu¢des continuas e, nos
casos testados, apresenta efetividade local apropriada mesmo quando se
utiliza apenas enriquecimento polinomial, indicando que o estimador € capaz
de detectar os pontos onde se necessita de refinamento. Diversos melhora-
mentos sdo apontados como propostas de continuidade do trabalho devido
a constatacdo de que as diversas ferramentas matemadticas consideradas, em
separado ou conjuntamente, podem ser aplicdveis em outras situagdes.
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Discretization procedures which promote the enrichment of approximation
subspaces, for the solution of variational boundary value problems, allow to
represent some features as the domain boundary, discontinuities of the unk-
nowns fields, singularities, among other, regardless of discretization entities,
either the elements or nodes, in mesh-based or mesh-free methods. However,
piecewise continuous functions, commonly used in conventional implemen-
tations, still are a hindrance factor in the searching for better convergence
rates, even applying enrichments. Issues on enrichment pattern and transition
between enriched and non-enriched portions of the domain were pointed as
deserving attention by several investigations in the last years. In this sense,
the present study assesses the use of arbitrarily continuous functions, built
through the generalized finite element method, in plane elasticity problems
with singularities in the stress field, typical of linear elastic fracture mecha-
nics. Firstly, the performance of such smooth functions, in terms of both
convergence of global values as well as crack severity parameters, is inves-
tigated through comparison with responses provided by discretizations using
minimally conforming functions, i.e., bases built with conventional partitions
of unity defined by finite element shape functions. The configurational forces
method, derived following the formalism of Eshelbian mechanics, was used
for computation of severity crack parameters. In a post-processing step, the



configurational forces that arise at the crack tip are directly related to a J-
integral estimate. The results point out the importance of continuity around
the singularity since it avoids stress jumps and allows better capturing of the
features of enrichment functions. The continuity enables improvements of
solution in both global measures and local quantities, even applying singular
enrichment to the possible minimum amount of nodes. Thus, an adaptation
of the subdomain-based implicit residual method for error estimation is pro-
posed. Considering the clouds as subdomains, it is possible to obtain nodal
values of estimated error. The methodology produces local problems, formu-
lated over the clouds, with homogeneous Neumann boundary conditions due
to the localization of the residual functional using the partition of unity. The
inherent continuity of the stress field motivates determining the excitation for
such local problems directly from a projection of the residuum field, in strong
form, on the subspace spanned by higher order functions. The procedure turns
out to be quite appropriate for smooth solutions and, in the studied cases, it
showed appropriate local effectivity even when only polynomial enrichment
is used, indicating that the estimator is capable of detecting where refine-
ment is necessary. Several improvements are pointed as proposals of future
work due to finding that the mathematical tools used, considered separately
or grouped, can be applied in other situations.
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1 INTRODUCAO E MOTIVACAO

Em mecanica dos sélidos computacional, € notério que o método de
elementos finitos (MEF) em sua versdo generalizada ou extendida ampliou
significativamente o espectro de possibilidades de investigacdo. Revisdes de
estado-da-arte como Karihaloo e Xiao (2003), Abdelaziz e Hamouine (2008),
Belytschko, Gracie e Ventura (2009) e Fries e Belytschko (2010) confirmam
a constatagdo.

Compartilhando da mesma fundamenta¢do matemdtica, o Método
Generalizado de Elementos Finitos (do inglés Generalized Finite Element
Method, GFEM), o Método Extendido de Elementos Finitos (do inglés
eXtended Finite Element Method, XFEM) e o Método de Elementos Fi-
nitos de Particio da Unidade (do inglé€s Partition of Unity Finite Element
Method, PUFEM) propdem que melhores aproximagdes podem ser obtidas
inserindo-se funcdes especiais na base convencional do MEF.

Estes métodos foram pensados e concebidos com o anseio de supe-
rar dificuldade relacionadas a adaptag¢@o de malhas. Adaptag@o no sentido de
alteracdo de pardmetros % e p, por exemplo, coordenadas por medidas locali-
zadas de erro e buscando atingir tolerancias especificadas. E ainda, adaptati-
vidade no sentido 6timo, de se conseguir o menor erro possivel para um dado
montante de varidveis incdgnitas. Quando da modelagem de aproximacdes
envolvendo caracteristicas localizadas como singularidades, camadas limites,
interfaces materiais, detalhes geométricos do contorno, por exemplo, tais di-
ficuladades se tornam mais evidentes.

O presente trabalho se insere no contexto da investigagdo da influéncia
exercida por um pardmetro relacionado as discretizagdes, mais especifica-
mente, quando se utiliza enriquecimentos a maneira do GFEM, XFEM
ou PUFEM. Diferentemente do pardmetro /# (dimensdo caracteristica) e p
(grau polinomial), o pardmetro k surge como possibilidade refinamento da
aproximacao.

O termo versdo k, pelo conhecimento do presente autor, aparece na
literatura com o trabalho de Surana, Ahmadi e Reddy (2002). Reddy e co-
laboradores argumentam que, assim como / e p, a regularidade k também
governa a capacidade de aproximacgao de tal modo que, fixando os dois pri-
meiros, pode-se observar alteracdes de desempenho. Todavia, deve-se reco-
nhecer que a constru¢do de fungdes regulares baseadas em malhas foi, pri-
meiramente, proposta for Edwards (1996), procedimento que foi generali-
zado, para malhas arbitrarias, por Duarte, Kim e Quaresma (2006). Mais
recentemente, Cottrell, Hughes e Reali (2007) também apontaram a necessi-
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dade de se investigar o efeito da regularidade, porém no dmbito da Anélise
Isogeométrica.

Deste modo, a partir da constatacdo de que a forma de aplicagdo
do enriquecimento interfere sobremaneira na taxa de convergéncia, com re-
latado por Béchet et al. (2005) e Laborde et al. (2005) em problemas de
mecanica da fratura, optou-se por analisar o efeito da regularidade no desem-
penho de aproximagdes envolvendo enriquecimentos para campos de tensdao
na vizinhang¢a de uma trinca.

As parti¢des da unidade construidas segundo Duarte, Kim e Quaresma
(2006) permitem recuperar a elevada regularidade comum de aproximacgdes
por métodos livres de malha, como por exemplo Monaghan (1982), Liszka,
Duarte e Tworzydlo (1996) e Liu, Jun e Zhang (1995), mas mantendo a malha
de elementos para defini¢do dos suportes das fun¢des. Tem-se com isso, um
importante fato: a possibilidade de se elevar a regularidade sem alargamento
de suporte e, consequentemente, superposicao (overlapping).

Neste trabalho, faz-se oportuno a ressalva de que a mecanica da fratura
eléstica linear figura somente como problema modelo, no qual a singulari-
dade e a descontinuidade representam dificuldades quando da aproximagao da
solucdo. Ressalta-se também que, como investigagao inicial, o desempenho
computacional ndo é contemplado. O esforco foi direcionado a verificacdo
de possiveis vantagens, sob a Otica da acuracidade e da convergéncia, em se
aplicar enriquecimento sobre particio da unidade suave. Procedeu-se uma
comparagdo com aproximagdes geradas por particdes convencionais, seccio-
namente continuas, considerando iguais discretizacdes, padrdes de enriqueci-
mento e quadraturas de integrag@o.

Dedicou-se também esfor¢o a estimacdo de erro para aproximagdes
suaves considerando os enriquecimentos utilizados na comparacido de de-
sempenho. Uma vez observada influéncia da regularidade, justifica-se a
adaptacdo de métodos de estimativa de erro pds-solugdo as aproximagdes su-
aves.

Todavia, mais do que somente os resultados aqui apresentados e dis-
cutidos, estabelece-se um horizonte de possibilidades para aplicacao das fer-
ramentas matemadticas aqui tratadas. Diversos melhoramento sdo propostos.
Investigagdes, ndo relatadas aqui, estdo em andamento. E ainda, sugestdes
para trabalhos futuros sdo, finalmente, elencadas.
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1.1 Contribuicoes

Pode-se apontar como principais contribui¢des deste trabalho:

* estudo do efeito da regularidade na qualidade global de aproximagdes
enriquecidas a partir de particdes da unidade suaves;

* andlise da qualidade de aproximacdo de campos de tensdes singulares
mediante mecanica configuracional; e

* adaptacdo de uma metodologia de estimativa de erro pds-solugcdo as
aproximacgdes suaves, com avaliagdo perante aproximagdes enriqueci-
das com fungdes polinomiais e com fun¢des com derivadas singulares.

1.2 Organizacao da tese

O Método Generalizado de Elementos Finitos € apresentado no
Capitulo 3. Inicialmente, é definida a operacdo de extensdo de uma fungao,
cuja ferramenta, a particdo da unidade, é utilizada como principio da
generalizacdo do MEF. Em seguida, mostra-se como obter funcdes particdes
da unidade com regularidade elevada (EDWARDS, 1996) (DUARTE; KIM; QUA-
RESMA, 2006) usando elementos finitos como suporte. Uma vez tratado
o procedimento para construgdo das particdes da unidade, discute-se a
construcao de subespacgos de aproximacao, para problemas de valor no con-
torno, empregando-se funcdes de enriquecimento, funcdes estas que podem
refletir algum conhecimento prévio acerca das caracteristicas da solugdo.
Assim, aproveita-se para definir e justificar as fungdes de enriquecimento
utilizadas nesta investigacao.

No Capitulo 4 é enunciado o problema modelo de elasticidade plana,
nas formas forte e fraca. A formulacdo discretizada correspondente é apre-
sentada. A andlise de um problema cldssico da mecanica da fratura eldstica
linear é proposta com o objetivo de se investigar a influéncia da suavidade
na aproximacdo de solu¢des com singularidades. Compara-se o desempenho
de aproximagdes obtidas utilizando particdes convencionais de elementos fi-
nitos e partigdes suaves. As aproximagdes C°(Q) sio obtidas enriquecendo
subespacos construidos com as fungdes de forma de elementos triangulares
lineares, conhecidas também como fungdes tenda (fent functions), ou funcdes
do elemento CST (constant strain triangle). Os mesmos enriquecimentos sao
aplicados sobre parti¢goes C(Q). Primeiramente, sdo utilizadas medidas glo-
bais para verificacdo da qualidade das aproximacdes. Procura-se identificar a
dependéncia com relacdo ao padrao de aplicacdo do enriquecimento.
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Por outro lado, como descrito no Capitulo 5, utiliza-se a mecanica
configuracional com o propdsito de se obter medidas de severidade da trinca.
A mecénica configuracional (ESHELBY, 1951) consiste de um formalismo de
andlise de deformacdo de sélidos alternativo a mecanica Newtoniana. A
forma fraca do equilibrio em termos do tensor tensdo de Eshelby, calculado
a partir da solucdo aproximada, viabiliza a identificacdo de forcas nodais que
podem ser associadas a qualidade da aproximacdo (RUTER; STEIN, 2007). Es-
pecificamente, nesta investigacdo, utiliza-se a equivaléncia entre a integral
J e a forca configuracional (STEINMANN; ACHERMANN; BARTH, 2001) (MUEL-
LER; MAUGIN, 2002) que se manifesta na frente da trinca para verificacdo da
qualidade da aproximacdo.

Todavia, como em situacdes praticas nido se dispde de solugdes
analiticas, faz-se necessario estimar o erro das aproximacdes. Faz-se entdo
necessdrio estabelecer ou adaptar estimadores de erro as aproximagdes cons-
truidas com as func¢des de elevada regularidade. O método residual implicito
em subdominios (BARROS; BARCELLOS; DUARTE, 2009) (STROUBOULIS et al.,
2006) (PARES; DIEZ; HUERTA, 2006), permite a obte¢do de indicadores nodais
de erro se forem consideradas as préprias nuvens para a composicao de pro-
blemas locais para a estimativa de erro. Propde-se uma modificagdo relativa
a forma de calculo do funcional residual. Uma vez que tem-se aproximagdes
suaves, define-se a excitacdo dos problemas de aproximacdo do erro através
da projecdao do campo residuo, em forma forte, sobre fungdes de ordem
superior as usadas na aproximacgdo da solucdo global. O campo residuo
na forma forte é obtido diretamente com pds-processamento da solugdo.
Sdo considerados dois problemas cldssicos da elasticidade plana para se
verificar a efetividade de dois estimadores de erro definidos similarmente
a (STROUBOULIS et al.,, 2006) e (PRUDHOMME et al., 2004). Primeiramente,
os estimadores e indicadores de erro sdo analisados para aproximacdes
envolvendo somente enriquecimento polinomial. Em seguida, considera-se
o problema utilizado nos Capitulos 4 e 5 que envolvem, simultaneamente,
enriquecimento polinomial e com fung¢des de frente de trinca.

Finalmente, sao feitas as considera¢des finais no Capitulo 7 e sao lis-
tados diversos melhoramentos, alguns ja em andamento, e propostas de tra-
balhos futuros.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

As primeiras tentativas de modelagem numérica de propagacdo de
trincas, do conhecimento do presente autor, foram propostas por Ngo e Scor-
delis (1967) e Rashid (1968), que analisaram fratura em estruturas de con-
creto.

Quando um critério de iniciacdo da trinca é verificado, a trinca pode
ser modelada pela introducao de uma separagado entre contornos de elementos,
de acordo com a abordagem de Ngo e Scordelis (1967). Assim, a metodolo-
gia resultante € incluida na categoria dos métodos de Fratura Discreta Inter-
Elementar e pode ser apropriada quando a trajetdria da trinca é conhecida,
em principio, pois remalhamento € requerido para uma trajetéria de trinca ar-
bitraria. Desta forma, as duas maiores deficiéncias deste método sdao que as
trincas sdo restritas aos contornos dos elementos e que elas causam mudangas
continuas na topologia da malha.

Por outro lado, Rashid (1968) apresentou uma Metodologia Melho-
rada com a qual trincas arbitrarias podem ser modeladas, visto que ndo exis-
tem restri¢des topoldgicas. Em tal trabalho a condicdo de fraturamento € de-
terminada pela médxima tensdo no elemento e uma vez excedido o valor critico
o elemento é considerado trincado. As equagdes constitutivas sdo entdo mo-
dificadas de tal forma que a tensdo normal a descontinuidade desaparece.
Todavia, como citado por Borst e Gutiérrez (1999), tal conceito melhorado
inevitavelmente introduz amolecimento por deformagao no modelo constitu-
tivo. Assim, em um dito Modelo Implicito, as deformacdes nos elementos
por onde a trinca passa sdo modificadas para representar a descontinuidade,
podendo ainda as equagdes constitutivas serem modificadas.

Ao longo do desenvolvimento de metodologias baseadas no Método
de Elementos Finitos (MEF) convencional, verificou-se que metodologias
discretas, a exemplo do trabalho de Ngo e Scordelis (1967), sdo mais efetivas
mesmo quando requerendo algoritmos de remalhamento automético. Além
disso, é bem sabido que o MEEF, tipicamente, com espacos de aproximagdo
formados por func¢des seccionalmente diferencidveis, requer um refinamento
significativo (SZABO; BABUSKA, 1991) e portanto ndo consiste numa ferra-
menta efetiva para problemas com descontinuidades ou singularidades, de-
ficiéncia agravada nos casos em que tais caracteristicas dos campos nao pos-
suem posi¢ao fixa no dominio.

Incluir o campo de deslocamento andlitico préximo a trinca no espago
de fungdes de elementos isoparamétricos foi uma estratégia proposta por
Benzley (1974) para capturar campos de tensdes singulares. O elementos de
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Barsoum (1974) é, também, um elemento quadritico contemporineo, no qual
pontos de controle especificos sdo movidos para um quarto da dimensio dos
lados (quarter point), medido a partir da singularidade, além do colapso de
uma aresta sobre este ponto. Posteriormente, Banks-Sills ¢ Bortman (1984)
também obtiveram singularidade no Jacobiano de um elemento Serendipity
de 8 nds pelo posicionamento do né do meio das arestas a um quarto da di-
mensdo do elemento, para representacdo de campos singulares. Entretanto,
os resultados destes elementos sdo bastante sensiveis ao seu tamanho e nio
exibem convergéncia uniforme com o refinamento da malha e sdo, geral-
mente, ndo compativeis com elementos convencionais, requerendo elementos
de transicdo.

A idéia de enriquecer o campo de deslocamentos para introduzir o
efeito cinemaético do fendmeno de localizagdo, por exemplo, foi apresentado
por Ortiz, Leroy e Needleman (1987). Adicionalmente, a Metodologia com
Descontinuidade Embutida proposta por Simo, Oliver e Armero (1993) per-
mite uma trinca se localizar no interior de um elemento finito e crescer arbi-
trariamente sem depender da topologia da malha. A descontinuidade € con-
siderada como uma componente enriquecida do campo de deslocamentos,
exibindo uma componente regular continua e outra descontinua através da
trinca, cujos graus de liberdade sdo eliminados por condensagao no interior
do elemento.

Outro método de trinca embutida no elemento foi proposto por Oliver
(1995), no qual a trinca é representada como uma descontinuidade no deslo-
camento no interior do elemento. Entretanto, frentes de trinca ndo podem ser
representadas dentro do elemento e a singularidade do campo é desprezada.

Fica entdo claro que nos chamados modelos explicitos, o campo de
deslocamentos € construido como sendo descontinuo através da superficie da
trinca. Isto pode ser conseguido quer seja fazendo a malha se conformar a
trinca, de modo que as arestas dos elementos coincidam com a descontinui-
dade, ou através de técnicas de enriquecimento. Visto que a modifica¢do da
malha ao longo da andlise envolve uma séries de dificuldades, a opcao via
enriquecimento representou uma dire¢do na qual inimeros outros métodos
foram inspirados ao longo da tltima década, como sera discorrido na préxima
secao.

2.1 Metodologias para representacao de trincas via enriquecimento

A observacdo de que o campo de deslocamentos poderia ser satisfa-
toriamente representado por uma parcela continua e outra descontinua, ou
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mesmo singular, foi finalmente aplicada ao conceito de parti¢do da unidade,
que sera discutido no Capitulo 3. A propriedade da particdo da unidade foi
explorada por Duarte e Oden (1995) e Melenk e Babuska (1996). Esta é
uma propriedade dos espagos de aproximacdo conhecida de longa data (ODEN;
REDDY, 1976), visto que corresponde a habilidade do espaco de funcdes de
aproximacio de reproduzir um campo de deslocamentos constante (condicdo
de consisténcia), que fisicamente correspondem a uma translacdo de corpo
rigido, o que implica em capacidade de convergéncia de aproximacgdes de
elementos finitos.

A estratégia de introduzir funcdes de enriquecimento, como serd
discutido no Capitulo 3, via particdo da unidade, através do produto das
funcdes base de elementos finitos, separa as questdes de continuidade inte-
relemento e aproximabilidade local. Melenk e Babuska (1996) propuseram
uma representacdo complexa para a solug@o analitica de Muskhelishvili
(1963), expressando a solugdo de problemas em estado plano de tensdes e
deformagdes em termos de duas fun¢des complexas. As propriedades de
aproximacao dos polindmios harmdnicos generalizados sdo muito similares
as propriedades de aproximacao da solucdo da equagdo de Laplace e portanto
produz estimativas de erro a priori similares.

Melenk e Babuska (1996) mostraram que as fungdes de enrique-
cimento ndo precisam resolver as equacdes governantes para conduzir a
aproximacdo local. No entanto, fungdes baseadas em solucdes analiticas
podem conduzir a boas propriedades de aproximacao local e potencialmente
podem permitir o uso de malhas grosseiras. Adicionalmente, a escolha de
fungdes de enriquecimento ndo polinomiais que sdo adaptadas a um pro-
blema especifico podem conduzir a taxas de convergéncia Gtimas (BABUSKA;
MELENK, 1997).

Para representar o campo de tensdes singulares, Duarte (1996) e Oden
e Duarte (1997) introduziram dois conjuntos das chamadas fungdes branch,
que sdo baseadas nas funcdes de tensdes de Westergaard (1939). Cada um
destes conjuntos € usado como enriquecimento da aproximagao em torno da
frente da trinca, para as componentes de deslocamento nas direcdes x e y,
respectivamente.

Fleming et al. (1997) propuseram incorporar os campos singulares em
um método sem malha. Primeiramente, os autores enriqueceram as func¢des
teste do Método de Galerkin Livre de Elementos para incluir o campo as-
sintdtico préximo a frente da trinca associado ao problema de fratura eldstica.
Os coeficientes associados a estas func¢des adicionais, que correspondem aos
fatores de intensidade de tensoes, sdo varidveis desconhecidas além dos co-
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eficientes de deslocamentos nodais. Entretanto, os campos a frente da trinca
sdo globais ao invés de serem limitados a uma regido em torno desta visto
que as fungdes assintdticas ndo pertencem a base do método de minimos
quadrados. Outra estratégia na qual a base é expandida para incluir funcdes
que geram tais solugdes asintdticas sao testadas. Porém o uso de uma base
enriquecida pode conduzir a uma matriz momento que exibe algum mau-
condicionamento. Para construir uma linha de descontinuidade o dominio de
influéncia nodal € simplesmente truncado usando o critério da visibilidade de
Krysl e Belytschko (1997).

Belytschko e Black (1999) exploraram as propriedades da particao da
unidade para aplicar o mesmo sub-espaco de func¢des desenvolvido em Fle-
ming et al. (1997). A metodologia resultante foi denominada Método dos Ele-
mentos Finitos Extendido (XFEM) e emprega a solucdo assintética a frente
da trinca como enriquecimento para a trinca como um todo, necessitando de
um mapeamento para lidar com pequenas mudancas de direcdo a partir de
uma proje¢do retilinea da trinca. Tal mapeamento pode ser entendido como
uma rotagdo virtual para alinhar o acréscimo da trinca ao segmento principal
mantendo o campo na perpendicular ao segmento principal fixo através do
ponto de rotacdo. Em outras palavras, a descontinuidade nas funcdes de enri-
quecimento sdo alinhadas por uma sequéncia de mapeamentos para rotacionar
cada segmento da descontinuidade. Assim, é necessario algum remalhamento
préximo a frente da trinca para mudancas severas de direcao.

Moégs, Dolbow e Belytschko (1999) and Dolbow, Moés e Belytschko
(2000) introduziram uma técnica mais versatil na qual o campo de deslo-
camentos asintético da fratura elética linear foi usado conjuntamente com a
funcdo degrau unitario (Heaviside), para representar a singularidade e a des-
continuidade, respectivamente. Este conceito possibilita trincas arbitrarias se-
rem manipuladas independente da geometria da malha, mas deve-se notar que
visto que a topologia da trinca necessita ser representada por uma particdo da
unidade, a regularidade da representac@o da trinca ¢ limitada. Este conceito
foi extendido ao modelamento de fratura tridimensional estatica por Sukumar
et al. (2000).

Daux et al. (2000) aplicaram o XFEM para modelagem de vazios e
fraturas com geometrias mais complexas. Trincas com multiplas ramificacdes
foram modeladas através da superposi¢cdo de enriquecimentos com a funcéo
degrau unitdrio nos pontos de ramificagdo, permitindo representar interacdes
entre trincas e orificios, ou sistemas com trincas emanando dos orificios.

Belytschko, Mogs e Usui (2001) unificaram a modelagem de fungdes
com descontinuidades arbitrdrias e derivadas descontinuas em elementos fi-
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nitos.

O XFEM e o método Level Set (SETHIAN, 1999) foi primeiro aplicado
por Stolarska et al. (2001). Os autores usaram duas fungdes level set orto-
gonais para tratar crescimento de trincas em duas dimensdes, uma delas para
representar a topologia da trinca propriamente dita e outra para localizar a
frente desta. A atualizac@o das funcdes level set foi efetuada usando o Fast
Marching Method (SETHIAN, 1996) mas surgiram dificuldades do fato de que
a primeira das fungdes deve permanecer fixa uma vez que a trinca se abre.
Alguns detalhes no que diz respeito ao método level set serdo apresentados
na sequéncia. A metodologia foi também aplicada a problemas tridimensio-
nais para crescimento de trincas ndo-planares em regime quase-estitico por
Mogs, Gravouil e Belytschko (2002) e Gravouil, Mogs e Belytschko (2002).

Sukumar et al. (2001) adaptaram a metodologia do level set para mo-
delar orificios e interfaces materiais arbitrarios em problemas de elastostatica
bidimensional. A descri¢do geométrica de uma interface, o contorno de um
orificio ou inclusdo, é representado por graus de liberdade geométricos nos
nés visto que a funcgdo cujo nivel zero define a interface é convertida a uma
representacdo funcional discreta usando fun¢des de forma convencionais de
elementos finitos.

Duarte et al. (2001) desenvolveram um método para propagagdo
dindmica de trincas em dominio tridimensional, no contexto do MGEF, com
o enriquecimento descontinuo baseado no critério da visibilidade. Os autores
usaram enriquecimentos singulares proximo a frente da trinca baseado nos
termos de primeira ordem da solucdo assintdtica para trincas retilineas e usa-
ram minimos quadrados para regularizar os campos de tensdes para extrair
os fatores de intensidade de tensdes.

Jirasek e Belytschko (2002) argumentaram que o XFEM oferece
vantagens se comparado aos métodos com descontinuidade embutida.
Os elementos com descontinuidades embutidas baseados no método das
deformagdes enriquecidas sdo ndo-conformes, e a compatibilidade do campo
de deformacdes € imposta somente no sentido fraco. Em contraste, as funcdes
de enriquecimento usadas no XFEM sdo descontinuas somente ao longo da
descontinuidade e sdo continuas em qualquer outra posi¢cdo. Os graus de
liberdade adicionais introduzidos pelas formulagdes com descontinuidades
embutidas possuem uma caracteristica interna e podem ser eliminados em
nivel de elemento. Isto € uma vantagem pois o nimero e o significado fisico
dos graus de liberdade globais permanece igual mesmo quando novas linhas
de descontinuidades sdo inseridas. Entretanto, o XFEM parece ser preferivel
devido as suas propriedades cinemadticas superiores e robustez numérica em
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relacdo aos elementos com descontinuidades embutidas.

A dificuldade essencial relacionada a um modelo de trinca dependente
da imposicdo da nulidade da tensdo normal a trinca é que ele exibe sensibili-
dade patoldgica ao tamanho da malha. Se o corpo modelado tem um entalhe
ou trinca pré-existente, o campo de tensdes exato € ilimitado (devido a sin-
gularidade na frente da trinca). Os méximos valores de tensdes obtidos pela
andlise com elementos finitos podem ser arbitrariamente grandes se a malha
for suficientemente refinada. Se ndo existe singularidade no campo de tensdo,
entretanto, o campo de tensao elastico € limitado e a iniciacdo da trinca é re-
produzida corretamente, mas a trinca se propaga de uma forma instavel apds
0 seu surgimento, pois ap6s a falha do primeiro elemento cria-se imediata-
mente uma situacdo equivalente ao entalhe pré-existente. Uma forma de se
remediar tal incoveniente poderia ser introduzir uma tensao coesiva atuando
nas faces da trinca que gradualmente decresce a zero a medida que a trinca se
abre (JIRASEK; BELYTSCHKO, 2002). Tal modelo de descontinuidade coesiva
pode remover a singularidade a frente da trinca e assim resolver o problema
relacionado a objetividade e pode ser fisicamente justificdvel pela existéncia
de processos fisicamente ndo-lineares numa regido de dimensao finita a frente
da trinca.

Bellec e Dolbow (2003) expuseram uma nota sobre fungdes de enri-
quecimento para modelagem da nucleacdo de trincas, analisando o caso par-
ticular onde a extensdo da trinca se aproxima do tamanho do suporte das
funcdes de forma nodais.

O problema de nucleacio, crescimento e coalescéncia foi investigado
por Remmers, Borst e Needleman (2003) que estudaram a possibilidade de se
definir segmentos coesivos em posi¢des e direcdes arbitrdrias e assim permitir
a resolucdo de padrdes complexos de fraturamento.

Muito embora malhas ndo estruturadas sejam mais convenientes para
analises de engenharia visto que melhor se conformam aos contornos ex-
ternos, malhas estruturadas podem ser convenientes para muitos estudos em
ciéncia dos materiais, por exemplo, se o objetivo é determinar as proprieda-
des de uma célula unitdria do material. Adicionalmente, quando resolvendo
problemas de interfaces materiais numericamente usando o método de ele-
mentos finitos convencional, as linhas da malha devem ser colocadas sobre a
descontinuidade para levar em consideragdo as propriedades correspondentes
a cada material. Buscando oferecer uma alternativa para isso, Belytschko et
al. (2003) propuseram um método no qual superficies implicitamente defini-
das sdo usadas para a defini¢do de superficies internas e externas em modela-
gem de objetos so6lidos, usando malhas estruturadas de elementos finitos. A
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descricdo via fung¢des implicitas com fungdes base radiais como aproximagao,
de acordo com Carr et al. (2001), é usada para representar superficies inter-
nas, tais como interfaces materiais, superficies de deslizamento e trincas.

Nagashima, Omoto e Tani (2003) aplicaram o XFEM a um problema
de trinca interfacial elastostdtica em dominio bi-dimensional. Apesar de a
aten¢do ser focada sobre trincas interfaciais, a base de enriquecimento € de-
terminada a partir da solucdo asintdtica de placa homogénea, usando o sub-
espago geralmente empregado por Belytschko e colaboradores.

Um novo elemento para frente de trinca baseado na fun¢do sinal (Hea-
viside generalizada) foi proposto por Zi e Belytschko (2003). Os autores no-
taram que quando fun¢des de enriquecimento singulares sdo usadas conjun-
tamente com funcdes degrau, como em Moés, Dolbow e Belytschko (1999),
a propriedade de particdo da unidade ndo se verifica nos elementos em torno
da frente da trinca. O enriquecimento destes elementos é uma particdo da
unidade local e deve ser compatibilizada ao restante do dominio para um de-
sempenho adequado, como discutido por Chessa, Wang e Belytschko (2003).
Assim, todos os elementos com trinca, incluindo o que contém a frente da
trinca, sdo enriquecidos pela fungfo sinal de forma que a particdo da unidade
¢ vélida no dominio todo. O dominio mapeado dos elementos parcialmente
cortados € dividido em duas partes e somente a parte trincada € enriquecida
por uma funcdo sinal. A frente da trinca pode ser localizada em qualquer lu-
gar no interior de um elemento. Entretanto, a abertura da trinca € linear, de
modo que o procedimento requer boa resolucdo da malha para fratura eldstica
e substancial refinamento para trincas coesivas. A medida que a frente da
trinca avanca a forga aplicada é controlada para resultar uma tragdo, normal
a direcdo da trinca, igual a resisténcia do material (uma forma alternativa de
fazer com que o fator de intensidade de tensdo se anule).

Belytschko et al. (2003) apresentaram uma nova técnica de enriqueci-
mento para evitar dificuldades encontradas com o XFEM original em proble-
mas dependendentes da histéria de carregamento. Mais detalhes sao reporta-
dos na sequéncia.

Uma particularidade se verifica em todos os trabalhos citados até
entdo. Somente aproximagoes lineares de elementos finitos foram adotadas
quando o XFEM e o método Level Set sao empregados para a descri¢ao das
descontinuidades.

Stazi et al. (2003) aplicaram enriquecimento sobre elementos fini-
tos quadréticos, verificando-se taxas de convergéncia mais elevadas, susce-
tibilidade decrescente ao travamento e abilidade de modelar contornos cur-
vos. Além disso, uma fungdo level set interpolada por funcdes de forma
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quadréticas é capaz de descrever trincas curvas visto que descri¢des level
set através de elementos finitos lineares permitem somente trincas seccional-
mente lineares. A abordagem ¢é similar aquela de Ventura, Xu e Belytschko
(2002) de tal forma que a geometria da trinca pode ser atualizada somente
por equacdes que envolvem informacdes geométricas. Os deslocamentos sdo
aproximados por elementos triangulares de seis nds. A funcdo distancia com
sinal é aproximada pelas mesmas fun¢des de forma como os deslocamentos.
A aproximagdo de elementos finitos padrio foi enriquecida com as funcdes
geradoras da solucdo de Westergaard nos nds em torno da frente da trinca e
0s nds ao longo da trinca foram enriquecidos com a funcdo Heaviside mo-
dificada para ser simétrica ao longo da trinca. As fun¢des de forma sdo
quadréticas enquanto fungdes de forma lineares foram usadas para construir
uma particdo da unidade para o enriquecimento e para o blending. Os fato-
res de intensidade de tensdes foram obtidos pela integral J e integral I. Os
resultados para Kj; sdo frequentemente menos acurados que para K;. Para
melhorar a precisdo algums termos integrados ao longo das faces da trinca
devem ser adicionados & expressao da integral de interacdo.

Budyn et al. (2004) descreveram um método para modelar a evolugdo
de muiltiplas trincas usando a metodologia do XFEM no contexto da mecénica
da fratura elastica linear. Ha a possibilidade de que as trincas cresgam até
a coalescéncia e eventualmente propaguem pelo modelo. As trincas com
o fator de intensidade de tensdo maximo, calculado por meio de uma inte-
gral de interacdo, crescem de tal forma que o fator de intensidade de tensdo
permaneca critico, ajustando o parimetro de carregamento pelo controle do
comprimento da trinca. No caso de frentes de trincas concorrentes, uma
andlise de estabilidade é executada para determinar a configuracdo do per-
curso da trinca que conduz a0 maximo descrescimento no potencial de ener-
gia.

Sukumar et al. (2004) propuseram uma técnica de enriquecimento da
particdo da unidade para trincas em interfaces bimateriais. As fungdes de
enriquecimento de frente de trinca sdo escolhidas como aquelas que geram
o campo de deslocamentos assintdtico para uma interface obtido por Rice
(1988). Os fatores de intensidade de tensao para trincas em interface bimate-
rial foram calculados numericamente usando a forma de dominio da integral
de interagdo. A singularidade de tensdes nas vizinhangas da frente de trinca
de uma interface bimaterial é oscilatérioa por natureza, com a presenga de
uma singularidade /2. A partir do erro relativo na norma energia, a taxa
de convergéncia do método foi estimada como um meio, o que vai de en-
contro a taxa de convergéncia tedrica 6tima do MEF classico na presencga de



2.1 Metodologias para representacdo de trincas via enriquecimento 39

singularidade dominante /7.

Uma estratégia adequada para a representacdo de descontinuidades
fracas e fortes foi apresentada por Hansbo e Hansbo (2004). O método é
classificado como Unfitted Finite Element Method (HANSBO; HANSBO, 2002)
e pode manipular interfaces perfeitamente e imperfeitamente coladas, com
rigidez pequena ou grande. Isto é conseguido usando uma forma bi-linear
ndo convencional para definir o método, juntamente com um parametro de
penalizagdo adequado que depende das condi¢des de interface assim como da
malha. O método basicamente substitui cada funcio de elemento finito por
novas funcdes base, com descontinuidade sobre a interface, de tal forma cada
uma € ndo nula somente sobre uma das duas partes em que € bisseccionado
um elemento cortado pela trinca. Os autores fornecem uma andlise de estima-
tiva de erro a priori, e exemplos envolvendo inclusdes, contato e fratura. Para
o problema de fratura, a trinca foi suposta acomodar uma pequena constante
de rigidez apds a falha. De acordo com Belytschko, Gracie e Ventura (2009)
a base de aproximacao € uma conbinag¢do linear da base do XFEM para des-
continuidades. A performance € idéntica 2 do XFEM. A integracdo ainda
requer algoritmos especiais. As aproximagdes para gradientes descontinuos
podem também ser construidas por restricdo de aproximagdes descontinuas
por meio de multiplicadores de Lagrange ou por meio do método de Nitsche.
A escolha depende primeiramente de aspectos de implementacdo visto que
corresponde a adicionar um elemento extra e nds extras para todo elemento
seccionado pela descontinuidade.

Béchet et al. (2005) introduziram um esquema de enriquecimento
independente da malha, desenvolvendo novas quadraturas de integrag@o para
funcdes assintdticas e implementando um esquema de pré-condicionamento
adaptado as fungdes enriquecidas. Mais detalhes serdo apresentados no
Capitulo 4.

A incorporagdo das fungdes de enriquecimento no espaco de
aproximacdo mediante produto com a particio da unidade gera um en-
riquecimento externo com consequente aumento no nimero de graus de
liberdade do modelo. Todavia, a utilizacdo destas mesmas fun¢des como
bases para o Método de Minimos Quadrados Mdveis pode gerar funcdes
de aproximacdo que incorporam as caracteristicas do enriquecimento sem
adi¢do de graus de liberdade. Tal procedimento foi elaborado por Fries
e Belytschko (2006) com o apelo de permitir representar descontinuidade
sem varidveis nodais adicionais, mediante um enriquecimento denotado
intrinseco. O procedimento requer um cuidado especial na definicdo das
funcdes de pondera¢do nodais de forma que seja garantida a inversdo das
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matrizes momento ponderadas no Método de Minimos Quadrados Mdveis,
requerendo uma sobreposiciao de nuvens minima em cada ponto do dominio.
Uma observagio importante € que as fungdes de aproximacao resultantes ndo
possuem a propriedade do delta de Kronecker e assim requerem tratamento
especial para imposi¢do de condi¢des de contorno.

Comi e Mariani (2007) expuseram uma simulagdo pelo XFEM de
fratura quase-fragil em materiais funcionalmente graduados, levando em
considera¢do a gradacdo material, que foi desenvolvida para reproduzir a
propagacao de trincas coesivas.

Asadpoure e Mohammadi (2007) desenvolveram trés conjuntos in-
dependentes de funcdes de enriquecimento ortotrépicos para andlises com
XFEM de trincas em meio ortotrépico. A base geradora do campo sin-
gular foi modificada adicionando termos dos campos de deslocamentos bi-
dimensionais deduzidos por Sih, Paris e Irwin (1965) por meio de funcdes
analiticas e varidveis complexas.

Yan e Park (2008) apresentaram um estudo sobre a aplicagdo do
XFEM baseado na formulagdo de Zi e Belytschko (2003), que empregam
somente a fungdo degrau unitdrio, para a modelagem de crescimento de
trincas em estruturas compostas laminadas, com particular énfase sobre a
capacidade do XFEM em predizer o percurso da trinca em fratura préxima
a interfaces. Dispensar as fungdes singulares de frente de trinca elimina
os elementos parcialmente enriquecidos sobre os quais ndo se verifica a
particdo da unidade, segundo Chessa, Wang e Belytschko (2003), evitando
a degradacdo da precisdo nestes elementos. Mas isto, claramente, diminui a
capacidade da aproximacdo representar o campo de deslocamento real.

Borja (2008) elucidou os conceitos envolvidos no método Assumed
Enhanced Strain (AES) e o XFEM com referéncia a simulacdo de trincas
com atrito.

Rabczuk et al. (2008) expuseram um novo elemento de frente de trinca
para o método Phanton-Node com trincas coesivas arbitrarias.

Song e Belytschko (2009) expuseram o método cracking node para
fratura dindmica com o XFEM. A trinca € representada por segmentos discre-
tos contiguos que repousam sobre os nds de elementos finitos e envolvendo
somente dois elementos adjacentes. Cada um dos segmentos de trincas € in-
dependentemente determinado pelo critério da maxima deformacéo principal
no corpo de prova simulado. O modelo de comportamento em fratura deve
ser consistente com a resolu¢do da malha de elementos finitos e um conjunto
de regras € necessdrio para se evitar padrdes espurios de trinca, todavia ainda
resultando capaz de representar o fendmeno de fratura dindmica. O cracking
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node dissipa mais energia de fratura que o XFEM convencional, que prova-
velmente explica a menor velocidade de propagacgao de trinca.

Visto que a maioria dos estudos utilizam fungdes de enriquecimento
simplificadas para representar descontinuidades fortes, Cox (2009) exp0s
funcdes de enriquecimento baseadas em uma investigagc@o analitica do pro-
blema de fratura coesiva procurando melhor representar o gradiente de des-
locamentos nas vizinhangas de uma trinca com zona coesiva. A formulagdo
numérica é deduzida considerando comportamento eldstico linear mas isto
ndo impede considerar resposta ineldstica. A tens@o principal maxima foi
usada como critério para definir a iniciacdo da zona coesiva, que surge quando
tal tensdo atinge ou excede a tensdo de resisténcia do material.

Cox (2009) notou que fungdes de enriquecimento em coordenadas
elipticas baseadas no trabalho de Zhang e Deng (2007), que examinam a natu-
reza da solugdo préxima a zona coesiva, sdo mais simples para implementar
que as funcgdes de enriquecimento baseadas nos polinomios de Chebysheyv,
constante e linear em z, como bases para a solu¢do em série de Hong e Kim
(2003) e conduz a menores problemas de convergéncia. Uma base similar a
de Belytschko e Black (1999) para problema com zona coesiva iria requerer
uma quantidade grande de func¢des de enriquecimento por né. Portanto, as
expressdes analiticas para as componentes de deslocamentos sdo usadas di-
retamente como enriquecimento. Um parametro de estudo para um modelo
de fratura com modo I é apresentado para calcular se propagacdo de trinca
quase-estdtica pode ser acuradamente modelada com a formulag¢do proposta.

Belytschko e colaboradores (BELYTSCHKO; BLACK, 1999), (MOES; DOL-
BOW; BELYTSCHKO, 1999) e (DAUX et al., 2000) usam somente termos princi-
pais do campo de deslocamentos assintético, e os coeficientes adicionais em
cada né enriquecido sdo considerados independentes, apesar de eles serem
dependentes dos coeficientes da expansdo real. Portanto, o campo assintético
correto € perturbado. Na melhoria proposta por Cox (2009), os campos enri-
quecidos sao os campos assintéticos de frente de trinca reais, e os coeficientes
adicionais de enriquecimento nodal sdo os coeficientes relevantes destes cam-
pos assintéticos. Além disso, sdo avaliados esquemas de enriquecimento que
ora aplicam fungdes singulares de frente de trinca aos nds cujo suporte foi
interseptado pela superficie da trinca fazendo-se a transicdo para a funcdo
degrau unitario a medida que se afasta da zona coesiva. Outra estratégia enri-
quece os nds dos elementos no interior de uma regido com raio prescrito para
afastar a regido de perda de acuracidade (blending region) da zona coesiva,
seguindo recomendacgdes de Chessa, Wang e Belytschko (2003).

Um procedimento de andlise com decomposi¢do hierdrquica, ou
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também chamado andlise global-local, utilizando o formalismo do Método
Variacional Multi-Escala (HUGHES et al., 1998) combinado ao XFEM foi
proposto por (HETTICH; HUND; RAMM, 2008). Uma estratégia semelhante,
porém considerando deformacdes finitas e representando a descontinuidade,
modelada somente na meso-escala, a maneira de Hansbo e Hansbo (2004),
foi apresentada por Mergheim (2009). Este dltimo autor também melhorou
o esquema de acoplamento entre o problema global e local para garantir a
continuidade na topologia da trinca, nas interfaces entre sub-dominios locais,
mediante multiplicadores de Lagrange.

Réthoré, Roux e Hild (2010) propuseram uma forma diferente para
introduzir enriquecimento nas vizinhangas de uma frente de trinca. Uma
formulag@o bi-dimensional é implementada considerando expressdes pura-
mente analiticas para o campo de deslocamentos na vizinhanca da frente
da trinca em forma complexa, na qual os fatores de intensidade de tensdo
sdo variaveis desconhecidas, de acordo com o formalismo em séries de Wil-
liams (WILLIAMS, 1957), e elementos finitos convencionais no restante do
dominio. O procedimento de acoplamento energético de Arlequim (DHIA;
RATEAU, 2005) ¢é usado para compatibilizar as duas descri¢oes além de um
acoplamento cinemadtico para garantir a compatibilidade dos dois campos de
deslocamentos.

Fica entdo evidente, a partir do exposto, que diferentes estratégias,
mais ou menos sofisticadas, estdo disponiveis. Sem citar que este levanta-
mento ndo é, de longe, completo e faz referéncia somente aos trabalhos que
mais se destacaram. Todavia, o problema da representagdo de uma descon-
tinuidade associada a insercdo de campos singulares localizados ndo est4,
ainda, solucionado em seus diversos aspectos.
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3 FUNCOES DE APROXIMACAO CONTINUAS VIA MGEF

Este capitulo € dedicado a apresentagao do Método Generalizado de
Elementos Finitos (MGEF). Inicialmente, serd introduzido o racioncinio que
conduziu a proposta de se aplicar as chamadas fungdes de enriquecimento
com a intencdo de se melhorar a capacidade de aproximag@o de um subespaco
de fungdes de elementos finitos.

Uma vez apresentado o conceito de particao da unidade (PU) e eviden-
ciada a sua importancia, serd conduzida uma exposi¢do sobre o procedimento
utilizado para constucdo de PU suaves. Estas fun¢des PU serdo enriquecidas
a maneira do MGEF para a defini¢do de subespacos de aproximagdo para o
problema modelo discutido no Capitulo 4.

3.1 Motivacao matematica do enriquecimento

A origem do MGEF remonta a observagdo de que as funcdes de
aproximacdo convencionais do MEF, também chamadas fun¢des de forma,
poderiam ser interpretadas como uma particdo da unidade (mesmo que se-
gundo uma defini¢do simplificada) e desta forma poderiam ser usadas para se
efetuar uma operagao de extensdo de uma funcio.

Segundo Tu (2008), a operacdo de extensdo de uma func¢do basica-
mente diz respeito a representacdo localizada de uma funcdo mediante a
utilizagdo de uma func¢do bump. Para definir uma funcido bump, primeira-
mente, faz-se necessario definir suporte de uma funcao.

O suporte de uma fungio C*-continua f, definida em um manifold'
M, consiste do fechamento do conjunto @ sobre o qual a fungdo é diferente
de zero, ou seja

supp f = fechamento de {@ € M | f(@) # 0} 3.1)

Entdo, seja um ponto x em M e seja § uma vizinhanca® de x. Uma
fungdo continua p(x) com suporte em 8 que € unitdria sobre uma vizinhanga
S de x, menor que 8, é chamada fungao bump. Diz-se entdo que fungdo bump
¢é qualquer funcéo p, com supp p C 8, que € unitdria na vizinhanga S de x.

Seja entdo a fungdo C*-continua f(x) definida na vizinhanga 8§ do

ponto x em um manifold M. Logo, por uma fungdo extensdo f(x) entende-se

! Manifold é um espaco topolégico localmente Euclidiano no sentido de que ao redor de todo
ponto existe uma vizinhanga que é topologicamente igual a uma bola unitaria em R".
2 A vizinhanga de um ponto x é um conjunto aberto contendo x
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uma fungio C”-continua que coincide com a fungdo f(x) em uma vizinhanga
S (menor que 8) do ponto x (TU, 2008), tal que

f(x) :{ g(x)f(x) ’g:;:i ; g e f(x)=f(x), paraxeS (3.2)

Sendo assim, uma operacdo de extensdo basicamente consiste da
localizacdo da informacdo representada pela fun¢do f em uma porc¢ao do
referido manifold M.

Este conceito de extensdao de uma fun¢do motivou o desenvolvimento
das abordagens generalizada ou extendida do Método de Elementos Finitos
(MEF), como explicado na sequéncia.

3.2 Particao da unidade (PU)

Designa-se por particées da unidade uma colecdo de funcdes bump
definidas sobre uma cobertura de M formada por uma cole¢éo de suportes,
cada qual associado a uma fungdo bump.

A particdo da unidade, entdo, como uma colecio de fungdes bump,
pode ser usada para compatibilizar objetos f’s definidos localmente, sem
comprometimento da continuidade. Assim, pode-se considerar os elementos
de uma malha para defini¢do dos suportes das fungdes.

Seja um dominio poliédrico limitado e aberto Q C R?, discretizado
através de uma triangulagio convencional de elementos finitos {K, }1ev fl, com
NE sendo o nimero de elementos em {X,}, definida por N nés com coor-
denadas {x4 }1&’:,. Para cada um dos nés, denota-se o interior da unido dos
elementos finitos adjacentes ao nd (patch) como sendo a nuvem @e,.

Ento, seja uma cobertura aberta 3y do dominio definida pelo con-
junto de N nuvens @, associadas aos nds x4, de forma que o fechamento do
dominio Q é contido na unido dos fechamentos das nuvens @

Qc Uy @q. (3.3)

Adicionalmente, considera-se um conjunto de funcdes Gy=
{(pa}zzl, cada uma tendo sua nuvem correspondente @y cOmo Sseu Su-
porte compacto. Em esséncia, cada elemento do conjunto Sy € uma fungdo
bump, como definida na se¢do 3.1. Este conjunto tem a propriedade de que
cada uma das fungdes ¢ tal que @q€ Cy (0q), 0 que indica que a fungdo
€ ndo-nula somente sobre a nuvem gy, ou seja, tem suporte compacto e é



3.3 Método generalizado de elementos finitos - conceituagdo 45

infinitamente diferencidvel. Geralmente, esta primeira condicdo é relaxada
para C{j (wy) para algum k > 0, viabilizando a utiliza¢do de fungdes de forma
convencionais de elementos finitos como base inicial para enriquecimento
(DUARTE; BABUSKA; ODEN, 2000).

Por consequéncia, ZI&]=1 Qo (x) =1,V x € Q, ou seja, a soma dos valo-
res das funcgdes @, € igual & unidade em qualquer ponto contido em Q. Além
disso, visto que a cole¢io de suportes {supp @ } é localmente finita, ou seja,
todo ponto x € Q pertence a um nimero finito de elementos de {supp ¢y }.
Em outras palavras, todo subconjunto compacto de € intercepta somente um
nimero finito de nuvens. Assim, como @y|x 7 0 para somente alguns o,
segue que o somatdrio Y @ € finito em todo ponto x. Portanto, o conjunto
{ps}, a0 =1,...,N, é dito ser uma parti¢do da unidade subordinada a cober-
tura 3 (ODEN; REDDY, 1976), no sentido de que supp ¢y C @y para todo
.

Deve-se notar que as fungdes lagrangeanas convencionais de elemen-
tos finitos constituem uma classe de particio da unidade Cg(a)a) e podem
ser usadas para implementacdes em GFEM como apresentado por Barros,
Proenca e Barcellos (2004) e Torres e Mendonga (2010a).

3.3 Meétodo generalizado de elementos finitos - conceituacao

Sabe-se que polindmios seccionalmente continuos sdo bastante appro-
priados para aproximar fungdes suaves mas nao sdo adequados para aproxi-
mar fun¢des ndo suaves, tornando necessario um refinamento local de malha
(SZABO; BABUSKA, 2011). Isto pode conduzir a convergéncia 6tima mas pode
envolver um grande niimero de estigios de refinamento e muitos graus de
liberdade para atingir uma precisdo especifica.

Uma opg¢do mais eficiente consiste em generalizar o MEF abando-
nando as fung¢des seccionalmente polinomiais. Isto € feito aplicando-se um
refinamento algébrico ao espago de aproximagdo. Todavia, a incorporagio de
fungdes, polinomiais ou nio, deve respeitar restricdes de regularidade global.

A primeira generalizagdo de MEF convenional se deu por meio do
Método de Parti¢do da Unidade (MPU) (MELENK; BABUSKA, 1996), no qual
um subespaco ¥ MPU ¢ construido como

VMU =441 Y @u (3.4)

acA

em que ¥}, é o subespaco formado pelas fung¢des de forma convencionais de
elementos finitos, 11 denota uma funcio de enriquecimento especifica (de-
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pendente do problema) e AC {1,...,N,,,} define o subconjunto de fun¢des
parti¢des da unidade refinadas algebricamente pela funcio 1.

O Método Generalizado de Elementos Finitos - MGEF (do inglés, Ge-
neralized Finite Element Method - GFEM), apresentado em Oden, Duarte e
Zienkiewicz (1998) é um método hibrido que combina o Método de Nuvens
hp (do inglés, hp-Clouds Method) (DUARTE, 1996) (DUARTE; ODEN, 1996)
e a forma convencional do Método de Elementos Finitos. Nesta instancia,
considera-se a funcdo de forma de cada né como uma PU, sobre a qual se
pode aplicar enriquecimento, a maneira do Método de Nuvens Ap. Cada nu-
vem pode receber enriquecimento independentemente, de forma que diferen-
tes func¢des podem ser usadas como enriquecimento em diferentes por¢des do
dominio.

O MGEF foi estabelecido em Duarte, Babuska e Oden (2000), Strou-
boulis, Babuska e Copps (2000), e Strouboulis, Babuska e Copps (2001),
e em sua abordagem utiliza-se o conceito do Método de Elementos Fini-
tos de Particio da Unidade (do inglés, Partition of Unity Finite Element
Method - PUFEM) (BABUSKA; CALOZ; OSBORN, 1994), (MELENK, 1995), (ME-
LENK; BABUSKA, 1996), (BABUSKA; MELENK, 1997). Esta estratégia leva em
consideracdo a idéia de se adicionar refinamentos hierarquicos a um conjunto
de fungdes associadas a elementos finitos que satisfacam os requisitos de uma
Particio da Unidade (PU). Este procedimento permite, portanto, construir
subespacos mais ricos para aproximacgdo de solucdes de equagdes diferen-
ciais parciais.

O MGEF favorece um esquema simples e efetivo para se adaptar
fungdes de aproximagdo para cada tipo de problema em andlise. Em sua
forma convencional, uma malha de elementos finitos € criada para se executar
as seguintes operacdes: (a) definir parti¢des da unidade localmente nos ele-
mentos usando-se coordenadas intrinsecas como, por exemplo, as funcdes la-
grangeanas; e (b) facilitar a integracdo numérica. Finalmente, as fun¢des PU
s@o enriquecidas externamente (com a adi¢do de novas varidveis incognitas),
como no método de nuvens Ap (DUARTE, 1996), por funcdes definidas em
coordenadas globais, aspecto este que € responsdvel, em grande parte, pela
eficiéncia do método.

O MGEF convencional emprega as fungdes de forma do MEF para de-
finir as nuvens e suas PU e, assim, reduzir o custo computacional em relacio
ao hp-Cloud e demais métodos sem malha. Todavia, tem-se reduzida a conti-
nuidade a C° (Q).

O enriquecimento permite a aplicacdo de certos tipos de informagdes
que reflitam o conhecimento prévio sobre a solu¢cdo do problema de valor no
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contorno, tal como funcdes singulares resultantes de expansdes assintdticas
locais da solugdo exata nas proximidades de um ponto. A capacidade de
aproximacao inerente as func¢des de enriquecimento € incluida no espago de
fun¢des de aproximacao do método mantendo a mesma estrutura dos cédigos
de elementos finitos.

Usualmente, as fungdes de enriquecimento s@o polinomiais, mas
funcdes especiais podem ser usadas para fornecer resultados mais acurados
e implementag¢des mais robustas, uma vez que é possivel usar bases nado-
polinomiais compactamente suportadas para ampliar o subespaco de solugdo.
Estas fungdes podem ser construidas a partir do conhecimento prévio de
expressoes analiticas que reflitam a natureza da solucao exata do problema.

Uma diversidade de fendmenos tem sido analisados com éxito
empregando-se o MGEF tais como a andlise de propagacido de fraturas
(BELYTSCHKO; BLACK, 1999) (DUARTE et al., 2001) e materiais com micro-
trincas (STROUBOULIS; BABUSKA; COPPS, 2001) e vazios (STROUBOULIS;
ZHANG; BABUSKA, 2003). O MGEF foi também utilizado para se cons-
truir funcdes de aproximagdo arbitrariamente suaves adequadas para a
manipula¢do de condi¢des de contorno de elevada regularidade (DUARTE;
KIM; QUARESMA, 2006).

Strouboulis et al. (2006) abordaram o problema de estimacéo de erro a
posteriori usando fungdes handbook baseadas em malhas, geradas a partir de
subdominios candnicos contendo caracteristicas microesctruturais, como en-
riquecimentos para materiais com muitos vazios. Barros, Barcellos e Duarte
(2007) apresentaram um procedimento para estimacao de erro a posteriori e
analise p-adaptativa usando fungdes PU continuas.

O’Hara, Duarte e Eason (2009) desenvolveram uma estratégia na qual
o enriquecimento € gerado pela superposicdo de um problema de valor no
contorno localizado numa regiao de elevado gradiente, cuja solucdo € iterati-
vamente compatibilizada via penaliza¢do com a solugdo do problema global.
Formula¢des continuas para placas laminadas anisotropicas foram implemen-
tadas para as hip6teses de Kirchhoff-Love (BARCELLOS; MENDONCA; DUARTE,
2009) e Reissner-Mindlin (MENDONCA; BARCELLOS; TORRES, 2011). Procedi-
mentos para se definir subespacos de aproximacdo enriquecidos para cascas
laminadas e tratamento do fendmeno de camada limite foram apresentados
em Garcia, Fancello e Mendonga (2009). Um formulagdo para placas lami-
nadas anisotrépicas com sensores e atuadores piezelétricos foi desenvolvida
e implementada por Torres e Mendonga (2010a), e verificada com a solucdo
analitica para o problema (TORRES; MENDONCA, 2010b) com a avalicdo de ta-
xas de convergéncia em medidas globais e computacdo de grandezas locais
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incdgnitas, conforme Torres, Mendonga e Barcellos (2011).

3.4 PU com continuidade arbitraria baseada em malha

Nesta versdo do MGEF, o objetivo € usar as funcOes de aproximagao
com continuidade arbitraria k, buscando construir campos de tensdes conti-
nuamente diferencidveis e, como consequéncia, obter campos de residuo na
forma forte também regulares. Em busca deste objetivo e usando a estratégia
de enriquecimento do método de nuvems Ap (DUARTE, 1996), ou seja, enri-
quecimento extrinseco, funcdes de aproximacdo que se anulam, junto com
suas k primeiras derivadas normais, a medida que se aproxima das arestas
da nuvem, sio construidas. Este procedimento foi apresentado em (DUARTE;
KIM; QUARESMA, 2006) e foi aplicado em (BARCELLOS; MENDONCA; DUARTE,
2009), (MENDONCA; BARCELLOS; TORRES, 2011) ¢ (MENDONCA; BARCELLOS;
TORRES, 2013)

Sobre cada nuvem, fungdes de aproximagio C¥-continuas sio calcu-
ladas usando o método dos minimos quadrados méveis (LANCASTER; SAL-
KAUSKAS, 1981) com somente uma fungdo constante na base polinomial,
p = {1}. Estas fungdes de minimos quadrados méveis de grau 0 possuem
representacdo matematica explicita através da chamada equacio de Shepard
(GARCIA, 1999) (SCHWEITZER, 2008). As fun¢des PU de Shepard sdo também
o nucleo discreto de aproximagdes por métodos de particulas (smooth particle
methods) como o ”Element Free Galerkim” (BELYTSCHKO; LU; GU, 1994) ou
0 "Reproducing Kernel Particle”” (LIU; JUN; ZHANG, 1995).

3.4.1 Particdo da unidade de Shepard

Existem vdrios tipos de particdes da unidade usadas em mecénica
computacional. Exemplos adicionais podem ser encontrados em varios
métodos sem malha, tais como o método de nuvens-Ap. Outro exemplo, a
particdo da unidade de Shepard, faz uso de fungées nodais de ponderacdo,
We: R? — R, tendo a nuvem @, como seu suporte compacto, tal que Wy,
pertence ao espago C{; (wg). As fungdes partigio da unidade de Shepard
subordinada a cobertura Sy sdo definidas como

Wy (%)
Lp) Wp ()’

Duarte, Kim e Quaresma (2006) propuseram uma modificacdo ao
MGEF convencional para recuperar a elevada continuidade disponivel no

Qo (X) = B(x) e {y|Wy(x)#0}. 3.5
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Meétodo de Nuvens hp resultando em fungdes de aproximag@o com continui-
dade arbitraria. Assim, utiliza-se a PU de Shepard através de fungdes peso
Wy (x) associada ao né x4 que tem a nuvem @, cOmMo suporte compacto

Portanto, a regularidade da PU depende somente da regularidade das
fun¢Ges ponderagao Wy, como se pode observar em (3.5).

As funcdes da particdo da unidade resultantes possuem a mesma re-
gularidade das fun¢des ponderacdo. Adicionalmente, a integracdo numérica
destas fungdes e do produto de suas derivadas pode ser efetivamente exe-
cutada usando a prépria malha de elementos finitos visto que o suporte das
fun¢des coincide com as nuvens formadas pelos elementos.

O MGEF convencional emprega as fungdes de forma do MEF para
definir as nuvens e, assim, reduzir o custo computacional em rela¢do ao hp-
Cloud e demais métodos sem malha, mas ao custo de reduzir a continuidade
aC?(Q).

O presente procedimento é simples e robusto como pode ser verificado
em Barcellos, Mendonc¢a e Duarte (2009) onde se avalia diferentes funcdes
de arestas na composicdo da fung¢des nodais de ponderagdo. Pode-se citar
também Mendonga, Barcellos e Torres (2011), que verificam a pouca de-
pendéncia de malha mesmo em situacdes de severa distor¢ao inicial de malha.
Mendonga, Barcellos e Torres (2013) utilizam fungdes ck (Q), juntamente
com parti¢des da unidade convencionais C°(Q), para varidveis generalizadas
com requisitos superiores de conformidade em problemas de placas modela-
das por teoria de ordem superior.

Adicionalmente, a equacdo de Shepard (3.5) viabiliza a combinagio
de diferentes tipos de fungdes ponderagdo, conforme apresentado em Duarte,
Migliano e Baker (2005), de modo que se pode compatibilizar fungdes de
forma convencionais de elementos finitos e fun¢des ponderagdo continuas
com o propdsito de se aplicar continuidade apenas em por¢des localizadas do
dominio.

3.4.2 Funcgdes nodais de ponderacdo

Geralmente, a constru¢do de fungdes livres de malha requer que em
cada posicdo x do dominio seja feita uma busca pelos nds préximos a fim
de identificar as fun¢des que cobrem o ponto. A operacionalizag¢do de tal
busca pode ndo ser tdo simples. Outros aspectos que merecem atengdo sdo
a imposi¢do de condigdes de contorno essenciais, pelo fato de geralmente as
funcdes ndo apresentarem a propriedade do delta de Kronecker (LIU, 2003),
e a integracdo numérica, que demanda uma sub-malha para defini¢do da qua-
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dratura de integracdo.

Um procedimento que reduz significativamente as dificuldades de
implementagdo de fungdes com elevada regularidade a medida que considera
malhas de elementos finitos para a defini¢ao dos suportes das func¢des foi pro-
posto por Edwards (1996). O procedimento € robusto e pode ser usado para
qualquer dimensdo geométrica e usando malhas de elementos de qualquer
formato e fornece fun¢des com continuidade C*(€2). Consequentemente, a
integracdo numérica pode ser executada com o auxilio da prépria malha de
elementos para a defini¢do da quadratura.

Edwards (1996) propds a construcao de fungdes nodais de ponderagao
para nuvens @, convexas através do produtério de fungdes €4 (&) associa-
das a cada uma das j, j=1,..., My, arestas da nuvem. As entdo chamadas
fungdes de aresta sdo definidas em termos de uma coordenada paramétrica &;
normal a sua correspondente aresta j como

My
Wa(x) = e [ | €0y (&) (3.6)
j=1

onde ¢y, é um parimetro de escalamento determinado para cada né x, de
modo que a correspondente fungio ponderagdo seja unitdria, ou seja, Wy (xg)
=1.

Todavia, o simples produtério das funcdes de aresta como em (3.6)
ndo € adequado para nuvens ndo convexas. A generaliza¢do para nuvens po-
ligonais arbitrarias foi proposta por Duarte, Kim e Quaresma (2006) através
da utilizagdo de produtos booleanos (RVACHEV, 1982) para a modifi¢do das
fungdes de arestas associadas a um par de arestas com um vértice reentrante.

3.4.3 Funcdes de aresta

Uma func¢do de aresta é definida como uma fun¢do positiva dentro da
nuvem m, € que, juntamente com algumas k primeiras derivadas normais a
aresta, se anula suavemente a medida que se aproxima da aresta. Logo, a
funcdo de aresta e todas as k primeiras derivadas sdo nulas sobre a correspon-
dente aresta e fora da nuvem.

Funcdes polinomiais podem ser usadas como funcdes de aresta, ao
invés de funcdes exponenciais, todavia com continuidade limitada (BARCEL-
LOS; MENDONCA; DUARTE, 2009)

Descreve-se resumidamente a seguir como obter fun¢des peso com
continuidade k arbitraria. Maiores detalhes podem ser encontrados em Du-
arte, Kim e Quaresma (2006) e Barcellos, Mendonga e Duarte (2009). Consi-
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dere um né x4 cuja nuvem € construida pelos elementos triangulares conec-
tados a ele. A seguir, considere um ponto genérico x da nuvem cuja distincia
&j(x) auma aresta j é dada por

Ei(x)=ng ;- (x—bgj) 3.7

onde ng ; € 0 vetor normal unitdrio a aresta apontado para o interior da nu-
vem e by ; € um ponto da aresta j. Define-se entdo uma fungdo de aresta,
€4,j(£j(x)), associada a aresta j da nuvem 0y

1
R 1
ea‘,j(é‘j(x)) = Sa,j(x) = e <(€j(x))7> _ e*&fy seé' >0
= , se6; >0,
0 , caso contrdrio
(3.8)

onde Y é uma constante positiva. A funcdo de aresta assim definida € estri-
tamente positiva no interior da nuvem, se anula sobre a aresta j, assim como
todas as suas derivadas normais.

Muitas fungdes cumprem esses requisitos como polindmios e fungdes
exponenciais, conforme adotado por Edwards (1996). Polindmios de baixa
ordem podem ser efetivos como mostrado em Barcellos, Mendonga e Duarte
(2009) no sentido de exigirem menor custo de integragdo. Deve-se salientar
que para um préposito especifico continuidade limitada, k = 0,1 ou 2, pode
ser suficiente.

Por exemplo, na andlise de placas laminadas, pode ser conveniente e
interessante obter campos continuos de derivadas das tensdes para se poder
estimar as tensdes cisalhantes transversais com mais acuracia. Sendo assim,
para modelos de placa de Kirchhoff e Reddy necessita-se continuidade C? (Q),
no minimo. Em (BARCELLOS; MENDONCA; DUARTE, 2009) ¢ (MENDONCA;
BARCELLOS; TORRES, 2013) discute-se os beneficios de tal continuidade na
obtengdo de tensdes cisalhantes transversais e esforgos cortantes em placas
laminadas.

Para se reduzir a dependéncia da malha, um escalamento € realizado
para evitar que as fun¢des ponderacdo variem significativamente de nuvem
para nuvem. Experimentos numéricos mostram que € importante ter funcdes
de aresta similares para todas as arestas de uma nuvem de modo que uma
dada fungdo ponderacdo seja independente do niimero de arestas da nuvem
My, ou da distincia de cada aresta até o né da nuvem, Ay ;.
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O escalamento das funcdes de aresta pode ser equacionado contro-
lando o comprimento dos vetores normais as arestas, de modo que todas as
fungdes de aresta de uma dada nuvem sejam iguais sobre o né da nuvem
como apresentado em (DUARTE; KIM; QUARESMA, 2006) onde o pardmetro cg
¢ estabelecido, na sequéncia, de modo que a funcdo peso seja unitdria so-
bre o nd. Outra opcdo € apresentada em (BARCELLOS; MENDONCA; DUARTE,
2009), onde as fungdes de aresta sdo forcadas ndo somente a serem iguais mas
também unitarias sobre o nd. Por consequéncia, a fun¢do ponderacdo também
serd unitdria sobre o né, fazendo com que cy = 0 e portanto simplificando a
expressao para a fun¢do ponderacao

My
We (x) := ] €a.j (&) 3.9)
Jj=1

O escalamento € necessdrio porque evita que as fungdes ponderacio
variem significativamente de um né para outro no mesmo elemento (DUARTE;
KIM; QUARESMA, 2006) (MENDONCA; BARCELLOS; TORRES, 2011).

Para realizar um escalonamento entre as varias arestas de uma nuvem,
¢ requerido que as funcdes de aresta valham um sobre o né correspondente a
nuvem. Para auxiliar, define-se a distincia A4 ; da aresta j ao n6 x4

he.j = &j(Xa) = ng - (Xq — ba,j) (3.10)
Assim, duas restricdes sdo impostas as funcdes de arestas:
a) ser unitdria no né da nuvem: &g j (o) = €q,j (har,j) = 1,

b) e ter a mesma taxa de decaimento 3 definida por

h .
(%)
S S A 3.1

€a,j (ha,j)

Para satisfazer estes dois requisitos, a funcdo de aresta é redefinida
com o auxilio de dois parametros, A e B, como

B=

. 51)7
€i(§ (X)) =14 A (B s & >0, (3.12)

0 , caso contrario

Da equacio (3.11) e utilizando (3.12) obtém-se
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1 ho ;
€a,j(ha,j) = B (;) (3.13)

h(x’j 7’)/_ ha,]’ 7')/
(B) _(ZB) +log, B (3.14)

Portanto, o parametro de escalamento B que garante que a condi¢do
expressa em (b) seja satisfeita € dado por

17y
B:ha_,j<1°feﬁ> (3.15)

Com isso, exatamente sobre o né da nuvem, Xy, a funcdo de aresta

vale

—1

(3)
€a,j (ha,j) = Ae log, B (3.16)

e é constante para todas as arestas j da nuvem @. Logo, impondo a primeira
condi¢do tem-se que a expressdo para a funcio de aresta é

(kap)
A=e\log B (3.17)

satisfazendo entdo as duas condi¢des pré-estabelecidas. Finalmente, restam
somente os pardmetros ¥ e B, que sdo arbitrdrios. No entanto, experimentos
numéricos demonstram que os valores mais apropriados sio y=0.6¢ f§ =
0.3, como sugerido por Duarte, Kim e Quaresma (2006) e verificados por este
autor. Valores diferentes destes geram derivadas da parti¢do da unidade com
maiores oscilagdes proximo as arestas da nuvem.

Para ilustrar, a Figura 3.1 mostra o conjunto das fungdes de aresta
associadas ao contorno da nuvem de um né.



Figura 3.1: Conjunto das funcdes de aresta para uma nuvem convexa. A nuvem do né vermelho é formada por seis
elementos, sendo assim o contorno da nuvem composto por seis arestas. Fungdes exponenciais (3.12).
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3.4.4 Modificacdo da fungdo de aresta para um par de arestas concavas

A funcdo ponderagdo nodal W, para uma nuvem convexa é definida
pelo produto das funcdes de aresta

My
We (%) := [ ] €a.j (&) (3.18)
Jj=1

onde M, € o nimero de arestas da nuvem @

No entanto, para o caso de nuvem que possua vértice concavo, as duas
funcdes de aresta associadas as arestas conectadas a este vértice sdo subs-
tituidas por uma funcdo R de Rvachev (RVACHEV, 1982) que consiste no pro-
duto booleano ”or”ou também chamada funcio max entre os seus argumen-
tos. Esse produto entre duas fungdes, fi = €, j € f» = €q j+1, denotado por
(f1 VE f2), é dado pela expressio

(fl V’E)fz) = (fl +fH+ \/f12+f22) (f12+f22)§ (3.19)

Esta funcdo € analitica em todo lugar exceto onde f| = f>, onde é k
vezes continuamente diferencidvel, isto €, ela pertence a Ck (Q) (SHAPIRO,
1991) (RVACHEV et al., 2001).

Os argumentos f; podem também descrever lados curvos, desde que
a funcdo de aresta seja calculada nio em termos de uma coordenada pa-
ramétrica £; mas em termos de uma fungio distincia generalizada como des-
crito, por exemplo, em (BISWAS; SHAPIRO, 2004).

3.5 Enriquecimento e func¢oes de aproximacao

A base de aproximacgdo primordial associada a discretizacdo em dis-
cussao € entdo formada pela coleg¢do de fungdes PU dos nés, cada qual calcu-
lada através da equagdo de Shepard (3.5) a partir das func¢des de ponderacio
(3.9). A Figura 3.2 mostra, respectivamente, a funcdo ponderagdo e a funcdo
PU do n6 considerado na Figura 3.1.

Basicamente, o MGEF propde que um subespaco de aproximagio lo-
cal Xy (@g) pode ser escolhido para cada nuvem @g de tal forma que uma
ou mais fungdes de enriquecimento £q;€ Xo(®y) podem aproximar bem u
sobre parte da nuvem @q, u|q, . Nota-se, que este enriquecimento é efetuado
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a b

Figura 3.2: Funcdes associadas ao n6 da nuvem da Figura 3.1: (a) fungdo
ponderacio e (b) fungdo PU.

sem o comprometimento da continuidade visto que L4; € multiplicado pela
PU do n6 a, que tem suporte compacto em .

Aqui, faz-se referéncia a uma fungdo vetorial u(x) que fisica-
mente consiste do campo de deslocamentos do corpo, de modo que
u(x) = {uy(x),uy(x)}7, como serd definido no Capitulo 4. Todavia, o
raciocinio vale para qualquer funcdo, ndo necessariamente um campo de
deslocamentos.

Assim, as fun¢des PU podem ser enriquecidas multiplicando qualquer
uma delas por um conjunto de fungdes de enriquecimento, {L;} i€I(a)> onde
J(a), ¢ =1,....N, é um conjunto de indices associados a func¢des de en-
riquecimento, por exemplo, polindmios, fun¢cdes harmonicas generalizadas,
fungdes trigonométricas, fungdes camada limite, solug¢des particulares de pro-
blemas similares, solucdo singular para o problema especifico em andlise, e
fungdes anisotrdpicas, fungdes degrau (Heaviside), dentre outras possibili-
dades. As funcdes de enriquecimento nada mais sdo que funcdes a serem
extendidas através da operacdo de extensdao conforme descrito na se¢do 3.1.

Portanto, os subespacos de aproximacgdo local, denotados como
Xa(®a) = span{Lqi}ticq(q). podem também ser enriquecidos através de um
procedimento adaptativo.

Neste estudo, com o propdsito de representar a descontinuidade do
campo de deslocamentos e a singularidade do campo de deformagdes (e
tensdes) no problema de abertura de uma trinca, o seguinte conjunto de

fungdes, designado por L7, € aplicado
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con-{in(2) o ()

Jrsen (g) sen(6),/Fcos <g> sen(O)}

(3.20)

como sugerido por Belytschko e Black (1999) e comumente usado na litera-
tura. As coordenadas polares r e 8 sdo relacionadas a um sistema local de co-
ordenadas posicionado na ponta da trinca. Deve-se notar que o termo /7 es-
tard presente no campo de deslocamentos aproximado e, consequentemente,
a singularidade 1/+/r ird aparecer na solugio do campo de deformagdes.

Além disso, no presente estudo, exemplos numéricos considerando
somente trincas retas sdo apresentados de tal modo que a fungdo degrau ndo é
necessaria. Desta forma, a descontinuidade serd representada pela funcio de
enriquecimento £, = /rsen (g), como serd discutido na Secgdo 4.4.

Adicionalmente, o refinamento p serd aplicado para melhorar a
aproximacio, tanto uniformemente em todo o dominio quanto localmente.
Outra razdo para isso € obter melhores representacdes das condicdes de
contorno impostas.

Sabidamente, um requisito compulsério que as fun¢des de aproximagdo
devem satisfazer € a condicdo de reproducibilidade de grau 0, ou seja, a ca-
pacidade de representar uma funcdo constante, que em se tratando da
elasticidade consiste em um deslocamento de corpo rigido. Claramente, as
funcgdes PU, definidas por (3.5) satisfazem este requisito pois

N
Y oa(x)=1 (3.21)
a=1

no entanto, a condi¢do de reproducibilidade de grau 1, um requisito que deve
ser preferencialmente satisfeito (mas ndo compulsdrio (LIU, 2003)), expressa
por

N
Y @u(x)xq =x (3.22)
a=1

que diz respeito a capacidade das func¢des representarem uma funcéo linear
globalmente, ndo € satisfeita pela PU de Shepard. Esta é uma forte razao para
se adicionar refinamento p, como definido na sequéncia. Salienta-se que o
MGETF baseado em PU convencionais de elementos finitos, como por exem-
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plo, as fun¢des lagrangeanas bilineares, ndo compartilham desta limitacdo,
estas sdo capazes de representar funcdes lineares e, ainda, cuja derivada é
perfeitamente constante.

Assim, seja £ 0 conjunto de fungdes de enriquecimento do né o que
pode gerar o subespaco das fungdes polinomiais de grau até p. Por exemplo,
para p = 2, o conjunto de funcdes de enriquecimento é

L%ci(xvy) = {X,y’jz’jy’yz}’ i= 1327‘“75 (323)

em que uma translagdo e um escalamento sdo executados tentando-se mi-
nimizar a dependéncia da malha. A primeira funcdo de enriquecimento de
(3.23), por exemplo, é dada pela coordenada intrinseca X (DUARTE; BABUSKA;
ODEN, 2000) tal que ¥ := (x — x ) /hg, com x4 usado para transladar a fungéo
e o comprimento caracteristico da nuvem hy, considerado como a maior
distancia medida do n6 x, a cada uma das arestas de sua nuvem, usado para
o escalamento.

A operagdo de escalamento do enriquecimento serve para se efe-
tuar uma equiparagdo dimensional entre elementos grandes e pequenos. A
translacdo contribui para ndo haver influéncia com relacdo a distancia entre
os elementos e a origem dos eixos coordenadas globais. Percebe-se entdao
que para a base de funcdes ser capaz de representar uma deformacao normal
constante, em elasticidade, ¢ necessario acrescentar fungdes de enriqueci-
mento de grau polinomial p = 1, ou seja, usar no minimo £} (x,y). Outro
exemplo, na modelagem de placas finas (hipdtese cinemadtica de Kirchhoff),
com o propdsito de conseguir representar um campo de curvatura cons-
tante, é necessdrio usar no minimo £2(x,y), como em (3.23) (BARCELLOS;
MENDONCA; DUARTE, 2009).

Consequentemente, a familia Fy de fun¢des das nuvem é composta
pela unido entre as fungdes particdo da unidade e as funcgdes enriquecidas
como

In= {{‘Ptx}]a\:zl U {(Paﬁgi}zzl U {‘Pocﬁij}zzl ic?’(a), 1€7 (O‘)}
(3.24)
onde @y sdo funcdes PU, e ngi e £3,, sdo as fungdes de enriquecimento, todas
relacionadas ao né «, e J” e J° sdo conjuntos de indices que fazem referéncia
a quantidade de func¢des polinomiais de enriquecimento e fungdes de frente
de trinca associadas a cada no.
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Esta familia de fun¢des é usada para construir a aproximagdo, por
exemplo, para a componente x de deslocamento, i, (x), como a seguir

N b 7%
uy(x) = Z Qo (X) S ug + Z LP(x)bgi+ Z Liiboy(x) p = ®(x)U (3.25)
oa=1 i=1 =1

na qual ugy, bg; € by sdo pardmetros nodais associados as fungdes PU @ (%),
e as fungdes enriquecidas, Qg (X) L5, (x) e @u (x) L3, (x) respectivamente, com
d € ¢5, g5, = 0 ou 4, sendo o nimero de fungdes de enriquecimento poli-
nomial e fungdes de enriquecimento de frente de trinca de cada nd, respecti-
vamente. O indicador da quantidade de fun¢des de enriquecimento g3, vale 4
quando o né recebe funcdes de frente de trinca (3.20) e vale 0 caso contrério.

Para a notagdo matricial expressa em (3.25), U é um arranjo de coefi-
cientes nodais e ®(x) é um arranjo formado por fun¢des de aproximagio.

Entdo, a partir de (3.25), nota-se que o subespago de aproximagio
gerado pelo MGEF pode ser expresso como

N N
yMOEE = Z Qo + Z QaXa, With xo = TZ +Eq (3.26)
o=1

a=1

onde fP{’X: span{Lgi} diz respeito ao subespaco de polindmios de grau b< p
e Eq=span{L$,} € um subespaco (local) de enriquecimento dependente do
problema.

Portanto, tem-se estabelecido um procedimento de construgdao de
subespacos de aproximagdo que pode ser melhorado pela adi¢do de enrique-
cimentos. Este processo de enriquecimento € denominado enriquecimento
extrinseco uma vez que atribui mais incégnitas aos nds e sem alterar a PU.
Subespacos como os expressos em (3.26) serdo utilizados para a aproximacio
do problema descrito no préximo capitulo.
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4 PROBLEMA MODELO

Neste trabalho, sdo analisados problemas planos de elasticidade com
presenca de singularidade nos campos de deformagdes e tensdes. Assim, as
equagdes governantes em forma forte e a correspondente formulag@o variaci-
onal serdo apresentadas neste capitulo. O problema que serd utilizado para o
propésito de comparacao de desempenho € descrito e comenta-se a estratégia
de anilise adotada. As aproximagdes C°(Q) e C*(Q) sdo comparadas medi-
ante medidas globais e procura-se identificar a dependéncia com relacdo ao
padrdo de enriquecimento.

4.1 Definicoes

Inicialmente, fazem-se oportunas as seguintes defini¢cdes, de acordo
com Oden e Reddy (1976) e Kreyszig (1989). Seja p um inteiro positivo e
S uma regido aberta em R?, d sendo a dimensio espacial, que pode ser o
dominio todo ou um sub-dominio ou por¢ao do contorno.

O espago £7(S) consiste de uma classe de fungdes u definidas sobre S
cujos valores absolutos possuem a p-ésima poténcia integravel segundo Le-
besgue sobre S, ou seja, u € £P(S) se u é mensuravel e se

1
P
ulers) = ( J 1wl dsz) <o @1

medida esta que é denominada norma £7(S).

O espago £7(S) é um espaco normado linear completo, ou seja, um
espago de Banach! dotado da norma definida em (4.1).

Uma classe de fungdes de interesse estd contida no espaco £2(S), que
¢ munido do produto interno

(f,8)e2(s) = /S F)g(x) d 4.2)

sendo

||fH22(S) = (faf),g:Z(s) (4.3)

Espaco de Banach é um espaco vetorial X normado e completo com relagio a sua norma.
Num espaco de Banach, toda sequéncia de Cauchy {x, };7_; C X converge a um termo do préprio
espaco (LUENBERGER, 1969).
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a norma correspondente.

Se esta definicdo € expandida, considerando também que as fungdes
assim classificadas também possuam todas as derivadas parciais fracas® (ou
distributivas) até uma ordem m também em £7(S), entdo tem-se um espaco
de Sobolev

SI(S) = {u:DkuESP(S); Y k tal que || gm} (4.4)

e para cada u €.7}(S) introduz-se a norma

pz
s = ([ X [Pl as) = X [Dul 4.5)

[k|<m |k|<m

Os espacos de Sobolev sdo, por consequéncia imediata da sua
definicdo, os espacos naturais de solu¢des de equagdes diferenciais parciais.

Uma outra classe especial congrega as funcdes utilizadas em
formulagdes variacionais de operadores de elasticidade, por exemplo, que
envolvem o produto de derivadas. Assim, denota-se por H™(S), um espaco
de Hilbert de ordem 1, o espago de Sobolev de fungdes em £2(S) e cujas
derivadas distributivas de ordem k < m também pertencam a £3(S).

Com estas definigdes em maos, pode-se estabalecer o equaciona-
mento, como apresentado a seguir.

4.2 Problema modelo em elasticidade linear

Na mecénica dos corpos deformdveis, tem-se como propdsito deter-
minar a configuracdo final de um sélido sujeito a um carregamento externo
tendo conhecida a forma inicial do referido corpo e suas resti¢cdes de desloca-
mento. O processo de deformacao é dito eldstico se toda a energia envolvida
no sistema for armazenada a ponto de o corpo recuperar sua forma original,
a partir da configuracdo deformada, se forem retiradas as forcas que lhe sio
aplicadas. A linearidade, por sua vez, diz respeito a relagdo linear (pontual)

2Uma fungdo w;(x), para i € {1,---,d}, com d igual a dimensdo espacial do problema,
é a i-ésima derivada parcial fraca de uma fungdo v(x) € £'(Q) se existir a igualdade
Jov(x) d9(x)/dx; dQ = — [owi(x)@(x) dQ para qualquer fungdo teste ¢ (x) € C5 () (ODEN;
REDDY, 1976). Geralmente, derivadas fracas sdo distribui¢des, ou seja, funcionais lineares no
espaco de funcdes teste suaves com suporte compacto. Assim, duas fun¢des iguais em quase
todo lugar definem a mesma distribui¢do e portanto geram a mesma derivada fraca.
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entre as varidveis de estado tensdo e deformacdo. A discussdo que segue
se restringe a problemas bidimensionais e pode representar os estados plano
de deformagdes ou plano de tensdes. Primeiramente, serd apresentada bre-
vemente a formulagao forte do problema, expressa pela equagdo diferencial
parcial e pelas condi¢des de contorno.

4.2.1 Formulagdo forte

Supde-se que o fendmeno em observacdo seja contido em €, um
dominio aberto e limitado em R2, com contorno seccionalmente regular,
poliédrico e Lipschitz? continuo I'= dQ. Entdo, a regido Q definida pelo
dominio e seu fechamento é ocupada por um corpo de material eldstico linear
que, na situacdo de equilibrio estético, satisfaz as equacdes de equilibrio de
momento linearmente no interior do corpo (equacdes de equilibrio de Cau-
chy),

L" 6(u)+b=0, emQ (4.6)

para um campo de deslocamentos u, estando o corpo sujeito a acio de forgas
de corpo b suficientementes suaves, isto é, b € SZ(Q;RZ). Salienta-se que
em todo o texto serd empregada a notacdo matricial, exceto quando indicado.
Esta op¢do se deve ao fato de que a notacdo matricial é bastante similar a
definicdo dos arranjos da implementagdo computacional.

Assim sendo, o operador diferencial em (4.6) pode ser expresso como

d
5 0
d
L=| 0 87 4.7
2 9
dy Ox

e os campos envolvidos expressos como

T . ~
» o(u) ={0oy,0),7y} € o vetor das componentes de tensdes;

3Diz-se que um contorno é Lipschitz continuo quando o mesmo pode ser localmente re-
presentado por uma funcdo que satisfaca a condi¢do de Lipschitz que estabelece, para dois
espacos métricos X e Y, cada qual com sua métrica, My e My, que uma fungdo f, f: X — Y,
é Lipschitz continua se existe uma constante real C > 0 tal que, para quaisquer x; € x; € X,
My (f(x1), f(x2)) < CMx(x1,x2). A interpretagdo grafica sugere que em todo ponto do contorno
um duplo cone possa ser definido sem que parte do contorno o intersepte.
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T . ~
cu= {ux, uy} ¢ o vetor das componentes da fun¢io deslocamento; e

e b= { by, by}T € o vetor das componentes de for¢a de corpo.

considerando estado plano de tensdes/deformagdes.

As tensdes de Cauchy o relacionam-se ao deslocamento u pela relagio
constitutiva eldstica linear 6(u) = C €(u), sendo as deformagdes de Green-
Lagrange € relacionadas ao deslocamento pela relagdo cinemadtica lineari-
zada, €= Lu. Aqui, C é a matriz de coeficientes eldsticos, C € £°(Q,R3*3),
cujas componentes, Cjj, i,j = 1,---,3, € £7(Q) podem ser escritas em ter-
mos das constantes de engenharia E e v, que é suposta satisfazer as condi¢des
de simetria e elipticidade uniforme®.

Além disso, os campos de deslocamentos e tensdes sdo sujeitos as
condi¢des de contorno u =u sobre I'p e 6(u) n = sobre I'y, sendo f forgas
de superficie, também suficientemente suaves, isto é, f € Ez(FN;RZ), en
¢ o vetor unitdrio normal ao contorno dQ, direcionado para o exterior do
dominio, tal que n € £°°(8Q;R2). Os segmentos do contorno I'p e I'y sdo
disjuntos, tais que dQ =TpUIl'y e TpNI'y = &, onde ['p e ['y sdo, respecti-
vamente, as partes do contorno em que as condi¢des de contorno de Dirichlet
e Neumann sdo especificadas. Ressalta-se que os valores no contorno sao
entendidos no sentido do traco® de fungdes em 3! (Q).

Entdo, para completar a definicdo do conjunto das varidveis envolvi-
das, tem-se

T I
o g(u)= {sx, &, yxy} € o vetor das componentes de deformacdes linea-
res e é obtido pela parte simétrica do operador gradiente sobre u;

- - -7 4 ~
e t= {tx, ty} ¢ o vetor de componentes de tensdes no contorno de Neu-
mann; e

ng 0 ny .
*n=|, , | sdoascomponentes do vetor normal ao con-
y T

torno.

4A condigio de elipticidade uniforme de C estabele que deve existir uma constante C > 0 tal
que Z? =1 Cij(x)&g; > C |€|? para todo € € R? e para qualquer x € Q. A elipticidade requer que
os coeficientes das derivadas de mais alta ordem do operador diferencial sejam positivos e por
consequéncia a matriz simétrica C é positiva definida (EVANS, 2010) (ODEN; REDDY, 1976).

30 conceito de trago se faz necessério pelo fato de que para funcdes somente mensurdveis,
de que tratam as defini¢des dos espagos de Lebesgue, Sobolev e Hilbert, ndo se pode tratar seus
valores pontualmente mas sim os valores em quase todo lugar em . Como o contorno dQ tem
medida nula, uma aplicacdo traco ¢ é entdo definida como v — tr(v) = v|dQ, aplicagio esta que
se prolonga por continuidade a uma aplicacdo linear continua de ' (Q) em £2(9Q), visto que
HUQ)NC(Q) — £2(dQ) NC(IQ) (ODEN; REDDY, 1976) .
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O problema de valor no contorno expresso por (4.6) juntamente com
as condi¢des de contorno consiste na formulacdo forte do problema de elas-
ticidade.

4.2.2 Formulagdo fraca

Por outro lado, procurando estabelecer um equilibrio global, no sen-
tido de que as forgas internas se equilibram com as forcas externas aplicadas
nio mais pontualmente, como em (4.6), define-se uma forma fraca, varia-
cional, onde a solugdo pode ser procurada num espago de fungdes menos
restritas, no sentido de sua regularidade, como ! (Q,]R2), o espaco de Hil-
bert de ordem 1, que envolve as fungdes que, juntamente com suas primeiras
derivadas, sdo quadraticamente integraveis no sentido de Lebesgue.

A motivagdo para tal modificacdo da formulagdo se deve ao fato de
que solucdes exatas, no sentido de satisfacdo pontual da forma forte (4.6),
podem ser obtidas somente em condi¢des muito restritivas, quer seja pela
simplicidade da geometria do dominio quanto pelo carregamento. Tal tarefa
€ geralmente invidvel.

A forma variacional continua associada ao problema de elasticidade
consiste em: encontrar o campo de deslocamentos u € % , sendo % = {u €
H'(Q;R?);u = u sobre I'p} o conjunto de funcées cinematicamente ad-
missiveis®, tal que

Bu,v)=ZL(v), Yve¥ (4.8)

sendo V= {v e H' (QR?);v=0sobre'p} o espago das variagdes ad-
missiveis (diferenca entre quaisquer duas fung¢des cinematicamente ad-
missiveis). O espago ¥ é um espago intermedidrio entre H'(Q) e H}(Q)
visto que v = 0 somente em parte de dQ. Salienta-se que as condi¢des de
Dirichlet sobre cada componente de # podem ndo ser coincidentes.

Vale salientar que % nem sempre é um espaco, visto que se existir
condi¢do de contorno de Dirichlet ndo homogénea a fungo zero ndo € cine-
maticamente admissivel e portanto tem-se violada a defini¢ao de espago pelo
fato de a fun¢@o zero ndo pertencer ao conjunto.

Na equagio variacional de equilibrio (4.8) o operador Z(u,v) definido
como

6 As funges cinematicamente admissiveis satisfazem condi¢des de contorno de Dirichlet e
sdo suficientemente suaves para que (4.6) tenha siginificado fisico.
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B(u,v) = / /Q e’ (v) o(u) I dxdy (4.9)

¢ uma forma bilinear sobre % (Q) x ¥ (Q) pois u — % (u,v) é uma forma
linear de % em R paratodo v e ¥ e v — Z(u,v) é uma forma linear de ¥
em R para todou € % .

A forma bilinear € continua pois existe uma constante C; > 0 e inde-
pendente de u e v tal que,

(B (u,v)| < Cillully [vly, YVuyvewu(Q)x7(Q) (4.10)

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Além disso, #(u,v) é coerciva (ou eliptica), em virtude da eliptici-
dade de C e usando a desigualdade de Poincaré, de modo que existe outra
constante C, > 0, tal que

Bv,v) >G5, Yve? (4.11)

independentemente de v.

A forma bilinear #(e, o) é simétrica, como consequéncia da biline-
aridade, positiva definida sobre ¥ (Q) x ¥'(Q) devido a coercividade, e ad-
mite uma tnica solugdo, que depende continuamente da forma linear, como
assegurado pelo Teorema de Lax-Milgram (ODEN; REDDY, 1976). Adicional-
mente, a forma bilinear induz a norma

[elle =+/%(e,0) (4.12)

também chamada norma energia, que é de grande aplicacdo em elasticidade
pelo fato de estar diretamente relacionada a energia envolvida no processo de
deformacg@o (SZABO; BABUSKA, 2011). Por sua vez, a energia de deformagéo
do sistema U ¢ definida como

1 1
Uu) = 52 (u,u) = 5 |lullz (4.13)

grandeza esta que serd utilizada nas avalia¢cdes numéricas.
Por outro lado, o operador .Z(v) é definido como

.Z(v)://QvalZ dxder/r v T 1 ds (4.14)
N
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onde se percebe, pela parcela integrada no contorno I'yy, que a condi¢cdo de
contorno de Neumann € imposta variacionalmente, enquanto a condi¢io de
contorno de Dirichlet é imposta na defini¢io do espaco 7. O operador (4.14)
pode ainda ser expresso como

f(V) - /‘/QVT b lZ dx dy+ <ia v>%7l/2(FN):}Cl/2(rN> (415)

utilizando-se o produto de dualidade, no qual v|r, € Y 2(FN) é entendido
como o trago de v € ¥ C H'(Q). Torna-se necessdrio introduzir a definigao
do espaco de Hilbert de ordem fraciondria pois a aplicagio traco ! (Q) —
£2(dQ) ndo & injetiva nem sobrejetiva’. Assim, o espaco definido como

H20Q) = {g€ £2(9Q) : Ive H'(Q) tal que g =v|sq}  (4.16)

e munido da norma

l8ll5e1/290) ji?If(Q)HVHle(Q) (4.17)

ve

vlagn=¢

faz com que a aplicacdo rr : H'(Q) — H'/2(9Q) seja linear e continua visto
que

lull3e1200) = uegi?lf(g) Vllgcr @) < llullae ) (4.18)
vlpa=uloq

Além disso, existe um operador prolongamento pr : HY/ 2(89) —
H'(Q) linear, continuo e injetivo, de modo que tr(pr(g)) =g, V g €
H'/2(9Q). Finalmente, H'/>(9Q) é denso em £2(dQ) (ODEN; REDDY,
1976).

Por sua vez, H~'/2(dQ) é o dual topolégico de H'/>(dQ), por
defini¢do. Logo, o operador .Z(e), elemento do espago dual ¥™*(Q),
sendo a soma de um operador linear continuo de £2(Q) (pela desigualdade

7A aplicagio trago tr : (' (Q) — £%(dQ) nio & injetiva pelo fato de que diferentes fungdes
fi(x) e fo(x) € H(Q) podem ser tais que fi|y0 = f>|sq. Ainda, diz-se que a aplicagdo trago
ndo é sobrejetiva pelo fato de que nem todas as funcdes g € £2(dQ) (contradominio) estdo no
conjunto imagem da aplicac@o. A defini¢ao do espago fraciondrio munido da norma (4.17) supera
estes obstaculos.
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de Cauchy-Schwarz) com um produto de dualidade entre F{~!/2 (Ty) e
H1/2 (T'v), que é continuo pela continuidade do operador trago, € linear visto
que existe uma constante C > 0 tal que

)| <Clvlly YveV 4.19)

As varidveis envolvidas em (4.9) e (4.14) que nao foram definidas na
forma de arranjos na Subsecio 4.2.1 séo:

T ~ . .
e V= {vx, vy} € o vetor das componentes da funcao variagdo admissivel;

e [, é a dimensdo do corpo eldstico na direcdo de z (espessura) suposto
como constante por simplificagao.

O requisito de que as fungdes u e v € H' (Q;R?) é a condi¢io minima
para que os termos de (4.8) possam ser calculados.

Muito embora simplifica¢des ja tenham sido consideradas, a solugdo
do problema (4.8) estd contida num espaco de dimensao infinita. Assim, com
0 objetivo de se obter aproximacgdes da solugdo exata da forma variacional,
propde-se discretizacdes no sentido de buscar por uma solu¢do num espago
menor, formado por uma base, construida por métodos como o de elementos
finitos, por exemplo. A partir deste ponto, a metodologia para se construir
uma base para o subespaco de aproximacgao pode ser baseada em malha ou
livre de malha.

4.3 Formulacao discretizada

Para ilustrar, no Método Generalizado de Elementos Finitos (MGEF),
que é objeto de estudo do presente trabalho, propde-se uma aproximagao de
Galerkin u;, de grau polinomial p, associada a uma base formada por fungdes
PU e fungdes de enriquecimento, a familia de fun¢des Fy (3.24), conforme
apresentado no Capitulo 3, expressa por

N
up(x) =Y Pa { tra }+Z£m{ Z“f } =&’'U (4.20)
a=1 = ol

Uyy

com u,, € uy, sendo os coeficientes nodais generalizados associados a
particdo da unidade, @4, enquanto by; € dy; sdo os coeficientes nodais gene-
ralizados associados as fungdes de enriquecimento, £, € o= gh + ¢S, € 0
nimero de funcdes de enriquecimento de cada nd, como definido em (3.25).
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Os arranjos de funcdes sdo definidos como

Qo = [ %(Ex) (pao(x) ] 4.21)
Loi= { La(i)(x) La(i)(x) } (4.22)

Desta feita, o problema de valor no contorno discretizado consiste em:
encontrar o campo de deslocamentos u, € U, tal que

Bup,vp)=L(vp) Vv, (4.23)

onde u, € %, C KH'e vV, €V C H!', sendo que %}, = span 3"](’[’, conduzindo
a forma discreta Z(®'U,®' V) = Z(®"V), com ®'U € %, e 'V ¢ ¥;,.

4.4 Avaliacoes numéricas

O problema clédssico de um painel fraturado, para o qual se dispde de
solucdo andlitica (WESTERGAARD, 1939) e (ANDERSON, 2005), foi analisado
para se investigar a influéncia da continuidade na aproximacao do campo de
tensdes singular com o emprego de enriquecimento.

Os dados geométricos e propriedades materiais sdo listados abaixo:

¢ coeficiente de Poisson: v =0,3

* moddulo de elasticidade: E = 1,0

¢ dimensdo do dominio: a = 60,0

* espessura constante e unitaria: [, = 1,0

Logo, o dominio é Q = [0,2a] x [0,2a] e a trinca é definida como
I'r =[0,a] x {a}.

As condicdes de contorno aplicadas sdo as restricdes de deslocamento
necessarias para se evitar movimentos de corpo rigido e forcas de superficie
calculadas através das componentes de tensdes dadas pela solugcdo analitica.
Logo:

* condi¢goes de contorno de Dirichlet: u.(a,a) = 0, wuy(a,a) = 0,
uy(2a,a) =0;e
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* condi¢des de contorno de Neumann: forcas de superficie em todo o
contorno, exceto nas faces da trinca, segundo as componentes de tensao
dadas pela solugdo analitica (4.24).

2
+ Ku cos 9) {1 —sen (6> sen (39)]
V2nr 2 2 2

sendo a origem do sistema de coordenadas polares posicionada na ponta da
trinca, com — 7 < 6 < 7.

Para o Modo I (puro) de abertura da trinca, foi considerado K; = 1,0
e K;; = 0,0. A energia de deformagdo exata para este problema é dada por
Ul(ugx) =2,9790427(A1)? a I, /E, com A| = K;/+/27, (SZABO, 1986) e (DU-
ARTE, 1991).

4.4.1 Discretizagdo e padrdo de enriquecimento

As fungdes de enriquecimento utilizadas para se representar a descon-
tinuidade e a singularidade caracteristicas de um problemas de abertura de
trinca, a fungdo degrau (Heaviside) e as bases da solugdo assintética (3.20)
(BELYTSCHKO; BLACK, 1999), respectivamente, eram comumente aplicadas
aos nds localizados numa faixa estreita ao longo da trinca. Esta estratégia,
referida como enriquecimento topologico por Béchet et al. (2005) e Laborde
et al. (2005), foi adotada nas maioria das primeiras investigacdes, como por
exemplo, Mogs, Dolbow e Belytschko (1999) e Belytschko, Moés e Usui
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(2001).

Num primeiro instante, poder-se-ia esperar que, devido ao fato de se
usar fungdes de enriquecimento para representar a singularidade, restaria so-
mente a parcela regular da solucdo para ser aproximada. Assim, sob certas
condicdes, julgar-se-ia possivel alcancar taxas de convergéncias Otimas veri-
ficadas na aproximacdo de solugdes suaves para o MEF convencional.

Em processos de refinamento de malha com reducao de elementos (re-
finamento %), no entanto, observou-se que a taxa de convergéncia obtida para
a norma em energia, com as discretizagdes enriquecidas com o padrio to-
poldgico, € similar a alcancada em modelagens por MEF convencional, com
malhas adaptadas a geometria da trinca. Isto se deve & redu¢do da dimensao
do suporte das func¢des enriquecidas a medida que se procede o refinamento 4.
A manutengdo da taxa de convergéncia mesmo utilizando o enriquecimento
foi relatada por Stazi et al. (2003), Béchet et al. (2005) e Laborde et al. (2005).

Uma primeira proposta de modificacio € relativa a particio da uni-
dade usada para se localizar a funcdo degrau, utilizada para a representagao
da descontinuidade, aplicada aos nds ao longo da trinca. A correspondente
particdo da unidade utilizada para a localiza¢do da fungdo degrau deve ter
o mesmo grau da parti¢do usada para a aproximagdo do campo de deslo-
camento, quando usando func¢des de forma convencionais do MEF como
particdo da unidade, de modo que o deslocamento seja apropriadamente apro-
ximado ao longo da trinca Stazi et al. (2003).

Uma série de aspectos relacionados as discretizagdes enriquecidas fo-
ram evidenciados por Laborde et al. (2005). A forma como se distribui o
enriquecimento, o efeito deste enriquecimento sobre o nimero de condicio-
namento da matriz de rigidez e a influéncia da transi¢do, entre a por¢ao do
dominio enriquecida e ndo enriquecida, sdo fatores condicionantes do desen-
penho da discretizacdo.

Deste modo, uma segunda melhoria € relacionada as fung¢des de en-
riquecimento utilizadas para reproduzir a solugdo assintdtica na frente da
trinca. Uma alternativa encontrada para se melhorar a taxa de convergéncia é
empregar uma regido de enriquecimento, ao redor da frente da trinca, com
dimensdo constante, independentemente do tamanho dos elementos. Este
padrdo de enriquecimento independente do parametro / é designado como
geométrico (LABORDE et al., 2005).

Porém, uma consequéncia imediata é o aumento da quantidade de
graus de liberdade do modelo. Adicionalmente, pode-se obter sistemas de
equagdes lineares mal-condicionados dependendo das fungdes utilizadas e,
dentre outras razdes, da forma de compatibilizacdo do enriquecimento com a
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PU. Est4 ultima, pode demandar algum tratamento na transi¢io entre por¢io
enriquecida e ndo enriquecida (LABORDE et al, 2005), fendmeno que foi
também investigado por Chessa e Belytschko (2003).

Assim, a partir destas constatagdes, optou-se pela seguinte estratégia
de andlise. Para a discretiza¢do do dominio foram utilizadas quatro diferentes
malhas regulares, conforme mostrado na Figura 4.1, de modo que ocorrem
somente nuvens convexas e portanto particdes da unidade com continuidade
C>(Q) em todo o dominio.

Optou-se também por fazer a trinca abrir sobre uma linha de ares-
tas interelementares. Uma vez que se pretende fazer uma comparagdo en-
tre o desempenho do enriquecimento aplicado sobre PU C(Q) convencional
e PU C”(Q), julga-se ser mais conveniente para PU convencional (fungdo
tenda) fazer a descontinuidade ocorrer sobre arestas. Além disso, evita-se
complicacdes com o particionamento, em sub-células de integracdo, de ele-
mentos seccionados pela trinca, como executado em Laborde et al. (2005),
por exemplo.

Adicionalmente, ndo foi aplicado o refino geométrico da malha de ele-
mentos como discutido em Szabd, Duster e Rank (2004) e Szab6 e Babuska
(2011), por exemplo. Busca-se assim isolar o efeito da continuidade e do
refino polinomial.

Num primeiro momento, aplicou-se o enriquecimento com funcdes
de frente de trinca (3.20) seguindo um padrdo geométrico, ndo vinculado
a malha. Para isso, foram considerados dois circulos com raios diferentes,
R1 = 45,0 (azul) e R2 = 30,0 (vermelho), como se pode ver na Figura 4.1.
Assim, todos os nds no interior dos circulos, em cada caso, sdo enriquecidos.
Pretende-se verificar a dependéncia com relag@o a redugdo da regido enrique-
cida.

Os nds ao longo da abertura da trinca (nés marcados na cor verde,
Figura 4.1) também foram enriquecidos com as mesmas fungdes usadas na
frente da trinca, diferentemente do procedimento convencional, no qual a
fungdo degrau generalizada é usada como enriquecimento dos nés ao longo
da trinca (distantes da singularidade). Muito embora gerando mais graus de
liberdade, optou-se por fazer representar toda a trinca com um tinico conjunto
de fungoes (3.20), tentando minimizar efeitos de transi¢do. Logo, a funcdo

%1 de (3.20) € a unica responsavel por representar a abertura da trinca.

O refinamento p, através da adi¢ao de funcdes de enriquecimento poli-
nomais £, como demonstrado em (3.23), foi usado para se capturar melhor
as forcas aplicadas no contorno e flexibilizar a transi¢do entre a por¢do enri-
quecidas com as fung¢des de frente de trinca e o restante do dominio. Aplicou-
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se enriquecimento polinomial uniforme até o sexto grau, p =1,2,--- 6.

Vale salientar que, devido ao fato da PU C°(Q) convencional ser ca-
paz de representar uma fungdo linear (em todo o dominio), com derivada
perfeitamente constante, diferentemente da PU C*(Q), faz-se necessdria a
seguinte consideracdo. Como utilizado em Mendonga, Barcellos e Torres
(2011) e Mendonga, Barcellos e Torres (2013), serd empregada neste traba-
lho a defini¢do do grau b da aproximacao (desconsiderando o enriquecimento
com derivadas singulares). Assim, b = p + 1 para PU C°(Q) e b = p para PU
c(Q).

M1 M2

120 120

100 100

M3 M4

120

120

100 100

x ¢ d

Figura 4.1: Discretizacdes usadas para verificacdo de desempenho, consi-
derando o padrdo geométrico para o enriquecimento com fun¢des de frente
de trinca. O circulo azul sera referido como R1 enquanto o vermelho serad
referido como R2. As fungdes de frente também foram aplicadas aos nds
marcados em verde para se fazer a trinca atingir o contorno do dominio.
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4.4.2 Integracao

O procedimento convencional para se executar as integracdes em area
€ dividir os elementos seccionados pela trinca em sub-células de integragdo.
A situacdo é ainda mais desfavoravel na vizinhanca da singularidade, onde
¢é requerido que as sub-células sejam menores, além de se exigir algum tipo
especial de quadratura. Por exemplo, Laborde et al. (2005) utilizam um ma-
peamento quase-polar para a quadratura de Gauss-Legendere de 25 pontos
nas sub-células de integracdo que possuem um vértice na frente da trinca.

Virios estudos acerca da integragcdo de fungdes singulares no Ambito
do MGEF sao reportados na literatura. Pode-se citar, entre eles, os trabalhos
de Béchet et al. (2005) e Park et al. (2009).

Neste trabalho, procurou-se minimizar os erros de integracdo
numérica. Além disso, devido ao propdsito de comparagdo entre as funcdes
com diferentes regularidade, utilizou-se a mesma quadratura de integracdo
em todos os estagios das andlises, para todas as discretizagdes.

Para os elementos em torno da singularidade, foi utilizada uma quadra-
tura gaussiana com 225 pontos (15 x 15), submetida simultaneamente a um
mapeamento quase-polar e quarter-point (BARSOUM, 1974). Para os demais
elementos, foi aplicada a quadratura simétrica em tridngulos de Wandzura
(WANDZURA; XIAO, 2003) com 175 pontos.

A energia de deformacdo analitica, obtida a partir da integragdo do
produto dos campos de tensdes e deformagdes analiticos, foi usada para mo-
nitoramento do erro cometido pela quadratura. Tal esforco se justifica como
sendo uma tentativa de se evitar erros de integracdo e poder interpretar os di-
ferentes comportamentos como sendo consequéncia somente das fungdes de
aproximacao utilizadas.

Para integracdes no contorno de Neumann utilizou-se a quadratura de
Gauss-Legendre com 25 pontos, para cada aresta elementar.

4.4.3 Discussdo dos resultados

Nesta secdo, a qualidade da aproximacao € aferida mediante medidas
globais como erro relativo na energia de deformagio e na norma 3! (Q).

A energia de deformacdo € calculada usando (4.13), por meio da pré
e pés-multiplica¢do da matriz de rigidez global pelo vetor de coeficientes da
solucdo, e através da integracdo dos campos aproximados como

U(u) = % / /Q olel. dxdy (4.25)
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enquanto a norma H!(Q) é calculada como

1
5010y = ( [ [ 6w+ (ee) av dy)z 426)

com u = {uy,uy}7, 6 = {0y,0y, Ty} € € = {€, &, Yy}
A medida de erro relativo, por exemplo, para a energia de deformacao,
¢ calculada por

U(ugx) —U(up)
U(uEx)

e de forma similar para as outras grandezas.

O comportamento na presenca do refinamento p uniforme, conside-
rando PU C?(Q) convencional é mostrado na Figura 4.2, que exibe o erro
relativo na energia de deformacao contra o nimero de graus de liberdade das
discretizacdes. Sao utilizadas curvas em linha continua para R1 e linha tra-
cejada para R2. Os pontos superiores sdo resultantes de b = p = 1, como
citado na Secdo 4.4.1. Observa-se uma tendéncia de convergéncia algébrica,
com distribui¢des mais proximas da retilinea a medida que os elementos di-
minuem. Também, maiores taxas de convergéncia ocorrem para menores /.

A Figura 4.3 mostra, por sua vez, a evolucdo do erro relativo na ener-
gia de deformagéo para discretiza¢des com PU continua C*(Q). Assim como
utilizado para as aproximagdes C°(Q), foi aplicado enriquecimento polino-
mial gradativo até p = 6, de modo que 1 < b < 6. As inclinagdes das linhas
tracejadas é bastante similar as das linhas continuas e praticamente se so-
brepde nos seguimentos inicias. Maior distanciamento entre linhas tracejadas
e cheia ocorre para as malhas M3 e M4 o que pode ser devido ao nimero de
condicionamento.

Existe uma tendéncia de saturacdo, com erros na ordem de 1.0 x 1077
em ambas as situagdes. Ja no caso das fungdes continuas, o crescimento
do erro apés um ponto de minimo pode ser devido a uma deficiéncia da
integracdo ou devido ao mau condicionamento do sistema de equacdes.

As fungdes C°(Q) geram erros menores que as fungdes suaves, para
os ultimos graus de enriquecimento polinomial. No entanto, é necessdrio ter
em mente que o nimero de condicionamento das matrizes de rigidez para os
casos extremos de enriquecimento polinomial ja € bastante inapropriado.

A diferenca na taxa de convergéncia entre as aproximacdes regulares e
seccionalmente continuas se torna mais evidente para o erro relativo na norma
FH1(Q) (4.26), como se pode observar nas Figuras 4.4 e 4.5.

er(U) = (4.27)
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Apesar das oscilagdes que ocorrem para graus b > 4, no caso da PU
C(Q) (Figura 4.5), observa-se que as linhas continuas e tracejadas evoluem
bastante préximas até os graus mais elevados. Tal fato pode indicar menor
dependéncia da aproximacao com relacdo aos raios que definem as dimensdes
das regides enriquecidas.

A verificacdo da acuracidade da quadratura de integracdo conside-
rada tanto no cdlculo da energia de deformagio quanto da norma H'(Q)
¢é registrada na Figura 4.6. Ressalta-se que foram integradas numerica-
mente as solu¢des analiticas dos campos de tensdo (4.24) e correspondentes
deformagdes. Como citado anteriormente, para cada uma das malhas, foi uti-
lizada a mesma quadratura, independentemente da regularidade das funcdes
de aproximacao. Eis a razdo para a sobreposicao dos resultdados obtidos para
C~(Q) e C°(Q). Diferengas ocorrem somente quando da alteragio da malha.
Observa-se que os valores variam somente nos dois ultimos algarismos
significativos. Nesta situacdo, argumenta-se que o erro cresce ligeiramente a
medida que os elementos diminuem como consequéncia do maior nimero de
pontos de avaliacdo envolvidos e, logo, o maior niimero de operacdes.

Faz-se necessdrio, nesta comparacdo de desempenho, registrar o
efeito das diferentes fungdes sobre o condicionamento da matriz de rigidez.
O numero de condicionamento é um fator que interfere na acuracidade da
solugdo do sistema de equacdes e pode ser relacionado a quantidade de alga-
rismos significativos confidveis dos coeficientes do vetor solu¢do (CHAPRA;
CANALE, 2008).

Neste trabalho, considera-se numero de condicionamento como sendo
a razdo entre o maior autovalor e o menor autovalor diferente de zero. Isto
se deve ao fato de que, teoricamente, o enriquecimento polinomial sobre uma
PU também polinomial, como nas aproximagdes C°(€), gera uma base line-
armente dependente (DUARTE; BABUSKA; ODEN, 2000) (SCHWEITZER, 2008),
conduzindo a matrizes de rigidez singulares.

Salienta-se que a solugdo do sistema de equagdes, tanto para as
aproximagdes C°(Q) quanto C*(Q), é obtida com o auxilio do procedimento
iterativo de BabuSka (DUARTE; BABUSKA; ODEN, 2000). O procedimento
de Babuska é geralmente utilizado em implementacdes C°(Q) do MGEF
(DUARTE et al., 2001) (TORRES: MENDONCA; BARCELLOS, 2011) e se faz
necessario para que sejam eliminados os autovalores nulos presentes nas
matrizes de rigidez, oriundos da dependéncia linear. Todavia, seguindo
Mendonga, Barcellos e Torres (2011) e Mendonga, Barcellos e Torres (2013),
tal procedimento foi empregado também para aproximagdes suaves, com
PU C~(Q). Nesta investigacdo, considerou-se na grande maioria dos casos
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o pardmetro de perturbagio como 1 x 107 e a tolerdncia de convergéncia
como 1 x 10712,

Ainda, resalta-se que os resultados mostrados nas Figuras 4.7 e 4.8,
respectivamente, para aproximagdes C*(Q) e C*(), se referem ao nimero
de condicionamento calculado apds a aplicag@o das condi¢des de restricdo de
deslocamento, porém antes do pré-condicionamento proposto por Duarte (DU-
ARTE; BABUSKA; ODEN, 2000) e a aplicacgio do fator de pertubagdo do método
de Babuska.

Percebe-se que os valores iniciais de nimero de condicionamento,
para o mais baixo grau b, referentes & PU C*(Q) (Figura 4.8) sdo notada-
mente superiores aos correspondentes valores para fungdes C*(Q) (Figura
4.7). Avaliando-se a inclina¢do dos segmentos, para as mesmas variacdes no
nimero de graus de liberdade, constata-se que as taxas exibidas pelas funcdes
de alta regularidade s@o ligeiramente superiores comparado as PU convenci-
onais.

Entdo, buscando compreender melhor o impacto da regularidade e do
enriquecimento no condicionamento, investigou-se a dispersao dos autovalo-
res das matrizes de rigidez. Registra-se nas figuras 4.9 e 4.10 a distribui¢do
da quantidade de autovalores para as diversas ordens de grandeza. Para tal
andlise, considerou-se a malha M2 (Figura 4.1), no caso de enriquecimento
singular segundo o padrdo geométrico e enriquecimento polinomial uniforme.

Por exemplo, na Figura 4.9, tem-se que a linha azul continua e a li-
nha cinza tracejada, correspondentes as aproximagdes C°(Q) b =2 e C*(Q)
b = 1, respectivamente, indicam que a distribuicio dos autovalores por ordem
de grandeza é bastante similar para matrizes de mesma dimensdo, indepen-
dentemente da regularidade da base. Esta similaridade também é observada
para os graus superiores, inclusive no caso em que se reduz o raio da regido
com enriquecimento de ponta de trinca (Figura 4.10).

Nota-se que os autovalores de maior grandeza ocorrem em mesmo
nimero em todas as situacdes e que a diferenca entre as curvas para diferentes
graus b se manifesta no sentido decrescente do eixo horizontal. Sendo assim,
pode-se argumentar que os maiores autovalores sdo associados as funcdes
de enriquecimento de ponta de trinca (3.20) e os menores autovalores sdo
associados ao enriquecimento polinomial (3.23). Esta constatacdo corrobora
o fato de que as maiores contribui¢des em energia de deformacdo se devem
as fungdes de enriquecimento com derivada singular, estando associadas aos
modos de energia mais elevados.

Por outro lado, as figuras 4.9 e 4.10 evidenciam que o crescimento do
nimero de condicionamento estd predominantemente associado ao enrique-
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cimento polinomial. E possivel visualizar que, mesmo no caso de PU C*(Q),
surgem autovalores muito pequenos, no limite da precisdo da maquina, para
b > 4 muito embora, teoricamente, ndo seja prevista a singularidade da matriz
de rigidez visto que a PU suave ndo € polinomial. Este fato pode sugerir a
necessidade de se procurar por func¢des de enriquecimento polinomiais dife-
rentes daquelas em (3.23) e justifica a opcao por utilizar o método de Babuska
(DUARTE; BABUSKA; ODEN, 2000) também para aproximagdes C*(Q).

De posse destes resultados, pode-se argumentar que ainda ndo é muito
clara a vantagem da PU C*(Q) frente a PU C(Q) convencional do MEF. Os
valores de erro alcancados no final de processo de refinamento p sdo de ordem
de grandeza semelhante nas duas situagdes. Até aqui, a diferenca mais mar-
cante € o impacto sobre o nimero de condicionamento. Também, salienta-
se que para a aproximacdo continua, um dado grau b exige uma quantidade
maior de fun¢des por nd, e consequentemente maior nimero de graus de li-
berdade, como discutido na Secdo 3.5. Mas, de qualquer forma, o custo en-
volvido no padrdo de enriquecimento geométrico, para as funcdes de frente
de trinca, é computacionalmente caro em qualquer dos dois casos.
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do enriquecimento polinomial uniforme. Base de aproximacéo de grau 1 até 6.
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Erro relativo devido a quadratura no calculo

da energia de deformagao
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Figura 4.9: Distribui¢do dos autovalores da matriz de rigidez global, calculados antes do procedimento de Babuska (DU-
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Sendo assim, pode ser interessante verificar o comportamento das
aproximacdes considerando o padrao de enriquecimento topoldgico, na ten-
tativa de identificar melhor possiveis vantagens da PU suave. O enriqueci-
mento topoldgico seria a configuracdo de enriquecimento mais versatil de-
vido ao menor custo computacional envolvido. Logo, é proposto enrique-
cer com as fung¢des (3.20) somente os ndés marcados em vermelho na Figura
4.11, padrao este que sera referido nas figuras como cloud. Sobre estes mes-
mos nds, aplicou-se também o enriquecimento polinomial, inicialmente com
o propdsito de flexibilizar a zona de transicao.

M1

120

100

M2

a b
M3 M4
120 120
100 100
80 80
> 60 > 60
40 40
20 20
0] o
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
X X
c d
Figura 4.11: Padrdo topolégico de enriquecimento, segundo Béchet et al.
(2005).

Da mesma forma, registra-se o comportamento do erro global tanto
em termos da energia de deformaciio quanto na norma H'(Q). A Figura 4.12
mostra a evolucdo do erro relativo na energia de deformacédo contra o nimero
de graus de liberdade simultaneamente para aproximagdes C?(Q) e C*(Q).
Notar que, como anteriormente, para cada malha fez-se o enriquecimento
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polinomial até sexto grau, de forma que 1 < b < 6. As linhas tracejadas
sdo referentes a PU CY(Q) convencional. O enriquecimento polinomial é
incapaz de levar o erro relativo a patamares inferiores a 6 x 10~2, mesmo com
elementos de menores dimensdes. Salienta-se que a redug@o dos elementos
faz reduzir o suporte das fungdes enriquecidas. O efeito desta reducao foi
observado por diversos autores, como citado anteriormente.

Por outro lado, a qualidade dos resultados para PU C*(Q) é mar-
cante, principalmente por dois aspectos. Também na Figura 4.12, observa-
se que mesmo para a malha M1 e b =1 o erro é menor que para todas as
discretizacdes com fungdes CO(Q) E de se reconhecer que a discretizagdo
mais pobre com funcdes continuas gera aproximadamente 190 graus de li-
berdade a mais que a correspondente discretizagio para fungdes C°(Q). O
segundo fato, é que parece ndo haver a tendéncia de saturagdo verificada para
as PU convencionais, de modo que o erro diminui sempre que se enriquece a
aproximacao.

Os comentdrios acima também se aplicam para a norma H'(Q). A Fi-
gura 4.13 registra que também se obtém aproximagdes mais acuradas mesmo
reduzindo o suporte do enriquecimento com fungdes de frente de trinca.

A evolugdo do nimero de condicionamento da matriz de rigidez pode
ser observada na Figura 4.14. Claramente, tem-se que o crescimento acentu-
ado do nimero de condicionamento para as aproximagdes com PU C*(Q)
pode ser incoveniente. Da mesma forma como executado para o padrdo
geométrico de enriquecimento com fun¢des de ponta de trinca, a Figura 4.15
mostra a distribuicdo dos autovalores por ordem de grandeza. Novamente,
tanto para a PU C°(Q) quanto a PU C*(Q), tem-se que a quantidade de auto-
valores menores, e cada vez menores, cresce a medida que se aumenta o grau
de enriquecimento polinomial. Todavia, ndo foram obtidos autovalores nulos
em nenhuma situagdo. Notar também que, no caso C*(2), as ocorréncias sio
mais numerosas até porque, para todos os graus b, os problemas sdo de maior
dimensdo que os correspondentes C°(Q), pela razdo exposta na Secio 3.5.

Portanto, pode-se extrair destes resultados que a elevada regularidade
se mostra interessante na presencga de funcdes de enriquecimento de frente de
trinca (3.20). Obtém-se melhoria da solugdo em relagio a PU C%(Q) mesmo
para configuracdes de enriquecimento em que se aplica as fungdes de frente
de trinca ao ndmero minimo de nds. Adicionalmente, o custo relativo ao
maior nimero de graus de liberdade envolvidos e o mal-condicionamento
podem ser minimizados utilizando-se PU continua de forma localizada, como
serd discutido no Capitulo 7.

Finalmente, sdo registradas as taxas de convergéncia para o refino / na
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Tabela 4.1. Considerou-se o erro relativo na norma em energia com o objetivo
de se confrontar os resultados com os valores teéricos apresentados por Szabd
e Babuska (2011). Assintoticamente, tem-se que o erro é aproximado por

log ||e]|g = logC — Blog(gd!) (4.28)

onde o valor absoluto 8 € a taxa de convergéncia assintética, gdI é o nimero
de graus de liberdade e C € uma constante.

O problema do painel fraturado, objeto da anélise, se enquadra na cha-
mada “categoria B” devido a presenga de um ponto singular no interior do
dominio. A taxa de convergéncia assintética obtida em modelagens com o
MEF convencional é § = %min(b,k), sendo b o grau da aproximagdo e A o
parametro que indica o grau da singularidade.

O campo de deslocamentos associado ao Modo I (puro) de abertura de
trinca é, conforme Szab6 e Babuska (2011), expresso por

o (o 2)e(3) e (3)]
o5 [(a) = (8) 2 (3)]

com a origem posicionada na ponta da trincae —0 < 7w < 6. Em (4.29),
G = E/2(1+ V) é 0 médulo de cisalhamento e A; = A = 1. Deste modo, a
taxa de convergéncia assintdtica na versdao h do MEF fica limitada a f = %.
Porém, como discutido em Laborde et al. (2005), o padrdo geométrico de
enriquecimento com fungdes de ponta de trinca € uma estratégia que pode
permitir a0 MGEF baseado em PU C°(Q) recuperar a taxa de convergéncia
tipica de problemas regulares, definidos como pertencentes a “categoria A”,
na qual a taxa de convergéncia é dada por 8 = b/2 (SZABO; BABUSKA, 2011).
Uma justificativa para esta constatagdo é que o enriquecimento aplicado em
uma 4rea fixa ao redor da ponta da trinca seria suficiente para retirar a singu-
laridade presente na soluc@o que se pretende aproximar.

Da Tabela 4.1, tem-se que quando as func¢des de ponta de trinca (3.20)
sao aplicadas sobre uma drea maior (R1) a taxa de convergéncia se apro-
xima do valor tedrico para a categoria A quando b = 2 ou b = 3, em ambas
as aproximacdes. Este fato concorda com a previsdo de que o enriqueci-
mento singular (3.20) efetivamente remove a singularidade da aproximagao,
verificando-se taxas de convergéncia tipicas de problemas regulares.

(4.29)

1

— 5 COS
1

— Esel’l
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No entanto, reduzindo-se a dimensao da regido enriquecida tem-se a
reducio da taxa de convergéncia em aproximagdes C°(Q). Percebe-se que
para baixos graus b a aproximacao de elevada regularidade é praticamente in-
sensivel a reducdo da dimensdo da regido enriquecida com as funcdes (3.20).
Para C*(Q) com b = 3 aredugio significativa de 8 pode ser consequéncia do
mal-condicionamento, como se observa na Figura 4.8.

Também, fica evidente que o padrdo topoldgico de enriquecimento
com fungdes de ponta de trinca é invidvel sobre PU C°(Q). Por outro lado,
a PU de elevada regularidade ainda assegura uma taxa de convergéncia li-
geiramente melhor que a verificada no MEF convencional para a categoria
B.

Tabela 4.1: Comparagdo entre taxas de convergéncia do erro relativo para
refino h. Valores tedricos segundo Szabé e Babuska (2011).

padrio de enriq. PU b=1 b=2 b=3

R1 c’(Q) 0,33 0,91 1,42
c*(Q) 0,33 091 1,43

R2 c'(Q) 0,24 0,74 1,07
Cc*(Q) 0,34 0,90 0,88

cloud c’(Q) 0,05 0,04 0,02
c*(Q) 0,29 0,26 0,28

tedrico categ. A 0,50 1,00 1,50
tedrico categ. B 0,25 0,25 0,25

Finalmente, sdo apresentadas as figuras 4.16 e 4.17 com as componen-
tes, na direcdo de y, do erro exato, para aproximacdes C*(Q) e C*(Q), respec-
tivamente. Foi selecionada a malha M3 (Figura 4.1) e o padrdo geométrico
de enriquecimento com fun¢des de ponta de trinca, para R2. Sao mostra-
dos os resultados para enriquecimentos polinomiais uniformes até p =3 e
p = 4, respectivamente, de forma que » < 4 em ambas as situagdes. Con-
frontando discretizagdes com iguais quantidades de graus de liberdade, por
exemplo, considerando as figuras 4.16(d) e 4.17(c), claramente se percebe
que na aproximacgao com elevada regularidade os valores de erro s2o menores
e menos dispersos.
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Todavia, além de medidas globais como as verificadas até aqui, faz-se
necessdrio averiguar a acuracidade na previsao de pardmetros relacionados a
severidade da trinca. Em mecanica da fratura eldstica linear, os pardmetros
utilizados sdo os fatores de intensidade de tensdes K e a integral J. Desta
forma, serd apresentado no Capitulo 5 o procedimento adotado neste trabalho
para tal finalidade.
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Figura 4.12: Erro relativo no cdlculo da energia de deformagdo. Enriquecimento com funcdes de frente de trinca
segundo padrio topolégico. Enriquecimento polinomial localizado nos mesmos nés que receberam enriquecimento
singular.
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Figura 4.13: Erro relativo no cdlculo da norma ||u||4, I(@)- Enriquecimento com fungdes de frente de trinca segundo
padrdo topoldgico. Enriquecimento polinomial localizado nos mesmos nés que receberam enriquecimento singular.
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Figura 4.14: Evolucdo do niimero de condicionamento da matriz de rigidez global, antes do procedimento de Ba-
buska (DUARTE; BABUSKA; ODEN, 2000). Enriquecimento com fun¢des de frente de trinca segundo padrio topolégico.
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Figura 4.16: Componente e), do campo de erro exato. Fung¢des de aproximagido com regularidade C%(Q). Malha M3
e enriquecimento singular segundo o padrdo geométrico com R2 (Figura 4.1) e usando p < 4. a) grau b = 1, b) grau
b=2,c)graub=3ed)graub=p=4.
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5 MECANICA CONFIGURACIONAL

O ambiente espacial no qual varios fendomenos fisicos sdo experimen-
tados na vida cotidiana € chamado de espaco fisico. Se o efeito da relatividade
for negligenciado, tal espaco fisico é geralmente designado como sendo um
espago euclidiano homogéneo e isotrépico. Como implicacdes, tem-se que
as propriedades de um sistema fechado permanecem invaridveis mesmo que
o sistema sofra uma translagdo ou rotagdo de corpo rigido. Existem outros
principios de invaridncia como, por exemplo, a propriedade de invariancia
de materiais com relacdo ao sistema de coordenadas (objetividade) e a in-
variancia devido a similaridade de escalas espaciais para materiais que nio
possuem micro-estrutura aparente.

A formulacdo convencional para a andlise de deformacdes de cor-
pos eldsticos, segundo o ponto de vista newtoniano, procura determinar o
campo de deslocamentos que ocorre em um corpo sujeito a forgas espaciais
(fisicas) que sdo exercidas pelo contato entre dois ou mais corpos ou forgas de
corpo resultantes como uma resposta frente as variagdes da posicao espacial
de particulas fisicas com relagdo ao ambiente espacial. Em outras palavras,
o problema cldssico consiste em encontrar a configuracdo deformada (ins-
tantanea) de um corpo elastico sujeito a forgas externas.

Eshelby (ESHELBY, 1951) observou que uma das integrais utilizadas
para expressar o movimento da matéria no espaco fisico, no contexto da
mecanica do continuo, pode ser usada como uma medida de for¢a que go-
verna o equilibrio ou o movimento de um defeito topoldgico no interior de
um sélido. Tal defeito topoldgico pode ser pontual, como um vazio inters-
ticial, um defeito linear, como uma discordancia, ou um defeito superficial,
como uma trinca.

Deste modo, por analogia com a eletrostatica, onde a integral da com-
ponente normal do tensor de Maxwell tomado sobre uma superficie fechada
fornece a forca total atuante sobre todas as cargas elétricas no interior da
superficie (HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2012), Eshelby sugeriu que seria
possivel calcular a forca atuante sobre um defeito no interior de um corpo
como uma expressdo envolvendo um tensor momento energia apropriado para
o campo eldstico em consideragao.

A razdo pela qual tal integral invariante é chamada como forca ma-
terial se deve ao fato de que ela mede a variagdo da energia livre do sistema
devido ao movimento ou evolucao do defeito (STEINMANN; SCHERER; DENZER,
2009). Entretanto, o defeito ndo consiste de matéria e ndo € dotado de massa.
Assim, a for¢a atuando sobre o defeito ndo é uma forga fisica no sentido con-



100 5 Mecdanica configuracional

vencional da mecinica Newtoniana e ndo estd relacionada a segunda lei de
Newton. Esta forga é referida como forca configuracional, forca material,
driving force ou forca ndo-Newtoniana, que governa a evolucdo topoldgica
do defeito tal como um movimento de discordancia, o crescimento de uma
trinca ou a mudanca no arranjo cristalino de um material.

Entdo, seguindo o formalismo da mecénica Eshelbiana (ESHELBY,
1951), estabelece-se uma formulacdo interessada na resposta do sistema pe-
rante variacdes nas posi¢des materiais (particulas fisicas) com relagao ao am-
biente material. A entdo chamada mecanica Eshelbiana, que introduziu o
tensor de Maxwell na elasticidade, depois chamado tensor momento ener-
gia, busca determinar as forcas materiais aplicadas a configuracdo deformada
do corpo de tal forma que o processo inverso de deformacdo conduza o
corpo novamente a sua configura¢do original, a configura¢do de referéncia
da mecéanica Newtoniana (RUTER; STEIN, 2007).

5.1 Definicao do tensor de Eshelby

Para a deducdo do tensor momento energia é necessdrio notar as
dependéncias dos potenciais envolvidos no processo de deformacdo. Na
deducdo que segue, serd empregada a notacdo indicial. Primeiramente,
deve-se lembrar da defini¢do da densidade de energia de deformacdo 2 por
unidade de volume

& j
W= / "6, (&) dE;; (5.1)
0

que, no caso de um material eldstico linear, pode ser diretamente integrado,
resultando

1
N = EGUSU 5.2)

cujo cardter como um potencial eldstico € revelado imediatamente pela
diferencia¢do com relagdo a ¢;; fornecendo

0

O =
Y 88,'j

(5.3)
que é uma relagdo constitutiva.

Adicionalmente, a relag@o constitutiva (5.3) pode também ser expressa
em termos do gradiente de deslocamentos devido a simetria do tensor de
deformacdes e do tensor de tensdes (devido ao balango de momento angu-
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lar fisico), tal que

5.4

Consequentemente, a densidade de energia de deformagdo pode ser
interpretada como 20 = 20 (xx, u;;), dependendo explicitamente da posicdo
x; (a varidvel independente) se as constantes materiais sdo funcao de xi, ca-
racterizando uma heterogeneidade material.

Similarmente, um potencial de forgas externas aplicadas U pode ser
introduzido, para o caso de forgas estaticas, como sendo

U = —bju; (5.5)

Deve-se notar que *J pode ser também uma fungdo explicita da posi¢ao
xi se as forcas por unidade de volume b; sdo fungdo de x;, caracterizando
uma heterogeneidade fisica (vazio ou trinca, por exemplo) e, portanto, U =
Py (xk, Lt,').

Considerando um processo de deformacao elastico linear, e portanto
conservativo, tem-se um sistema dito lagrangeano, para o qual pode ser escrita
uma funcio lagrangeana $) que, em geral, € funcio das varidveis independen-
tes xi, das varidveis dependentes u;, e das primeiras derivadas das varidveis
dependentes u;, j'. A funcio lagrangeana é definida como

H=£-4 (5.6)

e representa fisicamente o balanco entre a energia cinética, £, e a energia
potencial total, 1.

Em um processo quase estitico de deformacdo eléstica a funcdo la-
grangeana ) coincide com a energia potencial total il e serd definida como

H=-U= *(QU#*%) =9 (xk,u,',u,-,j) 5.7

representando que o trabalho das forcas externas aplicadas U é balanceado
pela mudanga na energia interna do sistema 20.

Notar o carater local da fun¢do lagrangeana definida em (5.7) como
consequéncia de (5.2) e (5.5).

No entanto, se o material ¢ homogéneo, tanto fisica quanto material-

Uma fungio lagrangeana pode também ser escrita em termos de derivadas de ordem superior
das varidveis dependentes (KIENZLER; HERRMANN, 2000), no entanto esta situacdo ndo serd
abordada neste trabalho.
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mente, tem-se que §) ndo é explicitamente dependente de x; conduzindo a
= 9(u;, ”i,j)- Ainda, na auséncia de forgas de corpo (b; = 0), $ depende
somente do gradiente de deslocamentos, sendo entdo §) = 5’)(u,<7 j).

Tal funcdo lagrangeana se manifesta como um potencial a medida que
as componentes de tensdes podem também ser obtidas a partir de

99
—0;j = (5.8)
Y Buﬂ
assim como as componentes de forgas de corpo podem ser escritas como
d
bi = o9 (5.9)
8u,~

Com o propdsito de se identificar uma equag@o de balango, define-se
entdo a integral de acfo .o/ associada a fung@o lagrangeana sobre um dominio
arbitrario Q no espaco das varidveis independentes

%:/Qﬁ(x,-,uj,uj_yi) d.Q (510)

a partir da qual, faz-se a varia¢@o nas varidveis dependentes u; € u;;, como
u— u+oOoueu; — u;+ ou; (GELFAND; FOMIN, 1963). Retendo somente os
termos lineares em ou e du ; da expansdo em série de Taylor de 6.<7 (KIENZ-
LER; HERRMANN, 2000) pode-se identificar as equagdes de Euler-Lagrange,
através da busca do ponto estaciondrio de 6.« (ponto estacionario de <7 para
uma variag@o espacial em uma posi¢ao material fixa (STEINMANN; SCHERER;
DENZER, 2009))

% _d 9

== 5.11
k dup  dx; u; G-I

Finalmente, as equagdes locais de equilibrio para a mecanica Newto-
niana podem ser obtidas, equagdes estas chamadas de balangco de momento
linear fisico e estabelecem que as forcas de corpo b; pertubam o carater livre
de divergéncia do tensor de tensdes de Cauchy

Oji.j = —b; (5.12)

O Principio da Energia Potencial Total estalelece que a configuracio
que satisfaz o equilibrio e as condi¢des cinematicamente admissiveis € tal que
minimiza a energia potencial total.

Por sua vez, para se obter uma equacdo de balan¢o na mecanica Eshel-
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biana segue-se o método de Noether, que utiliza uma transformagio «/* da
integral de acdo associada a fungfo lagrangeana através da transformacio das
varidveis dependentes u e varidveis independentes x, de acordo com

x—x =x+¢8(x,u) 513
u—u =u+g(x,u) ©-13)
para um parametro ¢ pequeno o suficiente para fazer com que somente 0s
termos de ordem zero e os termos lineares em €, numa expansdo em série de
Taylor da funcdo transformada, devam ser retidos em detrimento dos termos
de ordem superior. As fungdes & (x,u) e @(x,u) sio arbitrdrias e sdo chama-
das simetrias variacionais (KIENZLER; HERRMANN, 2000). Deve-se observar
que a transformacao pode gerar uma translagdo, ou mesmo uma rotagdo, de
corpo rigido. Esta operacdo corresponde a uma variacdo material em uma
posicdo espacial fixa (STEINMANN; SCHERER; DENZER, 2009).
A partir da fungdo lagrangena transformada /* define-se uma
variavel P chamada corrente, como (KIENZLER; HERRMANN, 2000)

L, 09 29
P—CWJC—H]} (ﬁ_au,x"*o (5.14)
ou em notag¢do indicial
099 o(as.— 99,
P = Ckﬁkl + ¢,/ (57351,/ - %”k,j) (5.15)

Usando (5.7) e (5.8), o termo entre parénteses em (5.15) € definido
como tensor de Eshelby
Z,'j = (QIH—‘B)&j — OjklUk,j (5.16)

que, juntamente com a subtitui¢do de (5.8) fornece

_H:Cjaij+¢jzij (5.17)
Adicionalmente, a partir da derivada explicita da funcdo lagrangeana

£ com relacdo a posicao x;

99 J(W+W)
(9)6,’ o 8x,- — b (518)

define-se uma for¢a sobre heterogeneidade p;.
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Entdo, pelo primeiro teorema de Noether’, se existe uma lei de
conservagdo verifica-se que o7* = 7, o que conduz a constatagdo de que a
corrente ¢ livre de divergéncia, ou seja

dP;
Pi= Tl =
Xi

e que, por consequéncia, fornece as equagdes de equilibrio local para a
mecanica Eshelbiana. Estas equagdes de equilibrio sdo expressas como

(5.19)

Yiij=—pi (5.20)

e estabelecem que o cardter livre de divergéncia do tensor de Eshelby € per-
tubado pelas forgas de heterogeneidade p; e sdo chamadas de balang¢o de mo-
mento linear material.

5.2 Formulac¢ao fraca na mecanica configuracional e método das forcas
configuracionais

A condicdo de equilibrio na forma forte na mecanica configuracional
estabelece, agora usando notagdo matricial e considerando o caso bidimensi-
onal, que as forgas sobre heterogeneidades fisicas p perturbam o caréter livre
de divergéncia do tensor tensdo de Eshelby X, de modo que

L'S(u)+p =0, emQ (5.21)
na qual

e X= {ZX,Z ,,ny,Zyx}T € o vetor de componentes do tensor tensdo de
Eshelby; e

e p= { Pxs py}T é o vetor das componentes da forca sobre heterogenei-
dade (fisica),

devendo-se notar que geralmente o tensor de Eshelby ndo € simétrico (KIENZ-
LER; HERRMANN, 2000). Deste modo, o operador diferencial IL € expresso

20 primeiro teorema de Noether afirma que a cada simetria continua corresponde uma cor-
rente que satisfaz uma equac@o de continuidade ou, equivalentemente, uma quantidade que é
conservada. O termo simetria refere-se a um conjunto de transformagdes infinitesimais definidas
num conjunto de varidveis, dependentes ou independentes, que levam a expressdo da integral de
acdo a ser invariante em forma. Assim, o teorema estabelece que, se a integral de agdo .27 € in-
variante com rela¢@o a uma transformac@o, como em (5.13), entdo existe uma lei de conservacdo
(KIENZLER; HERRMANN, 2000).
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por
- i 0 -
ox
d
O 35
L= , y (5.22)
— 0
dy
0o 2
- ax -

De acordo com Mueller e Maugin (2002), a condi¢do variacional de
equilibrio correspondente a (5.21) pode ser expressa por

// (L7E+p) v L dudy =0 (5.23)
Q

a partir da qual a integrag@o por parte conduz a

/F(V)TNEds—//Q(]Lv)T)ZlZ a’xdy+//g(v)Tplz dxdy  (5.24)

sendo o vetor normal N dado por

| ne 0 n, O
N_{O n, 0 nx} (5.25)

Supondo que a funcio teste v, tal que v = {vx, vy}T, se anula no con-
torno, a primeira integral é identicamente nula, porque o contorno é con-
siderado estaciondrio no sentido de que ndo ocorrem mudangas de posicdo
material (MUELLER; MAUGIN, 2002). Consequentemente,

'//Q(LV)TElzdxdyz./.(/Q(V)Tplzdxdy (5.26)

¢ a equagdo variacional de equilibrio.

Notando que todas as quantidades envolvidas sdo conhecidas uma
vez que a solu¢do do campo de deslocamento foi determinada e visto que
a condicdo (5.26) deve ser satisfeita para uma variagdo arbitrdria, o tinico
passo ainda necessario € expressar a variagdo como uma aproximagao de Ga-
lerkin. Agora, tal aproximagdo é composta apenas pela PU, sem enriqueci-
mentos (GLASER; STEINMANN, 2006) porque seu papel é somente de localizar
a contribui¢do das integrais em cada n6.
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o L .~ ~ v
Entao, inserindo a aproximagao de Galerkin v = ZZ:] P, { Vx“ } =
Ya

®,U, tem-se

N - p
y U, [—// BIY 1, dxdy+// PLp, L dxdy} —0 (527
= J Jae o

com By = L@, que deve ser satisfeita para valores nodais Uy, arbitrarios,
de tal modo que o termo entre colchetes deve se anular. Este fato acaba por
definir as for¢as configuracionais nodais como

Gg:{ O }://)q?apa lzdxdy://lIB%ledxdy (5.28)
Yo Qe Qe

As forgas configuracionais G, de todos os N, elementos adjacentes
ao n6 o entdo sdo somadas para gerar a forca configuracional no né

Noaq
Go=JG; (5.29)
e=1
Tem-se, com (5.28) e (5.29) uma ferramenta, para pds-processamento
da solucdo, que serd usada com o objetivo de se estimar o fator de intensi-
dade de tensdes através da integral J como uma forga configuracional que se
manifesta na ponta da trinca.

5.3 Comparac¢ao com outros meios de calculo da integral J

Na mecanica da fratura eldstica linear a severidade de uma trinca pode
ser calculada através do fator de intensidade de tensdo K ou pela taxa de
varia¢do da energia de deformagdo R.

Os métodos pelos quais tais medidas de severidade sdo calculadas po-
dem ser agrupados em dois grandes grupos: métodos diretos e métodos indi-
retos. Basicamente, todos os métodos s@o técnicas de pds-processamento da
solucdo. Os métodos diretos conduzem ao valor do fator de intensidade de
tensdes K através de uma abordagem local, sem o calculo do correspondente
valor da taxa de variag@o de energia de deformacdo (ANDERSON, 2005). Para
isso, entretanto, em aproximagdes pelo MEF, necessitam de malhas refinadas
em torno da frente da trinca e o uso de elementos quarter point (BARSOUM,
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1974). Estes elementos quarter point sdo elementos quadraticos, quadrilate-
rais ou triangulares, nos quais os nés intermedidrios em arestas conectadas
ao no singular sio deslocados para um quarto do comprimento da aresta, em
direcdo a singularidade.

Medidas energéticas, por outro lado, se agrupam na classe dos
métodos indiretos e sdo considerados os mais acurados (GINER et al., 2002).
O parimetro de avaliagcdo nestes casos € a taxa de liberacdo de energia de
deformagdo R. Os métodos indiretos mais difundidos s3o integrais de con-
torno, tais como a integral J (RICE, 1968), o método da derivada de rigidez
(PARKS, 1974) (HELLEN, 1975) e o método da integral de dominio equivalente
(LI; SHIH; NEEDLEMAN, 1985) (DELORENZI, 1985).

A integral J de Rice (RICE, 1968) é expressa como

du;
= li W+ ) 8y — ;5= | m dT 5.30
H l—‘(}go T |:( + ) 1i 61] &)C1:| n; ( )
e notando a definicdo do tensor de Eshelby (5.16), percebe-se que (5.30)
¢ uma particularizacdo da forca sobre singularidade definida por Eshelby
(ESHELBY, 1951) na lei de conservagao expressa por

Hz./;zpdV:/;anA:O (5.31)

que, basicamente, integra a projec¢do normal do tensor de Eshelby sobre uma
linha ou superficie, respectivamente, para problemas em duas ou trés di-
mensdes, que envolve a frente da trinca. Trata-se de uma entidade vetorial
que representa a resultante de forcas configuracionais sobre as heterogeneida-
des contidas no interior do volume delimitado por uma superficie S (GURTIN,
2000).

Uma conclusao importante é que (5.31) independe da superficie no
sentido de que seu valor € inalterado quando a superficie sobre a qual se
efetua a integracdo é modificada, desde que o defeito (ou defeitos) permanega
envolto e nenhum outro seja atingido. Esta € caracteristica importante para o
célculo da forca sobre um defeito, o que € consequéncia do cardter livre de
divergéncia do tensor de tensdes de Eshelby (KIENZLER; HERRMANN, 2000).

Quando da implementagdo numérica, entretanto, o calculo da integral
J (5.30) envolve desafios. A defini¢cao do contorno ou superficie de integracio
usando arestas ou faces elementares no MEF, apesar de parecer uma escolha
6bvia, pode ndo ser interessante em virtude da descontinuidade dos campos
de deformagdes (e consequentemente tensdes).

Li, Shih e Needleman (1985) formularam uma medida energética por
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uma integral de drea (ou volume), denominada integral de drea equivalente
(do inglés, equivalente domain integral, EDI), que é mais versatil, comparado
a defini¢do original da integral J de Rice (1968), pois é de implementacdo
mais simples e mais eficiente numericamente. Esta proposta sugere

3: {G,»jauj—(ﬂﬁ—i—%) 5][ aiQ dQ (532)

Q* 8x 1 8xl~
com Q* sendo uma por¢do do dominio que envolve toda a frente da trinca.
Além disso, Q € uma func¢do suficientemente suave que varia entre O e 1 e que
corresponde a componente x do campo de velocidade, com rela¢do ao sistema
local de coordenadas localizada na frente da trinca, definido como sendo a
derivada das coordenadas espaciais dos nés com relagdo ao comprimento da
trinca, similar ao método da derivada de rigidez (PARKS, 1974) (GINER et al.,
2002).

O método da integral de dominio equivalente (EDI) é similar ao
método da extensdo virtual da trinca (do inglés, virtual crack extension).
No método da extensdo virtual (DELORENZI, 1985) se considera que pontos
materiais no interior de um contorno I'y, ao redor da frente da trinca, experi-
mentam uma transla¢do de corpo rigido Aa na direc¢do x;, enquanto os pontos
materiais exteriores a um contorno maior I'; permanecem fixos. Assim, na
regido entre os contorno I'gp e I'j, os pontos experimentam uma translagdo
de Ax;. Para uma material elastico, deLorenzi (1985) mostrou que a taxa de
varia¢do da energia é dada por

_ 1 8uj dAx

com 2 sendo a densidade de energia de deformagdo. Em (5.33), é suposto
que a espessura seja unitdria, que o crescimento da trinca ocorra na direcio
X1, auséncia de forcas de corpo no interior de I'j e auséncia de forcas de su-
perficie nas faces da trinca. Notar que dAx; /dx; = 0 fora de I'; e no interior
de I'p. Assim, a integracdo em (5.33) necessita ser executada somente na
regido anelar entre I'g e I';.

Logo, comparando (5.33) com (5.32) nota-se que as duas expressdes
sdo idénticas se Q = Ax;/Aa, de modo que Q pode ser interpretado como
um deslocamento virtual normalizado, apesar de a deducdo de Li, Shih e
Needleman (1985) ndo requerer tal interpretagdo. A funcdo Q € meramente
uma ferramenta matemadtica para se obter uma integral de dominio que € mais
adequada para implementagcdo numérica (ANDERSON, 2005).

De acordo com Giner et al. (2002) uma desvantagem dos métodos
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energéticos € a dificuldade em se obter estimativas independentes de K asso-
ciados a cada modo de abertuda de trinca, K7, Kj; ou Kj;; em modos mistos,
requerendo métodos de decomposi¢do de campo como, por exemplo, Bui
(1983).

Meétodos energéticos relacionados ao conceito de extensao virtual da
trinca podem ser interpretados como andlise de sensibilidade a mudanca de
forma supondo que existe uma Unica varidvel de projeto, por exemplo, no
caso bidimensional. Assim, pode-se interpretar como a variacdo da energia
total associada a uma translacao unitaria do defeito. Neste sentido, a funcdo Q
em (5.32) pode ser interpretada como a velocidade de mudanca de forma e a
parcela entre parénteses € referida como tensor energia associada a mudanga
de forma de primeira ordem (TAROCO, 2000).

O método da forca configuracional apresentado na Segdo 5.2 € dire-
tamente relacionado a integral equivalente em dominio (EDI) de Li, Shih e
Needleman (1985) mas, enquanto a EDI calcula somente uma quantidade
energética escalar (5.32), o método da for¢a configuracional determina uma
quantidade G, de natureza vetorial (5.29), conjugada a mudancas materiais,
ou em outras palavras, mudangas na posi¢cao material dos nos.

A variacdo material em uma posic¢ao espacial fixa geralmente nao for-
nece um ponto estaciondrio, mas define uma variacdo da energia potencial
total. Além disso, mudancas configuracionais sdo permitidas somente com
reducdo da energia potencial (STEINMANN; SCHERER; DENZER, 2009).

Assim, reconhece-se que a energia total do sistema I decresce de
AITl = —R a medida que o comprimento da trinca aumenta (GRIFFITH, 1921).
A equagio de balanco de energia entdo é enunciada como AIT+ R = 0, sendo
R a energia de superficie especifica por unidade de avango da trinca, ou seja,
é a energia liberada pelo avanco da trinca que € absorvida na criagdo de novas
superficies. O decréscimo da energia total do sistema por unidade de extensio
da trinca € entdo chamada taxa de restitui¢do da energia R.

No caso de uma trinca, o mddulo da for¢a material G, que emana
da raiz da trinca na direcdo de provavel crescimento desta mas com sentido
contrdrio corresponde ao valor da integral J. Esta forca material pode ser in-
terpretada como uma forga restauradora. Ainda, como se trata de uma solucio
aproximada, podem ser geradas forcas configuracionais em todos os nés da
malha. Estas forgas configuracionais espurias indicam que uma mudanca na
posi¢do do né fornece uma malha com menos conteido de energia poten-
cial (MUELLER; MAUGIN, 2002) e podem ser utilizadas para o propdsito de
estimagdo de erro, como proposto por Ruter e Stein (2007).
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5.4 Avaliacbes numéricas

Além da razdo exposta na Secdo 5.3, a natureza vetorial da grandeza
calculada que fornece informacdo sobre a severidade da trinca e a provével
direcdo de crescimento, vale salientar que o método da forca configuracional
foi escolhido também devido a facilidade de implementag@o, por envolver so-
mente integral no dominio dos elementos. Este aspecto é também interessante
inclusive para as aproximagdes com fungdes PU C%(Q) convencionais de ele-
mentos finitos, visto que o método € mais conveniente devido aos préprios
requisitos de continuidade da prépria defini¢do convencional da integral J
(SURANA; AHMADI; REDDY, 2002).

Novamente, foi considerado o problema investigado no Capitulo 3.
Foram adotadas as mesmas estratégias de discretizagdo. Primeiramente,
examinou-se o efeito da redug@o do circulo usado para o enriquecimento
geométrico (Figura 4.1). Na sequéncia, aplicou-se o padrdo topolégico de
enriquecimento.

As forcas configuracionais sdo calculadas como descrito na Sec¢do
5.2, numa etapa de pds-processamento da solugdo, usando (5.28) e (5.29).
Salienta-se que, como as forcas de superficie sdo prescritas de acordo com
as tensoes calculadas pela solucdo analitica (4.24) com K; = 1,0, conhece-se
previamente o valor exato da integral J.

Na mecanica da fratura elastica linear, a taxa de restituicdo da energia
de deformag@o R é igual a integral J. Assim, conforme estabelecido por Irwin
(1957), tem-se a relacdo entre a taxa de restituicdo da energia R e os fatores
de intensidade de tensdo, para problemas planos, expressa como

_ Ki+Kj
=t

R (5.34)

com E* = E para estado plano de tenses e E* = E(1 — v?) para estado plano
de deformagdes.

Primeiramente, para o padrdo geométrico de enriquecimento com as
fungdes (3.20), observa-se na Figura 5.1 o erro relativo no célculo da integral
d contra o ndmero de graus de liberdade, considerando PU CO(Q) convenci-
onal. Pode-se notar que a reducdo da drea de enriquecimento de R1 para R2
afeta a taxa de convergéncia a medida que as linhas tracejadas se afastam das
correspondentes linhas continuas, mesmo aumentando o grau de enriqueci-
mento p, efetuado adicionamento fungdes do conjunto L";i, similar a (3.23).

No caso de aproximagdo com PU C*(Q), a Figura 5.2 permite obser-
var que a influéncia da redug@o da regido onde se aplica o enriquecimento
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de frente de trinca € minimizada. Esta conclusido é possivel notando que,
para as trés primeiras malhas, praticamente ocorre a sobreposicdo das linhas
tracejadas e continuas.

Com relacdo a integral J, calculada através da forga configuracional
que se manifesta no né sobre a frente da trinca, ja chama a aten¢do a maior
inclinag¢do nos trechos iniciais das curvas para as fungdes continuas. Outro
aspecto importante é o fato de as curvas continuas e tracejadas evoluirem
praticamente juntas o que é consequéncia da menor dependéncia da dimensao
da regido enriquecida com as fungdes singulares.

Muito embora os valores no fim do processo de refinamento p sejam
similares em ordem de grandeza para os dois casos, poderia-se argumentar
que os erros obtidos com a PU CY(Q) sdo menores, para um dado montante
de graus de liberdade. Deve-se reconhecer, novamente, que tal aspecto pode
inviabilizar a utiliza¢do de fun¢des continuas.

Todavia, buscando esclarecer se hd vantagem em utilizar a continui-
dade, faz-se o registro das taxas de convergéncia relativas a alguns segmentos
das curvas das Figuras 5.1 e 5.2. Nota-se que o nimero de graus de liberdade
de cada um dos primeiros pontos da Figura 5.2, relativos a b = 1, é igual
ao nimero de graus de liberdade de cada um dos segundos pontos da Figura
5.1, relativos a b = 2. Isto se deve ao fato, ja citado na Se¢do 4.4.1, de que
para um dado grau b, a aproximagio com PU C*(Q) requer mais funcdes de
enriquecimento p que uma aproximacio com PU C°(Q) convencional.

Logo, para efeito de comparacdo, considera-se o segundo segmento
das curvas da Figura 5.1 e o primeiro segmento das curvas da Figura 5.2.
Assim, tem-se a mesma quantidade inicial de graus de liberdade e a mesma
variacdo em ambas situacdes. A Tabela 5.1 registra as taxas de convergéncia.
Tem-se que a convergéncia com fungdes suaves € mais acentuada, ja para
as malhas M1 e M2. E também notério que para R2 a PU C*(Q) fornece
maiores inclina¢des que a PU convencional, em todas as malhas. Isto sugere
que a reducdo da 4rea sobre a qual se aplica o enriquecimento exerce menor
influéncia na presenca da regularidade elevada da PU C*(Q).

Por fim, a Figura 5.3 apresenta o resultado para o caso de enrique-
cimento através do padrao topoldgico, como na Figura 4.11. Novamente,
constata-se que usando PU C*(Q) sdo possiveis erros com menor ordem de
grandeza que qualquer das discretizagdes com PU CY(Q) convencional. A
mesma saturagdo observada nas Figuras 4.12 e 4.13 se repete para erro re-
lativo na integral J em se tratando do enriquecimento topoldgico sobre PU
Q).

Salienta-se que para o propoésito da integracdo em drea envolvida no
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Tabela 5.1: Comparacio entre inclinagdes das curvas de convergéncia do erro
relativo na integral J para aproximagdes com PU C%(Q) e C*(Q)

MI M2 M3 M4

Rl C%Q) —-499 8,19 —12,67 —11,42
c*(Q) —6,53 —8,53  —9,09 —9,47

R2 Q) -3,80 —4,03 —6,45 —5,41
c*(Q) -6,28 —6,80 —8,15 8,14

computo das forgas configuracionais (5.28) utilizou-se exatamente a mesma
quadratura utilizada para o célculo das matrizes de rigidez elementares e para
o célculo da energia de deformacio ou a norma H'(Q), como descrito na
Secdo 4.4.2.

Fica claro que a regularidade contribui para a representacao do enri-
quecimento na regido de interesse a medida que se tem menor influéncia da
dimensao da regido enriquecida e, ainda, permitindo enriquecimento de um
nimero reduzido de nds.
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6 ESTIMACAO DE ERRO

O método residual implicito em subdominios € adequado as
aproximacdes via MGEF por fornecer medidas nodais de erro. Assim,
apresenta-se uma adaptacdo do método as fungdes suaves buscando extrair a
excitacdo para os problemas locais de estimativa de erro diretamente do p6s-
processamento do campo de deslocamentos aproximado. O procedimento é
verificado mediante avaliacdo da efetividade dos indicadores e estimadores
em problemas com solugdo analitica.

6.1 Definicao do erro de discretizacao

Seja u,, a solucdo do problema variacional discreto (4.23), obtida de
um subespago de aproximagdo %, (veja Segdo 4.3) gerado pelas funcdes da
particdo da unidade e pelo enriquecimento. Entdo, o erro de uma aproximagao
up, tal que e, € % , pode ser definido como

e,=u—u, (6.1)

onde u se refere a solugdo exata do modelo matematico (4.8), sendo u € % .
Substituindo, u = e, +u, em (4.8), e considerando a linearidade da forma
bilinear #(e, ), pode-se escrever

Blep+uyv)=2v) .. Ble,v)=2L(v)—Buyv) Yve? (62)

sendo ¥ o espago das varia¢des admissiveis (veja Se¢do 4.2.2).
Uma equacdo global para o erro pode ser construida como: encontrar
e, €% tal que

Ble, v)=X(v) YveV (6.3)

onde o funcional residual Z(e), equivalente variacional do residual na forma
forte, quando ndo se verifica a condicao estabelecida pela equagdo (4.6), é
definido como

HW)=ZLv)—B(u,,v) (6.4)

supondo, sem perda de generalidade, que as condi¢des de contorno essenciais
sejam exatamente satisfeitas.
Se na resolucdo da forma discretizada de (6.3) for utilizado o mesmo
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espaco de aproximacdo empregado na solu¢do do campo de deslocamentos
aproximado, verifica-se a condigfo de ortogonalidade de Galerkin

Bep,vy) =H(vp) =0 Vv, e, (6.5)

constatacdo esta também relacionada & chamada condi¢do de otimalidade. A
condicdo de otimalidade estabelece que

lu—u,||r =min|lu—v,||z Vv, (6.6)

considerando a definicdo da norma em energia (4.12), cuja interpretacio as-
segura que a solucdo de elementos finitos de (4.3) € a melhor possivel dentre
as fungdes teste do espaco de variacdes admissiveis.

Em virtude da forma bilinear ser positiva definida, tem-se que o fun-
cional residual é superiormente limitado, pois

X (v
1]y = sup LW

= |leplle =/ HB(ep.ep) (6.7)
ve¥ (Q) [vile

onde || Z|| v+ denota a norma do funcional residual no espago dual ¥* ¢ || o||,
€ a norma em energia, conforme definida em (4.12).

Na sequéncia, é apresentado um breve histdrico sobre o desenvolvi-
mento de algumas metodologias utilizadas para se estimar o erro e, em ter-
mos da sua norma em energia, que é uma grandeza que caracteriza o erro
globalmente. Deve-se notar que se faz referéncia a estimacio do erro uma
vez que conhecé-lo de fato somente € possivel no caso em que se disponha da
solugdo exata u de (4.8).

Salienta-se também que a €nfase é dada sobre os estimadores resi-
duais implicitos, que consistem em uma classe de estimadores de erro pés-
solucdo, diferentemente dos estimadores explicitos e dos estimadores basea-
dos em recuperacdo de campos tensdes (AINSWORTH; ODEN, 2000) (GRATSCH;
BATHE, 2005).

6.2 Estimativa do erro global da aproximacao: medida via norma em
energia

A equacdo variacional do erro (6.3) poderia ser resolvida globalmente,
de forma aproximada, usando ou uma malha bastante refinada ou fungdes de
ordem mais elevada. No entanto, tal estratégia ndo seria 6tima no sentido
de custo computacional, pois seria equivalente a calcular uma aproximagdo
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melhor para o problema original, muito embora sua solucao pudesse indi-
car, pelo menos qualitativamente, em quais regides do dominio o erro € mais
acentuado.

Uma primeira tentativa de se estimar a norma em energia do erro pos-
teriormente a solucdo (também conhecida como “estimariva a-posteriori do
erro”) consistiu nos estimadores explicitos, que foram originalmente propos-
tos por Babuska e Rheinboldt (1979), no caso de problemas em uma di-
mensdo. O caso bidimensional foi considerado no trabalho de Babuska e
Miller (1987).

Tais estimadores explicitos utilizam os dados disponiveis de uma dada
aproximacio e fornecem um limite superior do erro de discretizacdo, envol-
vendo uma constante, usando-se para isso estimativas classicas da andlise fun-
cional, que podem ser encontradas, por exemplo, em Oden e Reddy (1976).
E desejavel que o estimador seja eficiente no sentido de que a constante deva
existir, de forma que ndo dependa do tamanho da malha, e que também per-
mita definir um limite inferior. A obtencdo de estimadores explicitos com
limites superior e inferior foi tratada por Verfiirth (1994).

Para isso, sao calculados o residuo no interior dos elementos, r = b +
div 6(u,), o residuo no contorno de Neumann, R = —t, e o salto das tensdes
nas arestas dos elementos, [t(u#,)] = 6% -ng + 65 - nger, definido sobre cada
aresta interior Y separando quaisquer dois elementos X e X', que representa
a descontinuidade da aproximacdo do campo de tensdes sobre a interface.
Cada uma destas varidveis sdo bem definidas gragas a suposta suavidade dos
dados, b, t e C, e da regularidade da aproximacdo u, quando restrita a um
unico elemento.

Uma breve exposi¢ao sobre estimadores explicitos pode ser encon-
trada em Ainsworth e Oden (2000).

Por outro lado, o método residual implicito consiste em decompor o
problema residual global em problemas residuais locais, quer seja nos ele-
mentos ou em subdominios formados por grupos de elementos. Este método
trata diretamente tanto o membro do lado esquerdo quanto o membro do lado
direito da equacdo variacional do erro (6.3), buscando uma solugdo local que
a satisfaca, gerando novos sistemas de equagdes locais. Desta forma, pode-
se reter mais a estrutura matemadtica do problema fisico que os estimado-
res explicitos e assim espera-se que produzam estimativas mais acuradas do
erro. Descricdes detalhadas de variantes do método podem ser encontrados
em Ainsworth e Oden (2000), Babuska e Strouboulis (2001) e Babuska, Whi-
teman e Strouboulis (2011).

A origem do método residual implicito elementar remonta a Dem-
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kowicz, Oden e Strouboulis (1984) e Bank e Weiser (1985). Em metodos
residuais convencionais o erro exato é estimado como solugio aproximada de
um problema variacional do erro construido sobre um espaco mais rico que
o original, usado para aproximar a solu¢do. Assim, os limites sdo calculados
com relacdo a uma solu¢do refinada e sdo validos somente assintoticamente.
O emprego de subespacgos de fungdes tipo bolha para o método residual ele-
mentar aplicado a elementos de primeira ordem triangulares foi sugerido por
Bank e Weiser (1985). O uso de condi¢des de contorno de Dirichlet ho-
mogéneas, consequéncia da utilizacio de subespagos com fungdes tipo bolha,
conduz a um limite inferior da norma em energia do erro global. Por outro
lado, apesar dos métodos implicitos em elementos com condi¢des de con-
torno de Neumann conduzirem a melhores estimativas do erro na norma em
energia, o custo computacional envolvido na consideracio da perda da suavi-
dade da solugdo aproximada, devido a descontinuidade do campo de tensdes,
¢ elevado.

Assim sendo, na tentativa de se garantir a existéncia de solugao para os
problemas locais e obter limites superiores do erro, se faz necessério definir
condigdes de contorno de Neumann compativeis com o residuo no interior
dos elementos de forma a garantir que os dados representados por R, r e
[t(up)] sejam ortogonais ao nicleo da transformagio adjunta, elemento por
elemento.

Os modelos convencionais de elementos finitos satisfazem a forma
fraca do equilibrio que é expressa como um equilibrio das forcas internas
nodais. Esta forma de equilibrio nodal € a origem da necessidade de se es-
tabelecer formas mais fortes de equilibrio através de um pds-processamento
apropriado da solugao.

O pos-processamento da solucdo para minimizar o salto das tensdes
nas arestas dos elementos consiste de um processo de equilibragdo com o
objetivo de susbstituir [#(u,)] por uma distribuicdo de tensdes equilibradas
0 (u,) nas arestas dos elementos.

Solugdes equilibradas podem ser obtidas a partir de uma reandlise dual
global, como sugerido por Almeida e Freitas (1991), mas a correspondente
formulac@o pode nio ser estdvel e tal procedimento envolve um custo com-
putacional elevado.

Para se evitar o custo associado a uma reandlise global foi proposto
por Ladeveze e Leguillon (1983) um método para se obter distribuicdes de
tensdes localmente equilibradas. Tal procedimento utiliza como dados as
forgas internas nodais resultantes em cada elemento e, por um equilibrio va-
riacional, determina distribui¢des de tensdes estaticamente equivalentes que
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ndo somente mantém cada elemento em equilibrio com o residuo interior, mas
também define univocamente a interacio entre dois elementos adjacentes.

Processos de equilibragdo também foram propostos por Ladeveze
e Maunder (1996) e Ainsworth e Oden (1993). Algumas condigdes de
equilibracdo com a derivagdo dos respectivos sistemas locais de equacdes
algébricas para solucdes aproximadas sdo apresentados e discutidos em
Ainsworth e Oden (2000).

O método residual equilibrado entdo gera problemas locais, de di-
mensdo infinita e com condi¢des de contorno de Neumann, que conduzem
diretamente a um limite superior tedrico do erro. Todavia, os problemas locais
sao resolvidos aproximadamente, resultando na versao calculdvel do estima-
dor, que pode ndo fornecer um limite superior de fato. Nestes casos, BabuSka
e Strouboulis (2001) sugerem ainda estimar o erro cometido na aproximacao
do erro estimado para melhorar o limite superior calculado.

Outras propostas para obtengdo de solucdes de referéncia mediante
formulagao dual, no ambito dos estimadores implicitos equilibrados, foram
apresentadas por Sauer-Budge et al. (2004) e Parés et al. (2006).

Realmente, é mais interessante, do ponto de vista de engenharia a
obten¢do de limites superiores garantidos, obtidos a partir da solu¢do local
exata. Anuvriev, Korneev e Kostylev (2007) sugerem o uso de campos equili-
brados exatos a partir das equacdes diferenciais governantes para o proposito
de estimacgdo de erro, buscando obter um estimador calculdvel e garantida-
mente superior.

A dificuldade e o custo relacionados ao processo de equilibracido dos
dados de Neumann para os problemas residuais elementares motivaram a
busca pelos procedimentos designados como livres de fluxos.

A decomposi¢do do problema variacional do erro em subdominios for-
mados por grupos de elementos, conforme sugerido por Babuska e Rhein-
boldt (1978), ainda no ambito dos estimadores explicitos, pode ser alcangada
usando-se o conceito de parti¢do da unidade. Isso permitiu formular o pro-
blema variacional local do erro de forma que o salto das tensdes nas arestas
internas do subdominio de anélise seja levado em considerag@o no cdlculo do
residuo local, que se expressa como a excita¢do, sem a necessidade de proce-
dimentos de equilibrag@o e ainda tendo a vantagem de apresentar condicdes
de contorno triviais.

O termo residual, Z(v), da equag@o variacional do erro (6.3) pode
ser ponderado por uma parti¢do da unidade, formada pelas funcdes de forma
convencionais de elementos finitos, subordinada a um grupo de elementos.
Entdo, Carstensen e Funken (1999) propuseram buscar a solucdo local do
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erro usando um subespaco de aproximagdo com funcdes que se anulam no
contorno da nuvem, o que € equivalente a aplicar condi¢des de contorno de
Dirichlet homogéneas. Machiels, Maday e Patera (2000) mostraram que em
problemas potenciais a técnica livre de fluxo conduz a problemas variacionais
locais do erro bem postos. Condi¢des de contorno de Dirichlet também foram
usadas por Morin, Nochetto e Siebert (2003).

A abordagem de Prudhomme et al. (2004) difere das anteriores pela
consideracdo de condi¢des de contorno de Neumann homogéneas e também
por introduzir uma pondera¢do da forma bilinear associada. Parés, Diez e
Huerta (2006) também usam esta abordagem para problemas de elasticidade
2D e 3D e equacionam um limite superior do erro usando uma aproximacao
do erro. Um limite inferior do erro na norma em energia também pode ser re-
cuperado, através da suavizacdo do campo de erro que determina o limite
superior, também usando-se o conceito de particdo da unidade, conforme
apresentado por Diez, Parés e Huerta (2003) ainda para o método residual
em elementos.

De qualquer forma, uma deficiéncia presente na maioria das técnicas
propostas é a ndo garantia de que a versdo calculada do estimador forneca
um limite superior da norma em energia do erro. Buscando superar esta di-
ficulade Cottereau, Diez e Huerta (2009) propdem uma técnica para calcu-
lar limites exatos, mediante energia complementar, para problemas de elas-
ticidade 2D que € similar a apresentada por Almeida e Maunder (2009)
quando a interpolacao dos deslocamentos na solu¢do compativel é no minimo
quadratica.

Muito embora ingredientes para melhorar a efetividade global do es-
timador se mostrem exitosos a efetividade local ainda é uma questdo a ser
discutida. O prego que se paga para obter sistemas de equagdes locais, que
resultam diretamente da imposi¢do de condi¢cdes de Neumann homogéneas
no contorno da nuvem de elementos, é que a compatibilidade entre nuvens
adjacentes ndo € imposta. Desta forma, a funcio erro estimado obtida pe-
los processos em subdominios e com condi¢des de contorno de Neumann é
buscada num subespaco dito quebrado e portanto é descontinua nas arestas in-
terelementares, quando se utilizam aproximagdes com bases seccionalmente
continuas, ou seja, fungdes de forma convencionais CO(Q) de elementos fi-
nitos. A imposi¢do desta compatibilidade demandaria condi¢des de contorno
internas entre as nuvens, destruindo a natureza local do calculo. Deve-se res-
saltar ainda que tal processo equacionado variacionalmente ainda nao garante
satisfacdo da equacdo diferencial de equilibrio.

Devido a natureza nodal do enriquecimento do espago de aproximagao
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particular do MGEF se tornou interessante procurar uma medida de erro asso-
ciada aos nés. O método residual elementar foi implementado no contexto do
MGETF por Barros, Proenga e Barcellos (2004), onde um procedimento adap-
tativo de enriquecimento polinomial do espago de aproximacao foi proposto
com o objetivo de alcangar a equidistribuicio de uma medida de erro nodal.
Tal medida nodal foi calculada a partir dos valores de erro nos elementos ad-
jacentes a um no, ponderados pelas relagdes entre as dreas (ou volumes) dos
elementos e o somatdrio dentre todos elementos da nuvem. Diferentemente,
Strouboulis et al. (2006) desenvolveram uma formulag¢do de estimadores su-
periores e inferiores a partir de um formalismo completamente adaptado a
natureza nodal das fun¢des em MGEF.

Barros, Barcellos e Duarte (2007) avaliaram um procedimento p-
adaptativo baseado em medidas nodais de erro quando utilizando espagos
de fungdes com continuidade arbitraria, construidas usando o procedimento
C*-MGEF de Duarte, Kim e Quaresma (2006). Muito embora as funcdes
sejam definidas em nuvems, o método residual equilibrado em elementos foi
utilizado para determinac¢do de um indicador de erro elementar a partir do
qual, por ponderagdo de forma similar ao que foi feito em Barros, Proenga
e Barcellos (2004), foram obtidas medidas nodais de erro. Por outro lado,
em Barros, Barcellos e Duarte (2009) foi formulado um estimador baseado
em nuvens que, por construcdo, fornece diretamente um indicador de erro
nodal. Esta dltima formulacdo foi adaptada para a utilizacdo de funcdes
de aproximacdo continuas no presente trabalho. Aqui se propde utilizar o
residuo da solugdo aproximada, na forma forte (continuo por consequéncia),
projetado sobre um subespaco de funcdes de referéncia para definir a
excitacdo dos problemas variacionais do erro formulados nas nuvens.

6.3 Decomposicao da equacio variacional do erro

A partir da observagdo de que o funcional residual (6.4) é linear com
relagdo a v e com o auxilio da propriedade de particdo da unidade verifica-se
a igualdade expressa por

N N

R(v) =X Z Qqv | = Z Z (QqV) (6.8)
a=1 a=1

onde @, representa qualquer tipo de parti¢do da unidade. Esta igualdade re-

presenta a decomposicao do funcional residual que inspirou os primeiros es-

timadores residuais implicitos livres de fluxos em problemas de conducao de
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calor (CARSTENSEN; FUNKEN, 1999) (MACHIELS; MADAY; PATERA, 2000) (MO-
RIN; NOCHETTO; SIEBERT, 2003).

Assim, uma consequéncia € que se pode supor que a func@o erro e,
(6.1) pode ser decomposta como

N
e, =Y e (6.9)
a=1
sendo que as fungdes > € ¥ sdo solugdes dos N problemas globais

B (e ,v) =R (pav) VveEV (6.10)

p )
cada qual associado a uma nuvem @, (MARINE, 2005).

No entanto, observa-se que a fungdo ¢qv, argumento em (6.8), é su-
portada apenas em @, logo é possivel perceber que Z(@qv) é suportado
apenas em My, ou seja, Z(@qv) = 0 quando @y Nsupp(v) = 0. Entdo, o
funcional residual pode ser decomposto em contribuicdes locais definidas
em cada nuvem, de modo que Z(@uv) = Z(PaV|w,) com v|y, € ¥ (0y),
a restricdo de ¥ em @y, definida como

YV (0a) =7 NH' (0, R?) (6.11)

As fungdes ef,"a ndo sdo definidas em todo o dominio £, mas somente
na nuvem gy, muito embora possam ser extendidas além da nuvem fazendo
seus valores fora da nuvem my, iguais a zero. Isto conduz a uma func¢io que
¢é geralmente descontinua através do contorno das nuvens, isto é, e;‘)’a € Vorok
com ¥, sendo um chamado espago quebrado, definido a partir de ¥ (Q)
através da relaxacdo do requisito de conformidade das fungdes, isto €, pode
ser obtido pela soma direta dos espagos ¥ (@) como

Yok = BN_ 1V (0) (6.12)

Assim, e, €%}k, com e, sendo a fungdo erro global definida em
(6.9).

Entdo, para se estabelecer problemas locais aproveitando a localiza¢ao
do funcional residual obtida com (6.8), a forma bilinear (4.9) é generalizada
para aceitar fungdes do espaco quebrado como argumentos (PARES; DIEZ; HU-
ERTA, 2006) e, desta forma, o problema variacional global do erro (6.3) pode
ser substituido por um conjunto de problemas do erro em cada nuvem wgy, que
consistem em: encontrar ey € V' (Wq) tal que
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B (€92,v°0) = By (9av™) Vv € ¥ (0g) (6.13)

com a correspondente forma bilinear sendo expressa por

B (€2, vay,) / Lo €7 (vO) o (%) I dx dy (6.14)
(277

sendo a ponderacéo efetuada através de uma funcéo . Esta ponderagio
foi sugerida por (PRUDHOMME et al., 2004) que considera {g = @y, isto €, a
mesma PU associada a nuvem wgy que foi usada na defini¢do da familia de
funcdes (3.24) utilizada para aproximacgao do problema (4.23).

Em (6.13), o funcional residual na nuvem € definido como

Ry (PaV®) = Loy (9av™) — By, (Up, Pav™) (6.15)

Entao, seguindo a dedugdo apresentada em (BARROS; BARCELLOS; DU-
ARTE, 2009) (BARROS et al., 2012) s@o definidos os termos componentes do
funcional residual

gwa(%vwa):/ [ (guv™) bl dvay+  (gav®) TL ds

. z)waml"N
(6.16)
que envolve o efeito das forcas externas aplicadas, conforme (4.14) e com b
e t definidos na Secéo 4.2.1, e

By (4, 9™ / / (9av®) o (uy) L dx dy 6.17)
W

para se remover a parcela de energia associada a solugdo aproximada u,,.

Adicionalmente, deve-se notar que a principal razdo de se efetuar a
localizacdo do funcional residual pela particdo da unidade, como em (6.8),
¢é evitar qualquer tipo de integracdo de distribuicdo de tensdes (ou fluxos)
ao longo do contorno de nuvens internas, quando do calculo de (6.16). Por
consequéncia, os problemas locais possuem condi¢des de contorno de Neu-
mann homogéneas, exceto no caso de nuvens no contorno I'y de Q, onde a
integracéio em d Q4 NIy é executada de forma convencional.

Assim, fica claro que a vantagem da chamada metodologia livre de
fluxos, em se tratando de estimadores residuais implicitos, se deve a dois fa-
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tores:

 condigdes de contorno de Neumann triviais, visto que a PU anula qual-
quer contribuicao de contorno, no coémputo de (6.16);

* e, por consequéncia, a ndo necessidade de equilibracdo de tensdes em
qualquer aresta interelementar.

Salienta-se também que, como neste trabalho sao usadas funcdes de
aproximacao suaves, o segundo fator naturalmente ja ndo representaria qual-
quer impecilho, pois o campo de tensdes aproximado € continuo e continua-
mente diferenciavel.

Ainda, com relacdo a generalizac¢do da forma bilinear para argumentos
de um espaco quebrado, deve-se notar que a igualdade

N
B(e,0)= Y B (e,0) (6.18)
a=1

é verificada somente se {, for também uma particdo da unidade (MARINE,
2005).

Geralmente, é impossivel procurar por uma solugdo exata e;* para
o problema (6.13). Logo, seguindo a sugestdo de (ODEN et al., 1989) (DEM-
KOWICZ et al., 1989), procura-se uma aproximacgao do erro é;‘,’“ a partir de um
subespaco definido como

20,4(0n) = {v‘;ﬁ’g € Xpaq(00): I, (vgﬁ’g) —0; V2% — 0 on dag mrD}

(6.19)
comIT,: ¥ (wq) = X, (W) sendo o operador projecdo local de grau p (ODEN;
REDDY, 1976), com X, = span{L%}, conforme descrito na Se¢do 3.5. Em
(6.19), p faz referéncia ao grau da aproximagio u, € g representa um grau
polinomial a ser acrescido para se estimar o erro.

Neste estudo, subespagos polinomiais de ordem superior X4 4(®g) =
Xp1(0a) C ¥ (0q) € Xpig(@a) = Xpi2(0g) C ¥ (@q) sdo testados. Por
esta razdo, nos problemas analisados neste capitulo (subsecdes 6.5.1 e 6.5.2)
o enriquecimento polinomial é sempre aplicado uniformemente.

Para solugdes suaves, a maior contribui¢@o para o erro pode ser encon-
trada no subespago de um grau polinomial imediatamente superior ao grau
usado para a solucdo aproximada. Entdo, a pratica corrente € utilizar g = 1.

Todavia, a preocupacdo em se empregar ¢ = 2 se deve, primeira-
mente, ao fato de as solugdes dos problemas aqui investigados serem sin-
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gulares. Também, pelo fato de que, para aproximagdes seccionalmente po-
linomiais como as de elementos finitos convencionais, mostra-se que o erro
tem caracteristicas diferentes dependendo do grau da solu¢do aproximada.
Tal fendmeno € referido como dicotomia (BABUSKA; YU, 1987) (BABUSKA;
STROUBOULIS, 2001) e sua manifestacdo ocorre porque as parcelas de erro
devido ao residuo no interior dos elementos e devido ao salto das derivadas
normais as arestas dependem do grau da aproximacao.

Além disso, neste trabalho, embora as aproximacdes sejam cons-
truidas com fun¢des de regularidade arbitraria, justifica-se maior empenho na
investigacdo do seu comportamento. Porém, faz-se opcao de, por enquanto,
ndo recorrer a ¢ = 3, conforme empregado em Pled, Chamoin e Ladeveze
(2011) e Prudhomme et al. (2004), pelo fato de que o problema de estimacio
em nuvens envolve maior quantidade de incégnitas que em elementos, o que
geraria demasiado aumento do custo computacional associado.

Consequentemente, o problema de aproximacdo do erro para (6.13)
pode ser enunciado como: encontrar &3* € )(1(,) (@) tal que

B (20 V0e) = oy (@uvyin) VLS € Apig(@a)  (620)

com a forma bilinear ponderada %5,‘;, associada ao erro aproximado ég’”, €0

funcional residual %, definidos similarmente a (6.14) e (6.15), fazendo-se
a devida substitui¢ao dos argumentos.
6.4 Projecao do residuo na forma forte

Em virtude da continuidade dos campos de tensdes obtidos com as

funcdes de aproximacdo continuas, € proposto substituir a definicdo conven-
cional de (6.15) por

7 (‘Pocvgf;> = nga ((Pocv?,f;) +R1@13 ((pavg‘fg) 6.21)

@, - . . , ’ P .
O termo IRQ“ se refere ao residuo distribuido no dominio e € escrito
como

: T
R (cpav?,ﬁ’;‘) - / /w (<pav‘,§ﬁ’g) R(uy) L. dx dy 6.22)



128 6 Estimacdo de erro

sendo R(u,)= {Ry,R,}’ o campo residuo na forma forte associado a
aproximagio u, definido como

R(u,)=L"o(u,)+b (6.23)

visto que a aproximagdo up, solugdo do problema (4.23), geralmente nido
satisfaz a forma forte (4.6).

Por sua vez, o termo 311‘9; ¢é o termo relacionado ao residuo no contorno
de Neumann e é expresso por

. T
(¢4 07 o 07 o
R (o) = [ (oahly) rw)las 629

sendo o resfduo no contorno de Neumann r(u,)= {r,r,}!, na forma forte,
definido por

r(up) =t—o(uy)n (6.25)

seguindo a notagdo apresentada na Secdo 4.2.1.

Nota-se que (6.22) consiste em um produto interno entre o campo
residuo expresso por (6.23) com as fungdes de ordem superior do subespaco
no qual se procura o erro (6.19).

6.4.1 Estimadores globais e indicadores nodais de erro

De acordo com Strouboulis et al. (2006), supondo que os dados do
problema sfio tais que e} exista em todas as nuvens, aplicando a propriedade
da particdo da unidade, tem-se que a norma em energia do erro exato e, €
expressa por

N
lepllE = Z(ep.ep) = Y % (paep) (6.26)
o=l1

usando a definicdo de norma em energia (4.12), a representacdo variacional
do erro (6.3) e a decomposicdo do residual (6.8).

Pode-se mostrar que o erro e, enquanto fungio continua de um espaco
de dimensao infinita ¥, fornece um majorante em termos da norma em ener-
gia do erro verdadeiro (PRUDHOMME et al., 2004) (MARINE, 2005) (PARES; DIEZ;
HUERTA, 2006) (STROUBOULIS et al., 2006).

Segundo (STROUBOULIS et al., 2006), a norma em energia do erro ver-
dadeiro e, € majorada por
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N
2
el < | X 168 ) o/ 5epr) = | T Ve
a=1

(6.27)
e portanto, um estimador global €, agora em termos do erro aproximado ég’“
é escrito como

N
oo 112
— @,
E=vMy| Y (187l 0, (6.28)
a=1
sendo a norma em energia do erro aproximado na nuvem expressa por

182 2 ) = P, (827, 82) (6.29)

No estimador (6.28), a constante M é o indice de sobreposicdo da
parti¢do da unidade, que surge devido a opgdo de se fazer {, = 1 em (6.14),
empregada em (STROUBOULIS et al., 2006). Assim, como cada elemento faz
parte de trés nuvens, M = 3.

Um indicador nodal de erro, associado as nuvens, consistente com o
estimador global (6.28) é definido como

Sou =\ M2 (6:30)

que consiste em uma ferramenta primordial na concep¢do de um procedi-
mento adaptativo.

Neste trabalho, também se verifica o efeito da ponderagcdo da forma
bilinear proposta por (PRUDHOMME et al., 2004), de forma que se faz g = @q
em (6.14). Sendo assim, o correspondente estimador global &% ¢ calculado
como

N
gha = | Y [|&%|? 6.31)
a=1

de tal forma que a ponderag@o da energia de deformacgao associada a fungdo
erro faz verificar a condi¢do (6.18) e, portanto, evitando a sobreposicio ex-
pressa pelo indice de sobreposi¢cdo. Logo, o indicador nodal de erro é

Taw =/ lleg=;

2} 632)
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6.5 Avaliacées numéricas

A avaliagdo dos estimadores foi executada em duas etapas. Inicial-
mente, investigou-se o desempenho em um problema envolvendo somente en-
riquecimento polinomial. Para isso, foi considerado o problema com dominio
na forma de L, com carregamento para o modo I de abertura. Trata-se de um
problema cldssico em elasticidade, cuja solugdo exata do campo de tensdes
exibe singularidade sobre o vértice reentrante. Logo, nesta situacdo, uma
vez que a aproximacdo é obtida com enriquecimento polinomial, a singulari-
dade estd presente no erro que se pretende estimar usando, também, somente
fun¢des polinomiais.

Em seguida, o problema do painel fraturado, considerado nos capitulos
4 e 5, é tratado novamente. Como anteriormente, serd aplicado o enriqueci-
mento para introduzir a singularidade na aproximagdo do campo de tensdes.
Desta forma, espera-se que o erro ndo possua a singularidade e, consequente-
mente, que seja melhor capturado pelas fun¢des polinomiais de ordem supe-
rior utilizadas nas estimativas.

Logo, como se pode conhecer os campos de erro exato destes proble-
mas, a avaliacdo dos indicadores nodais e dos estimadores se dard por meio
do indice de efetividade. O indice de efetividade local 6, é entdo definido
como

Jo

Oy = — P (6.33)
lleex g(wq)

e definido de forma similar para o indicador Jg,‘); A efetividade global 0, da
mesma forma, é calculada como a razdo entre a norma em energia do erro
estimado e a norma em energia do erro exato egx

e

- (6.34)
leex|e@)

Claramente, o uso desta medida somente faz sentido numa
investigacdo das propriedades do estimador, com o objetivo de verificar
se € possivel identificar as regides de maiores erros e se € possivel quantifica-
lo apropriadamente.

6.5.1 Dominio na forma de L

O problema do dominio na forma de L é outro problema cldssico na
teoria da elasticidade, para o qual se dispde de solucdo analitica (SZABO;
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BABUSKA, 2011), e foi usado para se analisar o desempenho dos estimado-
res numa situagdo em que a singularidade ndo € adicionada como enriqueci-
mento. A geometria do dominio é mostrada na Figura 6.1. Assim como no
problema do painel fraturado, tem-se quatro malhas regulares nas quais ocor-
rem somente nuvens convexas e, portanto, aproximagdes C*(Q). O refino ra-
dical de malha nao foi utilizado, pelas mesma razdes explicitadas no Capitulo
4. Os dados geométricos e propriedades materiais sao listados abaixo:

e coeficiente de Poisson: v =0,3

¢ moddulo de elasticidade: E = 1000,0

¢ dimensdo do dominio: a = 100,0

e espessura constante e unitdria: I, = 1,0

Assim como considerado no problema do painel fraturado (Secao 4.4),
procedeu-se a restricdo de deslocamentos minimamente necessdria para se
evitar os movimento de corpo rigido e em pontos onde a restrigdo na gera
reagdes vinculares.

Forgas de superficie, aplicadas nas arestas AB, BC, EF e FA, foram
calculadas segundo as componentes de tensdes correspondentes ao termo
do Modo I da expansdo assintética do campo de deslocamentos (SZABO;
BABUSKA, 2011)

Oy ZAl/llrMil |:(2—Q1 (l] + 1))COS(7L] — 1) 06— (l] — l)COS (A[ —3) 9:|
Gy = AA ! [(2+Q1 (A + 1)) cos (A — 1)+ (A — 1) cos (A4 —3)9}

Ty = A A ! [(Al —1)sin(A —3) 0+ 01 (A + 1)sin (4, — 1) e]
(6.35)

com Q1 = 0,543075579, A; = 0,544483737 ¢ A; sendo um niimero real ar-
bitrario, mas que foi considerado A; = 1,0. Neste caso, a norma em energia

exata pode ser calculada como ||ul|r = 2,8825490 ((A1)? a** I, /E) 12 (BAR-
ROS; PROENCA; BARCELLOS, 2004).

O campo de tensdes € singular no vértice reentrante, ponto D (Figura
6.1). A ordem da singularidade é descrita pelo pardmetro A;.

Foi utilizada a quadratura de Wandzura (WANDZURA; XIAO, 2003) de
175 pontos em todas as integracdes de drea envolvidas na andlise, ou seja,
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Figura 6.1: Dominio na forma de L.

para o célculo das matrizes de rigidez para solucdo e estimagdo de erro, e para
o célculo de energia de deformacdo. Integra¢des no contorno de Neumann
foram executadas com quadratura de Gauss-Legendre de 25 pontos, para cada
aresta elementar.

Foram utilizadas quatro diferentes malhas regulares conforme mos-
trado na Figura 6.2. Para cada uma das malhas, aplicou-se enriquecimento
polinomial uniforme até p = 6, de modo que as aproximacdes sdo de grau
1 < b < 6. Para cada um dos estimadores estudados, considerou-se g = 1,2
em (6.19) com o propdsito de se verificar a influéncia, em cada caso, de se
usar mais funcdes para se estimar o erro nas nuvens.

Primeiramente, sdo analisados os resultados para a efetividade global.
A caracterizag¢do do estimador busca identificar se é possivel obter um majo-
rante para a norma em energia do erro global. A efetividade dos estimadores
E(6.28)e &l (6.31) é mostrada, respectivamente, nas Figuras 6.3 e 6.4.

Notadamente, a utiliza¢do de ¢ = 2 permite capturar melhor o erro da
aproximacao. Salienta-se que neste problema, apesar de a solug@o exata ser
singular, foram utilizadas somente funcdes de enriquecimento polinomiais
(3.23) para composi¢ao do subespaco de aproximagdo. Para o estimador &£
(6.28), nota-se que em nunhuma combinacdo de malha e enriquecimento foi
possivel obter um estimador majorante do erro da aproximacgdo. A situagcdo
melhora quando se eleva o grau das fun¢des usadas para se estimar o erro. As



6.5 Avaliagdes numéricas 133

KT R =
Al
N

Figura 6.2: Malhas usadas para verificacdo de desempenho dos estimadores.
Aproximagdes envolvendo somente enriquecimento polinomial. Da esquerda
para a direita: M1, M2, M3 e M4.

melhores respostas ocorrem quando a solug@o aproximada tem graus b =2 e
b=3.

Por outro lado, pela abordagem segundo Prudhomme et al. (2004), que
introduziram uma ponderagao na forma bilinear associada ao erro nas nuvens,
fazendo {y = @y em (6.14), tem-se um comportamento mais deficiente. A
estimagdo do erro é precdria, principalmente, para solu¢des aproximadas de
graus mais elevados, b > 4, mesmo utilizando g = 2.

Todavia, se faz necessario observar o desempenho da estimativa em
termos dos indicadores de erro associados aos nds. Para isso, verifica-se a
efetividade local.

A Figura 6.5 mostra as efetividades locais para o indicador nodal J g,
(6.30), para uma aproximacdo grau b = 1 e considerando g = 2, para a malha
M3. Nota-se que a efetividade local é superior a unidade para o né exatamente
no vértice reentrante, o que € bastante satisfatério por ser a regido de interesse.

Entdo, buscando entender as razdes pelas quais a efetividade glo-
bal ndo é adequada, foi proposto modificar a forma como é calculada a
contribuicdo para o funcional residual devida ao contorno de Neumann. Na
composicao da excitag@o para os problemas locais nas nuvens dos nds no con-
torno, ao invés de usar (6.24) com (6.25), considerou-se o segundo termo do
membro a direita da igualdade em (6.16), relativo as condi¢des de contorno
de Neumann.

A Figura 6.6 mostra a efetividade global do estimador £ (6.28).
Percebe-se que € se mostra como um majorante do erro na maioria
das situacdes. Notadamente, a utilizacdo de g = 2 permite garantir a
superestimacao do erro global, se comportando como um limite superior.
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Por outro lado, o comportamento do estimador (6.31) pode ser obser-
vado na Figura 6.7.

Novamente, sdo mostradas na Figura 6.8 as efetividades locais para
a malha M3, solucdo aproximada grau b = 1 e considerando g = 2 para o
propésito de estimacao. A influéncia do tratamento diferenciado no contorno
de Neumann se manifesta por meio de maiores efetividade locais no contorno,
comparando com a Figura (6.5).

Deve-se observar que ndo ha mudanga na definicdo do subespago, no
qual se procura o erro, no caso dos dois estimadores testados. Sao utilizadas
fungdes de ordem superior de acordo com a defini¢ao (6.19).

E também oportuno citar que os sistemas de equagdes originados pe-
los problemas (6.20) foram também resolvidos utilizando o procedimento
de Babuska (DUARTE; BABUSKA; ODEN, 2000), considerando o parimetro de
perturbacdo igual a 1 x 1079 e a tolerancia de convergéncia igual a 1 x 10716,

A comparacdo entre as efetividades apresentadas por € e &la, para
q = 1, pode ser vista na Figura 6.9. Primeiramente, extraindo os resultados
das figuras 6.3 e 6.4. Fica clara a maior efetividade de € frente a &ba pois
todas as curvas tracejadas estdo acima das correspondentes linhas continuas.
Agora, com g = 2, a Figura 6.10 novamente registra a superioridade de E.
Com relagdo ao estimador &%, para solugdes com grau b < 3 percebe-se uma
melhoria significativa perante os resultados para ¢ = 1 (Figura 6.9). Para
solugdes com grau b > 4, o desempenho do estimador &% sofre maior in-
fluéncia do aumento do grau ¢ somente quando b = 6.

Fazendo a comparacdo dos estimadores também para a o tratamento
diferenciado da contribuicdo das forcas no contorno de Neumann, tem-se as
figuras 6.11 e 6.12, respectivamente, para ¢ = 1 e ¢ = 2. Com relacdo a
Figura 6.9, para ¢ = 1, nota-se que praticamente ndo hd altera¢do, no fim
do refinamento 4, quando a aproximagao € de grau b = 1. Por outro lado, a
alteracdo é mais significativa para as aproximagdes de grau superior, b > 4,
ou seja, consegue capturar melhor o erro no contorno de Neumann quando
as aproximacgdes sdo de maior ordem. Quando g = 2, Figura 6.12, tem-se
melhorias em todas as discretizagdes, inclusive para b = 1 nas malhas menos
refinadas (maiores /’s).

A explicacdo para este fato pode ser a natureza da prépria PU C(Q).
Pela observagdo da Figura 6.13, que mostra as componentes do campo
residuo na forma forte, R, e Ry, conforme (6.23), para uma aproximagao
grau b = 1 com a malha M3, por exemplo, nota-se que o residuo nas arestas
é sempre de menor intensidade. Além disso, o traco da componente normal
as arestas da derivada da PU, associada aos nds no contorno, nao favorece a
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aproximacao da forga distribuida na superficie. Fica constatada a necessidade
de enriquecimento no contorno de Neumann para se aproximar, de forma
apropriada, o campo de tensdes. A conclusdo vale independentemente do
proposito de estimacao de erro.
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Figura 6.3: Efetividade global do estimador € (6.28) perante enriquecimento polinomial uniforme. Cada curva repre-

senta o comportamente perante o refino de malha. Funcional residual calculado como em (6.21).
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Figura 6.4: Efetividade global do estimador &l (6.31) perante enriquecimento polinomial uniforme. Cada curva

representa o comportamento perante o refino de malha. Funcional residual calculado como em (6.21).
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Figura 6.10: Comparacéo entre a efetividade dos estimadores € (6.28) e &8 (6.31), designados na legenda por E1l e

2. Funcional residual calculado como em (6.21).
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6.5.2 Painel fraturado

O problema do painel fraturado € considerado novamente. Neste caso,
foi aplicado enriquecimento com as fungdes de ponta de trinca (3.20) segundo
o padréo topoldgico (BECHET et al., 2005), conforme a Figura 4.11. Em todos
0s casos, considerou-se enriquecimento polinomial (3.23) uniforme com p <
4, para se ter aproximagdes de grau b < 4. Esta opc¢do de uniformizar o
enriquecimento p objetiva representar melhor as condi¢des de contorno de
forcas aplicadas e garantir que a premissa, acerca dos espacos nos quais se
procura o erro, discutida na Secdo 6.3, seja satisfeita.

Nao foram testadas situagdes com enriquecimento polinomial superior
a p = 4 pois, como verificado no Capitulo 4, ocorre comprometimento da
solu¢do por mau-condicionamento da matriz de rigidez. Para a estimativa
de erro nas nuvens, foi utizado ¢ = 1. Como a singularidade é adicionada
através do enriquecimento de ponta de trinca (3.20), espera-se que o erro seja
predominantemente composto da parcela regular.

A Figura 6.14 mostra as efetividades globais fornecidas pelos estima-
dores globais € (6.28) e &l (6.31), para aproximacdes com enriquecimento
polinomial p < 4. Em todas as discretizagdes houve superestimacao do erro
global, com efetividades globais superiores a unidade.

No entanto, faz-se necessdrio identificar se a superestimagdo ocorre
devido ao aumento da norma em energia do erro estimado a medida que se
aumenta o grau da solug@o aproximada. Para tal propdsito, as figuras 6.15 e
6.16 mostram separadamente a norma em energia do erro estimado e a norma
em energia do erro exato, respectivamente, para os estimadores globais &
(6.28) e £5 (6.31). Agora, é possivel notar que ambas as medidas decrescem
com o aumento do grau b, como esperado. Porém, a reducdo do erro verda-
deiro ocorre de forma mais acentuada que o erro estimado. Vale investigar
ainda a eficiéncia da integracdo numérica envolvida na estimativa de erro.

Uma vez que se dispde da solugdo analitica, pode-se investigar aspec-
tos como distribui¢do do campo residuo na forma forte (6.23)em funcdo do
padrdo de enriquecimento. Também, € possivel avaliar a influéncia do refino
p sobre os valores do campo residuo na forma forte e erro exato na regiao de
transicao.

Pode-se observar nas figuras 6.17 e 6.18 a componente na direcdo x
do campo de erro exato, para as malha M2 e M3, respectivamente, no caso
de solugdes com p < 4. Nota-se que a magnitude do erro decresce, como
se espera. No entanto, mais importante, é observar a distribui¢do do erro
na transicdo a medida que se acrescenta o enriquecimento polinomial. Esta
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informagdo pode auxiliar na selecio de outros nds para receberem o enrique-
cimento com fungdes de frente de trinca.

Finalmente, a Figura 6.19 mostra a evolugdo dos indicadores nodais
de erro a medida que se refina a malha, considerando aproximagao grau b = 1
e estimativa de erro com g = 1. Claramente, uma vez mais, os indicadores
mostram a regido onde o erro é mais acentuado.

Deve-se salientar, ainda, que os indicadores nodais de erro fazem re-
feréncia a norma em energia (4.12) do erro. Assim, ndo se pode fazer uma
comparagdo imediata entre o campo de erro exato (figuras 6.17 ¢ 6.18) e a
distribuicdo dos indicadores nodais de erro (Figura 6.19) uma vez que estes
dltimos sdo relacionados ao gradiente do campo de erro estimado através do
operador (e, e).

Com relacdo ao problema do dominio na forma de L nota-se que, se
a singulariade € adicionada a aproximacdo como enriquecimento, o uso de
g = 1 ja se mostra adequado para o propésito de se identificar a regido com
maiores erros.

Constata-se, portanto, que a utilizacdo do campo residuo em forma
forte (quando disponivel) pode conduzir a indicadores nodais efetivos, capa-
zes de localizar as regides com maiores erros. Os estimadores equacionados
se mostram adequados as aproximagdes suaves obtidas com o MGEF C~(Q).
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7 CONSIDERACOES FINAIS

A ordem de derivagdo mais elevada presente no operador diferencial
da equagdo governante de um fendmeno, por exemplo (4.6), ndo é sufici-
ente, por si sO, para se inferir sobre a ordem da diferenciabilidade da solucdo
analitica de um problema.

Muito embora solugdes aproximadas pelo MEF, ou pelas suas versdes
generalizada ou extendida, convirjam em termos do erro relativo na norma
em energia, estas solucdes aproximadas possuem a minima suavidade carac-
teristica da solugdo analitica. Isto se deve a prdpria natureza das funcdes
utilizadas nas discretizagdes, que sdo seccionamente continuas.

Pode-se argumentar que processos adaptativos i, p ou hp podem ser
usados para recuperar, até certo ponto, as perdas de regularidade introduzidas
através do uso de fungdes de aproximagio C°(Q). Entretanto, a recuperagio
completa ndo é possivel devido a descontinuidade das derivadas normais ao
longo das arestas (ou faces) dos elementos.

Faz-se oportuno citar que Reddy e colaboradores (SURANA; AHMADI;
REDDY, 2002) comentam que, na aproximacao de solugdes contendo gradien-
tes muito localizados, as aproximagdes calculadas a partir de formas fracas,
como (4.8), usando subespagos minimamente conformes, podem falhar na
convergéncia devido ao fato de que termos de ordem superior do problema de
valor no contorno, e suas contribui¢des, podem nao ser modelados adequada-
mente.

Neste contexto, o MGEF em sua versdo de elevada regularidade
pode ser explorado. Apesar de um conjunto de fun¢des PU arbitrariamente
continuas, construidas através do método apresentado por Duarte, Kim e
Quaresma (2006) e Edwards (1996), conforme descrito no Capitulo 3, ndo
poder representar sequer uma funcio polinomial, é possivel gerar facilmente
fungdes de aproximacdo com as propriedades que se desejar. Para isso,
utiliza-se o enriquecimento para ampliar o subespaco de busca da solugdo,
que consiste de uma forma de refinamento algébrico. Neste processo de re-
finamento, é mais conveniente utilizar o enriquecimento externo, a exemplo
de Duarte (1996), que o enriquecimento interno, por exemplo, do método de
minimos quadrados méveis.

Em aproximagdes suaves construidas, por exemplo, pelo método de
minimos quadrados mdveis, a inser¢cdo de novos nds fornece uma versao h
mas nio permite o refinamento p-adaptativo sem comprometimento da regu-
laridade das fung¢des (LIU, 2003) (SCHWEITZER, 2008).

Assim, neste trabalho foram utilizadas as funcdes de enriquecimento
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convencionais (3.20) para se representar a singularidade do campo de tensdes
na ponta de uma trinca. Além disso, foram aplicadas fun¢des polinomiais de
forma associada.

O refinamento algébrico de bases formadas por fungdes PU conven-
cionais do MEF com o uso de fun¢des de enriquecimento polinomiais, en-
tretanto, pode comprometer a estabilidade da base e conduzir a matrizes de
rigidez singulares. Schweitzer (2008) argumenta que uma generalizacdo do
MEEF, através de (3.26) ou mesmo por (3.4), que garanta a estabilidade da
base, independentemente das fungdes de enriquecimento, ndo pode ser con-
seguida com PU baseada em malha. Ainda, sugere que este incoveniente
somente pode ser superado impondo-se a condi¢do de flap-top a particdo da
unidade utilizada.

Para agravar ainda mais, a estratégia de enriquecimento geométrico
(LABORDE et al., 2005), com fung¢des de ponta de trinca, resulta num aumento
considerdvel do nimero de graus de liberdade. Além disso, efeitos adver-
sos sobre propriedades de condicionamento do sistema linear de equagdes
também sdo verificados, como ja apontado também por Béchet et al. (2005).

Por definicdo, a PU construida pela versdo de elevada regularidade do
MGEE, apresenta a propriedade do delta de Kronecker e possui derivadas de
ordem superior (até uma ordem k ou infinitas) todas nulas sobre os nds. Por
observagdo, no caso de uma PU C*(Q), a Figura 7.1 permite constatar que
existe uma regiao no interior da nuvem onde, possivelmente, se tem um flap
top.

Como observado nos resultados aqui reportados, as fungdes PU C*(Q)
permitem melhores aproximacgdes do campo de tensdes ao redor da ponta da
trinca, quando esta é modelada através de enriquecimento. Melhores taxas
de convergéncia na versdo p sao obtidas (Figura 4.3, por exemplo). Verifica-
se também menor dependéncia da forma como se promove o enriquecimento
com as fungdes de frente de trinca, como evidenciado também pelas taxas de
convergéncia na versdo & (Tabela 4.1).

Esta constatac@o se da tanto usando medidas globais de qualidade da
aproximacdo quanto avaliando a severidade da trinca, medida por meio da
equivaléncia entre a integral J e a forca configuracional. Também, nota-se
que € possivel melhorar a aproximac¢do mesmo utilizando padrdes de enri-
quecimento que adicionam fun¢des com derivadas singulares a um nimero
reduzido de nés ao redor da trinca (Figura 5.3). Sendo assim, a propriedade
de flap top favorece o enriquecimento da PU a medida que permite melhor
representar este enriquecimento.

Por outro lado, no tocante ao condicionamento, tem-se que a PU
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C>(Q) gera matrizes de rigidez com numéro de condicionamento mais ele-
vado, mesmo para baixos graus b. No entanto, a estabilidade da base se
caracteriza no sentido do crescimento do nimero de condicionamento com o
aumento do niimero de graus de liberdade. Assim sendo, apesar da ocorréncia
de auto-valores nulos, a PU CO(Q) fornece problemas melhor condicionados,
com niimero de condicionamento crescendo a uma taxa menor, no caso da
versdo p (Figura 4.7).

Todavia, a partir da andlise da distribuicdo dos autovalores (Figura 4.9,
por exemplo), tem-se que o fator de maior influéncia no nimero de condici-
onamento € a dimensdo da matriz de rigidez, visto que esta distribuicdo é
bastante similar no caso de problemas com mesmo nimero de graus de li-
berdade. Também, nota-se que o fator de maior influéncia no crescimento
do numero de condicionamento € o enriquecimento p com as fungdes (3.23),
pois geram autovalores cada vez menores.

Adicionalmente, a construgdo de funcdes ponderacio nodais segundo
o método proposto por Edwards (1996) € robusto, principalmente por dois
aspectos:

* ¢ livre de restricdes geométricas quanto a forma dos elementos e das
nuvens, e

* permite aumentar a regularidade sem exigir aumento do suporte das
fungdes, somente usando fungdes de arestas adequadas ou o produto
booleano com pardmetro k apropriado (no caso de arestas concavas),

diferentemente de outros métodos que permitem elevada regularidade, porém
com aumento do suporte das fungdes, como o reportado em Cottrell, Hughes
e Reali (2007), por exemplo.

Por outro lado, fun¢des PU muito suaves construidas por métodos sem
malha, @y € CK(Q) com k > 2 por exemplo, geralmente possuem suportes
alargados e se sobrepde extensivamente com regides de influéncia de outros
nos.

Todavia, € de se reconhecer a necessidade de redugdo do custo da
utilizacdo da regularidade elevada. Pode-se considerar polindmios como
funcdes de aresta (BARCELLOS; MENDONCA; DUARTE, 2009) com o propdsito
de se obter regularidade limitada k e ainda, possivelmente, reduzir o custo
de integracdo uma vez que as derivadas das fungdes C*(Q2) sdo de dificil
integracao.

Também, vale propor aplicar a regularidade elevada somente em
porcdes do dominio onde necessario, como a regido que contém os nds que
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a b

Figura 7.1: Derivadas da funcdo PU do né da figura 3.1: (a) derivada com
relagdo a x e (b) derivada com relagdo a y.

receberdo o enriquecimento com derivada singular. Considerando as func¢des
de forma de elementos finitos como fun¢des pondera¢do nodais pode se
utilizar a equac@o de Shepard para acoplar funcdes suaves e ndo suaves,
como sugerido por Duarte, Migliano e Baker (2005). Espera-se com isso
reduzir o custo total da andlise e usufruir do beneficio das maiores taxas de
convergéncia obtidas com as fungdes suaves ao redor da singularidade.

A argumentacdo pode prosseguir também no sentido da verificagdo da
influéncia da regularidade na regido de transi¢@o. Para citar, o efeito do enri-
quecimento p foi investigado por Tarancén et al. (2009). Por outro lado, no
presente trabalho é possivel notar que o beneficio da regularidade se mani-
festa através dos melhores resultados obtidos, principalmente, para o padrdao
topoldgico de enriquecimento, tanto em medida global (Figura 4.12) quanto
na avaliacao da severidade da trinca (Figura 5.3). A Figura 4.17 evidencia que
os erros sdo menores e menos dispersos quando se aplica o enriquecimento
de ponta de trinca sobre a PU C*(Q).

Com relagdo a mecénica configuracional, utilizada como ferramenta
para a obtencdo de pardmetros da severidade da trinca, fica claro que a na-
tureza vetorial, da quantidade calculada, representa uma vantagem perante
métodos convencionais que fornecem somente uma medida escalar. Visto
que a integragao € realizada no dominio dos elementos, pode-se utilizar a uma
estrutura de cédigo similar aquela que calcula as contribui¢des elementares
para a montagem do problema global de equilibrio.

A determinacdo das forcas configuracionais nodais pode ser realizada
somente na regido de interesse, na vizinhanca da singularidade. Todavia,
pode-se calcular a forca configuracional em todos 0s nés como uma medida
da qualidade da aproximagdo, uma vez que esta for¢a deve se anular 8 medida
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que a solugdo aproximada converge a solucdo exata.

Acerca do procedimento proposto para a estimativa de erro, constata-
se que a projecdo do residuo, calculado em forma forte, pode ser usada para
a definicdo das excitacdes dos problemas locais associados as nuvens.

Pela avaliag@o de dois problemas, cujas solugdes apresentam singu-
laridade no campo de tensdes, € possivel observar a efetividade local dos
indicadores de erro associados aos nds da regido de interesse.

Mesmo quando empregando somente enriquecimento polinomial na
aproximacio, e consequentemente restando a parcela singular na fung¢io erro,
verifica-se que o procedimento permite identificar a regido critica, como se
observa nas Figuras 6.5 e 6.8.

Entretanto, o estimador ndo captura bem o erro onde ele é suave, ou
seja, em regides distantes da singularidade. Pelo menos utilizando somente
fungdes com dois graus acima da solu¢do aproximada. De qualquer forma, a
elevacdo do grau g eleva sobremaneira o custo da operagdo. Este fato pode ser
devido a natureza das funcdes de enriquecimento ou devido a natureza da PU
C*(Q). Em outras palavras, a explicagio da baixa efetividade em regides de
solugdo suave pode ser devido a incapacidade das fung¢des de enriquecimento
polinomiais, utilizadas para o propdsito de estimativa de erro, capturarem as
segundas derivadas da solucdo aproximada.

Sendo assim, por mais esta razdo, vale analisar as consequéncias
de se empregar regularidade mais baixa, utilizando func¢des polinomiais
para a construcdo das fungdes de aresta, de modo a se ter, por exemplo,
aproximagdes C2(Q).

Finalmente, salienta-se que os objetivos estabelecidos, como a
avaliacdo do efeito da regularidade na qualidade de aproximacdes envol-
vendo enriquecimento singular, aplicacdo da mecénica configuracional como
ferramenta para a avaliagdo de severidade de trinca, em aproximagdes sua-
ves, e a adaptacdo de um procedimento de estimativa de erro via norma em
energia, utilizando o campo residuo em forma forte, foram alcangados.

7.1 Investigacoes em andamento

Os seguintes topicos s@o atividades que ja se encontram em anda-
mento:

* teste de formas alternativas de estimadores, como proposto em Barros
et al. (2012);

* avaliacdo da localizac¢@o do funcional residual do problema de estima-
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tiva de erro com uma funcdo constante e unitdria, no caso de solugdes
regulares. Mesmo calculando o funcional residual de forma convencio-
nal, usando somente primeiras derivadas da solu¢do (BARROS; BARCEL-
LOS; DUARTE, 2007), (BARROS; BARCELLOS; DUARTE, 2009) ou (BARROS
etal., 2012), isto pode ser vidvel devido a continuidade das tensdes nas
arestas;

utilizagdo da prépria solucdo analitica como enriquecimento, na
vizinhanga da frente da trinca, com o propdsito de substituir integracdes
em dominio por integracdes nas arestas dos elementos, de acordo com
proposta j4 apresentada por Ventura, Gracie e Belytschko (2009);

avaliacdo de polindmios auto-equilibrados, também com vistas a
aplicacdo de integracdo nas arestas dos elementos;

andlise mais refinada da interferéncia da regularidade elevada no
célculo das forgas configuracionais;

andlise da qualidade da aproximacdo de campos singulares conside-
rando malhas irregulares e trincas cortando elementos, para fungdes
suaves;

verificagdo do efeito da regularidade na distribuicdo dos valores de
forcas configuracionais em nds ao redor da frente da trinca, também em
situagdes com trincas cortando elementos e singularidade nio coinci-
dente com um né, e comparagio com implementacdes C?(Q) de Glaser
e Steinmann (2006) e Glaser e Steinmann (2007);

utilizagdo de produtos booleando (RVACHEV et al., 2001) e (RVACHEV;
SHEIKO, 1995) para construg@o de enriquecimentos com regularidade
mais elevada para representagdo de trincas com mudanga de direcio; e

imposi¢ao de condi¢des de contorno de Dirichlet ndo-homogéneas
através do calculo de coeficientes, pré-processados, associados a todas
as fungdes de enriquecimento dos nés do contorno de Dirichlet.

7.2 Sugestoes para trabalhos futuros

Sugere-se como trabalhos futuros:

avaliacdo do desempenho quando aplicando a regularidade somente
onde necessdrio, com vistas a redu¢do do custo computacional,
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e utilizacdo de ferramentas da chamada geometria sélida construtiva
(SHAPIRO, 2007) e fungdes distincia generalizadas (SHAPIRO; TSUKA-
NOV, 1999) e (RVACHEV; SHEIKO, 1995) para a construgdo das fungdes
de aresta para contornos curvos, visando aplicar o MGEF suave a
problemas com contornos arbitrarios;

* verificar o efeito da regularidade obtida com a PU C*(Q) em proble-
mas com ndo linearidade geométrica, por exemplo, consideracdo de
grandes deformacdes na frente da trinca e implementacdo de grandes
deslocamentos e grandes deformagdes para se investigar o desempenho
frente a severas distor¢des de malha;

* utilizagdo da mecanica configuracional para previsdo da mudanga de
dire¢do (kinking) de trincas, similar a Steinmann, Scherer e Denzer
(2009), porém em modelagens com fungdes suaves;

* desenvolvimento de estimadores de erro por objetivo utilizando a
mecanica Eshelbiana (RUTER; STEIN, 2007) e (RUTER; STEIN, 2003) e
aplicados as aproximagdes suaves;

e avaliacdo do efeito da regularidade em modelagem global-local
como, por exemplo, Kim, Duarte e Proenga (2012), O’Hara, Duarte
e Eason (2009) e Plews, Duarte e Eason (2012), principalmente na
determinagdo de condi¢des de contorno dos problemas locais;

 adaptacdo do método do hipercirculo (SYNGE, 1957) ao método resi-
dual implicito em subdominios como meio de se garantir majorantes
do erro (VEICHODSKY, 2006);

* avaliacdo do efeito da regularidade elevada sobre o fendmeno de
polui¢do (BABUSKA; STROUBOULIS, 2001); e

¢ desenvolvimento de procedimentos adaptativos p e k explorando, si-
multaneamente, propriedades de estimadores de erro e mecanica confi-
guracional.
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