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Resumo

O estudo do comportamento mecanico de diferentes sistemas e componentes biolégicos
submetidos a esforgos termomecanicos é uma area de conhecimento abordada pela biome-
canica. Diversos modelos mecanicos matematicos apropriados para sistemas biologicos
podem ser resolvidos utilizando ferramentas numéricas, possibilitando a simulacao de
problemas complexos, com conseqiiente aplicacao em diversas situacoes, como por exem-
plo, no planejamento de procedimentos cirturgicos. A descri¢ado do comportamento dos
diversos materiais frente a acao de esfor¢cos mecanicos é realizado mediante os denominados
modelos constitutivos.

Este trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de modelos constitutivos apro-
priados para tecidos biolégicos, em particular, ligamentos e tendoes. Os ligamentos e
tendoes fazem parte do grupo de tecidos biolégicos conectivos moles formados por fi-
bras de colageno envolvidas numa matriz intercelular. Sao estruturas fortemente so-
licitadas mecanicamente, tendo como caracteristicas principais o comportamento vis-
coelastico anisotropico quando submetidos a esforgos mecanicos.

Propoe-se, assim, uma formulacao constitutiva apropriada para a simulacao desses
tecidos bioldgicos. Tal formulacao baseia-se na existéncia de uma energia livre de de-
formacao, ¥, e no uso de variaveis internas, capaz de prever o comportamento desses
materiais quando submetidos a deformacoes finitas. Considera-se uma lei viscoelastica
anisotropica, orientada devido a incorporacao das fibras de coldgeno no modelo. A pro-
posta insere-se numa abordagem variacional, fornecendo estrutura matematica adequada
para andlise e estimativa de erro. Diferentes modelos de comportamento de material
podem ser representados dependendo da escolha de funcoes potenciais adequadas. Sao
apresentados, ainda, testes numéricos via Elementos Finitos como forma de validacao do
modelo proposto.

Palavras-chave: Biomecanica, anisotropia, viscoelasticidade nao-linear.



Abstract

The study of the mechanical behavior by different systems and biological components
submitted to termodynamical efforts is an area of knowledge approached by biomechanics.
Several appropriated mathematical mechanical models to biological systems can be solved
using numerical tools, enabling the simulation of complex problems, with application in
several situations, for example, planning cirurgical procedures. The description of the
behavior of the materials against the action of mechanical efforts is realized by means of
the denomined constitutive models.

This work has as an objective the development of appropriated constitutive models to
biological tissue, in particular, ligaments and tendons. The ligaments and tendons play
a hole of the group of soft connective biological tissues made of colagen fibers involved
in a intercellular matrix. They are structures strongly mechanically solicited, having the
mains features the anisotropic viscoelastic behavior when submitted to mechanical efforts.

Then, one can propose an appropriated constitutive formulation to the simulation
of theses biological tissues. Such formulation is based in the existence of a free energy
of deformation, ¥, and in the use of internal variables, capable of provide the behavior
of theses materials when submitted to finite deformations. We consider an anisotropic
viscoelastic law, oriented by an incorporation of collagen fibers in the model. The proposal
is inserted in a variational approach, providing a proper mathematic structure to the
analysis and error estimate. Different models of material behavior can be represented
depending of the choice of suitable potential functions. We also present numerical tests
via Finite Elements with validation form of the proposal model.

Key-words: Biomechanics, anisotropy, nonlinear viscoelasticity.



1 Introducao

A biomecanica, segundo Woo [31], é a drea de conhecimento que utiliza principios
e conceitos da mecanica e da engenharia para permitir a compreensao do comporta-
mento de tecidos vivos ou componentes inertes em atuacdo com tecidos vivos (sistemas
biomecanicos). Um dos objetivos da biomecanica é estudar e prever o comportamento
de corpos biolégicos mediante o uso de modelos que levam em conta caracteristicas

cinemaéticas, dinamicas, biolégicas e do material para representa-los.

O uso do computador torna possivel a criacao de modelos numéricos baseados nos
modelos matematicos que descrevem de maneira realista o problema em estudo, ampliando
o conhecimento sobre o comportamento mecanico desses problemas, propiciando, assim,

um maior éxito em provaveis intervengoes cirurgicas.

Um dos aspectos necessarios para uma modelagem mecanica satisfatéria é a repre-
sentacao correta da resposta do material frente a acao de cargas mecanicas. Esses modelos,
denominados modelos constitutivos, exigem o conhecimento de equagoes constitutivas
exatas capazes de considerar grandes deslocamentos e deformacoes finitas para o caso em

que o material é um tecido bioldgico.

Devido a grande dificuldade para a realizacao de experimentos com o objetivo de
identificar parametros adequados para aproximar de maneira realista as simulagoes com-
putacionais, é visivel na literatura o crescimento de trabalhos cientificos nessa area, ofe-
recendo diversas alternativas de abordagens e se tornando um amplo campo de pesquisa.
Na grande maioria, para a representacao do comportamento desses tecidos conectivos, sao

utilizados modelos constitutivos hiperelasticos e viscoeldsticos.
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O presente trabalho tem como objetivo o estudo de modelos constitutivos adequados
para a representacao de tecidos biolégicos moles, em particular tecidos conectivos como
tendoes e ligamentos, incorporando a caracteristica de anisotropia orientada a formulagao

proposta em [8].

Os ligamentos e tendoes sao estruturas fortemente solicitadas mecanicamente e, por-
tanto, sujeitas aos mais variados tipos de lesoes, entre eles o rompimento dos mesmos
levando muitas vezes ao uso de técnicas cirurgicas para sua reparagao. Eles fazem parte
do grupo de tecidos biolégicos conectivos moles que tem como principal caracteristica um
comportamento nao-linear anisotropico. Além disso, eles sustentam grandes deformagoes,
rotacoes e deslocamentos e sao estruturas adaptadas para transmitir as cargas de 0sso
para osso (ligamentos) e do musculo para osso (tendao). Ambos tem a func¢ao de transmi-
tir forcas de modo que nao induzam carregamentos bruscos entre os varios componentes

do sistema muscular esquelético.

O Capitulo 2 destina-se a uma breve introdugao sobre a constitui¢ao bioldgica dos
ligamentos e tendoes, bem como o comportamento que os mesmos apresentam quando
solicitados mecanicamente. Esse capitulo apresenta, ainda, alguns dos recentes trabalhos
da literatura que abordam o estudo em questao. No Capitulo 3 faz-se uma pequena
revisao sobre os conceitos fundamentais em que baseia-se a teoria fenomenoldgica de
hiperelasticidade, bem como, apresenta-se os modelos propostos por Simo [25] e Holzapfel

12].

O Capitulo 4 apresenta um estudo do modelo fenomenolégico viscoeldstico, nao en-
trando no mérito intermolecular dos materiais. Esses modelos sao muito utilizados para
a representacao de ligamentos devido a capacidade de representar as propriedades inter-

mediarias entre materiais eldsticos e viscosos.

O Capitulo 5 destina-se a apresentacao de uma formulacao constitutiva adequada para
a simulagao de tecidos biolégicos moles baseada na formulagao variacional apresentada
no trabalho de Fancello et al. [8]. Tal formulagao constitutiva prevé a incorporacao de
familias de fibras de colageno através da introducao de um potencial de energia deformagao

que considera a contribuicao de fibras de colageno no material.
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Por fim, no Capitulo 6, através da utilizacao do modelo constitutivo proposto,
apresentam-se alguns exemplos numéricos unidimensionais e tri-dimensionais, simulados
via Elementos Finitos, no GNU Octave e no M ET AFOR® como forma de validagao da

formulacao proposta.



2 Revisao bibliogrdfica

2.1 Estrutura dos ligamentos e tendoes

Os ligamentos e tenddes sao tecidos biolégicos moles (ver [29]) formados por fibras
onduladas de coldgeno (entremeados por células de fibroplastos) envolvidos numa matriz
intercelular constituida por proteinas e polissacarideos, com aproximadamente 70 % de
seu volume sendo dgua. Considerando apenas o material solido dessa matriz, encontra-se

em sua composicao Colageno dos tipos I, III, V além de glicoproteinas e elastina.

Molécula de
 coligeno

Figura 1: Estrutura hierdrquica de uma fibra de coldgeno[5]

O colageno é uma proteina contendo trés cadeias de aminodcidos enrolados em uma
hélice tripla tendo como principal propriedade fisica a resisténcia a aplicacao da forca
de tragao [14]. Os aminodcidos encontrados no coldgeno sao responsaveis por manter as
fibras resistentes ao alongamento de forma que, mais resistentes serao as fibras quanto
maior for a concentragao de aminoacidos presentes. As fibras de colageno nao encontram-
se necessariamente em paralelo, formando assim, uma cadeia de fibras entrelacadas, que

da aos ligamentos a propriedade de anisotropia.
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Figura 2: Arranjo de uma fibra de coldgeno [5]

Tanto os ligamentos quanto os tenddes tém a funcao de transmitir forcas de modo
que nao induzam carregamentos bruscos entre os varios componentes do sistema muscular

esquelético. Os ligamentos sao estruturas adaptadas para transmitir cargas de osso para

0ss0 e os tendoes de musculos para osso.

Figura 3: Aparéncia histologica de um ligamento [9]

Frank et al. [9] relataram que os ligamentos sdo estruturas anisotrépicas com pro-
priedades viscoelasticas. Eles apresentam um comportamento mecanico nao-linear e as
fibras, quando solicitadas, aumentam de modo progressivo e irreversivel seu comprimento,
perdendo o padrao ondulatério. Desde que a forga nao alcance o limite de resisténcia

mecanica do mesmo, as fibras voltam a situacao normal de repouso sem lesionar-se.
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A caracteristica principal desses corpos é que sao capazes de suportar grandes esforcos
mecanicos. A relagao tensao versus deformacao pode ser visualizada na Figura 4 onde o

material, inicialmente em repouso, é tracionado até o momento de rompimento das fibras.

stress

v

TOE LINEAR FAILURE
REGH™N REGION REGION
strain

Figura 4: Relagao tensao deformagao [9]

Diversos trabalhos vém sendo publicados nessa drea e, uma grande variedade de mode-
los analiticos foi desenvolvida com o objetivo de investigar o comportamento mecanico de

ligamentos e tendoes quando submetidos a grandes deformacoes, rotagoes e deslocamentos.

Os modelos mais utilizados fazem mengao a materiais incompressiveis (ja que a ma-
triz intercelular é composta 70% de dgua) dependentes da velocidade com que ocorre a

deformacao, ou seja, agregando as propriedades viscoelasticas.

2.2 Trabalhos relacionados

Geralmente, a maior parte dos modelos hiperelasticos e viscoeldsticos que agregam
ou nao as propriedades de isotropia ou anisotropia trabalham com materiais compostos
envolvendo as fibras de coldgeno e uma matriz intercelular de proteinas. Neste trabalho,
como mencionado anteriormente, foca-se o desenvolvimento de um modelo constitutivo
viscoelastico, adequado para representacao de tecidos conectivos moles. Porém, faz-se
também um breve relato sobre trabalhos que visam as simulagoes computacionais envol-

vendo tais modelos.
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Entre os pesquisadores que publicaram trabalhos de modelamento de ligamentos pode-
se citar Bendjaballah et al. [2] que desenvolveram um modelo de elementos finitos tri-
dimensional para investigar detalhes biomecanicos de um ligamento tibio-femural apli-
cando forcas trativas, com diferentes valores de cargas, a diferentes angulos de rotagoes.

Nesse caso, a simulacao dos ligamentos foi feita utilizando elementos unidimensionais.

Blankevoort et al. [3] apresentam um modelo matemdtico tri-dimensional da arti-
culacao tibio-femural do joelho. Para o modelamento, os ligamentos foram simulados
como elementos unidimensionais com propriedades do material obtidos da literatura. Das
quatro amostras de ligamentos, quando comparadas a seus modelos, dois apresentaram
excelente desempenho e outros dois mostraram comportamento pobre em relagao a rotagao

quando comparados a resultados experimentais.

Moglo et al. [20] apresentaram um modelo que consiste em duas estruturas dsseas
e cartilagens articuladas aplicando uma carga de 100N e angulos de 0° a 90 graus nos
ligamentos. Seu trabalho teve como objetivo investigar os graus de acoplamento entre
os ligamentos “cruzado posterior” (PCL) e “cruzado anterior” (ACL) através da andlise
tri-dimensional simulando os ligamentos através de elementos unidimensionais, tais como

Bendjaballah et al. [2].

Como mencionado, os trabalhos citados utilizam modelos unidimensionais para repre-
sentar as conexoes de ligamentos e tendoes. Em outras palavras, os modelos de elementos
finitos usam elementos tipo barra ou viga para representar um feixe de ligamentos. Porém,
quando o foco de observagao é o proprio ligamento, é conveniente que esse seja modelado
de forma mais precisa, mediante representagoes tridimensionais (elementos volumétricos)
possibilitando uma andlise mais realista do modelo quando sujeito a aplicacao de torcoes

e outras forgas.

Pioletti et al. [23], criaram um modelo geométrico através do software ABAQU S®
(e também PATRAN®) utilizando uma lei constitutiva isotrépica linear para estudar a
influéncia da geometria do ligamento ACL quando submetido a flexoes e distribuicao de
tensoes. Seu principal objetivo era determinar um potencial elastico capaz de descrever

o comportamento nao-linear do ligamento para situacoes de grandes deformacoes e, apos,
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fazer a implementagao em um modelo de elementos finitos tri-dimensional. O potencial
utilizado é o mesmo proposto por Veronda [30] e abrange duas parcelas, sendo uma delas
uma funcao exponencial, e, ambas dependentes de 2 parametros obtidos através de dados
experimentais e dos dois invariantes de deformacao (I; e I3). Neste caso para as simulagdes

se faz o uso de elementos volumétricos para representar o ligamento.

Song et al. [27] apresentam um modelo tri-dimensional de elementos finitos para de-
terminar a distribuicao de forga e tensao nao uniforme do ligamento ACL do joelho. Os li-
gamentos foram simulados considerando materiais isotrépicos hiperelasticos e homogéneos
incompressiveis onde as forcas calculadas foram comparadas com resultados experimentais
para validacao do problema. Tal como Pioletti et al. [23], a func¢ao potencial utilizada
para descrever o comportamento dos tecidos biolégicos é a mesma proposta por Veronda

[30]. A simulagao dos ligamentos é feita utilizando elementos volumétricos.

As simulacoes realizadas para ligamentos em 3-D necessitam, obrigatoriamente de
equacoes constitutivas adequadas para obter resultados satisfatorios. Entre os trabalhos
que fazem estudo do desenvolvimento de modelos constitutivos viscoelasticos para tecidos
biolégicos pode-se citar Pioletti et al. [22] que apresentam um modelo tri-dimensional
aplicado a simulacao de tecidos moles. Assim, desenvolvem uma estrutura baseada nos
potenciais eldsticos e viscosos (expressos em termos dos invariantes de deformagao) com re-
sultados validos para grandes deformagoes que satisfazem os principios da termodinamica.
O desenvolvimento constitutivo elaborado pode ser usado com respeito a diversos valores
de deformacao e rotacao. O potencial elastico utilizado é o mesmo proposto por Veronda

e Westmann [30], baseado numa funcdo exponencial com dois parametros eldsticos (« e

Miller [19] trabalhou num modelo constitutivo para tecidos cerebrais e utilizou um
software comercial de elementos finitos (ABAQUS®) para implementar um modelo vis-
coelastico linear adequado para grandes deformagoes. Em seu trabalho, o modelo constitu-
tivo proposto ¢ da forma polinomial com coeficientes dependentes do tempo. Seu modelo
requer apenas quatro parametros materiais (duas a menos que no modelo nao-linear) onde

compara as solug¢oes numéricas com dados experimentais.
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Hirokawa et al. [11] apresentou um modelo constitutivo para o ACL - ligamento
cruzado anterior - onde o mesmo foi representado por uma matriz hiperelastica ho-
mogenea. A funcao de energia de deformacao foi formulada considerando potenciais refe-
rentes a matriz (parcela isotrépica) e as familias de fibras separadamente. O alongamento
das fibras é determinado através do tensor C' de Cauchy-Green e do vetor de orientagao
das fibras. As caracteristicas de dependéncia do tempo (viscosidade) foram desconsi-
deradas ja que o ligamento, para esse caso, nao sofreu mudancas bruscas de velocidade,

trabalhando assim, num regime quase-estatico.

Em seu trabalho, Hirokawa et al. [11] usou o modelo de Mooney-Rivlin trabalhando
com duas familias de fibras de coldgeno, uma com orientacao paralela e outra se ex-
tendendo radialmente em oito direcoes igualmente espacadas. O modelo, assim, envolve
anisotropia, incompressibilidade, nao-linearidade e hiperelasticidade. Tal modelo foi simu-
lado com o objetivo de obter a distribuicao de tensao ao longo da superficie do ligamento

mediante a aplicacao de forgas e torcao.

Limbert et al. [16] abordam a teoria de materiais compostos reforgados com duas
familias de fibras continuas de coldgeno embebidas numa matriz sélida. Apresentam
também expressoes de tensores de elasticidade nas configuragoes material e espacial sem
excluir restrigdes cinemadticas (incompressibilidade e inextensibilidade), ressaltando novos
termos de acoplamento. Sua formulagao baseia-se nos invariantes tensoriais do tensor de-
formacao de Cauchy-Green a direita e a implementacao do modelo é feita através do MEF.
Também apresentam casos especiais para a formulagao anisotrépica geral: ortotropia e

simetrias transversalmente isotropicas sao destacadas.

Limbert et al. [17] propoe uma lei constitutiva visco-hipereldstica transversalmente
isotrépica, incluindo efeitos da taxa de tensao com o objetivo de avaliar o comportamento
de tecidos bioldgicos moles. Esta baseou-se na definicao da funcao de energia livre de
Helmholtz que depende do tensor de Cauchy-Green a direita. Os potenciais elasticos
viscosos que definem a funcao energia livre foram considerados desacoplados e o modelo foi
testado em muitas situagoes de carregamento multi-axial. O modelo envolve anisotropia,

comportamento nao-linear e grandes deformacoes.
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A fungao energia de deformagao utilizada que refere-se ao comportamento do liga-
mento ACL é decomposta no somatorio de uma funcao relativa a matriz intercelular com
uma funcao energia de deformacao relativo ao comportamento anisotrépico introduzido
pelas fibras de colageno. A primeira, relativa a matriz, é escolhida como um poten-
cial hiperelastico isotrépico Neo-Hookean. Considerando a incapacidade das fibras de
colageno sustentarem efeitos compressivos foi considerada que a funcao relativa as fibras

decomposta em uma funcao potencial caracterizada por uma lei exponencial quando

[©N

e}

alongamento da fibra é maior que 1 e sendo zero quando o alongamento da mesma

[©N

inferior a 1. Os parametros constitutivos utilizados na funcao de energia deformacao
sdo os mesmos obtidos experimentalmente por Pioletti [23]. Para a simulagao, o modelo
geométrico do ACL foi construido utilizando elementos volumétricos, com o objetivo de
medir experimentalmente o desempenho do ligamento sujeito a testes cinematicos. Sao
apresentadas ainda, curvas hiperelasticas isotropicas e hiperviscoelasticas tranversalmente

isotrépicas com variacoes na velocidade de deformacao.

Holzapfel, Gasser [13] apresentaram um modelo constitutivo viscoeldstico anisotrépico
onde modelos para materiais transversalmente isotropicos e ortotrépicos sao incluidos
em casos especiais, também considerando a representacao desacoplada da funcao energia
livre de Helmholz . Nesses modelos constitutivos anisotropicos os potenciais elasticos
e dissipativos sao considerados dependentes nao somente da deformagao, mas também
da orientagao das duas familias de fibras consideradas. O potencial relativo ao material
isotréopico é caracterizado pelo modelo material Mooney-Rivlin, ja o potencial referente as
fibras é uma funcao exponencial que serd apresentada mais detalhadamente no decorrer
do trabalho. A partir desse modelo constitutivo sao realizados testes de carregamento
ciclico para investigar o comportamento anisotrépico viscoelastico de um tubo circular
pressurizado reforcado com fibras. A distribuicao de tensao ao longo do tubo é analisada

para diferentes velocidades de deformacao.
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Guo et al. [10] apresentam um modelo hiperelastico transversalmente isotrépico para
tecidos bioldgicos moles. O tecido é tratado como um material composto com uma familia
alinhada de fibras. O potencial utilizado, tanto para a matriz quanto para as fibras ¢ o
Neo-Hookean e ambos sao considerados materiais incompressiveis. O modelo foi simulado,
testado numericamente e comparado com dados experimentais retirados da literatura

como forma de validacao do mesmo.

No capitulo a seguir discute-se sobre modelos constitutivos e, apresenta-se, de maneira

resumida as formas classicas dos modelos hiperelasticos isotrépicos.



3 Modelos hiperelasticos

Os modelos constitutivos sao modelos mecanico-matematicos desenvolvidos para a
simulagao computacional, que, no contexto da Mecanica do Continuo, sao capazes de
representar o comportamento de tensao versus deformagao de um material em estudo.
Tais modelos devem ser muito bem estruturados matematicamente a fim de nao violarem
conceitos basicos, como as leis da termodinamica e, principalmente, serem suficientemente

capazes de representar adequadamente o tecido biolégico em questao.

Atualmente, os modelos constitutivos mais utilizados e encontrados na literatura para
descrever o comportamento mecanico de tecidos bioldgicos moles sao os hiperelasticos
e viscoelasticos ja que os ligamentos sao estruturas anisotropicas constituidas por fi-
bras e, portanto, apresentam caracteristicas viscoelasticas nao-lineares, como descrito
anteriormente. Neste capitulo, apresenta-se um estudo dos modelos fenomenoldgicos
hiperelasticos, nao entrando no mérito das interacoes moleculares do material. Todo
o desenvolvimento da teoria hiperelastica, aqui apresentado, se dara considerando as re-

feréncias [4], [12] e [18].

O comportamento do material é dito elastico se responde a solicitagbes mecanicas
se deformando sem dissipacao de energia. Em outras palavras, a energia acumulada na

deformacao é devolvida integralmente quando descarregado.

Os modelos hiperelasticos baseiam-se na existéncia de uma fungao de energia de de-
formagao, também conhecida como fung¢ao de energia livre de Helmholtz, W = W (F) =
W (C) dependente exclusivamente do estado de deformacao definido pelo gradiente de-
formacao F ou pelo tensor de Cauchy-Green C = F'F, e é definida por unidade de volume

na configuracao de referéncia. A condicao de que a energia livre W dependa unicamente
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da deformagao total através de C resulta da necessidade que essa energia seja objetiva
[12], ou seja, independente do observador. Essa energia livre possui a propriedade de
permitir determinar o tensor de tensoes Piola-Kirchhoff [12] como uma fungao do estado
de deformacao C' mediante a expressao

oW (C)

P =2F
0C

(3.1)

O formato da energia livre W depende das caracteristicas de comportamento do material

a ser modelado.

A seguir, sao apresentados modelos hipereldsticos com algumas particularidades, como,

por exemplo, para materiais isotrépicos e hiperelasticos incompressiveis e compressiveis.

3.1 Modelos hiperelasticos isotropicos

A funcao energia de deformagao pode-se adequar de maneira a respeitar a propriedade
de isotropia de um material. Essa propriedade significa que a resposta do material é a

mesma em todas as direcoes de aplicacao de carga.

Nestes casos a energia de deformacgao W pode ser expressa em termos dos invariantes
principais I, Iy, Is do tensor simétrico de Cauchy-Green (C ou b, onde b = FF'), ver
[12], [18]:

W =WII(C), I,(C), I3(C)]
= W[l (b), Iz(b), I3(b)]
Os invariantes sao dados por
L(C) =tr(C),
1
5(C) = 5 ((tr(Q)? — tr(C))
Ig(C) =det C = J2

dessa maneira, tendo em vista a equagao (3.1), pode-se escrever o primeiro tensor tensao
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de Piola-Kirchhoff como

(3.3)

b_op (aw oL oW dl, 9w 313)

a1, oC " a1, 0¢c ' a1, aC

Uma outra forma de representacao é através do uso da decomposicao espectral: os

autovetores {N,} e autovalores {\,} do tensor de alongamento direito U = +/C sao
3

definidos de maneira que se verifique U= Z Aaﬁa ® ﬁa, com J = detU = A\ \2)\3 e,
a=1
assim, {N,} é uma base de U. Da mesma maneira, define-se {n,} autovetor e {\,} auto-
3

valor do tensor de alongamento esquerdo V = \/E, comV = Z A, ® n, evidenciando
a=1
que {n,} é uma base ortonormal de V.

Sendo W invariante em relacao a qualquer rotagao do material, pode-se expressar essa

energia dependente apenas dos autovalores A, de U ou v
W - W(C) - W()\l, )\2, )\3) (34)

onde tal energia é uma propriedade de fungoes isotrépicas de um tensor simétrico. Tendo
em vista a equagdo (3.1), pode-se calcular a derivada da fungdo isotrépica W(C) em

relacao ao tensor simétrico C. Através da regra da cadeia tém-se

OW(C) < OW OA2

oc Wac

(3.5)
W R

3/\2
Em (3.5), A2 sdo os autovalores (quadrados dos alongamentos principais) e N, COrrespon-
dem aos autovetores (dire¢oes principais de C). O primeiro tensor de Piola-Kirchhoff é
escrito, em decomposicao espectral por

3
L OW~
P_F<a_ N ON, “®N“>

3

W o~
= 5 (FN.) @ N, (3.6)

a=1

Q:
=

n, ® N,

Q

Aa
1

a
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3.2 Hiperelasticidade incompressivel

A teoria de hiperelasticidade incompressivel é utilizada para descrever materiais que
possuem a caracteristica de permanecer com volume constante durante o processo de
deformagao. Muitos tipos de materiais (entre eles tecidos biolégicos) podem sofrer de-
formacgoes consideraveis sem mudancas de volume aprecidveis. Em geral, o material é

sujeito a uma restricao cinematica interna:
J=detF =1 (3.7)

Para obter uma equagao constitutiva geral para materiais hiperelasticos incompressiveis,

W pode ser escrito como
W =W(F)—p(J—1) (3.8)

onde o escalar p ¢ um multiplicador de Lagrange posteriormente determinado por equilibrio

e cuja interpretacao fisica é, claramente, o valor da pressao hidrostética.

Diferenciando a equacao (3.8) em relacao ao gradiente de deformagao F (e usando a
relacao T JF~T) pode-se facilmente encontrar a equacdo constitutiva gerada para o
primeiro tensor tensao de Piola-Kirchhoff P. Assim, usando o fato que J = 1, a equacao
(3.1) toma a forma
OW (F)

aaFW (3.9)
= —pF T4 2P

P=—pF T+

enquanto o tensor de Cauchy é dado por

OW (F
g = —pI+ %)FT

_ IW(C) .y
= p1+(2F 5 F)

(3.10)

onde I é o tensor identidade. Para o caso de hiperelasticidade isotrépica incompressivel a
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funcao energia deformagao é dada através de fungoes da forma

W = WIN(C), h(C)] ~ 5p(I(C) ~ 1)
(3.11)

T II(b), Io(b)] — p(7s(b) ~ 1)

onde g ¢ o multiplicador de Lagrange, a priori, indeterminado.

3.3 Materiais hiperelasticos compressiveis

Muitos materiais alteram seu volume durante o processo de deformagao/tensao. Mesmo
os materiais ditos incompressiveis tém quantidades minimas de variacao volumétrica.

Nesses casos, ¢ util realizar a seguinte decomposi¢ao multiplicativa de F

F=—F J=dff], C=FF (3.12)
3

~

F=J:F, det[F]=1 (3.13)

Nas equagoes (3.13), F ¢ JI sdo chamadas de parcelas desviadora e esférica do gradien-
te deformacao F, respectivamente. Os tensores de Cauchy-Green a direita e o tensor

Lagrangeano associados a equagao (3.12) sao dados por:

C:=F'F,

e
I
a
|
=

(3.14)

~ AT~

C:=F F,

=
I
NSRS NGB

(o)
|
=

Nos modelos viscoeldsticos a seguir, supde-se que a temperatura é constante (0 = 6).
Dessa forma, faz-se uso de uma fungao de energia livre de deformagao que define o estado
termodinamico da variavel F e um conjunto de varidaveis internas que representam o

mecanismo de dissipacao do material.

Para o estudo destes materiais pode-se utilizar uma representagao desacoplada da
energia de deformagao [12]

W(C) = U(J) + 1hiso(C) (3.15)

onde U(J) descreve a reagao eldstica volumétrica, 5,(C) a reacao eldstica isocérica.
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Da mesma forma, a energia deformacao pode ser representada também em termos do

tensor b

W(b) = U(J) + ¥is(b) (3.16)

onde b pode ser obtido da relacao b = J §B7 também chamado de tensor de Cauchy-Green

a esquerda modificado.

3.4 Algumas formas de funcao Energia de Deformacao

Existem diversos modelos representativos de W conhecidos para elasticidade des-
crevendo materiais hipereldsticos isotropicos. Neste trabalho, U(J) é definido pela ex-
pressao U(J) = g[an]z, com k conhecido como mddulo volumétrico e que atua como
parametro de penalizacao para modelos quasi-incompressiveis como o caso que aqui nos
interessa. Para a parcela isocérica, dois modelos sao bastante utilizados na literatura, o

modelo de Ogden e o modelo de Hencky.

O modelo de Ogden, para hiperelasticidade incompressivel, é escrito em fungao dos

autovalores do tensor C e tem a forma

E 3

N
W (AL Aoy Ag) = Z’“‘ AP —1), a=1,23 (3.17)

Para o caso de hiperelasticidade compressivel, a parcela isocérica é escrita nao somente
em termos de )\,, mas também tem dependéncia direta em relacao a J. Ja o modelo de
Hencky baseia-se na forma quadratica dos tensores de deformagao logaritmica, podendo

escrever os potenciais da seguinte maneira:

W= () (318)

onde ¢; = In(\;).
Um outro modelo, utilizado posteriormente neste trabalho para a representacao das

familias de fibras é uma funcao exponencial proposta por [13]:
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W= KLy (3.19)
2k

onde I, = J_%Ll e I4(C,ay) = C : Ay. O invariante I; determina precisamente o
quadrado do alongamento da fibra (\?), caracterizado pelo vetor ag que refere-se a orien-

tacao das fibras. Maiores detalhes serao apresentados na Capitulo 5.



4 Modelos viscoeldasticos

O estado termodinamico atual de um material hiperelastico pode ser determinado
completamente a partir do conhecimento do gradiente de deformacao F, varidvel de estado
que pode ser mensurada e assim, classificada como variavel de estado externa. Ja estado
termodinamico de materiais que envolvem dissipacao de energia depende do valor de
um conjunto finito de variaveis de estado frequentemente nao mensuraveis ou variaveis

internas que contabilizam a historia dos processos dissipativos realizados no material.

Muitos modelos viscoelasticos encontrados na literatura baseiam-se na introducao
dessas varidveis internas, entre eles, os modelos cldssicos de Simo [26] e Holzapfel [12],
aqui apresentados mais detalhadamente. Dessa maneira, a funcao energia se determina
a partir de C e de certas wvaridveis internas de deformagdo. A evolucao das variaveis
internas reproduz indiretamente a histéria da deformacao ou tensao e, assim, elas sao

também chamadas de varidveis internas historicas.

As secoes 4.1 e 4.2 estao destinadas ao estudo de modelos viscoeldsticos unidimen-
sionais e tridimensionais para pequenas deformacoes. Ambas contém material extraido
de [26] e estao incoporadas aqui para tornar o presente texto auto contido. O leitor ja

habituado a essa abordagem de viscoelasticidade pode continuar no Capitulo 5.

4.1 Viscoelasticidade linear unidimensional

Os modelos viscoelasticos combinam caracteristicas eldsticas e viscosas, sendo repre-
sentados frequentemente por modelos reoldgicos (modelos de fluxo) compostos por com-

binagdes de molas (parcela eldstica) e amortecedores (parcela viscosa).
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Existem dois modelos mecanicos freqiientemente usados para representar o comporta-
mento viscoelastico; o Modelo de Mazwell e o Modelo de Kelvin-Voigt aqui apresentados

para pequenas deformagoes.

4.1.1 Modelo de Maxwell

O modelo viscoeldstico de Maxwell associa, em série, um modelo eldstico (mola) e um

viscoso (amortecedor), conforme mostra a figura abaixo: A deformagao total é dada pelo

¢ Py (&)

Figura 5: Representagao do modelo de Maxwell

somatorio das deformacoes elastica e viscosa. As tensoes, elastica e viscosa, sao iguais,

dadas pelas equacao de equilibrio:

(4.1)

Considerando E o médulo de elasticidade linear da mola e n a viscosidade no amortecedor,

as equacoes constitutivas de cada contribuicao sao dadas por

o (t) = e (1)

o°(t) = Ee(t)

(4.2)

Derivando a equagao (4.1-1) obtém-se a equacao diferencial que representa o comporta-

mento mecanico do modelo:

&(t) = % + # (4.3)

4.1.2 Modelo de Kelvin-Voigt

O modelo de Kelvin-Voigt é resultante da associagao de um elemento elastico e outro

viscoso em paralelo: Para esse caso, a tensao resultante é dada pelo somatorio das tensoes
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Figura 6: Representagao do modelo de Kelvin-Voigt
elastica e viscosa. Ja as deformagoes (eldstica e viscosa) sao iguais:
e(t) =e(t) = °(¢)
(4.4)
o(t) =o°(t) + o"(t)
Tendo em vista as equacgoes (4.2) obtemos
E o(t)
E(t) + —e(t) = —= (4.5)
n n

4.1.3 Modelo viscoelastico de trés componentes

Diversos modelos viscoelasticos foram desenvolvidos com o objetivo de representar

melhor o comportamento dos materiais. Considere agora um modelo mecanico unidimen-

sional com duas molas e um amortecedor, conforme a figura abaixo.

Eo

) E

Figura 7: Representagao do modelo de trés componentes

Considerando a varidvel interna atuante no amortecedor, « : (—o0,T") — R e, supondo

a seguinte relacao constitutiva linear

(4.6)
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0
onde 0¥ é a tensao viscosa que atua no amortecedor e —a(t) é a taxa de deformagcao no

ot

amortecedor, a tensao total atuante é dada por
oc=0°+0"
= (Exg) + na
= (Fxte) + E(e — ) (4.7)
= (Ex + E)e — Ea
= Fype — Fa

onde
Ey=FE +FE (4.8)

A variavel interna « satisfaz a equagao de evolucao

a=—(—a)

n
- (4.9)
a+ —a=—¢

n n

Definindo o coeficiente de relaxacao, 7 = %, tem-se a seguinte equacao diferencial no

tempo:
o1 1
a+ —a=—¢
T T (4.10)
tlim a(t)=0

Essa equacao pode ser escrita também de outra forma, ndao mais em funcao das de-
formagoes viscosas, mas em funcao da tensoes viscosas. Dessa maneira, substitui-se a
variavel interna «, representando as deformagoes viscosas, por um conjunto de variaveis

internas ¢ representando as tensoes viscosas:
q:= Ea (4.11)
Tendo em vista a equagao (4.7) obtém-se

o= FEy—q (4.12)
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1
Define-se W0(g) = §€E05 ey =z assim o modelo constitutivo fica definido pelas
0

seguintes equacoes:

_%(5)_
o= Oe g

L, = 19Wo(e) (4.13)

lim ¢(t) =0

t——o00

multiplicando ambos os lados da equagao (4.13); por er

v+ a4 _ eézawo(g)
T T Oe
N———
d t 6% (9
Slera) = v—gWo(é?)

Integrando essa expressao e usando a equagao (4.10)y obtém-se

9 (etg(ry) = 2ot )
t d t t Y g@WO(E)
/_ma(efq(t))ds:/_oo e 92(0) ds

Analisando somente o lado esquerdo da igualdade e, substituindo a variavel de integracao

para melhor visualizagao, tém-se

Logo,

Isolando ¢(t) tém-se:

oo Oe
t
1 —(t—s
:/ 1, ( >78W0<8(5)>d3
oo T Oe
Ad,_/%,_/

resolvendo a integral por partes tem-se:
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e d ((OWy(e(s))
_ (=9 =y [ 22
v=e T, du—’)/ds( e ds
Logo,
t
_t=s) OWp(e(s b'ows d (0O
() = e P PN [ () ) as
—00 - (4.14)
_ OW(e(t)) /t s d [0
=752 — 7006 Vo aEWO(e(s)) ds
substituindo a (4.14) em (4.13); tém-se
_ OWh(e)  OWu(e(t)) /t _u-s d [0
o(t) = e L + _Ooe tp 88V[/o(a(s)) ds (4.15)

Denominando vy, =1 — 7

o) = B+ [ (maleen ) as

—00

(4.16)

t

_ (=5
Y

—00

% (%Wo(qs))) ds

ou ainda, pode-se escrever

o(t) = /_ :O Gt — s)% (%W()(g(s))) ds (4.17)

onde G(t) é a funcao de relaxacio dada por G(t) := e + ve ™.

4.1.4 Modelo generalizado

Freqiientemente é preciso incluir mais de um elemento de Maxwell no modelo para

que este seja capaz de reproduzir comportamentos especificos do material.

Eo,

—WW—
:;ijVWN:,

N, E @
VWA
M B

Figura 8: Representagao generalizada
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Neste caso, a resposta de tensao o equivalente a (4.13); é dada por:

N

o(t) = Eoe(t) — Z ¢(t) (4.18)

i=1
Por conveniéncia, definem-se os fatores de relacao entre os modelos de elasticidade

E P

= — = — =1,..,N
E[), EO ? ) )

Yi -

com a propriedade
Voo + Z Yo =1
i=1

Adotando leis de fluxo para as varidveis internas ¢; : (—oo0,T") — R equivalentes a (4.13)

g = & = 2 9Wole)
Ti Ti 85 (419)
lim ¢;(t) =0

t——o0

Seguindo procedimento andlogo a secao anterior, pode-se encontrar a funcao de relaxagao

da forma

N

—t

G(t) = Yoo + Z'Vie i
=1

que, substituida em (4.17), fornece o (t).

4.2 Viscoelasticidade tridimensional. Pequenas de-
formacoes

Para estender o modelo visto acima a problemas tridimensionais isotrépicos em peque-
nas deformacoes, introduz-se uma decomposigao aditiva do tensor € em partes deviatorica
e volumétrica, como segue

1

onde e :=devle|, § :=tr[e] e U’ : R — R, correspondem as deformagoes deviatdrica e

volumétrica. Nesse caso, novamente, a resposta de tensao é dada por

o(t) =o' (t) = Y alt) (1.21)
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onde,
oW (e)
de

oO(t) == .WO(e)

(4.22)

Admite-se, entao, que a funcao energia de deformagao depende de e e de © através da

seguinte decomposicao aditiva
WO(e) = WO(e) + U°(©) (4.23)

E possivel verificar que, realizando a operacao (4.22) em (4.23), mediante a regra da

cadeia, obtém-se

o = dev[8,W°) + U” (©)1 (4.24)
Logo, substituindo em (4.21)
e N
o (t) = dev[0 W] + UY(©)1 = ) " qu(t) (4.25)
=1

De maneira analoga ao modelo unidimensional, a evolucao das variaveis internas pode ser

descrita pelas equacoes

g + = = Ldev[o.Wy(e)
! ! (4.26)
lim q;(t) =0
t——o0
Note que, através desta defini¢ao, as varidveis tensoriais q; sao deviatéricas. Assim,
o presente modelo incorpora a parcela viscosa apenas na parcela deviatérica de o (t),

permanecendo a parte volumétrica puramente elastica.

Seguindo procedimento idéntico a secao anterior, verifica-se que a solucao do sistema

(4.26) pode ser
t

a=" 1 ep [M} dev {0, [e(s)]}ds (4.27)

Ti — 0o Ti

Substituindo na equacgao (4.25), tem-se:

N

o (t) = dev]de W] + UY (@)1 = Y / exp [Q} dev{0:. W e(s)]}ds  (4.28)

5 i J— i
i=1 o0

2

\]
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Novamente, fazendo a integragao por partes, obtém-se:

o (t) = dev[d W] + UY(©)1 = Y yidev { oW [e(s)]}

. -1 oe (4.29)
+ ; Vi /_too e = js [dev { agzo le(s)] }] ds
Assim,
o(t) =U"(©)1 + (1 - i’y) dev][0s W]
N = . (4.30)
+ ;% /_too e Ci [dev { 6’;4:) le(s)] }] ds

Mas, como Vo, = 1 — Z%,

i=1

o(t) = UY(O)1 + (va) dev[0e W]

N =0 (4.31)
—i—;%/ e_(fi);i ldev{agz [e(s)]}] ds

—00

ou ainda, pode-se escrever

o(t) =U" ()1 —l—/_ G(t — S)d% ldev { 6(;/120 [e(s)]}] ds (4.32)

N
= N = <
onde G(t) := Yoo + E vie' i’ é a fungao de relaxagao.
i=1

Observe que a equagao (4.32) envolve uma integral temporal em (—oo,t). Para poder
utilizar esta expressao em procedimentos numéricos como Elementos Finitos é preciso
transformé-la em uma expressao incremental de recorréncia onde o processo de integracao
é reduzido a um intervalo de tempo [t,,%,.1] que utiliza a informagao acumulada em

intervalos anteriores mediante as varigveis internas.

Considere o intervalo de tempo [Ty, T] C R de interesse. Tal intervalo pode ser escrito

como a uniao de incrementos de tempo

[T0>T] = U[tnvthrl]a (433)

neL
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onde t, 11 = t, + At,. Sem perda de generalizacdo, pode-se tomar Ty = —00. Seja q'¥(¢)

definido por

q(t) = / exp {M} %dev{@ewo[e(s)]}ds (4.34)

Ti

e seja a tensao:
s%(s) := dev{0.W"[e(s)]} (4.35)
Utiliza-se também a propriedade da fungao exponencial
] = (%) e(2) (4.36)

para At constante e a,t € R.

Avaliando (4.34) em t,, 11 = t,, + At,, tem -se

tnt+Aty, B
()= [ exp[ (tn + A S)} L 0(s)ds

T T; ds

(4.37)

— ‘ tnt1 — _
= exp [ At”} gV (t,) +/ exp {Ml iso(s)ds
tn

i Ti
Assim, q(t,,1) é obtida a partir de q'(t,) por uma integral no intervalo de tempo
[tn,tns1]. Usando a regra de integragdo do ponto médio no segundo termo de (4.37) se
tem

/tt+ exp [M] %So(s)ds ~ exp {_(t" + Al — S)} 4 0(s)

T T ds

At,

o= tnttnsl

(4.38)
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tnit +tn  tn tnit At At
e L T N — At — — ==
como t, + At 5 2+ t 5 t 5 5
tnt1 ~(the1 —8)] d —At,\ d o[t +tas
Al T2 2 — U N 2 N BN
/tn exp { p } 758 (s)ds = exp ( o ) 758 [ 5 } tn
(4.39)
—At,
—oxp () [P0t0er) - (0]
Assim,
q? (tps1) = exp [ - ] g (t,) + exp ( o ) [8°(tne1) — 8°(L,)] (4.40)
e, substituindo em (4.25)
o (tns1) = dev[d W] + UV (©)1
(4.41)

N
=3 (o |72 00+ e () 1# () - £10)
4.3 Modelos constitutivos viscoelasticos nao-lineares

para deformacoes finitas

4.3.1 Viscoelasticidade de Simo

Para o caso de modelos constitutivos viscoelasticos nao-lineares, considerando o mode-

lo de Simo, a resposta de tensao (4.21) é dada por

S (t) = S°(t) — J iDEV

> QZ-(t)] (442)

onde

SO(t) == 206W°(C) = JU” (JYC~' + J3DEV [260W0(C)] (4.43)

Nesse caso, Q,;(t) representa o conjunto de varidveis internas e C(¢) é uma funcdo do

tempo. As equagdes de evolugao para as varidveis internas Q;(t), ver [26], sao:

OWO[C(t)] }
5 C

Q0+ Q0 = ZDEV {2

2

(4.44)
lim Q,(t)=0

t——o00
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onde v; € [0,1] e 7; > 0 estao sujeitos (ver [26])

N

i=1

Assim, como visto anteriormente,

Q) .= 1 / t exp {@} iDEV{aCWO[C(s)]}ds (4.46)

Ti J—oo ds
Substituindo as equagoes (4.46) em (4.42), e integrando por partes, tem-se

S(t) = JUY (J)CY(t) + Yoo "3 DEV {20cW°[C(1)] }

N, _ s (4.47)
+ Z J-s%/_ exp {— ( - )} d% (DEV {20cW°(C(s))}) ds
S(t) = JUY (J)C™M(t) + J 5 /t G(t — s)d% [DEV {20cW°(C)}] ds (4.48)

N

t

com G(t) := Yoo + 5 Vi€Xp (——) sendo a funcao de relaxacao.

Ti
i=1

E, ainda, o algoritmo que representa a evolucao das variaveis internas ¢ dado pela

equagao (4.49)

Hi(t, 1) = exp {‘At”} HO(L,) + exp (‘2&”) S t) — 8] (4.49)

Ti Ti

onde 8., = DEV [20cW°(C,41)] e S, = DEV [20cW°(C,)]

4.3.2 Viscoelasticidade de Holzapfel

Para esse modelo viscoelastico o estado termodinamico também é escrito através do
uso de variaveis internas. A diferenca entre o modelo de Holzapfel e o de Simo é que a
energia de deformacao W é escrita em configuracao espacial, enquanto que, no modelo
proposto por Simo a mesma é dada na configuracao de referéncia. Neste caso, tém-se uma

pequena mudanca na notagao de W na equagao (4.13).

| OW>(e
ToT 0O (4.50)
lim ¢(t) =0

t——o0
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e a tensao de Cauchy, para esse modelo é dada por

o= (1) + q(t)
(4.51)
= Eye+q(t)

Fazendo os respectivos célculos de forma analoga ao modelo de Simé encontra-se

o(t) = aWO;is(t)) +78W°;((€6(t)) _/ 52,4 (%Woo(g(s))) i (452)

Para o modelo generalizado, dado pela Figura 8, a resposta de tensao (4.18) para este

modelo é dada por:

= o™(t) + Z ()
= Ewe(t) + ) ailt)

=1

o(t)
(4.53)

Considerando o caso do modelo viscoelastico tridimensional, novamente, admitindo a

decomposicao aditiva (4.20) e a equagao anterior (4.53), onde

oW
o™(t) = 0.W>(e) = A, (4.54)
Oe
Admite-se, entao que a funcao energia de deformacao é da forma
W (e) =W™>(e) + U>(J) (4.55)

onde e :=devle|, J :=tr[e] e U*® : R — R, correspondem as deformacoes deviatérica e

volumétrica, obtem-se

o> = dev[0. W] + U= (J)1 (4.56)
logo
o (t) = dev[0W>] + U (/)L + ) qi(t) (4.57)

da mesma maneira que no modelo unidimensional, as equacoes de evolucao das variaveis

internas tem como sua solugao expressa em termos de uma integral de convolucao:

t

q,=— exp [ﬂ} dev{0.W>le(s)|}ds (4.58)

Ti J—0o T;
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Enfim, obtém-se
N
o(t) =U>(J)1+ (1 +) %) dev[0. W]
=1
N t t—s o
_;%/_me—%’j {dev{agg [e(s)]H ds

Novamente, para poder utilizar esta expressao em procedimentos numéricos, como Ele-

(4.59)

»

mentos Finitos, deve-se transforma-la em uma expressao incremental de recorréncia onde

o processo de integracio, conforme a secio 4.2. Seja q (t) definido por

q?(t) = /T exp {_(%—S)} disdev{aewoo[e(s)]}ds (4.60)
e, definido a tensao
spC 1= dev{0.W™[e(t,)]} (4.61)

e, a equagao (4.40) é dada por

—At,

Ti

] g9 (t,) + exp (_2At”

) () — ()] (462)

a9 (tny1) = exp [

i
Para o caso de modelos constitutivos viscoeldsticos nao-lineares, a resposta de tensao

S (t) = S®(t) + J iDEV

qut)] (4.63)

onde

S®(t) 1= 20cW™(C) = JU™'(J)C~' + J iDEV [20cW>(C)] (4.64)

Nesse caso, Q,(t) representa o conjunto de varidveis internas e C(t) é uma funcao do

tempo. As equagoes de evolugao para as varidveis internas Q;(t) [26] sdo:

Q0+ 00 = Zoev {2

T;

OW>=[C(1)] }

oC (4.65)

lim Q,(t) =0

t——o0
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Substituindo as equacoes e integrando por partes, tem-se

S (t) = JU (J)C™'(t) + J 3DEV {20cW>[C(t)]} + Yoo/ iDEV {20cW>®[C(#)]}

B ng%/_ exp {_ “;‘9)} %(DEV {20cW™>(C(s))}) ds
- (4.66)

E, ainda, o algoritmo que representa a evolucao das variaveis internas ¢ dado pela equagao

(4.67)

(1) = exp | =20 BO) 4 oxp (22 ) (8 (00r) -5 (0)] (467

Ti T;

onde S, ; = DEV 20cW>(C,41)] e S, = DEV [20cW>(C,,)]



5 Formulacao viscoeldstica

variactonal para deformacoes
finitas

Fancello et al. [8] propoe uma familia de modelos viscoeldsticos baseados na for-
mulagdo variacional para materiais dissipativos apresentado em [21]. Essa abordagem
apresenta versatilidade de modelos de comportamento em funcao das caracteristicas das
funcoes potenciais escolhidas para cada caso especifico. Insere-se, por outro lado, den-
tro de uma estrutura formal matemé&tica baseada em principios de minimo/ méximo,
abordaveis por técnicas de otimizagao e facilitam a estimativa de erros entre outras pos-
sibilidades. Em [7] e [24] essa formulagdo ¢ usada para representar o comportamento de

tecidos encefélicos.

Neste capitulo apresenta-se uma formulacao variacional para o modelo viscoelastico
que incorpora a contribuicao das fibras de coldgeno no modelo isotrépico proposto em
[8]. As subse¢bes seguintes apresentam a formulagdo variacional proposta em [28], uma
introdugdo ao modelo viscoeldstico isotropico proposto em [8] e, enfim, a inclusdo das

familias de fibras.

5.1 Formulacao variacional

Como visto anteriormente, os modelos hiperelasticos baseiam-se na existéncia de uma
funcao de energia de deformacao 1, também conhecida como funcao de energia livre de

Helmholtz, que depende somente do valor da deformagao e cuja derivada fornece o estado
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de tensao de um ponto material,

OV (F) v (C)
P = = 2F 1
OF oC (5:1)
O problema de equilibrio pode ser definido pela minimizagao da energia potencial
min H(z)
(5.2)

H(z) - /Q W(F (2))d — l/g by - 2d + /F £, - xdFo]

onde K é o conjunto das deformagoes admissiveis. Em (5.2) admite-se a priori a satisfagao

das equacoes constitutivas e compatibilidade.

No caso de materiais viscoelasticos, nao é possivel definir uma fungao potencial de
forma que a equagao (5.1) seja satisfeita, j4& que nao pode-se obter o estado de tensao
(dependente do fenomeno dissipativo), a partir do valor final da deformacdo. Porém,
fazendo uso de varidveis internas, capazes de descrever a histéria do processo é mostrado
em [28], que é possivel definir um potencial denominado Potencial Incremental que se
comporta de modo andlogo ao caso hiperelastico em cada incremento de carga. Em
outras palavras, pode-se escrever

a\D(Fn+1; gn)
aFn-H

a‘IJ(Cn+1; gn)

n+

P, = (5.3)

sendo que &, = {F,F’, Q} é o conjunto das varidveis internas e externas.

Em [21] é mostrado que um potencial com estas caracteristicas pode ter a seguinte

forma:
\P(FnJrl; En) = i Hllél {W(gnJrl) - W(gn) + At¢<§lv é; gn)} (54)
W(E) = ¢(F) + ¢*(FF' ™) + ¢'(F', Q) (5.5)

Os gradientes de deformacao ineldstico F' e eldstico F® sao obtidos a partir da de-
composicdo multiplicativa de F, isto é, F = F°F’ ¢ Q contém o resto das varidveis inter-
nas do processo, calculadas através de equacoes de evolucao. As varidveis F(F,1,&,),

o A
1 ~ . ~ . . .z . . ~?
F'(Fni1,&,) e Q(Q,41, &) s@o aproximacoes incrementais das varidveis de taxa F, F e

Q respectivamente. A diferenca entre os diversos modelos de potencial reside nas carac-
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teristicas dos potenciais ¢, ¢, ¢’ e 1.

A operagdo de minimizagao em (5.4) identifica o estado das varidveis internas no
instante ¢, 1. O funcional ¥ avaliado nessas varidaveis identificadas tem a propriedade de

satisfazer a condigao (5.3) que fornece o estado de tensées no incremento.

Na secao seguinte essas fungoes potenciais serao especificadas para um modelo vis-

coelastico e permitira uma maior compreensao do potencial ¥ para o caso em estudo.

5.2 Modelo viscoelastico isotropico

O modelo viscoelastico isotrépico apresentado a seguir faz uso do potencial incremen-

tal definido acima e estd baseado no sistema reolégico mostrado na Figura 9.

Nesta, o primeiro brago, puramente elastico, é controlado pelo potencial ¢ que permite

a separacao da energia elastica em partes isocorica e volumétrica:

~ (5.6)

=»(C)+U(J)

onde

F=J3%F, J=det(F), C=F F (5.7)

A parte isocdrica é uma funcao isotrépica de C= f‘Tf‘

P, U
— AMA—
F At i %

W f—|

Figura 9: Modelo reolégico generalizado

p(C) = p(c1, 02, ¢5) (5.8)
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onde (cq, 2, ¢3) sao os autovalores de C. A parte volumétrica é uma funcao escalar de J.
k 2
U(J) = §[an] (5.9)

No brago de Maxwell admite-se uma decomposi¢ao multiplicativa das deformacoes elastica

e viscosa, ambas isocéricas.
- Réw =€ mv—1 v
F=FF =F =FF"", detF'=1 (5.10)
. =V ~ o ~ ,
A partir de F , define-se a taxa de deformacao viscosa DY que, por construcao, é de-
viatérica.

DY = Sym(L’) = L' = F F*~! (5.11)

F' = D'F’ (5.12)

As restrigoes adicionais de DY definem caracteristicas especificas da regra de escoamento.

Propoe-se em [8] uma decomposigao espectral do tipo:

3
D' = d/M} (5.13)
i=1
d'e Kg={p; e R:p1 +p2+p3 =0} (5.14)

onde os escalares dj sao os autovalores de D”, que denotam a amplitude da parte viscosa

e M} sdo as autoprojegoes de D*, j =1,2,3, M = n; ® n; sdo os autovetores de D".

Os potenciais elasticos associados a mola e viscosos deste brago sdao consideradas
funcgoes isotrépicas das deformacoes elasticas e taxas de deformacgoes viscosas e dependem

dos correspondentes autovalores:

-~e€

P(C) = (et 5, 65) (5.16)

$(D") = (dy, dy, d3) (5.17)
~e ~el' ~e 3
Em (5.16), ¢ e Ef sdo os autovalores e autoprojecoes de C =F F = Z G ES.

j=1
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A partir destas definigoes, mostra-se em [8] que o potencial incremental da equagao

(5.3) toma a forma

U(Crir;En) = Ap(Crpr) + AU (0n41)

. A e ae At Aq;) (518)
+ij£1£}1; ©°(C, 1) + Aty At
onde
Ap*(Cy) = ¢°(Chpy) — ¢°(C)) (5.20)
AU(Jpy1) = U(Jpy1) — U(J,) (5.21)

e a operacao de minimizacao é restrita a
Ag} € Ko ={p; €R" : pi +py +p3 =0} (5.22)

A restrigdo (5.22) sobre os Ag} impde que a taxa de deformagao viscosa dada por (5.13)
seja deviatérica (trago nulo). A restricao (5.23), por outro lado, impbe as condigoes
de ortonormalidade classicas das autoprojecoes de tensores simétricos. Observe que a
operagao de minimo busca definir dois tipos de varidveis internas: M, definindo a direcao
de escoamento viscoso e Ag} a sua amplitude. A minimizacdo em relagao a M; permite

e ~pr
demonstrar que os tensores C, ,, C

e D" sao colineares, sendo ¢ =V CEV
o tensor de Cauchy preditor (da deformagao eldstica). Isto significa que estes tensores
possuem as mesmas autoprojecoes de c” (preditor) e, portanto, M, = Egr = Ej A
minimizacao em relagao a Ag; define a amplitude de escoamento e é resolvida através das
condigoes necessarias de otimalidade, fornecendo um sistema de trés equagoes nao-lineares
dadas por:

s - e
0§ Od}

J

+A=0 (5.24)

Agi + Agy + Agg =0 (5.25)
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1
onde j = 1,2,3, A é o multiplicador de Lagrange e & = §ln(c§) sao os autovalores de
Ent1
Em [12] mostra-se que, admitindo a decomposi¢ao (5.6), a derivada (5.3) se escreve

(ver apéndice)

Pn+1 == Fn+1 (526)

= ) D¢* oU
J.3 2DEV | 2+ 22 ) + JonCoL
Cn+1 3Cn+1 a971-1—1

Assim, uma vez que determinados os minimizadores da equagao (5.18), a derivada de W
em relacao a @H e 0 permite obter o tensor de Piola-Kirchhoff da equagao (5.3), onde

os componentes em parénteses sao dadas por [§]

O _ pPpess f (5.27)

Epr Fv—T
g€ 27 ) " (5:28)
onde C?" = (FP")TF?" (ver Apéndice).

Uma simples extensao deste modelo é obtido considerando um conjunto de P bragos

de Maxwell, como visto na Figura 9. Nesse caso, o potencial incremental é dado por

V(Cri1;&n) = A90<an+1) + AU (On11)

P
| 5 A (5.20)
#3860+ av () |

que significa que a minimizacao pode ser calculada para cada k, obtendo o para corres-

pondente Agjy, e M.

5.3 Modelo viscoelastico reforcado por fibras

Em contraste com o caso isotrépico, a existéncia das fibras no material induz pro-
priedades vinculadas as orientacoes dessas. Admite-se aqui que o material a ser repre-
sentado consiste numa matriz de propriedade isotrépica na qual estao inseridas fibras de
reforco. Nesse caso, a energia de deformacgao do material como um todo depende da con-

tribuicao da parte isotrépica e da parcela das fibras. Isto pode ser feito de forma andloga
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Figura 11: Representacao simplificada de um material contendo uma matriz isotrépica reforcada com
fibras. [16]

a [12] onde se propde uma contribuicao aditiva das energias de deformacao da forma
v = \I/isotropico + \I]f (530)

onde Wsoropico ¢ 0 modelo descrito na se¢ao 5.2 e Uy é a contribuicao das fibras. Deve-se
observar que esta decomposicao aditiva, freqiiente na literatura, é uma hipdtese simplifica-
tiva forte. Equivale a um modelo de homogeneizacao de material onde cada componente
responde as deformacoes impostas em forma independente e o resultado é simplesmente
somado, sem relacoes de acoplamento entre eles. Isto contrasta com a realidade do mate-

rial, onde fibras e matriz se influenciam entre si (acoplamento) na resposta do material.

Enquanto o potencial ¥,,, depende exclusivamente da deformacao e sua histéria, o
potencial V¢ depende fortemente da orientagao das fibras no ponto material considerado.
Para incorporar essa dependéncia define-se o tensor estrutural Ay = ay ® ay onde ay
¢ o vetor unitdrio definindo a orientagdo das fibras na configuracao de referéncia [13].

Da combinacao do tensor de Cauchy isocérico C e do tensor estrutural A surgem os
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seguintes invariantes:
(5.31)

Outros invariantes podem ser definidos quando da presenca de outras fibras orientadas
segundo direcoes diferentes, gerando combinagoes e acoplamento entre os tensores estru-
turais. O primeiro invariante, porém, tem uma interpretacao fisica clara, denotando o

alongamento quadratico de uma fibra orientada na direcao ay:

AN =C-A;=a;-C-aj (5.32)
Focando apenas o potencial incremental W, admite-se, por hipétese, que existe uma de-
pendéncia apenas no primeiro invariante, I}, isto é, na medida do alongamento das fibras.
Apesar de parecer restritiva, observa-se que nos problemas praticos de literatura somente
esses parametros sao identificados. (Ver [13]). Propoe-se aqui a contribuico tedrica deste
trabalho. Admite-se que o potencial ¥ responde ao modelo reolégico da Figura 12, onde

cada fibra incorporada responde como um médulo viscoelastico na direcao da fibra.

Figura 12: Modelo reoldgico cléssico

Nessa figura identifica-se um brago elastico e um brago de Maxwell. O primeiro
comporta um potencial de energia livre totalmente reversivel (nao dissipativo) dependente

da deformacao (alongamento) total A;:

e =vr(Ay) (5.33)



5.3 Modelo viscoelastico reforcado por fibras 55

O segundo brago (Maxwell) abriga a decomposi¢ao multiplicativa.
Ap = A5A} (5.34)

onde A} e A} correspondem aos alongamentos eldstico e viscoso respectivamente.

Esta decomposicao permite definir um potencial elastico dependente apenas de A\,
isto é,

05 = 7(AF) (5.35)

Por outro lado, o alongamento viscoso atua através de sua derivada temporal gerando

uma resisténcia ao movimento controlado por um pseudo-potencial dissipativo.

vy =vs(d) (5.36)
com d sendo a taxa de deformagao viscosa da fibra, definido por
d = AA;! (5.37)

Do ponto de vista incremental, no entanto, deve-se relacionar A% e d a valores incrementais:

(%

oy Af,s assim como Ag, . Ag,. De forma andloga a parcela isotrépica, é preciso obter

uma expressao incremental dos potenciais através da integracao temporal numérica. O

método de integracao exponencial [1] permite escrever

ANy = X APt = exp(At d) (5.38)
e, portanto
A}, = exp(At d)A}, (5.39)

Utilizando logaritmo natural, tem-se

Y 1
_ Int1 _ v
Atd = In (—/\?n > =d _Atln(A)\f) (5.40)

)\1}
onde ANY = f\’;“ . Essa expressao permite obter a taxa de deformacao viscosa a partir
Fn

de valores incrementais )\;’c e )\1}2 .
n+ n

1
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Com estas defini¢oes e seguindo argumentos andlogos aos usados em [8], define-se o

potencial incremental W associado as fibras com a expressao

Uy = fﬁfﬂm"@?( Gur) +ALO(ANG )Y+ AT (A, (5.41)

sendo
Aph = p3(NS,.) — ¢5(A) (5.42)
Ay =r(Apn) —or(As) (5.43)

A condicao de otimalidade do problema de minimo apresentado é dada por

oV, oty o
= A = 44
o on ey 70 (5:44)
n41 n+1 n+1

tratando-se apenas de uma equagao, dado que a varidvel A} ¢ escalar. A derivacao do

primeiro termo de 5.44 permite o uso da regra da cadeia:

05 aps A
ff _ ff vfn+1 . (5.45)
a)\fn+1 8)\fn-!—l ()\fn-H)
J& para a segunda parcela,
0 0 od oY,y 1 1
Vs = i} = v 1 (5.46)
N} od O} od At Ay
n+1 n+1 n+1
De (5.45) e (5.46), obtemos
0§ dos [ A 1
ff + At af = — ff (—“) % — =0 (5.47)
O} L, X} | oG L \ AL od Ay,
E, abrindo sua dependéncia em relacao a variavel principal,
_ agpi()\(}n«rl <)\§n+1)) )\fn+1 + awf(d(A?n+l)> — O (5 48)
8)\§n+1 At od '

v

Note que se trata de uma tnica equagao nao-linear cuja solugao fornece o valor de Ay |

que minimiza o funcional incremental. Identificado o valor de A}, calcula-se

G = )\fn+1( y )71 (549>

frnt1 frnt1
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Obtidos os valores de A%, € A%, pode-se obter a contribui¢ao das tensoes de cada

.. . . Oy &p;
parcela do modelo, sendo necessario, para isto, o calculo de — e —=
Coii 0C

parcela correspondente ao braco puramente elastico, tem-se

. Assim, para

Opy _ Oy OAp,, Ol
aC:n—i-l 8>\fn+1 aIfn-¢-1 3Cn+1
_ Oy 1
a)‘fn+1 2)‘fn+1 d

(5.50)

A parcela correspondente ao braco de Maxwell é dada por

ag@? — agp? aA?n-Fl a)\fn-‘rl aIfn-H

aCnJrl 8A]ecn+1 a)\Jcn-kl aIfn+1 acn+1
0 11

a a)\e )\'U 2>\fn+1

f’ﬂ+1 fn+1

(5.51)

Ay

Assim, torna-se possivel o cdlculo do tensor de Piola-Kirchhoff dado pela equagao (5.3),

tendo em vista o potencial definido na equagcao (5.30).

Estes modelos constitutivos foram codificados em GNU Octave para realizar simu-
lacoes de testes de tragao uniaxial. Posteriormene foram incorporados no cédigo de Ele-
mentos Finitos METAFOR [6], desenvolvido no LTAS - Departamento de Engenharia
Mecanica e Aeroespacial da Universidade de Liege, Bélgica, destinado a simulacao de
processos de grandes deslocamentos e deformagoes. O cddigo é cedido ao GRANTE/EMC
em funcao de convénio de colaboracao entre ambos laboratérios. A codificagao foi reali-
zada em C++ e Python. O Capitulo a seguir é destinado a apresentar resultados de

desempenho do modelo proposto.



6 Resultados numéricos

Neste capitulo é apresentado um conjunto de exemplos numéricos obtidos como re-
sultados das implementagoes realizadas no GNU Octave e posteriormente no codigo
académico Metafor. Os diferentes testes buscam evidenciar as caracteristicas e a aplicabili-
dade do modelo proposto a problemas numéricos baseados na técnica de Elementos Fini-
tos. Alguns testes foram rodados com propriedades genéricas de material enquanto outros
utilizaram valores obtidos de [15] representando comportamento de materiais biolégicos,
objetivo tecnolégico final deste estudo. Cabe assim enfatizar que o intuito deste capitulo
é testar qualitativamente o comportamento do modelo. Os valores obtidos nao dizem
respeito a um material especifico nem sao o resultado de um processo de identificagao,

procedimento que corresponde a desenvolvimentos futuros.

6.1 Ensaios Uniaxiais
6.1.1 Comportamento de matriz e fibras: Caso 1

Este teste tem o objetivo de analisar separadamente o comportamento da matriz
isotropica e da parcela das fibras quando submetidas a um ciclo de solicitacao axial. Os
calculos sao realizados utilizando um corpo de prova unitario com deslocamentos do seu
extremo seguindo a fungao senoidal dada por u(t) = 0, 5sin(wt), w = 0,31/s, f = w/27 =
0,0477Hz. O corpo de prova ¢ reforcado com fibras orientadas na direcao da deformacao.
Os modelos e parametros dos potenciais da matriz isotropica e do reforco das fibras se
encontra na Tabela 1. Observe-se que, ao se ter uma deformagao imposta no corpo de

prova, a contribuicao de cada modelo nas tensoes é independente.
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Figura 13: Modelo reolégico

Os gréficos que seguem representam as curvas tensao(Cauchy)-deformacgao(logaritmica)

para os modelos Neo-Hookean, Hencky e Holzapfel separadamente.

e Modelo isotrépico. Potencial de Hencky

Tabela 1: Fungoes potenciais Hencky

Potencial | Modelo Parametros
© Hencky | p = 100(MPa)
© Hencky | p¢ = 80(MPa)
Y Hencky | n = 100(MPa/s)

e

] OO T T T T T T
50|

n
o

-100 | e ]
-150 | ot ]

-200 | - ]
250
B0 -+ ol

Tensao de Cauchy (MPa)
AN

T

588 06 04 02 0 02 04 06

Deformacao na diregdo de tragdo

Figura 14: Tensao versus deformacao - parcela isotréopica - Hencky
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e Modelo isotrépico. Potencial Neo-Hookean

Tabela 2: Funcgoes potenciais Neo-Hookean

Potencial Modelo Parametros
© Neo-Hookean | a = 85(MPa), 5 = 2(MPa)
©° Neo-Hookean | a = 85(MPa), 8 = 2(MPa)
P Hencky n = 30(MPa/s)
100
50+
g Ot > /
E _50 I - //”
2 100 | Ay
& S A
///. ///
150 b
2Beg 06 04 02 0 02 04 06

Deformacgao na diregéo de tragdo

Figura 15: Tensao versus deformacao - parcela isotropica - potenciais de Neo-Hookean

e Modelo de reforco. Potencial de Holzapfel

Tabela 3: Funcgoes potenciais Holzapfel

Potencial | Modelo Parametros
©f Holzapfel | k; = 1,0(MPa), ky = 10(MPa)
©5 Holzapfel | k; = 1,0(MPa), ky = 10(MPa)
Py Hencky n = 15,0087(MPa/s)
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Figura 16: Tensao versus deformacao - parcela das fibras - potenciais de Holzapfel

Nas figuras 14 e 15 (modelo isotrdpico), observa-se, como esperado, comportamentos
histeréticos para a resposta das tensoes. O ciclo possui um formato de elipse deformada,
com acentuacao nas tensoes compressivas em decorréncia da alta taxa de compressao,
atingindo um valor de deformacao logaritmica menor que -0,6. O formato destes ciclos,

porém, varia em funcao das diferentes caracteristicas do modelo (Hencky - Neo Hookean).

Resultado totalmente diferente, e assim desejado, é obtido com o modelo de fibras de
Holzapfel. Neste é imposta a condi¢ao que nao sao permitidas tensoes compressivas. E
importante notar que o modelo de viscoelasticidade proposto respeita esta condi¢ao para
todo o ciclo. Em outras palavras, a adicao das tensoes elasticas mais as tensoes viscosas

comportam uma soma sempre positiva ao longo de todo o ciclo.

6.1.2 Comportamento de matriz e fibras: Caso 2

O mesmo corpo de prova do Caso 1 é utilizado neste exemplo, submetido ao mesmo
regime de deformagao tanto na dire¢ao do reforgo das fibras (dire¢ao Y) como na dire¢ao
perpendicular a esta (diregdo X). Para a matriz isotrépica foi utilizado o potencial Neo-
Hookean enquanto o reforgo das fibras é representado pelo potencial de Holzapfel. O

potencial Neo-Hookean é uma particularidade dos potenciais de Ogden, ja apresentados
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na secao 3.3, para maiores detalhes ver [12].

material compativeis com materiais biologicos,

Neste caso foram utilizados valores de

obtidos em [15] e constam na Tabela 4.

Tabela 4: Fungoes potenciais utilizadas

Potencial Modelo Parametros
@ Neo-Hookean a = 2(MPa), § = 2(MPa)
©° Neo-Hookean a = 2(MPa), g = 2(MPa)
" Hencky 1 = 15,0087(MPa/s)
o Holzapfel | ki = 1,7939(MPa), ks = 11, 2055(MPa)
0% Holzapfel | ky = 1,7939(MPa), ky = 11,2055(MPa)
Py Hencky n = 15,0087(MPa/s)

e Deformacao axial em Y

Tensao de Cauchy (MPa)
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B8
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Deformagao logaritmica na diregaoY

Figura 17: Grafico tensao versus deformacao - tracao em Y - potenciais de Holzapfel

Para esse caso, a tensao negativa encontrada refere-se a parcela isotropica, ja que, a

mesma esta definida com potencial de Hencky, permitindo assim, valores negativos

no caso de compressao do material. A parcela das fibras, no entanto, como é definida

pelo potencial de Holzapfel retorna valor nulo no caso de compressao do material.
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e Deformacao axial em X
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Figura 18: Gréfico tensao versus deformacao - tracao em X - potenciais de Holzapfel

Comparando os gréficos das Figuras 17 e 18, percebe-se uma tensao consideravelmente
maior na direcao do reforco das fibras do que em relagao a matriz isotropica. De fato,
quando tracionado na dire¢ao perpendicular as fibras, (Figura 18) estas ficam submetidas

a compressao, nao contribuindo no valor da tensao na direcao axial do ensaio.

6.1.3 Dependéncia da orientagao das fibras

Neste exemplo avalia-se a variacao da resposta perante variagoes na orientagao das
fibras em relacao ao eixo de tracao. O teste é realizado utilizando um corpo de prova
de comprimento unitario submetido ao mesmo ciclo de solicitacao axial dos exemplos
anteriores. O material incorpora 4 familias de fibras contidas nos planos XY e YZ. Os
angulos testados sao : 0°,30°,45° e 60°. Os modelos e parametros utilizados para a matriz
isotrépica e fibras de reforgo foram obtidos de [15] e se encontram-se na Tabela 4 (segao

anterior).
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Figura 19: Volume com representacio Figura 20: Vista frontal do volume com
das familias de fibras representacao de uma familia de fibras

A seguir apresentam-se os resultados das tensoes de Cauchy na diregao de tragao para

cada angulo de reforco.

e Reforco a 0°
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Figura 21: Grafico tensao versus deformacao - potencias de Holzapfel - fibras alinhadas

a 0°
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e Reforco a 30°
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Figura 22: Grafico tensao versus deformacao - potencias de Holzapfel - fibras alinhadas
a 30°

e Reforco a 45°
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Figura 23: Grafico tensao versus deformacao - potencias de Holzapfel - fibras alinhadas
a 45°
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e Reforco a 60°
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Figura 24: Grafico tensao versus deformacgao - potencias de Holzapfel - fibras alinhadas
a 60°

Nos gréaficos das Figuras 21 a 24 observa-se que, a medida que a direcao das fibras
se afasta da direcao de alongamento do corpo de prova, a tensao de tragao encontrada
diminui, sendo que o mesmo ocorre quando utilizamos potenciais de Hencky para a rep-
resentacao da parcela das fibras. De fato, isso ocorre porque, a rigidez ao alongamento

oferecida pelas fibras diminui quando se aumenta angulacao entre as familias de fibras.

Da mesma maneira que para os potenciais de Hencky, nota-se um aumento con-
siderdavel na Tensao de Cauchy na dire¢ao das fibras. Neste exemplo, devido aos parametros
utilizados, nota-se uma acentuada diferenca entre a contribuicao das fibras e do meio
isotropico. Isto representa o comportamento esperado dos tecidos conectivos, onde a
maior rigidez provém da contribuigao das fibras, se mostrando muito flexiveis em outras

direcoes.

6.1.4 Dependéncia da velocidade de deformacao

Novamente o teste é realizado utilizando um corpo de prova de comprimento unitario

submetido a um deslocamento imposto num dos extremos com variacao senoidal no tempo.
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Neste teste, porém, é variada a freqiiéncia com que o ciclo é realizado. Foram testadas
trés velocidades angulares diferentes: w; = 0, 3% (f1 = 0,0477 Hz, curva verde); wy =
2, 512% (f2 = 0,4 Hz, curva azul); e finalmente w3 = 25, 12% (fi =4 Hz,curva vermelha).
Os modelos e parametros de material utilizados sao os mesmos que os do exemplo anterior
(ver Tabela 4). O grafico 25, representa a tensao de Cauchy versus a deformacgao na diregao
de tragao, alinhada com as fibras de refor¢o. Pode-se observar claramente o aumento da
tensao com a velocidade de deformacao. No momento de maximo alongamento, porém, a
velocidade de deformacgao torna-se nula e todos os resultados convergem ao mesmo ponto,

dependendo apenas do nivel de deformacao total.

100 T T T T T T T T

70} 7 -
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50+ / ;f/ -

Tensao de Cauchy (MPa)

: .,-..-..s.-.,.'.._ _

0 e | 1 L L L 1 L 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 0.45

Deformacgao na diregao das fibras

Figura 25: Grafico tensao versus deformacao - diferentes velocidades
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Figura 26: Gréfico tensao versus deformagao - diferentes velocidades (zoom)

Percebe-se dos resultados que os parametros utilizados para este exemplo, obtidos de
[15] néo se mostram muito sensiveis a taxa de deformagao, pelo menos néo para os valores

de velocidade/deformacao aqui utilizados.

6.2 Membrana com pressao interna

Apresenta-se aqui uma membrana sujeita a pressao por um fluido com valor linear-
mente crescente de zero a 1N/mm? em t = 5s com condigao de engaste nas bordas. O
teste é realizado utilizando elementos sélidos hexaédricos com 8 nds. Somente um quarto
do modelo foi simulado, devido a simetria do problema. A malha utiliza elementos regu-
lares com uma discretizacao de 16 x 16 x 4 elementos. O modelo reoldgico escolhido para
os exemplos ¢ o apresentado na Figura 10. Para a parcela referente a matriz isotrépica
utiliza-se o potencial Neo-Hookean e para representar a parcela das fibras utiliza-se o

potencial de Holzapfel, ver equagao (3.19).

Os parametros materiais correspondentes estao representados na Tabela 5 e foram

retirados de [15]:
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Tabela 5: Parametros utilizados

Potencial Modelo Parametros
© Neo-Hookean a = 2(MPa), g = 2(MPa)
©° Neo-Hookean a = 2(MPa), § = 2(MPa)
(0 Hencky n = 15,0087(MPa/s)
o Holzapfel | &, = 1,7939(MPa), ky = 11,2055(MPa)
0% Holzapfel k1 = 1,7939(MPa), ky = 11,2055(MPa)
(o Hencky n = 15,0087(MPa/s)

Sao apresentados, abaixo, trés casos para a membrana: o primeiro utiliza material
isotropico sem contribuicao das fibras; em seguida, o material da matriz é reforcado com
uma familia de fibras na direcao X. Por fim, testa-se o material considerando o reforgo

de duas familias de fibras alinhadas a 45 graus no plano da membrana (ver figura 30).

6.2.1 Caso 1. Modelo isotrépico

t=20 t=0,01
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1=0.3 t = 0,344742

Figura 27: Seqiiéncia de deformagoes da membrana

6.2.2 Caso 2. Modelo com fibras a 0°

Para esse caso, a orientacao das fibras é dado de acordo com a Figura 28
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Figura 28: Orientagao das fibras na membrana
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t=1,3 t=1,71484

Figura 29: Seqiiéncia de deformagoes da membrana - tensao na diregao X
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t=1,3 t=1,71484

Figura 30: Seqiiencia de deformagoes da membrana - tensao na diregao Y

Percebe-se nitidamente, através das Figuras 27, 29 e 30, que a rigidez a deformagao
no corpo de prova reforcado com fibras é muito maior do que no material isotrépico. Foi
preciso aumentar a pressao até o instante t = 1,7 no caso reforcado por fibras para obter
uma configuracao com niveis de deformagao comparaveis ao caso isotrépico. Observa-se
também claramente o comportamento simétrico do caso isotropico assim como o evidente
efeito das fibras na direcao X impedindo alongamentos excessivos nesta dire¢ao, no caso

reforgado.

6.2.3 Caso 3. Modelo com fibras a 45°

Para esse caso, a orientacao das fibras é dada pela Figura 31:
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Figura 31: Orientagao das fibras na membrana
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¢

t=0,45 t = 0,985768

Figura 32: Seqiiéncia de deformagoes da membrana com refor¢o de duas familias de fibras
a 45°

Como pode-se ver nas deformadas da Figura 32, foi preciso chegar cerca do instante
de carregamento t = 1,0 para obter niveis de deformagao similares (mas ainda assim
inferiores) ao caso nao reforgado. Observa-se também das figuras que os alongamentos
nas direcoes X e Y sao maiores que os obtidos nas direcoes a 45 graus, direcao de atuacao

das fibras de reforco.
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6.3 Cilindro reforcado

O proximo exemplo refere-se a um corpo de prova em forma de um cilindro com
comprimento L = 30mm e raio R = 5mm, submetido a um ciclo trativo e compressivo.
Os potenciais utilizados e os dados do material empregado sao os mesmos que os do
exemplo da membrana. O deslocamento de um dos extremos (o outro é fixo) é dado

através da funcao senoidal f(t) = 0,4 L sin(0,3 t)

6.3.1 Caso 1. Modelo com fibras a 0°

No primeiro exemplo, o corpo de prova possui uma familia de fibras paralelas ao eixo
de tragao Z. A malha utiliza elementos volumétricos com uma discretizagao de 5 x 5 x 30.
As figuras apresentam o comportamento do corpo de prova no momento inicial, no ponto
maximo de tragao, ao retornar a condicao inicial, no ponto minimo de compressao e

novamente, no retorno do corpo de prova a situacao inicial.

I[ | |y | T e
|
|
| |
Y [ T o B e
’ =it ] s e | ey L e S ] e |
z I
* Sigrnal 2Z
0,500 0),250) 0,000 0,250 0,500

t =0/20,944
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Figura 33: Seqiiéncia de deformacoes do cilindro com refor¢o de uma familia de fibras a
OO

6.3.2 Caso 2. Modelo com fibras a 30°

Neste exemplo, considera-se o mesmo corpo de prova do caso anterior, considerando
agora, apenas uma familia de fibras orientadas a 30° em relacgao ao eixo de tragao, estando
as mesmas no plano Y Z. Devido ao fato de o corpo de prova nao ser simétrico, nao foi
simulado apenas um quarto do corpo de prova, mas sim, todo ele. O modelo reoldgico,
os parametros, a discretizacao da malha e as funcoes potenciais utilizadas tanto para a
matriz quanto para as fibras sdo os mesmos do caso anterior. Além disso, o deslocamento
também respeita a fungao senoidal apresentada anteriormente. A orientacao das fibras,

nesse caso, pode ser visualizada na Figura 34:

Y

Figura 34: Orientagao das fibras na membrana
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Abaixo, sao apresentadas as figuras nos mesmos tempos do exemplo que considera

fibras paralelas.
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r
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Figura 35: Seqiiéncia de deformacoes do cilindro com refor¢o de uma familia de fibras a
30°

Como era de se esperar, a tensao final encontrada no caso de fibras alinhadas a 30
graus é menor que a tensao final quando as fibras estao paralelas a direcao de tracao
do corpo de prova. Isso acontece porque a rigidez ao alongamento oferecida pelas fibras
diminui com o aumento do angulo. Além disso, a tensao resultante no corpo de prova
(com uma familia de fibras) nao é uniforme, sendo que a mesma é maior nas bordas
de inclinacao onde encontram-se a familia de fibras. Dessa maneira, a deformacao do
material em questao demonstra visivelmente a atuagao das fibras no corpo, resultando na

menor deformagao na dire¢cao das mesmas.

A deformada do corpo de prova no momento em que o mesmo ¢é submetido ao valor
méximo de tracao é semelhante ao encontrado nos trabalhos de [13], apesar de 0 mesmo
utilizar duas familias de fibras em uma direcao arbitraria em relagao ao eixo de tragao,

mas que formam 90° entre si.

No momento em que o corpo de prova é comprimido o mesmo apresenta uma de-
formacao diferenciada devido a inclinagao da familia de fibras. De fato ja era de se
esperar tal comportamento ja que o mesmo corresponde ao deslizamento das fibras entre

si préprias que, organizam-se de modo a respeitar a restrigao do volume do corpo de prova.
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Finalmente, cabe observar a contribuicao da parcela viscosa no desempenho do teste.
Na Figura 353 observa-se que, embora os extremos do corpo de prova tenham retornado a
posicao inicial, tanto a sua configuracao como o estado de tensoes nao corresponde ao do
tempo t = 0, evidenciando a existéncia de tensoes residuais advindas do comportamento

viscoso do material.



7 Consideracoes finais

A biomecanica abrange em sua area de competéncia o estudo das leis da mecanica e
das aplicacoes de engenharia para compreender e atuar no comportamento de sistemas
biolégicos sob a acao de solicitagoes mecanicas. Mediante este estudo é possivel a criagao
de modelos matemaéticos capazes de representar de maneira aproximada o comportamento

destes sistemas e, em particular o comportamento mecanico de materiais biolégicos.

Neste trabalho propos-se um modelo constitutivo para corpos bioldgicos moles que
leva em consideracao a anisotropia devido a inclusao de familias de fibras de coldgeno

presentes nos ligamentos.

O modelo proposto é uma continuagao de trabalhos anteriores na érea de simulagao de
materiais viscoelasticos, e pertence a uma familia de modelos variacionais, no sentido que
permite formular o problema constitutivo como um problema de minimo. Adicionalmente,
o modelo deve ser classificado com um modelo viscoelastico nao linear, com a caracteristica
de ser definido por um conjunto de fungoes potenciais escolhidas pelo usuario no momento

da simulacao para melhor atender a um problema especifico.

Diferentes testes avaliando o modelo foram apresentados, buscando evidenciar carac-
teristicas de comportamento que sejam adequadas para a representacao de tecidos conec-
tivos moles, em particular ligamentos e tendoes. Tais testes foram realizados tanto no
nivel das equagoes constitutivas (foco deste trabalho) utilizando deformacgoes impostas
quanto no nivel de sua incorporacao em um programa de elementos finitos apto para

deformagoes finitas.
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A incorporagao das fibras permitiu ter um comportamento vinculado a direcao dessas.
Os exemplos permitiram observar que o modelo visco-hiperelastico utilizado representa
qualitativamente a contribuicao das tensoes elasticas e viscosas mantendo ambas em val-

ores sempre positivos, respeitando a restricao de tensoes compressivas nulas para as fibras.

No caso de propriedades de material em que as fibras apresentam mais rigidez que a
matriz isotrépica, a dependéncia da orientacao dessas em relacao a direcao de deformagao

torna-se evidente e em concordancia com o comportamento esperado.

O procedimento desenvolvido nao é restrito a tecidos conectivos, podendo ser aplicado
a uma ampla categoria de problemas mecanicos, dentre os quais pode-se mencionar os

componentes constituidos por elastomeros reforcados por fibras.

O préximo passo a ser dado, mas que nao cabe no escopo do presente estudo, é a
identificacao dos parametros de material do modelo proposto com curvas experimentais
destes materiais, momento onde se testa em ultima instancia a capacidade dos modelos
representar o comportamento do material. Esta tarefa configura um novo trabalho a ser

desenvolvido, envolvendo aspectos experimentais e numéricos.
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APENDICE A - Capitulo 2

A.1 Modelo de Ogden: Derivadas de ¢, ¢©° e ¥

Derivando os potencias de Ogden em relacao a ¢;

9y

N
de, p;up [exp(e;)]°7,
a(pe N e e\1%p
e :p;up lexp(€5)] ™",
81/1 N v v\ ] %Xp
87[? = p:177p [eXp(dj)] )
e
o X o
= o, le e,
((9ej)2 p;lﬂp p[ xp(ej)]
82 © N e e\] %
= L ppap [ep(e)]
(0s)
82’¢ N v v\ &p
7 = 2% [eXp(dj)] ,
G

A.2 Modelo de Hencky: Derivadas de ¢, ¢° e ¢

Derivando os potenciais de Hencky em relacao a €; obtemos:

Iy 9p”
_r — 2 . e _e
¢ Hegs et A

82 62 e
S02 =24, i 2 = 2u,

(66]) 8(5;)

(A.4)

(A.5)

(A.6)

(A7)

(A.8)
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A.3 Derivadas de ¢, ¢® do modelo de fibras

e k 2.\
¢° = o {explka(J 73 (AG) — 1)’ — 1}
2:’2 . (A.9)
1 —% \e\4 —2/ve\2 1

Derivando em relagao a \° obtemos

dp” k —%/\e —3/\€ —%/\e€
afe - T];exp[(kQJ_%()\fc)4 — 2kpd 5 (AG)? + ko) (4kad 3 (NS — dkod T5(AS)  (A.10)
7

para o célculo da segunda derivada temos

62906 k1 —4 ye\4 —2 yey2 —4ve\3 —2/ve\\2
82)\6 = %exp[(kgj 3 ()\f) - 2k2J 3 ()\f) -+ kQ)] (4]€2J 3 ()\f) - 4k2j 3 (Af))
!

(A.11)

+ %exp[(kQJ*%(A§)4 — 2kyJ 5 (A5)? + k)] (12ka 5 (A)? — ko] ~5)
2
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APENDICE B - Capfitulo 3

B.1 Elasticidade finita com resposta volumétrica de-
sacoplada

Da mesma forma que na equagao (4.23), pode-se escrever a fungao energia de deformacgao
como

W(C) =w"C)+ U°®) (B.1)

Sendo o tensor de Piola-Kirchhoff dado por (para fins de nao sobrecarregar as notagoes, considera-
se todas as varidveis no tempo n + 1)

) 4(e)
P =2F— (B.2)
p—or WO g 2L
aC aC (B.3)
aJ oW (C) 8C '
_ / .
= 2FU'(J) 5 + 2F o a0

E, ainda, (ver [26]) tem-se

p_rs U1 opy-2) W) LI (OW(C))
oJ oC 3 oC

J-2pEy (227C)) U o
0 00n41

)

A equacdo acima é igual & equagao incremental (5.3) apresentada na formulagao constitutiva
variacional do capitulo 5.

(B.4)
=F

Considerando a descricao material, o segundo tensor tensdao de Piola-Kirchhoff S° dado por
(ver [26])

aWo(C) ., 0] _OWO(C) oC
0._ _ ot (9L i
80 =272 207 () 55 +2 & a0 .
0/ 0O
_ 0V (e 423 VC) LI IWAC)) (o o
aC 3 oC
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Para simplificar as expressoes, defina
~0 2 ~ 1 ~ _
S =J73 {286W0(C) - g[2(96VV°(C) : C|C 1}
0(C (B.6)
— s-ipry |22V
oC
Logo,
o(C / ~
g0 9 (C) _ sy (J)c ! +8° (B.7)

oC
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APENDICE C - Capitulo 4

C.1 Minimizacao de ¥ com relagao a M?

Considerando o problema de minimizacao apresentado em (5.18), a condigao de otimalidade

em relagao a direcao M, é dada por

oL [ OAp° OAY . . v
oM [OM] = ( oM + At8M3> [OM] + 2X; (M - M) + X2 (M} - 6M) + A3 (M - 60M)
ady oD"
<8D” 8Mg) [OM] =0 VoM € Sym,
sendo que
OAp® 3, OA° O Oee 3. 0Ap°
= =— —E¢ | A¢Y 1
(91\/[3 j=1 865 866 8Mg ];1 865 J qa? (C )
3 od¥ v 3 v
ami _ & aAi/; J 8Dv _ ( 8A11)/;M§> Adg 2
oMy D 8dj oDv oMY =1 8dj At
ad; oD" —
aD® OME d, M. (C.3)
/AN OAY 3. 0AY 3. 0Ap°
A =Aq’ MY | — ES )| =A¢" A. 4
(aMg - tamg) to K]; ody ]; de %o (C-4)
A
Fazendo as respectivas substituicoes e, igualando dM a M, M}, M{ temos
20\ + Ad, = —Aq) A-M?, (C.5)
A2 = —Aq, A-My,
A3 = —Ag, A-M;.
Substitutindo em (C.1), obtem-se
Agy [A-6M — (A -Mg) (Mg - 0M) — (A - My) (Mj - M) — (A - M) (M{ - 6M)] = 0
YoM € Sym

(C.8)
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ou equivalentemente (C.9).

B
= (M, @ M) — (My @ My) — (M ® M()]A = 0. (C.9)

Substitutindo o tensor A na equagao acima pode-se verificar que:

B (i 5@?3’1\4;) — o0, (C.10)

L oag ) L 0A L 3 M) M
B<z QIOEJ‘>:Z z Z f (j‘Ma)Ma
.7

j=1 3 j=1 865 j=1
3 8A€0 e (% (% 3 aAgpe e (% v
— > (B -My) My — > —— (E - M) M{. (C.11)
j=1 86] =1 86]

Assim, assumindo E; =Mj verifica-se que a equagao (C.11) ¢ igual a zero.

C.1.1 Minimizagao de ¥ em relacao a Aq’

O préximo passo a ser realizado é a minimizacao de ¥ em relagdo a Ag}, j4 que sao con-

hecidas as direg6es M?. Tendo em vista a restricao adicional € + €§ + €5 =dj +dy +d5 =0e

fazendo € = 6 — Ag;, obtemos as seguintes condigoes de otimalidade
O¢; v
P oL _ oL oL 0¢° n t@d) od; Iy
0Aq) 86 BAq aef O€ ody O¢§
. N
_86;3_8df+)\_0’ 1=1,2,3 (C.12)
aﬁ v v v e e e v U v
T4 = a :dl +d2+d3 :€1+62+€3 :Aql +AQQ +AQ3 =0. (013)

Usando o método de Newton para encontrar as rafzes x = {€{, €5, €5, A}, temos a férmula recur-

siva
xFH = xb — KF1rk, (C.14)
ou
KFAx = —rf,  xF1 =xF 4 Ax. (C.15)
Para simplificagoes supoe-se que:
3 3
o°(€f) = 2w6(6§)7 P(di) = Qw”(dl’)? (C.16)
1= 1=
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Dessa forma, K ¢ definido por (C.17).

orp Ory Or1  Orp

Je D5 05 OA Ky 0 0 1
Org  Odrg Ora  Ora
| %4 %6 @¢ ox | _ | O Ka 0 1
K= | 99 9% 95 = (C.17)
87‘3 87‘3 87‘3 % 0 0 K 1 ’
DS e e  OA 33
Ora Ora Org Ora 1 1 1 0

O¢§ Oe§ Oe§ oA

or; 02 ¢° 1 oy _
Ki =3¢ = perge T Aiogaa 2 (C.18)

1

Para o processo de atualizagao de Newton pode-se obter, ainda,

A€l = — (’I"l' + A)\) /K”, (Clg)

3.1, 31\ ¢
AN = <r4 — ;KM> <s§1Kss> . (C.20)

C.2 Minimizacao de ¥ em relacao a A%

Conforme na equagao(5.41), temos o seguinte problema de minimizagao

Wy = min {AQ5(NF,,,) + At (d(Nf,, )} + Al (A,) (C.21)

fn+1

Assim, a partir da condigéo de otimalidade

oV, ¢ Y
o o e
(C.22)
__O¢° _/\fn+1 + % —0
0N x ad
n+1 n+1

Utilizando o método de Newton para encontrar as raizes através da féormula recursiva, como

feito anteriormente,

<FL = b _ gh—1pk

ou

KFAx = —rF, xF = xF 4 Ax
Assim, temos

_ (O [ A 0" 1\ (Apn), v 1
K‘(aw ((A” 2) Taxe v ) \ae ) T ed A (0:23)

Sn+1 Sr+1 Frt1 N fog fnt1
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C.3 Derivadas de ¢ e ¢® em relacao a Cn+1

Para o calculo do tensor tensao de Piola-Kirchhoff torna-se necessario o calculo das derivadas

de ¢ e ¢° em relagdo a C,11, uma vez que a minimizagao ja foi realizada. A derivada de ¢ é

dada por
R 3
Cn+1 == ZC]'E]‘, (024)
j=1
3 e 3
Op 500 04 _ - Og. (C.25)
OCny1  j=10¢,0C,  jZ10¢

Ja para o calculo a derivada de ¢° utiliza-se as seguintes relagoes:

C fL+1 = FZFEJFZH = FZ;{CH+1F1%111’ (0-26)
& — T _ poeTE, Rl (C.27)
e obtém-se
Op° 0p°
P LT boean Je (C.28)
0C, 11 oC; 4
Op°
_ v—1 v=T
=F) OCPTFH , (C.29)
onde:
0p® 3 9t Oct 3 9wt
=y = LK, (C.30)
acn—i—l Jj=1 Cj aCn—i—l Jj=1 Cj
Ht 3 Huwt ok 3 9p®
Y =y TR (C.31)
oCer j:laj oCs, j:136§

3 . 3
Dy . %%:Z%Eﬁ (C.32)
8Cn+1 ]ZIaCJ a(jn-ﬁ-l ]:lacj
e 3.90¢ Oc '\ aCe 3. D¢
0 (% L ) e (222 L) Rt (o)
9Cn 1 j7=10¢; 0C;, 1, ) 0Cnp j=10€5 265
3. 9pe O\ aCPr LS00 1
_ | o o - B | FoT C.34
<]§100§ oCr ) 9C Fog g o

A escolha entre as expressoes (C.33) e (C.34) é feita por conveniéncia de implementagcao.
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C.4 Tensor material

Para a utilizacao do método de Newton torna-se necessaria a determinacao da matriz tan-

gente. Dessa forma, tensor material C é dado por

d v d Yiso ov i ; 7
; ( 9 > < 0 n f > = C¥iso 4 C¥iso + CPF +C%7 (C.35)

CdC, \0Chy /) dChiy \OC, 9C,
(C.36)
onde dgi corresponde a derivada total em relagao a Cn—i—l- Considerando apenas a parte
n+1
isotrépica, temos
d%p; d %)
Ciso = Piso + ( ipzso > (037)
8Cn—‘,—l

(anH) > dCh

Utilizando o sistema de coordenadas espectrais apresentado em [28] percebe-se que a primeira
parcela de (C.37) pode ser calculada utilizando as propriedades de uma func¢ao isotrépica de um
tensor de segunda ordem. Para o calculo da segunda parcela torna-se necessario a realizacao
de um passo intermedidrio via regra da cadeia que considere as deformagoes preditoras. Con-
siderando CP* = FX‘TCHHFX_I e, sendo Y= F;il é possivel verificar que (ver Apéndice em

8])

e d atpe 3 TV d 6806 nevi . .
E ( ) g : < fep fiq :Ciflij :Cﬁkl‘ (C.38)

ijkl — A ~ m Syt Apr Apr
dCpy 8Cij m,t,p,q=1 deq 67Cmt

note que o indice n+ 1 estd implicito nas expressoes. Para o cdlculo da derivada de ¢¢ em relagao

a CPT = I"EY" em coordenadas espectrais, precisamos primeiramente, calcular as seguintes

funcoes
_0p® 0p° 1
yl - 8ch7' - 865 QCZ.pr’ (C.Sg)
d [(0¢° 1 0%p° de¢ 1 op® 1
- - i — . 4
Yirj dc?r <86f§ 2cfr> 0€§0¢€§ de?r 4chc§r 0¢s 2 (Cf")Q (C.40)



C.4 Tensor material

97

Op© 92 p° ~ ~ e/ pr _pr
Os termos de © Desoe S0 claros. De outro lado, a relacao € (€] ,

[8]):
Ory 0% de¢ 9% d(dY)  dA

= — —0, 4,j7=1,2,3 (noind
08 " Decocs d  odvody ddr | adr Y (no index sum)
des Oii 1 de d\
— 7 -0
90722 dﬁ?r w,ll <At At d€§r> + dE?r ’

¢ i des 6ij dA
— 6“ ) T i — - — 0’
<(’0’“ * At ) de 2 At de

j
des 04 dX
= Kii—7 — i — = | =0,
de? <¢’ At de’-’) 0

j
€ € €
ory de{  de5  de§

=2 +-2Z+-E =0
pr pr pr pr
8ej dej dej dej
Usando a notacao:
o dy 1
Vi = o’ 0i = Dec’ Kii = @i + Kt@b,ii-

Isolando dijr de (C.41) e substituindo em (C.42),
J

de
O _ [, 85 _ A 1
(9€§-W o At dG?T KM ’

Y AKy T B d R

i=1 i =106 i

Vg o A &1
Atij dE?r i=1 KZZ

dh 23: 1\
dE?r AtK]] s:lKSS

Entao, substituindo (C.45) em (C.44), obtemos (C.46).

-1
def i P Vi 23: 1
del" ALKy Y ALK K \S1Kss )

=0,

0,

Para o céalculo referente a parcela das fibras, temos

parte2
¢ = d (prf>: A5 L d <(?s0§c>
dCpi1 \0Cpq1 (dén+1)2 dCpi1 \0Cp 11
———
partel

= C¥F + C¥Y

b, €h") é definida por (ver

(C.41)

(C.42)

(C.43)

(C.44)

(C.45)

(C.46)

(C.47)
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Desenvolvendo a parte 1 e, considerando implicito o indice n + 1, temos:
dp _ d [Opp) _ d <‘990f1A..>
(d(j>2 dCjy \ 9C;; dCyy \OAg 2Xp
d 0 1 0 d 1
TS <aff> o, aff (2/\> Aty
d(zkl f f 7 dCpy f (C.48)
Fop (1 s 1
= — | Ay — | ——= | A
(8/\f)2 (4)@) Fiawi + 8)\f 4)@ Figni
| PPy 1 0py 1
T (Ox)7aNE T OapaNE| T
Jé para a segunda parcela (parte 2) temos:
d 0p* d |0 | dX d | 99" | 1 A
—_—= = = I\ = oy Ykl
dCyy | 9C;; | ~ dX |aC,; | a€ ~ dx |aC;, | 22 (C.49)
—_——
A
Considerando apenas A e fazendo as devidas substituigoes, temos:
d [0p° 1 d [0\ 1 1 Op® OX¢ 1 C0p° 1
a AN— | A = = il hkll — Az Aj C.50
dX [8)\6 2)\2] T dA <8)\e> AV 27 ONE ON 2)2 xe T3t ( )
Tomando parte da primeira parcela, temos:
d ([ 0¢° d [0p®\ 0N 0%¢° ON°
el A= A= C.51
d\ <6/\e> T d)e (8)\e> ON Y OXe oA ( )

Para calcular tal derivada, torna-se necessario encontrar

e

. Tal derivada pode ser calculada

oA
através do residuo:
_O¢° 81&
e C.52
0\ A Bd ( )
Derivando r em relagao a A obtém-se:
ar 0%p° ON° &p oxXe 0% od
ox — (Ox ) oA 8)\6 ON | O oN
82g05 ON¢ 827111 ﬁ oY
(OA€)? 8)@ ON  9d? \ OX\Y O\
0?° O\ 02w 1 9 /A
¢ — | — C.53
( ONe)? 8)\‘3) 8d2 <At)\” oA ()\6>) ( )
02 ° )¢ 6/\6 Bzw 1 I 8/\6
(OA€)? 8/\6 8d2 At Y \ e
82<p'3 8@ N 82¢ 1 X 0xe 821/1 1 0
(OX°)? 6/\e Ad? AU (X€)2 ) ON 8d2 AtA
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Assim,

0?° dp® 0% 1 X 0%y 1
‘ _ Py 1 54
((8)\6)2)\ T oxe T od AtAe) Ox O A (€54)

Logo, substituindo (C.23) em (C.54),

AT oNe 0% 1
K— = C.55
[ )\e] O\ od? Nt ( )
Portanto,
oxe 0% 1 A€
_ C.56
O\ Od? Nt (K . )\”) ( )

Substituindo (C.56) em (C.49)

d

_d | 99"
dCpy

dC;;

N Od2 Ath VK -\ ﬁﬁ—i_a)\e OdZ NN VK -0 ) 902 e 7 3| o) gkl

(C.57)

_[82<p6821b 1 < ¢ >1 1 09 0% 1 < ¢ ) L 09 171
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