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RESUMO

2

A cartilagem articular é a responsdvel pela qualidade funcional de
uma articula¢do durante toda vida, permitindo o deslizamento suave das su-
perficies articulares entre si, com baixo atrito, suportando e distribuindo uni-
formemente as pressdes intra-articulares. O dano na cartilagem limita a qua-
lidade de vida das pessoas, causa dor, impede a mobilidade e restringe se-
veramente as atividades didrias. Estudos que visam a reparacdo da cartila-
gem, a fim de diminuir e estabilizar os problemas acima citados, tém sido fre-
quentes nas ultimas décadas, exigindo conhecimento da estrutura e do com-
portamento mecanico deste tecido. O presente trabalho teve como objetivo
a andlise e simulagdo do comportamento do tecido cartilaginoso articular,
através da implementacio, via elementos finitos, de modelos bifdsicos. Para
a valida¢@o dos modelos propostos e buscando uma melhor compreensao dos
fendmenos envolvidos foram reproduzidos varios exemplos numéricos dis-
poniveis na literatura. A capacidade dos modelos bifésico poroeldstico (BPE)
e bifasico poroviscoeldstico (BPVE) de reproduzir corretamente o comporta-
mento mecanico do tecido foi avaliada em testes de relaxamento de tensdes
em compressdo confinada e ndo confinada. Testes experimentais de com-
pressdo ndo confinada com cartilagem suina foram feitos para caracterizar a
cartilagem e os resultados obtidos utilizados para posterior identificacdo de
parametros através de um algoritmo de otimizagdo. Foi possivel demons-
trar a vantagem do modelo BPVE, em relagao ao modelo BPE, por levar em
consideracdo a natureza viscoelastica dos componentes da cartilagem. Além
disso, o modelo BPVE conseguiu representar o comportamento real da carti-
lagem.

Palavras-chave: Poroviscoelasticidade, Biomecanica e Cartilagem Articular.
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ABSTRACT

Articular cartilage is responsible for the functional quality of a joint
throughout life, allowing smooth sliding between articular surfaces with low
friction, supporting and distributing the pressure steadily within the joints.
Cartilage damage limits the quality of life, causes pain, prevents mobility and
severely restricts everyday activities. Studies attempting to repair the car-
tilage, in order to reduce and stabilize the mentioned problems, have been
frequent in recent decades, requiring knowledge of its structure and its me-
chanical behavior. Therefore, this work aim to analyze and to simulate the
mechanical behavior of an articular cartilage tissue by means of the finite ele-
ment implementation of biphasic models. In order to validate the proposed
models and to better understand the phenomena involved, several numerical
examples available in literature are reproduced. The ability of the biphasic
poroelastic model (BPE) and biphasic poroviscoelastic model (BPVE) to re-
produce correctly the mechanical properties of the articular cartilage is eva-
luated in stress relaxation tests of confined and unconfined compression. Ex-
perimental tests of unconfined compression with porcine cartilage are used
to characterize the cartilage and the results used for parameter identificaton
using an optimizing algorithm. In this study it is possible to demonstrate the
advantage of BPVE model with regard to the BPE model by taking into ac-
count the viscoelastic nature of the cartilage components. Furthermore, the
model BPVE could represent the actual behavior of cartilage.

Keywords: Poroviscoelasticity, Biomechanics and Articular Cartilage.
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1 INTRODUCAO

A busca pelo aumento da qualidade e expectativa de vida, enfatizada
nos ultimos anos, evidenciou a necessidade de avangos tecnolégicos nos cam-
pos da medicina e engenharia. Inserida nesse contexto, a biomecanica busca
entender como as forgas internas e externas atuam sobre os corpos vivos. O
estudo e andlise do comportamento mecanico desses corpos, sao fundamen-
tais para uma melhor compreensdo dos fendmenos envolvidos e tem diver-
sas aplicagdes, como o auxilio em procedimentos cirdrgicos, na melhoria da
colocag@o de proteses e na reparacio de tecidos.

A cartilagem articular é uma estrutura que esta sujeita a carregamentos
constantes. Uma vez que a cartilagem é responsavel pela qualidade funcio-
nal das articulagdes, é fundamental compreender como a sua estrutura in-
terna é organizada e como essa responde mecanicamente quando submetida
a solicitacdes devido aos seus movimentos durante o uso cotidiano ou es-
portivo. Lesdes na cartilagem articular ndo representam uma ameaga a vida,
mas podem diminuir consideravelmente a qualidade de vida das pessoas. O
dano na cartilagem articular causa dor, inchaco, restringindo a mobilidade e
as atividades cotidianas. O aumento de peso, a pratica de exercicios fisicos
com cargas intensas e o proprio envelhecimento, podem levar a danos irre-
paraveis na estrutura da cartilagem que estio associados a muitos problemas.
O principal desses é a osteoartrite (OA) ou artrose. A OA é uma doenca
que causa destruicao parcial ou total da cartilagem que recobre 0s 0sso0s, nas
articulagdes como pode ser visto nas Figuras [I.2). Ela também é conhe-
cida como artrite degenerativa. Devido a essa perda, comeca a haver contato
entre material 6sseo ocorrendo inflamagdes e irritacdes na articulagdo. A OA
pode ocorrer em qualquer articulagdo, porém, é mais comum nos joelhos, nas
maos, no quadril e na coluna. Outros problemas associados a cartilagem arti-
cular sdo a osteocondrite (inflamagdo conjunta de osso e cartilagem), hérnia
de disco (projecdo do disco intervertebral para além dos seus limites normais)
e nanismo (impedimento do crescimento).

Para estudar e compreender quais os fatores que causam doengas e
prejudicam a vida humana e também para compreendar quais forcas atuam
nos tecidos bioldgicos durante as diversas atividades realizadas diariamente,
ensaios experimentais sdo de suma importancia. Existem duas classes de
testes em tecidos bioldgicos: testes in vivo, os quais sdo raros e de dificil
execugdo e os testes experimentais in vitro. As duas classes de ensaios sdo
usualmente feitos para caracterizar as propriedades de tecidos vivos. Porém,
podem ndo representar corretamente o comportamento mecanico do tecido
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Figura 1.1: Articulacio sinovial: normal e sofrendo de osteoartrite. Adaptada

de [T].

em si devido a inimeros fatores que devem ser levados em consideragdo para
reproduzir o ambiente e as condi¢des de carregamento no qual se encontram.
Além disso, variacdes nas propriedades mecanicas podem surgir durante a
extracdo e ensaio da amostra.

Figura 1.2: a) Cartilagem saudavel b) Cartilagem sofrendo de osteoartrite

Virios modelos matemdticos foram desenvolvidos a fim de represen-
tar corretamente o comportamento dos tecidos vivos e com o auxilio de ferra-
mentas nimericas, simular problemas reais da maneira mais realista possivel.
Nesse contexto, o uso de modelos computacionais, auxilia na andlise do
comportamento mecanico e no estudo das propriedades mecanicas. Mode-
los de elementos finitos tem sido usados para tentar prever o comportamento
mecanico dos tecidos bioldgicos sob a atuacdo de vdrios tipos de carrega-
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mento. O uso em conjunto de testes experimentais e modelos computacionais
¢ importante, uma vez que os testes experimentais guiam o modelamento e
permitem validar os modelos numéricos. Modelos bifasicos poroelasticos
foram inicialmente usados para descrever o comportamento mecéinico da
CA. Porém, sabe-se que a cartilagem apresenta comportamento viscoeldstico.
Logo, novos modelos foram formulados para introduzir o efeito de viscoe-
lasticidade da matriz sélida na representacdo constitutiva. Atualmente diver-
sos modelos bifasicos poroviscoeldsticos, com diferentes aplicacdes, tém sido
usados para modelar corretamente o comportamento mecanico da cartilagem
articular.

O principal objetivo do presente trabalho é o estudo de modelos
poroviscoelasticos capazes de simular numericamente o comportamento
mecénico de tecidos cartilaginosos de articulagdes. Pretende-se ainda avaliar
a sua capacidade de representagdo mecanica através de testes experimen-
tais e identificacdo de pardmetros do material. Como objetivos especificos
podemos citar:

* Comparar os modelos BPE e BPVE.

* Verificar se o algoritmo de espectro discreto consegue representar o
comportamento mecanico da cartilagem articular.

* Analizar a influéncia dos pardmetros do material através de andlise de
sensibilidade.

» Realizar ensaio experimental de compressdo ndo confinada com carti-
lagem articular suina.

» Efetuar identificacdo de pardmetros do material através de um algo-
ritmo de otimizacgdo.

Segue abaixo uma breve descri¢do da estrutura desta dissertacao:

* No Capitulo |2| apresenta-se uma revisdo bibliografica sobre a cartila-
gem articular, seus componentes e sua estrutura interna. Este capitulo
traz, ainda, uma breve descri¢@o dos ensaios mecanicos mais utilizados
na caracterizacdo da cartilagem. Por dltimo, sdo descritos brevemente
os modelos de comportamento de material mais usados nos ultimos
anos.

¢ O modelo bifdsico poroviscoelastico é apresentado no Capitulo E&l E
mostrada a formulacdo matemadtica que modela o comportamento da
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cartilagem, desde as equagdes constitutivas até as equagdes expressas
na sua forma integral. Depois é apresentada a formulagdo numérica
através da aproximacdo via elementos finitos.

No Capitulo @ sao mostrados e discutidos os resultados de validagdo
do modelo, baseados em exemplos disponiveis na literatura. Também
sdo apresentados os resultados dos testes experimentais executados e
da identificacdo de pardmetros da cartilagem.

Por fim, no Capitulo sdo apresentadas as conclusdes e as
recomendacdes para trabalhos futuros.
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O tecido cartilaginoso, ou cartilagem, pertence ao grupo de tecidos
biolégicos conjuntivos moles. E um material poroso (Fig. , bifésico,
composto por uma matriz sélida formada por grupos de células denomina-
das condrécitos que ficam imersos em uma matriz extracelular (MEC), cons-
tituida por proteoglicanas, fibras de colageno e uma fase fluida devido a dgua.
A matriz s6lida € porosa e permedvel permitindo o escoamento do fluido alo-
jado nos poros durante a aplicacdo de carregamento. Existem trés tipos de
cartilagem no corpo humano: eldstica, fibrosa e hialina.
Porosidade Porosidade

Ochida  Conectada Solide
|

Fluido

78
Fase Solida Fase Fhiida Volume [n.ﬁrﬁ'tesimal
para o meio poroso

Figura 2.1: Meio poroso. Adaptada de [1].

A cartilagem eldstica € encontrada no pavilhdo auditivo, no conduto
auditivo externo, na tuba auditiva, na epiglote e na cartilagem cuneiforme da
laringe. A presenca de elastina confere uma colora¢do amarelada. Também
possui pericondrio (tecido que reveste a cartilagem e que é responsdvel pela
sua nutri¢do e oxigenagdo) e estd menos sujeita a processos degenerativos.

Ja a cartilagem fibrosa estd presente nos discos intervertebrais, nos
pontos onde alguns ligamentos e tenddes se inserem nos 0ssos e na sinfise
pubiana. FEla tem dureza intermediaria entre o tecido conjuntivo denso e a
cartilagem hialina. Essa ndo possui pericondrio e estd sempre associada ao
tecido conjuntivo denso. Sua matriz possui grande quantidade de fibras do
coldgeno tipo I, que formam feixes, seguindo uma orientagio, aparentemente,
irregular. Esses feixes lhe conferem grande resisténcia a tragao.

Por tltimo temos a cartilagem hialina ou articular que é a mais
freqiiente no corpo humano. Essa estd presente nos anéis da traquéia e
bronquios, septo e paredes das fossas nasais, nos locais de juncdo das
porcdes anteriores das costelas com o esterno e recobrindo as articulacdes
do tipo poliaxial. Esse tipo de cartilagem possui uma coloragdo natu-
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ral branco-azulada e € translicida. Possui pericondrio (responsdvel pela
nutri¢do, manutencdo e crescimento do tecido conjuntivo cartilaginoso) e
cresce principalmente por aposicdo, ou seja, de fora para dentro.

A cartilagem articular (CA) € uma estrutura resistente e eldstica que
recobre a superficie dos ossos que compdem as articulagcdes e permite uma
grande liberdade de movimento aos 0ssos longos. Essa cobertura ainda di-
minui o atrito entre as superficies e, por conseqiiéncia, permite maior faci-
lidade de movimento. Em articulagdes humanas, a espessura da camada de
cartilagem pode variar de 1 mm nas articulagdes dos dedos a 6 mm na su-
perficie retropatelar [12]. Suas principais func¢des estao relacionadas ao des-
lizamento das superficies articulares entre si de uma maneira suave e com
baixo atrito, ao suporte de pressdes pelas articulacdes e a distribui¢do uni-
forme das pressdes intra-articulares. Além disso, a cartilagem articular distri-
bui as cargas sobre uma maior area de contato, diminuindo a tensdo de contato
e dissipando parte da energia que € associada a carga [13]. A MEC em con-
junto com o liquido sinovial, sdo os responsdveis pelo baixo coeficiente de
atrito durante o movimento das articulagdes (cerca de 0.001 [[14]).

2.1 ESTRUTURA E COMPOSICAO DA CARTILAGEM ARTICULAR

Sabe-se que a cartilagem articular € um tecido avascular, esparsa-
mente celular, cujas caracteristicas bioquimicas refletem principalmente a
composicao da matriz extracelular. Esta € hiperhidratada (contetdo de dgua
variando de 58 a 78%), com 20-34% de sélidos dos quais, 5-6% sdo compo-
nentes inorgdnicos e do restante orgénico, 50-75% é formado por coldgeno
tipo IT e 15-30% por proteoglicanas (responsédvel pela elasticidade da carti-
lagem articular). Na Tabela tem-se a porcentagem dos principais cons-
tituintes da matriz extracelular. A estrutura da cartilagem articular é hete-
rogénea e as propriedades do tecido variam em funcdo de sua espessura. Na
Figura (2.2)) vemos os principais componentes da cartilagem articular.

2.1.1 Proteoglicanas

As macromoléculas proteoglicanas representam cerca de 15-30% do
peso do tecido seco. Elas s@o proteinas grandes e complexas compostas por
um nucleo central carregado negativamente conectado através de ligagdes co-
valentes com cadeias de protefnas glicoaminoglicanas (GAG) conforme visto
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Proteoglicana

Fhudo
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Proteoglicanas
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Figura 2.2: Estrutura da cartilagem. Adaptada de [2].

Tabela 2.1: Composicao aproximada dos constituintes da cartilagem articular,
menisco, disco intervertebral, tendao e ligamento [1]

Tipo de Tecido Colageno Proteogliganas Agua
(% peso seco) | (% peso seco) | (% peso molhado)
Cartilagem Articular 50-75 15-30 58-78
Menisco 75-80 2-6 ~ 70
Disco Intervertebral 15-25 ~ 50 70-90
(ndcleo polposo)
Disco Intervertebral 50-70 10-20 60-70
(anel fibroso)
Tendao ~ 23-30 ~7 ~ 70
Ligamento ~ 23 ~7 ~ 70

na Figura (2.3). Estes grupos de GAG originam uma alta densidade de carga
negativa, denominada como densidade de carga fixa (DCF) [15]. Devido a
essa carga negativa presente nas GAG, nuvens de cdtions sdo atraidas, tra-
zendo consigo principalmente sédio (Na™) juntamente com moléculas de
dgua. A concentracdo de cations no interior do tecido € maior do que em
torno do liquido sinovial (fun¢do de lubrificar as articulagdes), o que pro-
voca uma diferenca de pressdo que resulta em inchaco do tecido [16]]. Esse
fendmeno fez surgir a chamada teoria trifisica, com a adicdo de uma terceira
fase representando cétions e anions [[17]. A capacidade das GAG de atrair
cations e adgua faz com que as proteoglicanas tenham a fungdo de hidratar a
matriz extracelular.
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Figura 2.3: Estrutura das proteoglicanas e fenomeno de DCF. Adaptada de [3].
2.1.2 Colageno

A cartilagem articular contém em sua maioria (80-85%) coldgeno tipo
IT e pequenas quantidades dos tipos V, VI, IX, X e XI [18]. O coldgeno é
classificado conforme a sua cadeia de ligagdes peptidicas (ligacdo que une
dois aminoécidos). As formas de coldgeno correspondem a 50-75% do peso
do tecido seco. As fibras de coldgeno ndo contribuem na resisténcia do tecido
quando estdo sob compressao, mas sao fortes e rigidas a tracdo. A rigidez do
colageno estd ligada a quantidade de ligacdes cruzadas existentes. Na Figura
(2:4) vemos um esquema do processo de formagdo das fibras de coldgeno.
Esse comeca quando trés cadeias de aminoacidos se entrelacam em uma es-
trutura de tripla hélice formando os tropocoldgenos. Esses, apds um processo
de empacotamento dardo origem as fibrilas de coldgeno que finalmente se
unirdo formando as fibras de coldgeno.

2.1.3 Condrécitos

Condrdcitos sao as tnicas células encontradas na cartilagem. Elas sao
responsdveis pela sintese, produgdo e manuten¢do da matriz extracelular. Es-
sas estdo isoladas em pequenas cavidades do tecido, denominadas lacunas
(Fig. [2:3) e participam do crescimento da cartilagem.
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Figura 2.4: Formacao das fibras de coldgeno. Adaptada de [3].
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Figura 2.5: Condrécitos [1].
2.1.4 Fluido Intersticial

O liquido intersticial é composto por dgua e fons livres (Na™, K+ e
Ca™?). A 4gua é o componente mais presente na CA e sua quantidade varia
de 58 a 78% do peso molhado, dependendo da camada considerada (na ca-
mada superficial da cartilagem a concentracio de dgua € alta (cerca de 78%
do peso molhado)). Ela ocupa o espago entre as fibras na MEC e € livre para
escoar durante a aplicacdo de carregamento. Esse escoamento é importante
para assegurar nutri¢do (uma vez que a cartilagem ¢é avascular), lubrificacio
das articulacdes e para suporte de carga [19]. A presenca dos fons influencia
no comportamento mecanico e fisico-quimico, uma vez que ¢ um dos respon-
savéis pelo fendmeno de inchamento do tecido [20].
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2.1.5 Divisao da Cartilagem Articular

A cartilagem articular divide-se em quatro zonas conforme mostrado
na Figura (2.6): superficial, de transigdo, profunda e calcificada.

Superficie Articular

Tidemark

/ W # s (sso Subcondral
Cartilagem Calcificada TR

T~ 0Osso £5ponjoso

Figura 2.6: Zonas da cartilagem articular. Adaptada de [1].

A zona superficial é a camada mais fina (cerca de 10-20% da espessura
total da cartilagem) e forma uma superficie de deslizamento das juntas. Essa
zona possui uma grande quantidade de dgua e fibras de colageno. As proteo-
glicanas e o coldgeno se ligam fortemente nessa regido, conferindo uma alta
resisténcia a cisalhamento devido ao movimento [21]].

A zona mediana ou de transicdo é consideravelmente maior que a
superficial (40-60% da espessura total). As fibras de coldgeno t€ém maior
didmetro e se distribuem aleatoriamente. Os condrdcitos aparentam serem
achatados e s@o mais ativos que na zona superficial.

Na zona profunda, ou radial, as fibras de coldgeno tém seus maiores
diametros e sdo orientadas perpendicularmente ao osso subcondral. Esta zona
tem uma elevada presenca de proteoglicanas e um teor mais baixo de dgua.
Tem cerca de 30% da espessura total da cartilagem. A transi¢do entre a ma-
triz da cartilagem nao calcificada e a cartilagem calcificada ocorre através da
tidemark.

A zona de cartilagem calcificada é a camada de transi¢do entre o0 0sso
e a cartilagem. A calcificacdo ocorre através de cristais de sais de célcio e
apresenta baixa incidéncia de proteoglicanas. A espessura dessa zona € rela-
tivamente constante com aproximadamente 5% da espessura total da cartila-
gem. Porém, estudos mostram que a sua espessura pode variar entre 3 a 8%
da espessura total. Embora menos rigida que o o0sso, a zona calcificada € de
10-100 vezes mais rigida que as outras zonas da cartilagem [22]]. A Figura
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(2.7) mostra como a cartilagem € heterogénea e seus componentes variam em
forma, orientag¢do e quantidade conforme a espessura.

(a) Superficial
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Figura 2.7: Heterogeneidades da cartilagem em funcao da espessura. Adaptada

de [1].

2.2 PROPRIEDADES MECANICAS DA CARTILAGEM ARTICULAR

As fungdes primdrias da cartilagem articular sdo triboldgicas e
mecanicas e consistem em permitir um deslizamento suave entre superficies
e transmitir e distribuir forcas sobre a articulacdo. Devido a variacdo
da composi¢do e da estrutura de uma articulagdo para outra e devido a
mudanca da sua rigidez em fun¢do da espessura, a obtencdo das propriedades
mecanicas do material ndo é uma tarefa facil. Muitas tentativas vem sendo
feitas, usando diferentes técnicas a fim de prever o comportamento mecanico
da cartilagem, principalmente sob compressdo, tracdo e cisalhamento. A
CA ¢ geralmente modelada como sendo bifasica. A fase sélida inclui a
estrutura macromolecular dos coldgenos, as proteoglicanas e proteinas nao-
colagenosas. A fase fluida refere-se a 4gua dos tecidos que compdem 60-85%
do peso total. As propriedades biomecanicas da cartilagem dependem da
interacdo entre as duas fases.

A matriz sélida é porosa e permedvel, permitindo que a dgua alojada
nos poros escoe através da matriz quando forcas sdo aplicadas. A pressdo
exercida pelo fluido fornece um maior suporte a forca aplicada, diminuindo
a tensdo suportada pela matriz s6lida. Em uma cartilagem sauddvel, mais de
95% da carga € suportada pelo fluido intersticial em atividades normais [23]).
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2.2.1 Resisténcia a Tracgio

A resisténcia a tragdo da CA depende da quantidade e da orientagdo
das fibras de coldgeno [24]]. As ligacdes cruzadas entre as fibras de coldgeno
sa0 os principais responsaveis pela alta resisténcia trativa da CA, mas pouco
influenciam na resisténcia a compressdo. Uma vez que as propriedades das
fibras de coldgeno variam significantemente conforme a espessura do tecido
[5]], geralmente, os testes de trag@o sdo feitos com finas camadas de tecido cor-
tadas paralelo a superficie. Quando uma camada de cartilagem € tracionada
sob uma taxa constante, a curva tensdo-deformac@o apresenta um comporta-
mento ndo-linear. Na Figura (2.8) vemos a tipica curva tensdo-deformagdo
para as fibras de coldgeno. No inicio da aplica¢do do carregamento vemos
uma regido ndo-linear denominada foe region que aparece devido ao reali-
nhamento das fibras de coldgeno, com baixa rigidez (5-10 MPa), porque as
fibras ainda nao foram alongadas e estiradas. No segundo estidgio temos uma
regido linear onde as fibras ja estdo alinhadas na dire¢do do carregamento,
apresentando alta rigidez (5-100 MPa) e finalmente temos a falha onde ocorre
a ruptura do material [2].

} tensie moduius, € - ase
-— Collagen Fibril

F,.‘;.@ QWWW >

High lensile stiliness and strength

— ==r
Linear region e y <:l
. I -

g

Toe region
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Stress, o (F/A)

Litlle resistance 0 Compression

Figura 2.8: Tipica curva tensao-deformacao e resisténcia a tracio das fibras de
colageno [3].

2.2.2 Resisténcia a Compressao

A quantidade de dgua, proteoglicanas e coldgeno presentes no te-
cido sdo os principais determinantes da resisténcia a compressdao da CA. A
varia¢do do contetido liquido durante a compressdo produz um aumento da
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DCF (ver Sec¢do[2.1.1)) induzindo o aumento da pressio osmética e expansio
quimica, resultando no aumento da rigidez efetiva do tecido em compressao.
Embora as fibras de coldgeno tenham pouca resisténcia a compressdo, elas
sofrem flambagem durante carregamento de compressdo, evitando o incha-
mento do tecido. Portanto, na presenca de alta pressdao de inchamento (ver
Secgdo [2.2.3)), a rede de coldgeno aumenta a rigidez da CA [2]. Além disso,
quanto maior a concentragdo de proteoglicanas em uma determinada zona da
cartilagem, maior serd sua resisténcia a compressao. Na Figura ([2.9) vemos
o aumento do médulo de resisténcia a compressdo em fungdo do aumento da
concentragdo de proteoglicanas para bovinos fetais e recém-nascidos.

bovine fetal (@)

newborn (&)

H [MPa]
(=]
o
1

0 0.05 0.1
GAG[ g/ml]

Figura 2.9: Variacdo do moédulo de resisténcia a compressao em funcio da
concentraciao de proteoglicanas [4].

2.2.3 Resisténcia ao Cisalhamento

Suas propriedades cisalhantes ainda nao sdo bem compreendidas e o
teste de cisalhamento estd associado a indmeros problemas. Por exemplo,
a suavidade da camada de superficie faz com que seja dificil aplicar cargas
de cisalhamento sem que ocorra escorregamento. O teste de cisalhamento é
importante para identificar a parcela da viscoelasticidade ndo dependente do
escoamento. Na Figura (2.10) vemos o comportamento dos componentes da
cartilagem quando submetidos a forcas de cisalhamento.
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Figura 2.10: Aplicacio de cisalhamento [3]].
2.2.4 Viscoelasticidade

A CA apresenta comportamento viscoelastico, ou seja, a relagdo
tensdo-deformacdo depende diretamente do tempo. Existem dois meca-
nismos responsaveis por esse comportamento [25} 26, |6]. O primeiro é
devido a forga de arrasto causada pelo escoamento do fluido intersticial na
matriz sélida porosa (mecanismo dependente do escoamento). O segundo
€ devido a deformacdo sofrida pela matriz s6lida que depende da veloci-
dade de aplicacdo da carga (mecanismo independente do escoamento). As
fibras de coldgeno e as proteoglicanas apresentam ambas comportamento
viscoelastico independente do escoamento. A cartilagem articular também
demonstra fluéncia e relaxamento de tensdo. Estas propriedades mecanicas
resultam essencialmente do fluxo de fluido através da matriz da cartilagem
articular, quando esta € comprimida [23]. O comportamento de fluéncia
refere-se a resposta viscoeldstica do material que se submetido a uma carga
constante, ird primeiramente se deformar rapidamente, seguido por um
aumento lento de deformacao até atingir o estado de equilibrio. Relaxamento
de tensdo ocorre quando o material sob deformacdo constante apresenta
elevada tensdo inicial seguida por uma progressiva queda na tensdo requerida
para manter a deformacao.

2.2.5 Inchamento

Inchamento € definido como “a capacidade da CA de ganhar ou perder
peso e dgua quando uma carga osmdtica € aplicada no tecido” [27]]. Como dis-
cutido anteriormente, os grupos presentes nas proteoglicanas sdo carregados
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negativamente e dao origem ao fendmeno de DCF. Para se manter eletrica-
mente neutra, um grande nimero de citions (na sua maioria Na™) deve estar
presente no liquido intersticial. Logo, a concentragio de fons na CA € muito
maior do que nas regides proximas a cartilagem. Este excesso de ions dentro
do tecido cria a chamada pressao osmdtica de Donnan fazendo com que fluido
escoe para dentro do tecido para manter o equilibrio osmético. Outra causa
de inchago na CA ocorre devido a forca de repulsdo das GAG e é chamada de
expansdo quimica.

2.2.6 Anisotropia

Como foi descrito anteriormente, a CA apresenta uma estrutura alta-
mente complexa. Devido a presenca das fibras de coldgeno, aleatoriamente
distribuidas no interior do tecido, este apresenta comportamento anisotropico.
Isto significa que dependendo da dire¢do de aplicacdo do carregamento, a car-
tilagem terd diferentes propriedades mecénicas, tanto em compressao como
em tracdo [28]. Dependendo da espessura das proteoglicanas, quantidade de
dgua e colageno, forma dos condrdcitos, orientacdo das fibras de coldgeno,
produz uma variagdo das propriedades mecanicas com a espessura € conse-
quentemente uma mudancga na rigidez dependendo da espessura. Como a
organizagdo das fibras na CA € altamente complexa, a maioria dos modelos
mecanicos encontrados em literatura supdem um comportamento isotropico
homogeneizado para fins de estudo.

2.3 METODOS EXPERIMENTAIS PARA CARACTERIZACAO DE
PROPRIEDADES MECANICAS

A caracterizagdo experimental de um material geralmente € feita
através de vdrios ensaios mecédnicos que tem a finalidade de reproduzir
diferentes tipos de esforcos dependentes e independentes do tempo. Den-
tre os ensaio para caracterizacdo de materiais pode-se citar os ensaios de
tracdo, compressdo, impacto, fadiga, compressibilidade, cisalhamento, cisa-
lhamento puro, equibiaxial, etc..., bem com efeitos combinados destes. A
resposta mecanica de cada um destes ensaios € diferente e pode ser usada na
identifica¢do de parimetros de um modelo de material. A combinagdo de di-
ferentes ensaios na identificacdo é extremante aconselhada pois permite uma
simula¢do numérica confidvel do comportamento mecanico de um material
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submetido a um estado complexo de tensdo, como encontrado rotineiramente
em problemas de engenharia. Infelizmente a realiza¢do de varios ensaios €
frequentemente cara e eventualmente invidvel. Isto geralmente é devido a
indisponiblidade de equipamento apropriado ou a capacidade de obtencdo de
amostra com dimensdes e condicdes adequadas. Assim, procura-se contor-
nar este problema identificando quais sdo os principais esforcos que estdo
presentes no material de interesse e 0s respectivos ensaios que permitem
caracteriza-los.

Devido as limitagdes dimensionais para obtencdo de amostras e a di-
ficuldade na reproducdo experimental do ambiente no qual a CA se encontra,
ensaios para caracteriza¢ao mecanica de CA sdo considerados de execugao la-
boriosa. Vérios métodos experimentais sdo descritos na literatura para obter
o comportamento deste tecido. A escolha do tipo de teste depende do tama-
nho, forma e quantidade de cartilagem disponivel para estudos e também dos
objetivos de cada estudo. A seguir serdo listados alguns tipos de ensaios.

2.3.1 Teste de Tracao

As propriedades da cartilagem quando submetidas a carregamentos
trativos sdo muito importantes para determinar a rigidez compressiva do te-
cido ([29],[24]). Este € um ensaio pouco usual devido a dimensdo disponivel
para extracdo de corpos de prova. Quando a cartilagem € tracionada sob
deformac@o constante, a curva tensdo-deformacio apresenta comportamento
ndo-linear. A orientagdo da amostra é importante, pois a cartilagem é co-
nhecidamente anisotrépica (propriedades variam conforme a direcdo anali-
zada), uma vez que a concentracio, quantidade e organizacdo das fibras de
coldgeno na cartilagem articular variam conforme a profundidade dentro do
tecido. Estes testes de tragdo, quando necessarios, sdo quase sempre condu-
zidos em finas camadas de tecidos cortados préximos a superficie utilizando
um micrétomo (instrumento que faz cortes microscépicos) ou um vibratome
(similar a0 micrétomo, utiliza uma lamina vibratdria para o corte) [24]. Apds
o corte, as camadas sdo colocadas em garras que possuem as faces alinhadas
com finas lixas (aproximadamente grao 1500). A resposta a tragdo das amos-
tras € uma curva exponencial, similar a maioria dos outros tecidos biolégicos
moles. Vale ressaltar que este comportamento a tragio € védlido apenas para a
zona superficial (10-20% da CA) que possui um orientagdo bem definida das
fibras de coldgenos alinhadas com a camada de tecido da amostra. Este com-
portamento ndo pode ser associado ao restante da CA (80-90%) porque as
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fibras possuem uma distribui¢c@o e dire¢do completamente diferente daquela
regido de onde foi retirada a amostra. Assim, seus dados possuem limitada
aplicacdo em um procedimento de identifica¢do de parametros de um modelo
isotrépico que busque ser representativo do volume completo da cartilagem,
mesmo homogeneizado.

2.3.2 Compressao Confinada

As propriedades compressivas da cartilagem sdo usualmente obtidas
através dos teste de fluéncia e relaxamento de tensdes em compressao confi-
nada transversalmente. Normalmente, um plug cilindrico subjacente ao osso
subcondral € colocado em uma camara rigida em formato de cilindro, onde sé
¢é permitido deformacdo na direcdo de aplicagdo do carregamento conforme

visto na Figura (2.1T).

Load
Porous
filter
v
Cartilage
Subchondral
bone

Figura 2.11: Vista seccionada de uma ciamara confinada para testes de com-
pressao [5].

Uma forca uniaxial € aplicada, comprimindo o tecido e permitindo
que o fluido intersticial escape somente pelo topo do tecido por uma placa
porosa excitando apenas fendmenos de compressibilidade sélida. No teste
de fluéncia (Fig. @]) a tensao no tecido € mantida constante. Analisando
a curva tensio-deformacg@o depois do equilibrio temos condi¢des de calcu-
lar o médulo de equilibrio agregado, para a fase sélida do tecido. Outros
parametros, como permeabilidade e médulo de Young, sdo encontrados fa-
zendo um ajuste dos dados nos udltimos 30% da curva ou entdo utilizando
a solucdo analitica para o modelo bifdsico poroeléstico linear disponivel na
literatura [23]].

Em Mow et al. [23]], também esta disponivel a soluc@o analitica para
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Materiais viscoelasticos - fluéncia
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Figura 2.12: Teste de fluéncia [1].

o teste de relaxamento de tensdes quando uma rampa de deslocamento € apli-
cada no tecido, porém, poucos autores utilizam essa abordagem para o teste
confinado. Uma razdo para isso pode ser a elevada forca de resposta en-
contrada no teste quando o deslocamento inicial é aplicado rapidamente a
amostra. Isto resulta em resultados inadequados para ajuste da curva. Neste
ensaio a dimensdo tranversal da amostra deve ser igual a dimensao da cadmera
de confinamento, o que € de dificil controle, tanto pelo confeccionamento da
camara confinada como pelo controle dimensional da amostra.

2.3.3 Compressao Nao Confinada

Tipicamente, parametros de relaxamento sdo calculados dos resultados
obtidos nos testes de compressido nio confinada. Nesse teste a cartilagem ¢é
removida em forma de disco das regides subjacentes ao osso subcondral e
posicionada entre duas placas altamente polidas (Fig. [2.13).

A placa superior € deslocada em forma controlada até que o espécimen
alcance um nivel de deformacao pré-estabelecido (normalmente menor que
20% da espessura da cartilagem) e mantido constante até o equilibro ser
alcancado. Este € o ensaio mais usual para caracterizacdo da CA e de simples
execugdo, devido a apresentar os mecanismos de deformagao tipicamente en-
contrados no uso in vivo. O ensaio pode ser realizado facilmente apenas com
a CA (sem osso subcondral) e € realizado em banho salino.
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Figura 2.13: Esquema do teste de compressao nao confinada [5].
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Figura 2.14: Teste de relaxamento de tensoes [1].

A soluc¢do analitica para o teste de relaxamento de tensdes (Fig.
no caso nao-confinado utilizando o modelo bifdsico poroeldstico linear pode
ser encontrada em Mow et al. [30]. Para o caso de fluéncia, a solugdo analitica
se encontra no trabalho de Haut [24]. Estudos do ensaio ndo confinado docu-
mentaram dificuldades no uso do modelo bifésico linear para ajuste de dados
experimentais. A dificuldade parece ser a incapacidade desse modelo em
representar corretamente a restricao lateral gerada pelas fibras de coldgeno,
as quais encontram-se paralelas a superficie do tecido na camada superior.
Modelos transversalmente isotropicos para a matriz sélida foram propostos
para simular o efeito de endurecimento no tecido ([2],[24]). Esses estudos
levaram a modelos computacionais mais complexos cujas fibras de coldgeno
apresentam comportamento nao-linear sob efeito de tensdo e compressao, tor-
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nando os resultados mais compativeis com a realidade. Esses modelos mais
recentes representam adequadamente o comportamento da cartilagem articu-
lar tanto em fluéncia como no teste de relaxamento de tensdes para o caso nao
confinado.

2.3.4 Testes de Indentacao

Testes de Indentag@o tem sido usados para caracterizar o comporta-
mento compressivo da cartilagem articular [31]. Normalmente um indenta-
dor rigido esférico ou plano é usado para penetrar a superficie da cartilagem
até alcangar o osso subcondral conforme a Figura (2.13). Para determinar o
moédulo cisalhante, o coeficiente de Poisson deve ser estimado ou determi-
nado por outros métodos. Nos estudos seguintes, o coeficiente de Poisson foi
determinado, baseado em resultados experimentais, sendo aproximadamente
0,5 no instante de penetracdo e 0,4 quando atingido o equilibrio. Conhecer
com precisdo a profundidade do tecido na regido de penetracdo € essencial
para obter as propriedades nesse teste. Alguns métodos de medigdo incluem
sistemas Opticos, penetracdo de agulha e ultrasom. Sabe-se que o médulo ci-
salhante obtido nos testes de indentacdo € ligeiramente maior do que o obtido
nos testes confinado e ndo confinado, provavelmente devido ao tamanho do
indentador. Solu¢do analitica para esse problema encontra-se em ([31]],[24]).

|
Load

Indenter .-

Cartilage T e
sample >

Figura 2.15: Teste de indentacao [1].

24 MODELOS DE COMPORTAMENTO DE MATERIAL

A base tedrica de meios porosos originou-se dos estudos pioneiros
de Terzaghi [32]] em 1923 na drea de Mecanica dos Solos . Ele propds um
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modelo unidimensional para explicar o fendmeno de adensamento dos solos.
A parte central dessa teoria se baseia no conceito da tensdo efetiva, indica-
dor da porcentagem de carga entre a matriz sélida e da pressdo do fluido
nos poros. A teoria de Terzaghi de consolidacdo foi extendida por Biot para
considerar a interacdo do esqueleto do solo e da 4gua nos poros durante a
consolidacdo, formando assim uma teoria de consolidacdo generalizada que
foi cunhada como poroelasticidade [33,/34]]. Esta teoria descreve o comporta-
mento mecanico de um meio multifasico eldstico poroso que é completamente
ou parcialmente preenchido com fluido nos poros. O caso mais simples de
sistema multifasico € o caso de um meio poroso saturado, constituido de duas
fases apenas, o meio eléstico e o fluido preenchendo completamente os poros.
No préprio texto do seu trabalho, Biot concluiu que a teoria de adensamento
de Terzaghi é um caso particular da sua. Em 1956, Biot incluiu o efeito de
carregamento dindmico e ondas na sua formulag@o e em 1973 incluiu efeitos
nao-lineares. Em 1976, Rice et al. [35]] re-formularam a teoria de Biot, subs-
tituindo as constantes eldsticas por constantes mais familiares como médulo
de elasticidade e mdédulo volumétrico, ambas avaliadas nos estados drenado
e ndo drenado.

A utilizagdo do Método dos Elementos Finitos na area de poroelastici-
dade teve inicio no trabalho de Sandhu e Wilson [36]]. Os autores considera-
ram o meio poroeldstico sujeito a pequenas deformacdes, mas apenas para as
fases tidas como incompressiveis (graos de solo e dgua). Gaboussi e Wilson
[37] introduziram o conceito de compressibilidade na fase liquida . O estudo
onde foram incluidas as deformagdes finitas foi elaborado por Carter et al.
[38], que consideraram a ndo- linearidade geométrica e a linearidade fisica,
sendo que nesse mesmo trabalho introduziu-se a ndo-linearidade fisica. A
plasticidade no processo de adensamento foi estudada por Small et al., entre
outros [39]].

No campo da medicina, mais precisamente no que se refere a cartila-
gem articular, W. Hunter [40]] iniciou em 1743 os estudos sobre a cartilagem,
sua estrutura, componentes e doencgas relacionadas a ela.

Para modelar corretamente o comportamento mecanico da cartilagem
articular é conveniente utilizar a teoria bifdsica. O caso mais simples € su-
por a matriz s6lida como sendo eléstica e linear. Nessa linha, destaca-se o
trabalho de Mow et al. [[19] que apresenta solugdes analiticas para fluéncia e
relaxamento de tensdo para testes confinados de compressao. Nesse trabalho,
encontra-se a formulacdo matematica completa do modelo bifdsico eldstico
linear (BPE). Importantes aspectos sdo abordados nesse artigo, como o de-
senvolvimento de procedimentos experimentais para a determinagdo das pro-
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priedades mecénicas da cartilagem, o estudo da influéncia do escoamento do
liquido intersticial sobre o comportamento do tecido e o efeito da permeabi-
lidade quando considerada constante. Os mesmos estudos foram feitos para
compressdo ndo confinada do tecido por Armstrong et al. [30]. Sao apre-
sentadas a formulacdo matemadtica e a solucdo analitica para relaxamento de
tensodes e fluéncia.

Spilker et al. [41]], aplicaram o método de elementos finitos via
penalizagdo no modelo BPE e fizeram testes de compressdao confinada e
ndo confinada. Todo o equacionamento é mostrado e ¢é feita uma discussio
sobre convergéncia, efeito do tamanho de elemento, distor¢ao de malha e
influéncia da interface placa-amostra. O modelo bifésico linear vem sendo
utilizado para analisar compressao confinada, compressdo simples, cargas de
impacto e experiéncias de carga para a cartilagem normal e cartilagens com
osteoartrite. O grande problema da teoria bifésica poroelastica é que ela ndo
leva em conta a viscoelasticidade dos constituintes da matriz sélida.

A teoria bifdsica poroviscoeldstica (BPVE), apresentada por Mak
[25], é a mais utilizada para descrever o comportamento mecanico da car-
tilagem articular. A deformacdo de tecido é representada como resultado
da combinagdo da intra-fase (dependente do escoamento) e da dissipacdo
mecanica intrinseca (independente do escoamento). A dissipag@o intrinseca
na cartilagem é modelada usando uma lei constitutiva em que a matriz
sélida depende da taxa de deformacdo. A solugdo analitica para o caso de
compressdo confinada é apresentada para testes de fluéncia e relaxamento
de tensdes assim como uma andlise de sensibilidade avaliando os efeitos da
varia¢do dos parametros viscoelasticos.

Destaca-se também o trabalho de Suh et al. [6] no desenvolvimento
do modelo bifdsico poroviscoeldstico, onde a formulag@o de elementos finitos
para poroelasticidade € expandida para poroviscoelasticidade através de um
modelo de espectro discreto baseado em uma combinac¢io de modelos linea-
res padrio viscoeldsticos (Modelo de Zener). E feita uma comparagio entre
os modelos poroviscoeldsticos discreto e continuo e o modelo poroeldstico.
Testes confinados de compressdo tanto para relaxamento de tensdo como para
fluéncia sdo apresentados e uma comparagio de performance computacional
¢ feita para o tempo de processamento e utilizacdo de memoria.

Suh et al. [11]] utilizaram o modelo BPVE para testes ndo-confinados
de compressdo em relaxamento de tensdes e realizaram uma idenficagdo de
parametros, comparando o ajuste de dados dos modelos BPE e BPVE. Fez-
se também um estudo comparativo sobre o efeito viscoeldstico quando esse
somente € considerado na parcela hidroestética da tensdo e quando é consi-
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derado nas duas parcelas, hidroestéstica e desviadora.

Na parte experimental se destaca o trabalho de Di Silvestro and Suh
[O]. Os autores realizaram testes de compressdo confinada e ndo confinada
e testes de indentacdo com cartilagem bovina extraida da faceta medial da
patela. Fizeram ainda, identificacdo de parametros através do modelo BPVE.
Boschetti et al. [7] fizeram um estudo sobre a permeabilidade dependente
da deformagdo e sua variacdo com a espessura do tecido. Korkhonen et
al. [8]] fizeram uma comparacio entre as propriedades mecénicas da cartila-
gem quando atingido o equilibrio. Outros pesquisadores também realizaram
identificacdo de pardmetros [42} |43]]. Mais recentemente Haider e Stuebner
[4445]], propuseram um novo algoritmo para o modelo de espectro continuo,
resultando em um ganho computacional.

Outros modelos surgiram ao longo dos anos para tentar simular o
comportamento da cartilagem, tornando-o mais realista possivel, levando em
conta aspectos nao abordados pela BPVE como a permeabilidade depen-
dente do escoamento, grandes deformacdes, matriz sélida transversalmente
isotrdpica ou anisotrépica, inchamento do tecido e mais atualmente a cha-
mada teoria trifdsica que inclui a tensdo quimica (devido ao movimento dos
ions) na sua formulacdo [[17, 21} 146} 16} 2].
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3 MODELO BIFASICO POROVISCOELASTICO

O modelo BPVE apresentado aqui foi proposto inicialmente por Mak
e co-autores [25] que incorporaram o conceito de viscoelasticidade linear
através do uso de integral hereditaria introduzida por Fung [14]] para materiais
biosélidos viscoeldsticos, dentro do modelo bifasico eldstico linear proposto
por Mow et al. [[19]. Posteriormente se aplicou a formulac¢do de elementos fi-
nitos via penalizacdo para o modelo bifdsico poroviscoeldstico [6]. A grande
diferenca entre o modelo apresentado aqui e o modelo de Biot [34] apresen-
tado no Apéndice (B) ¢ o tratamento do problema. Na teoria BPVE temos
o campo de deslocamentos e velocidades como incégnitas do problema en-
quanto que no modelo proposto por Biot, o campo de pressdes do fluido é
desconhecido ao invés da sua velocidade.

No modelo poroviscoeldstico, a matriz sélida é formulada como
sendo isotrépica, sofrendo pequenas deformacdes e linearmente viscoelastica
tanto em deformacgdo volumétrica quanto na parcela de deformacdo des-
viadora. Efeitos de viscosidade sdo incorporados também através de uma
forca de corpo resistente difusiva proporcional a velocidade relativa entre
o sélido e o fluido. Tecidos cartilaginosos in vivo estdo sempre saturados
com liquido sinovial, portanto a condic¢do de tecido totalmente hidratado é
suposta assim como no modelo BPE. O liquido intersticial é considerado
incompressivel e inviscido. Admite-se ainda que a permeabilidade € inde-
pendente da deformacdo quando pequenas deformacdes ocorrem, e que os
efeitos inerciais sdo despreziveis.

3.1 FORMULACAO MATEMATICA
3.1.1 Formulacao Diferencial de Equilibrio

Admite-se que o elemento de volume representativo (EVR) é grande
o suficiente comparado com o tamanho dos maiores poros, por isso pode ser
tratado como homogéneo ao mesmo tempo, é pequeno suficiente comparado
a escala dos fendmenos macroscépicos que interessam, podendo por isso, ser
considerado infinitesimal no tratamento matematico.

Considere um dominio £ com contorno I" tendo volume total V sendo
o volume de fluido V/ ¢ o volume de sélido V*. Sejam ()* e () quantidades
associadas com as fases sdlida e fluida, respectivamente. Neste modelo, as

25
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Figura 3.1: Elemento de volume representativo [1].
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Figura 3.2: EVR representando o dominio de um meio poroso a partir de um
ponto continuo [1]].

equacdes de equilibrio do EVR sao decompostas naquelas correspondentes
a fracdo volumétrica sélida e liquida. Assim, se tem o seguinte conjunto de
equacdes diferenciais a serem satisfeitas em todo ponto do EVR do dominio
Q:

dive® +II' =0 3.1

dive’ +T1/ =0 (3.2)

onde 6° e of sao os tensores de Cauchy das fragdes volumétricas sélida e
fluida respectivamente, div € o operador divergente e IT ¢ a forca de corpo di-
fusiva devido a interagdo sélido-fluido, satisfazendo IT® + I=0.A equacgio
da continuidade ¢ definida por:

div(¢/v/ +¢*v) =0 (3.3)
onde v é o vetor velocidade, ¢/ é a fracdo volumétrica de fluido, ou porosi-

dade (q)f = %) e ¢* é afracdo volumétrica de s6lido, ou solidez ((I)“' = V7J>,
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sendo que:

o +¢° =1 (3.4)

A tensdo de Cauchy da fracdo sélida possui uma contribuicdo da
deformagdo da matriz, denominada tensdo efetiva Stius e uma contribui¢do
hidrostatica da pressdo do fluido p ponderada pela fragdo volumétrica sélida:

o' =—¢*pl+6° (3.5)

o/ =—¢/pI (3.6)

onde I € o tensor identidade de segunda ordem. Observa-se que a denominada
tensdo total do EVR é a soma da contribuicio sélida e fluida, fornecendo:

c=0'+6/=6"—pI (3.7)

Em outras palavras, a tensdo total ¢ do EVR que estd em equilibrio
com as cargas externas possui a contribuicdo da pressdo fluida e da tensdo
efetiva da matriz, essa ultima oriunda da sua deformacdo e do seu corres-
pondente comportamento constitutivo. As condigdes de contorno estdo dadas
pelas seguintes equagdes:

v = o emIy (3.8)
vV = ¥ em |

tt = ¢ emIy

p = p emI',s 3.9

onde u® é o vetor de deslocamento do sélido, t* = 6.1 sdo as forgas aplicadas
na fase sélida, () indica um valor preescrito de uma determinada quantidade
Iy, I, I's € T,y s@o partigdes da fronteira, I', na qual deslocamentos no
sdlido, velocidades do fluido, forcas de superficie no sélido e pressdes no
fluido, respectivamente, sdo prescritas. As condi¢des de deslocamento no
s6lido e velocidade do fluido sdo tratadas como condigdes de contorno essen-
ciais e as forgas no sélido e pressdes no fluido s@o tratadas como condicdes
de contorno naturais. Condicdes iniciais também sdo necessdrias para a
resolucdo do problema e serdo descritas nos exemplos.
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3.1.2 Modelo Constitutivo

Admite-se que a forca de corpo devido a escoamento de fluido satis-
faz a seguinte lei de proporcionalidade em relacdo a diferenga de velocidade
fluido-sélido:

(¢/)°
k
onde k é a permeabilidade hidraulica. Também se admite uma rela¢do cons-
titutiva entre a pressio e a equacio da continuidade, mediante um parametro
de penalizagdo 3 de valor suficientemente elevado para satisfazer a equagéo

da continuidade:

Ir=_mn/ = K(Vf —v') = (vf — V‘Y) (3.10)

p=—Bdiv(¢'v/ + ¢*V) (3.11)

Esse pardmetro € pré-definido pelo usudrio e deve ser grande o sufi-
ciente para garantir que as restri¢des sejam satisfeitas , mas ndo tdo grande
a ponto que as matrizes se tornem mal condicionadas. Foi observado que o
método de penalizagdo € sensivel a distor¢ao de malha e singularidades. Para
maiores detalhes consultar [41]].

Finalmente, é preciso definir a relagdo constitutiva que governa a ma-
triz s6lida. Em um modelo eldstico (poroelasticidade) essa relagdo segue a lei
de Hooke generalizada:

, 2
6’ =2u'e’ + (BS — 3) tre’ (3.12)

O tensor de tensdo efetivo, para a matriz sélida, 6°, pode ser represen-
tado por uma fung@o de relaxamento reduzida, G(¢), da fase sélida:

6 = /; G(t— r)a% (zusss + (BS — i) tr(es)> dt (3.13)

onde B® e u* representam o médulo volumétrico eldstico e o médulo de cisa-

. o (vee+v()T ~
Ihamento, respectivamente, sendo &° = w o tensor deformacdo da

fase sélida. Diferentemente do que € usual em modelos viscoelasticos, onde
apenas a parcela desviadora € dependente da velocidade, nesta formulacdo
envolvendo um material poroso, € suposto que tanto o termo volumétrico
quanto o desviador sdo governados pela funcdo de relaxamento [25]. Para te-
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cidos moles hidratados com propriedades histeréticas insensiveis a frequéncia
[14], G(r) pode ser escrita em termos de um espectro de relaxamento, S(7):

G(t) = 1+/:S(r)e*%dr (3.14)

T

S(7) = 0, 7, 1<

{ S n<t<m (3.15)

Nesse modelo, ¢ é a magnitude do espectro de poténcia de relaxa-
mento e Tj € Tp sao os limites inferior e superior das constantes de tempo de
relaxamento.

Uma das dificuldades de se trabalhar com esse tipo de modelo é que
o célculo da tensdo em um tempo t exige uma integral temporal do processo
sofrido pelo ponto material desde o inicio do processo até o tempo t con-
siderado. Isso € totalmente evitado em formulacdes incrementais, onde se
espera que a atualizacdo das varidveis do incremento dependam apenas de
informagdes neste contidas. Assim, uma possibilidade consiste em substituir
o modelo de espectro continuo descrito acima por um modelo de espectro dis-
creto baseado na combinac¢do de modelos discretos viscoeldsticos padrao de
Kelvin [47] mostrados na Figura (3.3). Neste caso, a funcdo de relaxamento
pode ser escrita como uma combinag¢do de fungdes de relaxamento discretas:

<~

Ny
G(t)=Gu+) Gie (3.16)

i=0
Aqui, Go. = G(e0), G; é 0 mbdulo discreto i-ésimo e V; é o i-ésimo tempo de
relaxamento. Para que haja equivaléncia entre o modelo continuo e discreto,
admite-se G, = 1.

El
/T

E, n
Figura 3.3: Modelo sélido linear padrao.

Entretanto a representacdo do modelo descrito acima é normalmente
ndo-dnica para ajuste de modelo [14]. Para garantir a unicidade, duas
hipéteses sdo feitas. Primeiro, admite-se que todos os valores G; sdo iguais a
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um valor tnico G; = G. Da equagio (3.16), G pode ser escrito como:
Go—1
Ng+1

onde Gy = G(0). Admite-se também que V; é igualmente distribuido entre
T| € 7o em uma escala logaritmica de base decimal. Sendo assim, a equagdo

(3.16) se torna equivalente a equagdo (3.14) quando:

G:

(3.17)

; T
Vi=1.10° e Ny = logT—? (3.18)

O uso de um intervalo logaritmico de base decimal na Equacio (3.18))
ndo € a tnica escolha possivel, mas adequada para garantir uma representagao
unica do modelo de espectro discreto.

120 ; T T i
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) ||===== Discrete
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40

Relaxation Function
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00 - | .
w*  w* 1w 1w W w1
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Figura 3.4: Comparacio entre as fungdes de relaxamento do espectro continuo e
discreto [6].

Alguns autores [11, 9] afirmam que o uso de N; = 3 e um inter-
valo logaritmico uniforme para 7;, garantem a eficiéncia do modelo e a sua
comparagdo com o modelo do espectro continuo. Nesse caso, 7; € cha-
mado de 7, constante termo curto do tempo de relaxamento, e 73 é cha-
mado de T;, constante termo longo do tempo de relaxamento, equivalente aos
dois pardmetros de relaxamento propostos por Fung no modelo de espectro
continuo [14]]. A constante intermedidria, 7, pode ser definida como:

(logti +logTs)

logt = >

(3.19)
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3.1.3 Formulacio Integral (Variacional)

Considere w* funcdo pertencente ao conjunto das variagdes
V={viveH*(Q);v=0 em I'3}. Aplicando o método dos residuos
ponderados na equagdo de equilibrio da fase sélida, se tem:

/(divGS+HS)~wsdQ:0 vw' eV (3.20)
Q
Utilizando a regra da cadeia e o teorema da divergéncia, i.e.,

div(ow) = (dive) -w+ 6 - Vw, [odiv(0'W*)dQ = [-t- w'dT, se obtém a
expressdo classica do principio dos trabalhos virtuais:

/(F.wS)dr+/ Hs~w3‘ds2:/ o’ -VWdQ Yw'eV (321
r Q Q

Substituindo as equacdes (3.10]e[3.13) na equagdo (3.21)), resulta em:

/(fs~ws)d1“+/ K(v —v*) -w'dQ =
r Q
' 't d 2
/ / G- L (2wes+ (B =2 )ir(e’) ) dr—¢°pl | - VWdQ
Q \Jo drt 3
(3.22)
Como j4 indicado, a equagdo da continuidade (Eq. [3.3)), € introduzida

via penalizagdo (Eq. [3.11)), relacionando a pressdo com a velocidade do sélido
e fluido. Logo:

ot d o 9 ' | 5
/g Uo G- (2““8“ + (B“ - 3) tr(s“)) dt+ ¢°Bdiv (9/v/ + ¢*v") 1} .

Andlogo ao que foi feito para a parte sélida, utiliza-se o método dos
residuos ponderados iara a equacgdo diferencial da equacdo de fragdo vo-

lumétrica fluida, Eq. 1) Sejaw/ e V/, Vy= {v veEH'(Q);v=0 em Fuf}
funcdo pertencente ao espaco das variagdes. Operando sobre a equacio dife-
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rencial acima citada, se tem:

/ (dive! +T1) - w/dQa =0 vw/ ev/ (3.24)
Q

Utilizando argumentos similares a fracdo volumétrica sélida, chega-se
a expressdo do principio dos trabalhos virtuais para a fracdo fluida:

/ (p-wf)dr+/r1f.wfd9:/of-wadQ (3.25)
T o o

Substituindo as Equacdes (3.6¢[3.10) em (3.25] resulta:

/' (ﬁ-wf)dr+/ K(vs—vf)~wfd§2:—/ (p)-Vw/dQ  (3.26)
T Q Ja

Ainda, substituindo Eq. (3.11)),

/ (o7 Bdiv (0/v/ + 05v) 1] -wadQ+/K(vf—vs)-wfdQ
Q Q
f/ (ﬁowf)dF:O (3.27)
l‘tf

As equagdes (3.23) e (3.27) sédo escritas somente em funcdo dos des-
locamentos e velocidades desconhecidas do sélido e fluido.

3.2 APROXIMACAO NUMERICA
3.2.1 Aproximacao de Elementos Finitos

Os campos de deslocamento e velocidade da fase sélida e fluida s@ao
aproximados por elementos finitos de forma usual:

v =Nd v/ =Nv/ (3.28)
onde d;, v; e v/ sdo as matrizes contendo deslocamentos e velocidades no-
dais, N* e N/ sdo matrizes de fungdes de forma. Para esse problema utilizam-
se as mesmas funcdes para as fase sélida e fluida. Logo, N* = N/= N.
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Na aproximacgdo de Galerkin, as fungdes peso sdo as mesmas funcdes de
interpolagdo, portanto:

w' =Nw! w/ =Nw/ (3.29)

onde w; e wﬁ sdo os correspondentes coeficientes arbitrarios destas funcdes.

Aplicando um operador linear de derivagdo a N, obtém-se a matriz B que
permite obter as seguintes expressdes matriciais das deformagdes:

€' =Bd;, tr(¢’)=mBd]
div(v/)I=mBv/ div(v')1=mBv; (3.30)

onde m é um operador tragco em formato matricial. As expressdes de B e m
para o estado plano de deformagdes e para s6lido de revolug@o se encontram
no Apéndice (A).

Agora faremos a aproximag@o para a parte sdlida. Substituindo as

Equagdes (3.28]3.29]¢[3.30) em (3.23) temos que:

' dds
/Q Uo G(t—1) <2uSB+<BS—§> mB) dT”qubSﬁ (¢/mBv/ + ¢°*mBv;) | -

Bw!dQ — / (F-NwS) dl — / KNV —Nv')-NwdQ =0 (331
r Q

Pela arbitrariedade de w;, tem-se que:

spT S 2 T ! dd;’
/ 2u'B™B+ (B — = ) B'mB dQ/ G(t— )5 dr
o 3 0 drt
+ /Q (¢°¢/ BB"mB — NTKN) dQv/ + /Q (¢ BB mB +N"KN) dQv;
- / NTEr = 0 (3.32)
I

Para a parte fluida faremos o mesmo processo de substitui¢do. Inse-

rindo as equagdes (3.28|3.29]¢[3.30) em (3.27) temos que:
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/Q (¢*¢/ BB"mB —NTKN) dQv; + /Q (¢f2 BB mB + NTKN) dQv/
— / NTpdr =0 (3.33)
r
Agrupando os termos em comum das equacdes (3.32]e[3.33) em um
sistema acoplado onde as inc6gnitas sdo os deslocamentos e velocidades (de-

rivada temporal dos deslocamentos) das fases sdlida e fluido. Tem-se, em
forma matricial:

o o] "] s e = |6 (334
onde:
n(t) =/0[G(t—r) %di‘,dr (3.35)

e 1(z) é representa o vetor pseudo-deslocamento viscoeldstico e os elementos
das matrizes definidos por:

k= /Q [BT (BS - % m) mBI—f—BTZusB] a0 (3.36)
= /Q B 'mBdQ (3.37)
ct= /Q KNTNJQ (3.38)
= a NT¢dr (3.39)
t/ = /F / N’ pdl’ (3.40)
o [(gbfz)c»* ¢f425c3] an)
¢/9°c (¢77)¢
2o [ _624 —cf] (3.42)

O sistema de equacdes diferenciais global acoplado pode ser resumido
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da seguinte forma:

Cv(r)+Kn(t) =F(r) (3.43)

C e K representam a matriz de acoplamento entre a fase sélida e fluida
e a matriz rigidez equivalente, respectivamente, v(r) representa o vetor de
velocidades nodais, e F(¢) representa o vetor de forgas externas.

3.2.2 Integracao Temporal

O Sistema € um sistema de equagdes diferenciais temporais
ordindrias que deve ser integrado. Para tal, é necessdrio fazer algumas
considerac¢des acerca do termo que contém a funcdo de relaxamento G(t).
Quando ¢ utilizado o espectro discreto (Eq. para representar esta
funcdo, a equacdo para o pseudo-deslocamento (Eq. pode ser escrita

como:

Nd
N(1) = God(2) + Y G, (1) (3.44)
i=0
onde:
() = /rv(r)dr e (1) = /tv(r)e—@—f)/wczf (3.45)
0 0

A equacdo (3.44) apresenta integrais temporais em (0 , 7). Para po-
der calcular essa expressao corretamente em aproximagdes nimericas como
elementos finitos € preciso transformd-la em uma expressao incremental de
recorréncia onde o processo de integracdo é reduzido a um intervalo de tempo
[fn,t+1] que utiliza a informagdo acumulada em intervalos anteriores medi-
ante as varidveis internas. Expandindo a expressido do pseudo-deslocamento
em (t + At) temos que:

1+At t+At
n(t+Ar) =G., / T)dt +ZG / v(t)e AT Nigr  (3.46)

Para calcular a equagdo (3.46) vamos avaliar separadamente as duas parcelas.
O primeiro termo serd chamado de N (¢ + At) e o segundo termo de 1, (¢ +
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At). Calculando o primeiro termo temos que:

t

N~ +Ar) =G M v(t)dt +/tt+mv(r)dr} (3.47)

A primeira integral corresponde por definicéio ao valor de d(7). A segunda
integral pode ser aproximada usando a regra trapeizodal de integracao:

N=(t+At) =G [d(t) +Ar((1—=8)v(t)+Ev(t+ Ar))] (3.48)

onde § é um parametro de integra¢do e pode variar entre 0 < { < 1. Decom-
pondo v(t +Ar) = Av+v(r),

N~ +A1) =G [d(t) +At((1—E)v(r)+EAV)] (3.49)

=Gu[d(t) +Arv(t)]+ GG AtAV (3.50)
Calculando o segundo termo da equagdo (3.46)), obtém-se:

t t+At
n,(t+ A1) = G; { / v(t)e A= Vigr 4 / v(t)e (HA=DVigg
0 t

(3.51)
Novamente pode-se separar o cdlculo em duas partes. Utiliza-se a proprie-
dade da funcdo exponencial:

A A
exp {H;z t] = exp {at] exp E} (3.52)

Sendo assim, a primeira integral da equac@o (3.5T)) pode ser escrita como:

/IV(‘L')e*(”A’)/V"d’L' = /t exp [_At} exp [—(t—f)} v(t)dt  (3.53)
0 0 \Z

i i

Mas exp [‘TA’} é constante no intervalo e 0;(¢) = [3 v(t)e”~"/Vidz. Logo:

1 —
/ V(T)ef(wm)/wdf =exp { At
0 Vi

O segundo termo da equagdo (3.51)) pode ser calculado substituindo os

] .00 (3.54)
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integrandos na expressao e utilizando a regra trapezoidal:

/HAIV(T)e*(HAl”")/v"dT =Ar(1—¢)v(r)exp |:_(Z+VAI_I)]

(3.55)

+8v(r+ Ar)exp [—(t—i—At—t—At)] At

Vi

A ((1 ~O)v(t)exp {‘v?t ] + AV Cv(t)) (3.56)
Y ((1 ~O)exp [_v?t ] n g) V(1) + CArAY (3.57)

Juntando os resultados, (3.51)) pode ser expressa como:

—Ar
Vi

—At
Vi

n,(t+Ar)=G; [exp[ } n;(t) + At ((1C)exp{ ] +C) V(Z)+CAIAV:|
(3.58)
Agora temos condigdes de calcular o pseudo-deslocamento no tempo

(¢ + At). Substituindo (3.50) e (3.58) em (3.46), obtém-se:

N(+Ar) =G [d(t) +Atv(r)] + G CAIAV +

:Vzt‘iéGi {exp [_V?t] n,(t) + At <(1 e [_V?t} - C) e+ CNM]
(3.59)

Isolando os termos conhecidos no tempo ¢,

N +A) =G [d(t) +Arv(t)]+

jvz’f)ci o || mo -+ (1= e | |+ ) v

Vi Vi

Nd
N(t+A) =0t +Ar)+ <Z Gi+ Gw> CAtAV (3.60)

i=0

Uma que vez agora temos todas as varidveis expressas no tempo ¢
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e temos como Unica incognita Av, podemos resolver o sistema apresentado
anteriormente (equagao [3.43) para o tempo (¢ + Ar):

Cv(t+Ar)+Kn(t+ Ar) =F(r + Ar) (3.61)

Clv(t) +Av]+K CAtAV =F(r+Ar) (3.62)

Nd
f(t+A)+ (Z G,'+Goo>
=0

=

[C+G(0)EAK]Av = F(r + At) — Cv(t) — K7 (t + At) (3.63)

Essa férmula permite que a integral hereditaria que rege a fungdo de
relaxamento possa ser calculada usando valores somente do passo anterior
diminuindo o tempo de processamento e a memoria utilizada.



4 RESULTADOS NUMERICOS E EXPERIMENTAIS

Neste capitulo sao mostrados e discutidos os resultados numéricos, os
testes experimentais e de identificacdo de parametros. Os testes experimentais
tem um carater fundamentalmente qualitativo dado que este trabalho visa ava-
liar os procedimentos necessdrios para tais testes sem compromisso com um
resultado especifico. A mesma idéia vale para a identificacdo de parametros
onde o maior objetivo € testar a funcionalidade do algoritmo implementado.

4.1 VALIDACAO DA IMPLEMENTACAO DOS MODELOS E ANALISE
DE SENSIBILIDADE

Nesta seccdo sdo apresentados vdrios resultados numéricos obti-
dos das implementacdes realizadas no cédigo GNU Octave. O Octave é
uma plataforma de desenvolvimento de c6digos numéricos similar ao MA-
TLAB® porém de distribui¢do gratuita. Os diferentes testes buscam validar
a implementacdo numérica através de exemplos disponiveis na literatura e
servem como base para a discussio das propriedades da cartilagem articular.
Inicia-se com a avaliacdo do comportamento do modelo bifédsico poroelastico
(BPE) nos casos confinado e ndo confinado. Acrescenta-se posteriormente
o efeito viscoeldstico na matriz sélida para testar o modelo bifdsico porovis-
coelastico (BPVE). Realiza-se finalmente uma analise de sensibilidade aos
parametros do modelo, assim como testes de comparacao entre os modelos
BPE e BPVE.

4.1.1 Modelo Bifasico Poroelastico - Ensaio Confinado

O exemplo a seguir mostra a simulacdo de um ensaio de compressao
confinado (Fig. .. Esta simula¢do permite validar o c6digo numérico uma
vez que a solucdo analitica estd disponivel para esse problema [19] assim
como mostrar o efeito das variagdes de alguns pardmetros de solucdo. Nesse
ensaio, a amostra cilindrica é colocada em uma camara fechada na qual é per-
mitida a expulsdo de fluido pela parte superior, através de uma placa porosa e
o carregamento € aplicado uniaxialmente. Devido as caracteristicas do ensaio,
o tecido foi modelado como sendo axissimétrico com 17 elementos de 4 nés
como mostrado na Figura (4.2). A carga foi aplicada mediante a imposi¢do de
um deslocamento linearmente crescente até atingir uma deformacao & = 5%

39
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em #y = 500s, mantendo este deslocamento constante por mais 1500 segun-
dos. Os dados geométricos e do material foram retirados de Spilker et al. [41]:
d=6,35mm, h=1,78 mm, ¢*=0,17, k = 0,76 x 10~1* m*/Ns, A, = 0,1
MPa, u; = 0,3 MPa e o pardmetro de penalizacio 8 = 10'*. O parametro
da regra do trapézio no processo de integra¢do temporal foi tomado § = 0,5,
tornando a regra de integracdo incondicionalmente estivel. Ver [41] para
maiores detalhes sobre critérios de convergéncia e estabilidade.

Rigid porous platen
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Figura 4.1: Compressao confinada - condicoes de contorno
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Figura 4.2: Malha de elementos finitos para o problema confinado
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A Figura mostra o efeito da variagdo do incremento de tempo At
na velocidade relativa do fluido para uma profundidade de 4% a partir da su-
perficie carregada. Uma vez que qualquer valor de At produzird uma solucéo
estavel (pela escolha da regra de integracdo), o tamanho do incremento ird
influenciar a convergéncia. Entretanto, descontinuidades na velocidade para
t=0et =1 podem causar oscilagdes na solugdo, as quais sdo mais acentu-
adas para valores maiores de Ar. Nesse caso, a variagdo do tamanho de At
foi testada para o instante inicial, onde o corpo é subitamente carregado. Para
Ar = 1s, a solu¢do numérica convergiu a solu¢do exata. Para valores maiores,
as oscilagdes cessaram apos t = 50 s e todos os casos convergiram a solucao
exata. Os resultados mostraram que para casos onde hajam grandes disconti-
nuidades nas condi¢des de contorno, maior precisio serd requerida e portanto
At de menor valor. Diferentes valores para Ar podem ser implementados sem
maiores dificuldades.

A sensibilidade dos resultados a variacao do parametro de penalizagdo
B pode ser visto na Figura . A pressao foi escolhida para comparagao
porque € o parimetro mais sensivel em relacdo a penalizacdo. Observa-
se nos resultados que quando o valor de § é muito pequeno, a solugéo da
pressdo produz erros significativos. A medida que o valor de B cresce, a
solucdo numérica se aproxima da solucdo exata. Porém, perante valores de
penalizagio excessivamente altos (nesse caso, B = 10?°) a contribuicdo do
termo de penalidade ird mal-condicionar as equacdes acopladas invalidando
a solugiio numérica. Observa-se que o valor de penalizacio de 8 = 10'4) leva,
neste exemplo a resultados praticamente coincidentes com a solugao analitica.

Na Figura (.5) podemos ver a variagdo da velocidade relativa do
fluido em relagdo a profundidade para um tempo de 200 s. Nota-se uma
distribuicdo linear proporcional as coordenadas ao longo da espessura.
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Figura 4.3: Efeito da variaciao do incremento de tempo Ar na velocidade relativa
do fluido em 4 % de profundidade
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Figura 4.5: Variacao da velocidade relativa do fluido com a profundidade para t
=200s

4.1.2 Modelo Bifasico Poroelastico - Ensaio Nao Confinado

No teste de compressdo ndo-confinada, a amostra (neste caso,
cilindrica) é colocada entre duas placas impermedveis imersa em fluido.
A placa inferior é fixa enquanto que na placa superior € aplicado um des-
locamento prescrito (Fig. [f.6). As superficies laterais sdo livres para o
escoamento do fluido. O comportamento é axialmente simétrico e portanto
simulado com um modelo de sélido de revolucdo. A malha de elementos
finitos ¢ mostrada na Figura (4.7), onde podemos ver um refino da malha nas
regides proximas a placa superior e na lateral livre. Foram utilizados 140
elementos axissimétricos de 4 nds, em um total de 165 nds. Os dados do
material e a malha de elementos finitos foram retiradas de [41]: d = 6,35 mm,
h=2,5mm, ¢* =0,2, k = 0,76 x 10~ “m* /Ns, A, = 0, IMPa, u; = 0,2MPa,
parametro de penalizacio B = 10'* e histérico de carregamento idéntico ao
problema confinado com & = 5% e fy = 500 s. Estudos experimentais da
compressdo ndo-confinada de tecidos moles [19) [25]] sugerem que o efeito
da interface placa-amostra interferem diretamente na resposta do tecido.
A solucdo analitica para este problema sé existe para a interface placa-
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amostra perfeitamente lubrificada. Logo, o modelo de elementos finitos
pode ser usado para estudar o efeito da interface considerando dois casos
diferentes: interface placa-amostra perfeitamente adesiva (PAUC) e interface
placa-amostra perfeitamente lubrificada (PLUC).
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Figura 4.6: Condicoes de contorno para o problema nao confinado
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Figura 4.7: Malha de elementos finitos para o problema nao confinado

A Figura (.8) mostra o resultado da forca de reagio ao longo do
tempo. Nota-se que a interface com adesdo aumenta o pico da for¢a de reacio
e diminui o tempo de relaxamento. A variacdo da pressdo, p, com o tempo
¢ mostrada na Figura no meio da amostra a 5% do raio. Nota-se que
novamente na interface adesiva a pressao alcanga valores maiores e diminui
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mais rapidamente durante o periodo de relaxacao.
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Figura 4.8: Forca de reacao para o problema de compressao nao confinada
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Figura 4.9: Variaciao da pressao com o tempo a 5% do raio no meio altura da
amostra
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Na Figura (4.10), a histéria da tensdo, o, na posi¢do y = h/2 (me-
tade da altura da amostra) mostra uma distribui¢ao uniforme em relagio ao
raio para a interface lubrificada e uma distribui¢do nao-uniforme para a in-
terface adesiva. Ou seja, para uma interface lubrificada a tensdo ndo varia
conforme a variacdo do raio. A Figura apresenta a distribuicao radial
da deformacio, €., na meia altura da amostra mostrando uma vari¢aio maior
da deformacao para o caso de adesdo perfeita. Este estudo comparativo en-
tre os dois tipos de condi¢do de contorno mostra grande sensibilidade dos
resultados em fungdo desta escolha. Como a condicdo real no ensaio nao cor-
responde exatamente a nenhum dos casos extremos, sendo guiado por uma
condicao de atrito lubrificado, a caracteriza¢io desta condi¢dao de contorno é
uma fonte de diferencas entre simulagdes e resultados experimentais.
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Figura 4.10: Variacio da tensao normal com o tempo no meio da altura da amos-
tra
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Figura 4.11: Distribuicio radial da deformacio &, no meio da altura da amostra
para tempos t = 500s e t = 700s

4.1.3 Modelo Bifasico Poroviscoelastico - Ensaio Confinado

O mesmo teste de relaxamento de tensdo usado na secg¢do (4.1.1)
foi aplicado por Suh et al. para comparar os modelos poroeldstico e poro-
viscoelastico [6]. A grande diferenca desses modelos € a incorporagdo do
efeito viscoelastico na matriz sélida, devido a natureza viscosa de seus com-
ponentes (fibras de coldgeno e proteoglicanas). As seguintes propriedades
geométricas e do material foram usadas: d =6,35 mm, h=1,78 mm, ¢*=0,2,
Kk =2x10"m*/Ns, A; = 0,1 MPa, yi; = 0,3 MPa, parimetro de penalizagio
B = 10'*. A histéria de carregamento segue 0 mesmo padrio anteriormente
descrito. Impde-se um deslocamento da placa superior linearmente crescente,
comprimindo o componente até atingir uma deformacgdo & = 5% em tempo
to = 10 s, mantendo a deformacdo constante apds esse periodo. Os parametros
de viscosidade do material sélido escolhidos foram: ¢ =1, 7 = 0,001 s, 7 =
10 s e os pardmetros discretos obtidos das equagdes B.18), Go = 10,21,
G=1,84, N;=4. A Figura ilustra a funcao de relaxamento discreta.
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Figura 4.12: Funcio de relaxamento discreta

A Figura (4.13) mostra a mudanga temporal da tensdo o, em z/h =
0,98 e r = 5% durante o relaxamento de tensdo. No relaxamento de tensdo, o
modelo BPVE produz uma tensdo s6lida muito maior do que o modelo BPE,
devido ao acréscimo do comportamento viscoso na matriz sélida. Entretanto,
os dois modelos atingem o mesmo valor de tensdo no equilibrio, tendo o mo-
delo BPVE menor tempo de relaxamento. Na Figura vemos a variacao
espacial da velocidade relativa do fluido em 79 = 10 s durante o relaxamento
de tensdo. O modelo BPVE apresentou maiores valores de velocidade que o
modelo elastico.
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Figura 4.13: Variacao temporal da tensao o; em z/h = 0.98 e r = 5% durante o
relaxamento de tensao
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Figura 4.14: Variacio espacial da velocidade relativa do fluido em #y = 10 s para
r = 5% durante o relaxamento de tensao

4.1.4 Modelo Bifasico Poroviscoelastico - Ensaio Nao Confinado

Visando comparar os modelos BPE e BPVE, o mesmo autor do teste
néo confinado visto na Se¢do (4.1.2) repetiu o teste de relaxamento de tensdo
[[L1]] através da aplicag@o de um deslocamento preescrito. O comportamento
viscoeldstico dos constituintes da matriz sélida foi introduzido afim de repro-
duzir a viscoelasticidade intriseca independente do escoamento. Foi usada
a mesma malha de elementos finitos que do exemplo (4.1.2) e os seguintes
valores geométricos e de material: d =3 mm, h = 1,22 mm, ¢° =0,2, k¥ =
5x 10~ Bm*/Ns, A; = 0,01 MPa, u, = 0,09 MPa, pardmetro de penalizagio
B = 10'* ¢ histéria de carregamento com &y = 10% e fo = 15 s. Os pardmetros
viscosos escolhidos foram: 7; = 0,02's, o = 13 s e G = 2,8. O modelo
BPE produziu um menor pico da for¢a de reagdo e um tempo de relaxamento
menor, mostrado na Figura (.15) embora tenha atingido o mesmo valor no
equilibrio (r = ). Nota-se que o modelo BPE fez uma 6tima estimativa para
a resposta do longo termo de relaxamento, porém o modelo subestimou o
valor mdximo da for¢a de reac@o durante a resposta do termo curto de relaxa-
mento. Observacgdes parecidas foram encontradas em outros trabalhos [[11].
A Figura [.16) mostra a distribui¢do de pressdo no tempo (fo = 15s) para os
modelos BPE e BPVE. O modelo poroviscoeldstico produziu um pico maior
de pressdo (maximo de 122 KPa) que o modelo eldstico (maximo de 44 KPa).
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Figura 4.15: Comparacao da forca de reacao entre os modelos BPE e BPVE
durante relaxamento de tensao
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Figura 4.16: Distribuicio da pressido no tempo t = 15s para os modelos BPE e
BPVE



4.1 Validagdo da Implementagdo dos Modelos e Andlise de Sensibilidade 51

4.1.5 Analise de Sensibilidade

Para avaliar a influéncia dos pardmetros viscoeldsticos no comporta-
mento do tecido, uma andlise de sensibilidade foi feita para o caso confinado
com relaxamento de tensdes. Condi¢des de contorno idénticas as usadas na
Secdo foram utilizadas, assim como os mesmos parametros € a mesma
malha de elementos finitos. A Figura mostra o efeito da variacio do
pardmetro c, na resposta da tensdo sélida normalizada, adimensionalizada
pelo fator #?/H,k. Quanto maior o valor de ¢, maior o pico de tensdo en-
contrado e menor o tempo de relaxamento, devido ao aumento do efeito vis-
coeldstico na matriz sélida. Nota-se que ¢ = 0, correponde ao modelo BPE.
Na Figura (4.18)) temos demonstrado o efeito da taxa de compressdo. Quanto
mais lentamente é aplicado o carregamento, menor o pico de tensdo, para um
mesmo deslocamento final. Finalmente, a Figura (#.19) mostra o efeitos da
variagdo dos parametros de relaxamento 7| e 7, no valor da tensdo. Quanto
maior for a distdncia entre os termos, maior o efeito viscoso e portanto, maior
o pico de tensdo encontrado.
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Figura 4.17: Efeito do parametro ¢ no relaxamento de tensoes para o caso confi-
nado
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Figura 4.18: Efeito da taxa de compressao no relaxamento de tensoes para o caso
confinado
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Figura 4.19: Efeito dos parametros 7; e 7) no relaxamento de tensdes para o caso
confinado
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4.2 TESTES EXPERIMENTAIS

Afim de se obter experimentalmente o comportamento mecanico da
CA, foram feitos ensaios mecanicos utilizando cartilagem suina. Essa cartila-
gem foi escolhida pela sua disponibilidade e por ser semelhante a cartilagem
humana. Testes de compressdo ndo confinada foram feitos em um analisador
dindmico mecanico (DMA) Q800 da TA Instruments.

Andlise dindmica mecanica (também conhecida como espectroscopia
dindmica mecanica) é uma técnica utilizada para estudar e caracterizar materi-
ais. E muito util para o estudo do comportamento viscoeldstico de polimeros.
Uma tensdo senoidal é aplicada e a deformacdo no material € medida, per-
mitindo o cdlculo do médulo complexo. A temperatura da amostra, ou a
frequéncia da tensdo sdo muitas vezes variadas, conduzindo a variagdes no
mdédulo complexo. Esta abordagem pode ser utilizada para localizar a tempe-
ratura de transi¢do vitrea do material, bem como para identificar as transicdes
correspondentes a outros movimentos moleculares. A instrumentacdo de um
DMA consiste de um sensor de deslocamento tal como um transdutor dife-
rencial linear varidvel, que mede a alteragdo na tensdo, como resultado da
sonda do instrumento que se desloca através de um nicleo magnético, um
sistema de controle de temperatura ou de fornalha, um motor de acionamento
(um motor linear para o carregamento de carga da sonda que fornece carrega-
mento para a forca aplicada), um suporte de eixo de acionamento e sistema de
orientagdo para funcionar como um guia para a for¢a do motor para a amostra,
e as garras de amostra a fim de manter a amostra a ser testada. Um esquema
geral dos componentes principais de um aparelho de DMA ¢é mostrado na
Figura (4.20). Uma garra de compressao submersa (Fig. foi utilizada
permitindo a amostra ficar imersa em soro fisiolgico reproduzindo assim
condicdes de condicionamento similares com as condicdes reais encontrados
no joelho humano. Como nio existem normas técnicas para guiar o ensaio,
o procedimento experimental foi configurado de acordo com as descri¢des
presentes na literatura [9} (7, [8]].
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Figura 4.21: Maquina DMA Q800

4.2.1 Procedimento Experimental

Os primeiros testes experimentais realizados tiveram o objetivo de
avaliar se a instrumentag¢do do ensaio permitia excitar € mensurar compor-
tamentos viscoeldsticos na cartilagem. Escolheu-se, para isto, um teste com 4
ciclos com controle de forca de compresssao que cresce linearmente até uma
amplitude de 16N, decrescendo também linearmente. Cada ciclo possui uma
duragdo de 120s com carregamentos de carga-descarga de amplitude de 16 N
com duragdo de cada ciclo de 120 segundos. Foi aplicada uma pré-carga no
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valor de 0,01 N.
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Figura 4.22: Curva carga x tempo

As amostras de cartilagem suina foram retiradas da cabega do fémur
congelada com o auxilio de um bisturi e recongeladas a -22°C até o dia do
ensaio. Duas amostras foram retiradas para os testes, tendo as seguintes di-
mensdes, medidas com o auxilio de um paquimetro: a primeira (Amostra 1)
9,02 x 8,58 mm e 2,70 mm de altura e a segunda (Amostra 2) 8,41 x 10,18
mm e 1,96 mm de altura. A diferenca de altura entre as duas amostras se deve
ao fato de que a primeira amostra tem uma por¢do maior do osso subcondral.
Para tentar tornar a face inferior a mais plana possivel, lixou-se uma porcao
do osso subcondral com uma lixa n® 220, até se conseguir uma superficie
plana. A Figura (#.23) mostra a curva forga x deslocamento do ensaio onde
claramente se consegue ver o efeito viscoeldtico do material no momento de
descarga da forga.

Diante da boa resposta encontrada quanto ao efeito viscoeldstico, no-
vos testes foram idealizados de forma que esses pudessem ser reproduzidos
numericamente. Assim, procurou-se obter um melhor controle sobre a uni-
formidade e geometria da amostra. Foram retiradas 6 amostras de cartilagem
articular da cabeca do fémur (Fig. .25) de um suino e congeladas a -22°C até
o dia do teste. Um pungdo para bipsia dérmica de 4 mm de didmetro (Fig.
@ foi utilizado para retirar as amostras no formato cilindrico, condizentes

com o modelo de elementos finitos axissimétrico.
O primeiro teste realizado foi um ensaio de carga-descarga, na tenta-
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Figura 4.23: Curva forca x deslocamento para compressao nao confinada - amos-
tra ciibica.

Figura 4.24: Puncio para biépsia dérmica com 4 mm de didmetro.

tiva de se obter uma curva similar com a obtida no primeiro teste, no que diz
respeito a resposta viscoeldstica. Foram aplicados 4 ciclos de carga-descarga
no valor de 16N, com velocidade de aplicacdo de 16N/min. A amostra tinha
2,75 mm de didmetro e 1,5 mm de altura. A Figura @[} mostra a curva forga
x deslocamento para os quatro ciclos. Nota-se que ao final do segundo e ter-
ceiro descarregamento da amostra 1, quando o valor da forca chega préximo
a zero, ocorre uma descontinuidade na curva. Intepreta-se que, devido a vis-
cosidade, ocorre descarregamento total antes da placa superior fazer retorno
completo a sua posi¢do original. Verificou-se um comportamento semelhante
das amostras cubica e cilindrica quando submetidas a ciclos de carga e des-
carga. Como esse tipo de teste ndo é usualmente utilizado para o processo de
identificacdo de pardmetros, em um primeiro momento, a curva obtida ndo
sera utilizada para esse proposito.

Testes de relaxamento de tensdes sdo os mais utilizados para a
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Figura 4.25: Cabeca do fémur de um suino e as amostras retiradas.
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Figura 4.26: Curva forca x deslocamento para compressao nao confinada - amos-
tra cilindrica

identificag¢@o de pardmetros da cartilagem articular. O objetivo era obter uma
curva que possa ser utilizada no processo de identificagao dos parametros do
modelo em estudo, uma vez que a amostra utilizada € cilindrica e condiz com
0 modelo axissimetrico implementado. Foram usadas 3 amostras, retiradas da
cabega do fémur de 3 suinos diferentes, conforme mostrado na Tabela (@.I)).
As diferencas encontradas nas dimensdes das amostras mostra que o método
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de retirada das mesmas deve ser aprimorado, para conseguir repetibilidade
do teste. Inicialmente, foi utilizada uma pré-carga de 0,01N e deixado 60
segundos em repouso para estabilizacdo da amostra.

Tabela 4.1: Amostras usados no teste de relaxamento de tensoes

Diametro [mm] | Altura [mm]
Amostra 1 3.35 1.2
Amostra 2 3.25 1.45
Amostra 3 3.5 1.2

Em seguida, foi aplicada uma rampa de deformagdo de 5% em 60
segundos (em procedimento idéntico ao explicado anteriormente) e depois
manteve-se o tecido com a mesma deformagdo e monitorou-se a forca de
reacdo. A Figura mostra a curva forca de reagdo versus tempo para
o teste de relaxamento de tensdes em compressdo ndo confinada. Todas as
amostras apresentaram o comportamento tipico de um tecido cartilaginoso ar-
ticular no teste de relaxamento de tensdes. Nota-se, entretanto, que as amos-
tras apresentaram diferentes picos de forca e tempo de relaxamento. Isto é
totalmente esperado, pois as amostras ndo foram retiradas do mesmo joe-
lho e nem da mesma regido deste, além de ndo terem as mesmas dimensoes.
Os presentes resultados devem assim serem analisados como prospectivos,
sem o intuito de identificar propriedades especificas de uma populagdo. Este
serd objeto de trabalhos futuros para o quais deverd ser feito uma anélise es-
tatistica.

4.3 IDENTIFICACAO DE PARAMETROS

O problema de identificacdo de pardmetros pode ser abordado como
um problema de otimizacio onde o objetivo é achar a minima diferenca entre
o comportamento experimental e o comportamento calculado pelo modelo
ndmerico. Para isto, devemos conhecer o historico de deslocamentos e da
carga aplicada, obtidos pela mdquina de ensaio. Neste trabalho, o problema
numérico € resolvido pelos modelos apresentados, aliado a um algoritmo de
otimizagdo onde a funcao objetivo € definida como a norma da diferencga entre
a forca de reacdo mensurada experimentalmente e a calculada numericamente
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Figura 4.27: Curva forca de reacio versus tempo para o relaxamento de tensoes
em compressao nao confinada

na interface placa-amostra, como definido abaixo:

v=Y (F(x)-R)’ 4.1)

onde 7 é o indice do tltimo incremento de carga, F” € a carga aplicada no ins-
tante 7 calculada numericamente, R’ é a forga experimental no mesmo instante
t, X é o vetor de parametros do material e W é a fungéo objetivo.

A fung@o objetivo foi implementada e acoplada ao modelo porovis-
coelastico apresentado na Sec¢do e é posteriormente minimizada por
um algoritmo de otimizacdo. O critério de parada é definido através de um
valor minimo para a variacio da fungio W [48]. E apresentado a seguir um
esquema do algoritmo utlizado para o calculo da fungao objetivo:
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Tabela 4.2: Algoritmo da funcao objetivo

Definir varidveis de projeto xo = f( k, A, i, G, 7y € 7))
Enquanto AY < TolFun

Loop (tempo) € {1,11,...,17}
parat =tg até ¢

LerReu

Loop (elementos) ¢ € {1,2,...,n}
parae=1ton

Loop (pontos de integracdo) i € {1,2,...,nip}
parai=1tonip

Calcular n  (Eq.

Calcular & =Bn (Eq. i
Calcular 6 nos respectivos pontos de integragdo (Eq.

final loop (pontos de integracao)

Calcular o vetor de forgas internas elementar f* = [, B 6°dQ
Salvar f¢ no vetor de forcas internas global Ft

final loop (elementos)

2
n
Calcular e salvar ¥, = < Y F — R’) onde n é o niimero de nés da
i=1

fronteira de aplicacdo da carga.
final loop (incremento de tempo)

Calcular ¥ = Y, ¥,
Fim Enquanto
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4.3.1 Testes de Validaciao do Prodedimento de Identificacio

Para minimizar a fung@o objetivo anteriormente mostrada foi utilizado
um algoritmo de ponto interior, baseado no método do gradiente conjugado
com barreiras. E importante ressaltar entretanto, que os minimos obtidos
no processo de identificacdo foram todos pontos interiores. Para maiores
detalhes consultar [48], 49| 50]]. Para validar o algoritmo de identificacdo
de parametros, o deslocamento e a forca de reagdo obtidos da simulacdo
mostrada na Sec¢do {@.1.4) foram admitidos como “dados experimentais”
e inseridos como dados de entrada do problema de otimizacdo. Partindo
de pardmetros de material aleatérios, o objetivo é encontrar os mesmos
pardmetros usados na simula¢do. Primeiro, utilizou-se o0 modelo poroelastico
(BPE) com 3 incégnitas a definir: a permeabilidade ,k, e as constante de
Lamé, A e y. Depois utilizou-se dos resultados do modelo BPE e através
do modelo poroviscoeldstico (BPVE) foi feita a identificacdo das outras 3
varidveis adicionais além das 3 j4 citadas: a magnitude do espectro, G, e
os tempos de relaxamento curto e longo, 7, € 7;. Por dltimo, foi feita a
identificacdo com o modelo BPVE das 6 varidveis de forma simultinea.
A Figura (#.28) mostra a curva do modelo BPE no teste de compressdo
ndo confinada no relaxamento de tensdes. Na Tabela B3] sdo mostrados os
parametros encontrados e o valor do erro em relacdo ao valor esperado. O
valor méximo encontrado para o erro relativo foi de 10% para o médulo
volumétrico. Entretanto, o ajuste de curva mostra que esse alto valor do erro
ndo prejudicou o processo de identificagdo. Foi observado que quanto menor
a tolerancia usado no critério de parada, mais os resultados se aproximam
do esperado, para um tempo de processamento muito maior. Aqui s@o
apresentados os resultados para uma tolerancia de 1073,

Tabela 4.3: Parametros elasticos no ajuste do modelo BPE

Parmetro Numérico Ajuste Erro Relativo (%)
Permeabilidade x 5,000x10~ 1 | 4,500x10~ 1 10
Moédulo Volumétrico A 0,0100x10° | 0,0090x10° 10
Médulo de Cisalhamento p | 0,0900x10° | 0,0895x10° 0,55
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Figura 4.28: Ajuste de curva do modelo BPE no relaxamento de tensoes em com-
pressao nao confinada.

O préximo passo foi validar o algoritmo de identificacdo de
parametros quando o ajuste de dados € feito com o modelo BPVE. A
Figura mostra o ajuste de curva do modelo BPVE no teste de com-
pressdo ndo confinada no relaxamento de tensdes. Foram usados os valores
encontrados no ajuste do modelo BPE como dados de entrada. Na Tabela
(@.4) sdao mostrados os pardmetros viscoeldsticos encontrados e o valor do
erro em relagdo ao valor esperado. O erro relativo maximo encontrado foi de
25%. Apesar do valor encontrado ser considerado alto, ndo comprometeu o
ajuste da curva.

Tabela 4.4: Parametros viscoelasticos no ajuste do modelo BPVE

Parimetro Numérico | Ajuste | Erro Relativo (%)
Magnitude do Espectro G 2,8000 2,6733 4,5
Tempo de Relaxamento Curto T 0,0200 0,0150 25
Tempo de Relaxamento Longo 7; | 13,0000 | 14,0543 8,1
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Figura 4.29: Ajuste de curva do modelo BPVE no relaxamento de tensoes em
compressao nao confinada.

Finalmente, tentou-se identificar os 6 parametros juntos, através do
modelo BPVE. A Figura (#.30) mostra a curva da Forga de Reacdo x Tempo
no relaxamento de tensdes. Na Tabela temos os valores encontrados,
bem como seus respectivos erros relativos em relagdo aos valores de re-
feréncia. Andlogo ao que foi encontrado quando fez-se a identificagdo dos
pardmetros eldsticos e viscoelasticos separados, valores altos para o erro re-
lativo foram encontrados, tanto para o médulo volumétrico, quanto para o
tempo de relaxamento curto. Entretanto, o ajuste de curva mostrou, que ape-
sar do erro relativo ter apresentado valores altos para alguns parametros, que
é possivel identificar as seis propriedades do material a0 mesmo tempo, em-
bora, o tempo de processamento aumente consideravelmente.
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Figura 4.30: Ajuste de curva do modelo BPVE para 6 parametros.

Tabela 4.5: Parametros no ajuste do modelo BPVE

Parmetro Numérico Ajuste Erro Relativo (%)
Permeabilidade x 5,00x10~ | 4,33x10° 1 14
Médulo Volumétrico A 0,010x10° | 0,015x10° 57
Médulo de Cisalhamento p 0,090x10° | 0,088x10° 1,5
Magnitude do Espectro G 2,800 2,788 0,41
Tempo de Relaxamento Curto T 0,020 0,013 31

Tempo de Relaxamento Longo 7 13,000 12,989 0,078

Afim de investigar as possiveis causas para o alto valor do erro relativo
encontrado em alguns parametros, foi feita uma andlise de sensibilidade, onde
se variou em £10% o valor de cada um dos pardmetros separadamente e
verificou-se a influéncia no valor da carga. Foi utilizado um teste idéntico ao
usado na validagdo do algoritmo de identificagdo. Na Figura (4.3T) temos a
andlise de sensibilidade para os parimetros eldsticos, K, A € y. Vemos que
mesmo variando em +10% o valor de A, este produz quase nula variagdo na
forca, indicando uma baixa sensibilidade desse parametro, justificando o alto
valor do erro relativo encontrado.
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Figura 4.31: Analise de sensibilidade dos parametros elasticos.

Na Figura (#.32) encontra-se a andlise de sensibilidade para os
parametros viscosos, G, T; € 7. A variacdo do termo de relaxamento curto
T,, produziu quase nenhuma variagio no valor da for¢a. Este comportamento
comprova que esse parametro tem baixa sensibilidade no algoritmo e justifica
os erros encontrados na identificagao.
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Figura 4.32: Analise de sensibilidade dos parametros viscosos.
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4.3.2 Identificacao Usando os Dados Experimentais

Os dados experimentais apresentados na Seccdo (@.2.1)) foram selecio-
nados para identificacdo de parametros no teste de compressao nao confinada
em relaxamento de tensdes. Foi escolhida aleatoriamente a amostra 3, ape-
sar de que qualquer uma das outras duas amostras poderia ter sido utilizada.
Todas elas apresentaram o comportamento esperado durante o relaxamento
de tensdes, comportamento este descrito em varios trabalhos na literautra
[6, 11} 25]. Através do algoritmo de otimizacdo se tentou identificar seis
propriedades do material (x, A, i, G, 7y e 7).

Na tentativa de identificacdo dos 6 pardmetros a0 mesmo tempo, nao
foi obtido um bom ajuste da curva. Para superar esse problema e no intuito
de obter um bom ajuste de curva, adotou-se o procedimento descrito no tra-
balho de Suh et al. [[11], onde foi dado um valor inicial para o coeficiente de
Poisson, v, como sendo 0,05 e o médulo de elasticidade pode ser calculado
baseado no valor da forca de reacdo quando atingido o equilibrio. Quando
a amostra atinge o equilibrio significa que ndo temos mais forcas dissipati-
vas agindo no tecido, valendo portanto a consideracdo de material eldstico e
aplicacdo da Lei de Hooke. Nesse caso, atingiu-se o equilibrio por volta dos
400 segundos, onde a variac¢do da forca de reacdo é muito pequena e seu valor
final é de 0,56N. Conhecendo os valores do médulo de Elasticidade e coefi-
ciente de Poisson € possivel determinar os valores das constantes de Lamé,
A e u. De posse desses valores e usando-os como valor inicial no processo
iterativo, obteve-se um bom ajuste de curva para o modelo BPVE, conforme
apresentado na Figura (.33). Na Tabela (.7), mostram-se os valores das
propriedades encontrados no ajuste. Todos as propriedades apresentaram va-
lores dentro de uma faixa encontrada na literatura, sendo que para o G e o 7T,
os valores encontrados sdo um pouco menores do que os geralmente citados
em identificacdo de parametros para cartilagem conforme mostrado na Tabela
4.6
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Tabela 4.6: Valores de referéncia para a cartilagem encontrados em identificacio
de parametros. Tiradas de [7,8,/9,/10,11]

Parametros Limite Inferior | Limite Superior
Permeabilidade x 0,1x107 1 6,9x10~ 1
Médulo Volumétrico A 0,01x10° 0,6x10°
Modulo de Cisalhamento p 0,09x10° 0,3x10°
Magnitude do Espectro G 1,84 7,51
Tempo de Relaxamento Curto T 0,001 1,03
Tempo de Relaxamento Longo 7; 10,00 174,8

Tabela 4.7: Ajuste de curva para o modelo BPVE

Parametros Ajuste
Permeabilidade x 8,020x10° 1
Moédulo Volumétrico A 0,5643x10°
Moédulo de Cisalhamento 0,150x10°
Magnitude do Espectro G 0,250
Tempo de Relaxamento Curto T 0,000015
Tempo de Relaxamento Longo 7; 174,92

0.9

0.81-

0.7+

0.6

0.5

0.4

O Experimental

0.3

Forga de Reagdo [N]

BPVE Curve-Fit 7

0.2 -

01§ 4

1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600
Tempo [s]

Figura 4.33: Ajuste de curva dos dados experimentais no relaxamento de tensoes
em compressao nao confinada.
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5 CONSIDERACOES FINAIS E SUGESTOES PARA TRABALHOS
FUTUROS

5.1 CONCLUSOES

O objetivo deste trabalho foi o estudo dos modelos constitutivos ca-
pazes de representar o comportamento de tecidos cartilaginosos articulares
sob a ac@o de esfor¢os mecanicos. Partindo do modelo poroeléstico, con-
siderado o caso mais simples, até o modelo poroviscoeldstico, foram feitos
uma série de testes numéricos, baseados em exemplos disponiveis na litera-
tura. Através desses testes numéricos, buscou-se um melhor entendimento
de como as propriedades da cartilagem influem na resposta do modelo as
solicitacdes mecanicas e até que ponto tais modelos conseguem representar
corretamente o comportamento dessa estrutura. Outra ferramenta importante
na busca pela compreensao do comportamento do tecido, foram os testes ex-
perimentais realizados. De posse dos resultados experimentais, fez-se uma
identificagdo de parametros atrdves de um algortimo de otimiza¢do. Assim
sendo, as principais conclusdes obtidas com este trabalho foram:

* O modelo bifasico poroelastico (BPE) mostrou-se efetivo em alguns
casos, como o calculo de deslocamentos e velocidades. Porém, a nao
inclusdo do efeito viscoelastico na matriz sélida implica em resultados
diferentes dos obtidos experimentalmente, principalmente nos valores
de tensdo e no tempo de relaxamento. Nos testes de relaxamento de
tensdes, o modelo BPE se mostrou efetivo somente para o termo de
relaxamento longo (t > 1000s ).

¢ O algoritmo do espectro discreto para o0 modelo BPVE consegue re-
presentar o comportamento real da cartilagem. A inclusdo dos efeitos
viscosos resulta em um aumento da energia dissipada na matriz sélida
em adigdo a dissipag¢do causada pelo movimento relativo entre as fa-
ses sdlida e fluida. Como resultado, o0 modelo BPVE consegue prever
tensdes maiores e um tempo de relaxamento mais rdpido do que o mo-
delo BPE.

* O comportamento da cartilagem em compressio confinada e nio con-
finada apresenta-se, como esperado, sensivelmente diferente. Na com-
pressdo confinada, quando uma carga € aplicada na superficie articular
através de um filtro poroso rigido, ndo ocorre deformacao instantanea.
A cartilagem se deforma gradualmente ao longo da espessura e fluido
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escoa pela superficie superior. Na compressao nao confinada, o tecido
se deforma instantaneamente na direcdo axial e radial, quando a carga
¢ aplicada. Isto gera tensdes trativas ao longo do raio na matriz sélida.
O escoamento do fluido pelas laterais do tecido permite que fluéncia e
relaxamento de tensdes ocorram.

L]

Conforme demonstrado, a escolha de alguns parametros, como o incre-
mento de tempo Af e o parAmetro de penalizagdo 3, influenciam dire-
tamente nos resultados obtidos e na convergéncia do algoritmo. Assim,
€ necessdrio efetuar algumas andlises prévias a fim de verificar que
os parametros escolhidos produzam resultados ja dentro da regido as-
sintética (pouca sensibilidade aos pardmetros). No caso ndo confinado,
a escolha do tipo de aderéncia da interface placa-amostra influencia
diretamente na distribuicao de tensdes dentro do tecido. Quando uti-
lizada a interface perfeitamente lubrificada, a tensdo ndo varia com o
raio, sendo constante na amostra. Para a interface perfeitamente ade-
siva, que admite-se mais se assemelhar aos testes reais, a tensdo varia
consideravelmente na diregao radial.

O grande niimero de pardmetros do modelo BPVE (A%, u’, «, G, e
7;) pode causar dificuldades no processo de identificacdo caso se conte
com poucos dados experimentais. Nesse caso, ndo é raro obter ndo
unicidade de solucdo, isto é, boa representagdo das curvas experimen-
tais com diferentes valores de parametros. Isso ficou notério no pre-
sente trabalho no caso dos parametros, tempo de relaxamento curto T,
e médulo volumétrico A%, ambos com pouca sensibilidade para o ensaio
realizado. Essa dificuldade pode ser corrigida se realizando diferentes
tipos de ensaios, a diferentes velocidades, cada um relevante para um
parametro do modelo.

5.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Devido ao desenvolvimento de modelos cada mais complexos para a
representacdo da cartilagem articular, uma série de melhorias podem ser im-
plementadas, do ponto de vista computacional, para uma continuidade 16gica
do trabalho. A seguir, sdo apresentadas algumas destas:

* Considerar ndo-linearidades como a permeabilidade dependente da
deformacdo, calculada experimentalmente por uma lei empirica e
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considerando deformacdes finitas. Um modelo nio-linear é necessario
para estudar os carregamentos existentes in vivo.

* Tratar a matriz constitutiva do material como sendo transversalmente
isotrépica ou anisotrépica, condizendo com o real comportamento dos
componentes da matriz sélida.

* Implementar a formulag@o desenvolvida neste trabalho para elementos
volumétricos 3D.

* Realizar ensaios de compressdo confinada e indentacdo. Adotar outras
configuracdes de ensaio, como fluéncia, buscando repetibilidade para a
obtencdo de dados confiavéis.

* Implementar o modelo trifasico que leva em conta as tensdes quimicas
existentes na cartilagem.
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APENDICE A - EXPRESSOES MATRICIAIS

Sendo D, um operador linear de derivagdo, N a matriz que contém as
funcdes de forma e m um operador traco em formato matricial. A aplicacdo
do operador D em N resulta na matriz B, tal que:

B=DN &£=Bd, tr(¢)=mBd, (A1)

Para o estado plano de deformacdes, podemos definir as matrizes
como sendo:

), x 0 1 10
D=0 (),y m=|1 1 0 (A.2)
0y 0 000

No caso de um sdlido de revolucdo as equagdes (A.I) sdo as mesmas
e as novas matrizes sdo:

O,r 0 1 110
1 0 1 110

=106 0z ™1 110 (A-3)
0,z O,r 0 0 00
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APENDICE B - MODELO BIFASICO POROELASTICO

B.I FORMULACAO MATEMATICA

O modelo apresentado aqui foi proposto por Biot [34] e é baseado
no conceito de uma matriz sélida e fluido que escoa pelos poros, sendo estes
totalmente preenchidos com fluido nesse modelo. O modelo de Biot apresenta
as seguintes hipdteses:

* Material s6lido com comportamento isotropico;

* Reversibilidade da relagdo tensdo-deformagdo depois de atingido o
equilibrio;

* Relagdo Tensao-Deformagdo linear;
* Pequenas deformacdes;
¢ Fluido incompressivel nos poros;

* Aplicacgdo de lei de Darcy no escoamento de fluido pelos poros.

Além dessas hipéteses, temos dois casos associados ao efeito da
pressdo do fluido que sdo considerados para mensurar as constantes eldsticas:

* Drenado ( pressdo do poro, p = 0);

* Niao Drenado (Liquido ndo pode escapar da amostra teste. Os poros que
permitem que o fluido saia da amostra devem estar selados. Variagdo
de contetdo de fluido ( = 0).

Surgem entdo duas grandezas cinematicas: um vetor de deslocamentos
u; que mapeia o movimento da matriz porosa baseado em uma configuracio
de referéncia e um vetor g; que descreve o movimento do fluido em relacéo
ao solido. Duas quantidades de deformacao sao introduzidas para descrever
a deformacdo e a variacdo do contetido de fluido nos poros em relacdo a um
estado inicial: o tensor deformagao &;; e a variagéo do contetido de fluido ,
definido como a variag¢@o de volume fluido por unidade de volume do material
poroso. A relagdo deformagao-deslocamento é dada por:

1

&j =75 (uij+uji) (B.1)

81
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E o balanc¢o de massa fluido:

9¢

= —qi; B.2
5 qi, (B.2)
B.1.1 Equacoes Constitutivas

As equagdes constitutivas em poroelasticidade ndo incluem somente a
relacdo tensdo-deformacdo para a matriz s6lida, mas também a poro-pressao
e a tensdo devido ao escoamento do fluido pelos poros. A relagdo tensdo
deformacdo eléstica linear € expressa por:

1 1 1
=260 (6G 9K) 0+ 3778 -
2 K
0;j = 2Gg;j + (K— 3G> ekkgij — ﬁp&‘j (B.4)

G(1+v
Introduzindo o médulo volumétrico, K = 30 erv e podem
ser reescristas como:

1 v
&j =560~ (ZG(H—V)) Ok 0;j + 3H5ij (B.5)
2Gv 2G(1+v)\ 1
0;j = 2G¢g;j + ((1—2\/)> Ekk(sij - (3(1—2\/)> Ep&,- (B.6)

Onde G é o médulo de cisalhamento, v é o coeficiente de Poisson, § é o delta
de Kronecker, g;; sdo as componentes do tensor deformagio € e o;; sdo as
componentes do tensor tensdo ¢. H € uma constante constitutiva que acopla
as fases sélido-fluido.
Uma expressdo geral relacionando a variacdo de volume do fluido,
tensdo e a poro-pressao é dada por:
Ok | P
= 3H TR (B.7)
onde R foi definido como R = %—’t’, avaliado em ¢ = 0. O valor % mede a
mudanga no volume de dgua para uma dada mudancga na pressdo dos poros.
Jd 5 mede a mudanga de compressibilidade para uma variagdo da pressao
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dos poros. As equagdes constitutivas de um material poroeldstico isotrépico
(B.3) podem ser separadas em uma parcela desviadora:

1
el-j = Esij (BS)
e uma parcela volumétrica:
P
e — _ ( _ p) (B.9)
K H
P_p
=—|=—= B.10
c—-(5-2) (5.10)

Onde s;; e e;; representam as componentes da tensdo e da deformacéo des-
viadora, P a pressao média ou total (tensdao hidrostatica) e €” a deformagao
volumétrica:

sij = Oy + P&, (B.11)
€1j = €1 — =5 (B.12)
p— Ok (B.13)

3
g — % (B.14)

B.1.2 Resposta Volumétrica

As equacdes ou em conjunto com a equagio re-
presentam o comportamento linear do conjunto sélido-fluido. Existem duas
condigdes limitantes para identificacdo de constantes eldsticas. A condicdo
sem drenagem significa que o fluido ndo pode se mover para dentro ou para
fora de certo volume de controle, ou seja, { = 0. A condigio de drenagem
corresponde a poro-pressao nula. Sob uma carga instantanea, a resposta sem-
drenagem representa o caso em que ndo é permitido movimento do fluido
em um pequeno intervalo de tempo enquanto a resposta do caso drenado re-
presenta o caso em que o campo de poro-pressdes estd sob um estado de
equilibrio. Sob a condi¢@o drenado em que p = 0, a deformagao volumétrica
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é proporcional a tensdo hidrostética do sélido, P:

[ B.15
€ X (B.15)

Substituindo (B-13)) em (B-10):
=a¢" (B.16)

onde ¢ = % € conhecido como o coeficiente de Biot.
Sob a condi¢do ndo drenado em que § = 0, e de (B.10), fica evidente
que a poro-pressao p € proporcional 4 pressdo total P:

p=BP (B.17)

onde B é conhecido como o coeficiente de Skempton para poro-pressdo. B =

%. Substituindo em :

P
E=—— B.18
X, (B.13)
onde K, € o médulo volumétrico para o caso ndo-drenado e vale:
KR
K,=K|(1 B.1
< + H? — KR) (B.19)

Tanto no caso drenado como no nio-drenado, o material poroeldstico
se comporta como um material eldstico, sendo no caso nao-drenado mais
rigido (em sua resposta volumétrica).

B.1.3 Equacoes Governantes

A lei de Darcy é representada por uma equagdo obtida empiricamente
para escoamentos em meios porosos nao deformaveis. O escoamento de um
fluido através dos poros € descrito por:

qi = —K(p.i— Pri) (B.20)
onde py € a densidade do fluido, g; € componente da for¢a da gravidade na
direcio i e k = £ é o coeficiente de permeabilidade. A tensdo efetiva, obtida

em relacdo 4rea ttil do material, pode ser calculada em termos da tensio total

Aplicando a constante de Lamé A = a G2 vy € a constante poroeldstica o0 = #
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a equagdo (B.6) pode ser reescrita como:

0;; = 2G&;; + A&y 0; — op;j (B.21)

De acordo com a teoria da tensdo efetiva de Terzaghi, o termo oj;
da equacdo € chamada tensao total. O dois primeiros termos do lado
direito da equacdo referem-se a tensdo da parte sélida e sdo chamados de
tensdo efetiva, normalmente simbolizada por ¢’. Logo:

O;j = G/—(Xp(s,'j (B.22)
B.1.4 Equacoes Diferenciais

Semelhante a equagdo de elasticidade, a equacdo de equilibrio para
poroelasticidade é dada por:

c;j,j+FH=0 (B.23)

Entretanto, neste caso, a tensio total tem duas componentes, a tensao
efetiva e a poropressdo. A Eq. (B.23) também pode ser escrita como:

3 &G,'j

i=1 Jx;

+F=0 (B.24)

Onde F; = pg; é a forca de corpo por unidade volume do material e
p = (1—¢)ps+¢ps é densidade volumétrica, sendo p, a densidade do sélido,
pr a densidade do fluido e ¢ a porosidade do material. Substituindo em

(B-21) e depois na equagdo de equilibrio (B.23)), tem-se que:

(A +G)ujij+Guijj—api+fi=0 (B.25)
Podemos encontrar outra forma para a equagao diferencial [31]. Sabe-
seque A = (lzfzvv) ev= 2(++G) , substituindo em 1i
G
m I/ljJ'j—i-Gu,"jj—Otp’i—‘rﬁ:O (B.26)

Rice [35] propde uma nova forma para a equacio do equilibrio usando
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a relagdo constitutiva (B.4)):

3

A seguir descreve-se a equacdo diferencial que rege a fase fluida.
Considerando o fluido como incompressivel este deve satisfazer a lei de
conservagdo de massa. Ou seja, a taxa de variacdo da quantidade de fluido
por unidade de tempo pela superficie do elemento deve ser igual ao volume
de liquido adicionado ao elemento por fontes externas:

a¢ B

onde y € a variacdo de volume fluido por unidade de volume do sélido po-

roso. Combinando a lei de Darcy (B.20), a equacdo da continuidade (B.28)
ZG(VH_V)

G
(K—‘r) ujii+Guiji—api+fi=0 B.27)

e a equagdo constitutiva p =M ({ — ae) onde M = v tém-se a
equacdo da difusdo:

0 dg

a—f —KkMVp = —ocMa—];k +M(y—Kfi)) (B.29)

As equagdes (B.25) e sdo as duas equacdes diferenciais que
governam o comportamento mecanico do material poroeldstico. O problema
poroelastico plano € regido por um sistema de 3 equagdes diferenciais. Para a
solugdo desse sistema de equacdes € necessario fixar as condi¢des de contorno
e inicial. Temos o seguinte sistema: Somatdrio de forgas nas direcGes x e y:

2 Jo;;
Y 52 +F=0 (B.30)
i=1 8xj
e conservacdo de massa:
¢
Vp—=2=0 B.31
P=; (B.31)

As condi¢des de contorno devem ser fixadas tanto para o problema
mecénico como para o problema de fluxo. Para o problema mecénico po-
demos ter condi¢cdes de deslocamento e/ou tensdes prescritas no contorno.
Para o problema de fluxo, as condi¢des de contorno sdo pressdo e/ou vazio
prescristas nos contornos:
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u = U emly (B.32)
Ouyxy = O emlg
p = P emI’,
4xy = ¢ emI,

A condig¢@o inicial adotada foi a de que o carregamento € feito em
condicdes nao drenadas, implicando na ndo varia¢io do contetdo de fluido no
volume de controle. Nestas condi¢des pode-se escrever a equacdo de balango

de massa (B.31)) como:
1
{=aetp (B.33)

2
onde é — % para facilitar a manipulagio algébrica. Como

na condi¢do inicial {=0, a pressdo do fluido é fun¢do da deformacdo vo-
lumétrica:

p=—0Q¢ (B.34)

O préximo passo € aplicar o método dos residuos ponderados a
equacdo do equilibrio (B.30):

/Q (dive +b)vdQ = 0 (B.35)
onde v € a fungdo peso e Q o dominio do problema poroeléstico.
/Q[(divc) Vb9 =0 (B.36)
Mas div (6’ -v) = (dive) - v+ o - Vv. Substituindo em (B.36):
/Qdiv(ov)c?Q—/Q(G~Vv—b~v)8£2:O (B.37)

e aplicando o teorema da divergéncia ([, (divo) dQ = [o -ndD), te-
mos que:

'/IL(Gn'V)aF"i‘/g‘ZbWaQ:/g.zo'-g(v)ag (B.38)

Porém, substituindo o pela expressdo da tensdo efetiva 6 = 0’ —mop,
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onde m’ = [110] e sabendo que 6’ = Dg, onde D é a matriz eldstica, temos
que:
/ D-e(u)-£(v)9Q :/ (Gn-v) ar+/ b-v8Q+/ amp-£()9Q (B.39)
Q r Q Q

Para definir a parte fluida, devemos aplicar o método dos residuos pon-
derados sobre a equacdo de conservacdo da massa (B.31):

/ <divq+ 8C> vdQ =0 (B.40)
Q ot

/ (divq-v—kacw) Q=0 (B.41)
Q ot

mas div(q-v) = (divg) - v+ ¢ - Vv. Substituindo em (B.41)):

a¢ . _
AE.V8Q+Ldlv(q-v)8g—lzq-vvag—0 (B.42)

Aplicando o teorema da divergéncia ([, (divg) dQ = [q - ndD), te-
mos que:

1 B
/Qa—t-VBQ—I—/rquaF—/&;q-e(v)aQ (B.43)

Substituindo pela lei de Darcy (B.20) e pela equacdo constitutiva

(B.33), tem-se:

o [Bdoy k ap
(B.44)

8£kk 1 8]) . _ (9]) ]

As equagdes (B.39]B.43) representam a forma fraca do problema para
a fase sélida e fase fluida, respectivamente.
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B.2 APROXIMACAO VIA ELEMENTOS FINITOS

O préximo passo € aplicar a técnica de elementos finitos, que utiliza
funcdes de interpolagc@o, também conhecidas como fungdes de forma, para
aproximar a resposta do sistema em subdominios denominados elementos.
As fungdes de forma escolhidas para aproximar deslocamentos e pressao sao:

u = iNiui
i1

n
p = Y Nip
i=1
d " IN;
elu) = o _ —Lu; = Bu;
dxj (= 9x;
ap JN;

|

axj l8xjpl pl

(B.46)

Pela formulagdo de Galerkin, a funcdo peso deve ter a mesma forma

das funcdes admissivéis:

n
w = ZN,‘W,‘
i=1
ow " JN;
v _ g
0x; S ox;

Substituindo (B.46)) e (B.47) em (B.39), tem-se:

/ DBuBvIQ — / amNpBvIQ — / NT G,vaT + / N bvoQ
Q Q r Q

/ B DBu;0Q — / aB'mNpoQ = / NTc,0T + / NTboQ
Q Q r Q

Klu—-[Qlp=f

(B.47)

(B.48)

(B.49)

(B.50)
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onde:

K = / B'DBoQ (B.51)
Q
Q = / aB mNIQ
Jo
o= /NTGn8F+/ NThoQ
r Q
sendo K a matriz rigidez para estado plano de deformacdes, Q a matriz de
acoplamento e f o vetor de carga.

Utilizando a aproximacgdo via elementos finitos (B.46) e (B.47) em
(B.45):

n 1 n n
/amTBﬁNPV8Q+/ —NpNv8Q+/ KBva&'Q:—/qn~v81"
Jo Ja 0 Jo Jr

(B.52)

: 1
/ oB m’ NadQ + / NT ZNpIQ+ / B kBpoQ — — / NT q,dT
Q o 0 Q r

(B.53)
S]p+[Q u+[H]p=g (B.54)
onde:
S = / NTlem (B.55)
Ja QO
Qf = / aB m NOQ
Q
H = BT xBoQ
/Q K
= — [ N'q,0T
R

sendo S a matriz transiente da equagdo de fluxo, H a matriz do laplaciano da
pressdo dos poros e g o vetor de carga.
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Acoplando (B.5T)) e (B.53):

0 O u K -Q u| | f
o sl I e
A equacgido apresenta termos que contem derivadas temporais.
Esses termos necessitam ser discretizados no tempo. Para isso utiliza-se a
técnica das diferencas finitas. A aproximacdo da derivada temporal € feita por

um esquema de diferenca finita para tras (backward difference form). Mate-
maticamente tem-se:

dx Xty
ErY;
Aplicando a técnica de diferencas finitas no sistema de
equacdes (B.56), tem-se que:

(B.57)

[K] un+1 _ [Q] pn+1 _ fn+1 (B.SS)
[Q]TunJrl + ([S] -‘rAt [H])pn+l _ qn+1At+ [Q]Tun + [S]pn
onde:
K _Q un+1 B fn+1
|: QT S+ HAt :| [ pn+l :| - |: C]n+1At+QTun+Spn (B59)

As equacdes desenvolvidas, até o presente momento, referem-se a
solucdo do problema poroeléstico através do método acoplado ou também
denominado direto [52]. Nesse tipo de problema tem-se uma tnica matriz
de rigidez contendo os termos dos problemas mecanico e de fluxo acoplados
e as incdgnitas do problema sdo resolvidas diretamente usando um sistema
matricial acoplado ndo-simétrico. Existe também outro método denominado
”acoplado numericamente” onde se separa o problema mecanico do problema
de fluxo e os termos de acoplamento sdo somados no vetor de carga de cada
um dos problemas [S3] 54].
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B.3 DISCUSSAO E VALIDACAO DO MODELO

Para a validacdo do modelo nimerico para poroelasticidade utilizou-
se um modelo analitico bem conhecido e utilizado na literatura, o modelo da
coluna poroeléstica unidimensional [34]]. Essa solucdo analitica encontra-se
no Apéndice (C). Apesar do modelo de Biot aplicar-se ao caso unidimensio-
nal, o modelo plano pode ser validado efetuando-se mudancgas nas condi¢des
de contorno a fim de reproduzir o mesmo efeito. O problema consiste em
uma coluna submetida a um carregamento de tensdo constante no valor de 1
MPa, pressdo nula preescrita no topo da coluna e deslocamento lateral nulo.
Desta forma, construiu-se um modelo de coluna conforme a Figura (B. I)):

g=1MPa

>
>
>
>
D> <
>

A
® Restrigio de pressio
P> Restriio em x

2\ Restrigioemy

Figura B.1: Condicdes de contorno para a coluna poroelastica.

O modelo contém 10 elementos, sendo que o elemento selecionado
para descrever o deslocamento foi o com 9 nés (aproximagdo quadrética) e
para descrever a pressdo usou-se 4 nds (aproximagao linear). Neste primeiro
teste considerou-se o material como sendo compressivel, ou seja, parte do car-
regamento é suportado pela fase s6lida no instante inicial (t = 0s). A coluna de
Biot é composta por arenito de Berea e suas propriedades foram retiradas de
[51]. Para o cdlculo poroeléstico deve-se conhecer no minimo 5 propriedades
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do material e na Tabela (B.I]) temos os seus valores:

Tabela B.1: Propriedades da coluna poroelastica para o caso de material com-
pressivel

Moédulo de Elasticidade Transversal G (Pa) 6x10°
Coeficiente de Poisson drenado \% 0.2
Coeficiente de Poisson nao-drenado Vu 0.33
Coeficiente de Permeabilidade K (m*/Pa.s) | 2x107°
Coeficiente de Skempton B 0.62
Altura da Coluna h (m) 6
Passo no tempo At (8) 1

A figura apresenta as solugdes numérica e analitica para o des-
locamento no topo da coluna (h = 6m) em funcdo do tempo. Nota-se que a
curva representa uma transicao entre os estados drenado e ndo-drenado. No
estado ndo-drenado o carregamento € suportado tanto pela fase sélida como
pela fase fluida. No estado drenado, a pressao do fluido foi completamente
dissipada, fazendo com que o carregamento seja suportado somente pela fase
sélida.

34

o
o

Solugéo Analitica
*  Solugdo Numérica

[25]

Deslocamento (m)

[
o)

ra
[=z]

24 1 1 1 1 1
0 100 200 ano 400 a00
Tempo (s)

Figura B.2: Deslocamento na extremidade da coluna em funcio do tempo.

Na Figura(B.3) apresenta-se a variagdo da pressdo no fluido na base
da coluna (h = Om) em fun¢do do tempo. Nota-se que com o passar do tempo
o valor da pressdo decai, reproduzindo o efeito de dissipacdo da pressdo no
fluido devido ao carregamento ser suportado pela matriz sélida.

Fez-se outro teste para validagdo do modelo poroelastico. Usando as
mesma configuragdes do teste anterior, porém, agora para um meio poroso
com caracteristicas incompressiveis no instante inicial. As constantes do ma-
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0.5 T T T T T T
04 Solugao Analitica |
*  Solugao Numerica

g
= 0ar _
[=]
Eonl
]
E 024 il
[

01y 4

D 1 1
] 100 200 300 400 500
Tempo (s)

Figura B.3: Pressao na base da coluna em funcao do tempo.

terial retiradas de [S5] estdo listadas na Tabela (B.2):

Tabela B.2: Propriedades da coluna poroelastica para o caso de material incom-
pressivel

Moédulo de Elasticidade Transversal G (Pa) 6x10°
Coeficiente de Poisson drenado \% 0.2
Coeficiente de Poisson nao-drenado Vu 0.5
Coeficiente de Permeabilidade K (m?/Pa.s) | 2x107
Coeficiente de Skempton B 1
Altura da Coluna h (m) 6
Passo no tempo At (8) 1

Nas Figuras e (B.3) podemos notar as caracteristicas do meio
poroso incompressivel. O deslocamento no topo da coluna no instante inicial
sera nulo, sendo o carregamento totalmente suportado pelo fluido. Apés o
instante inicial, a medida que a pressdo vai se dissipando, parte do carrega-
mento € absorvido pela matriz s6lida, fazendo a coluna ser comprimida. Apds
algum tempo, a pressao se dissipa totalmente e o carregamento € suportado
apenas pela matriz sélida.



B.3 Discussdo e Validagdo do Modelo

95

Deslocamento {m)

x 107
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Solugdo Analitica
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Figura B.4: Deslocamento na extremidade da coluna em funcio do tempo.
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Figura B.5: Pressao na base da coluna em fun¢ao do tempo.
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APENDICE C - FORMULACAO ANALITICA DE BIOT PARA O
PROBLEMA DA COLUNA POROELASTICA

O problema da coluna poroelastica corresponde a uma simplificacdo
das equagdes da Poroelasticidade acoplada, propostas por Biot em 1941
[34]. Considerando as condi¢des apresentadas na Figura (B.T) e partindo das
equacdes diferenciais que regem o problema poroeldstico apresentadas no
Apéndice para o caso unidimensional temos que:

2G(1-v)d*u  dp

M2y a2 “ax ~° D
8 du 1dp ’p B
“or ( ) toa T oe T 0 €2)

As equagdes (C.I) e (C.2) devem ser satisfeitas para as seguintes
condicdes de contorno:

u(0) = 0 emIy (C.3)
och) = —P emlys
p(h) = 0 eml,

Ip

5 0) = 0 emI,

Sabendo que a tensdo total ¢ na coluna é constante e igual a - P,
substituindo na Equagéo (B.21)), temos que:

0 (du 1dp I’p
at< >+Qat_'<ax2_0 €4
onde:
u v  du
- P26 ) ©

Derivando a Equagdo (C.5) no tempo:

2G(1—v) d%u _aal
(1-2v) Jxot ot

=0 (C.6)

97
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d%u (1-2v) dp
axar - 3G —v) ar €7
Substituindo em (C2):
_ 2
2&@ l@, I°p -0 (C.8)

2G(1—v)ar  Qar “ox

Para se obter a solu¢do do campo de pressdo ao longo da coluna,
deve-se resolver a Equagdo (C.8). Lembrando que na condigdo inicial ndo
ha variag@o do conteudo liquido:

du 1
a5 (0)+ 5r(0) (©9)
de onde:
du 1
—(0) =——=p(0 C.10
5(0) =~ 250(0) (C.10)
Substituindo (C.I0) em (C.3) temos o valor da pressdo no instante
inicial:
P
PO0)= i (C.11)
(I-2v)aQ +a

Observando-se a Equacdo (C.8) e a equagdo de condugdo de calor uni-
dimensional, conclui-se que a solucdo desta servird de solugdo para o pro-
blema poroelastico. Com isso, obtem-se a resposta da pressao em fun¢do do
tempo e do deslocamento:

plen) =20y Si“if”h) exp(—cB2)cos[B(h—v)]  (C.12)
n=0 n
sendo:
K
e= C13)
( ZG<(11 —zv)) + é)
B, — 2n+1)m (C.14)
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Para o cdlculo do deslocamento no topo da coluna poroeléstica, chega-
se a:

h
o = — ?ax (C.15)
0 X

Substituindo a Equagdo (C.10) em (C:13)), tem-se que:

— 2v
—P|o C.16
=[5 26Ty [P~ Pl (.16)
Substituindo a solugdo para a pressdo obtida em (C.12) em (C.I6) e

integrando:

(1-2v)
2G(1-v)

uy —

h n=0 B'%

ph— a2 i sin’ (B ) exp(—cﬁnzt)] (C.17)

Observa-se que o fator sin?(f3,4) na equacdo (C.17) sempre apresen-
tard valor unitério, logo:

(1-2v) | )

— — C.18

“ =560 |© h Z'B (=¢hut) (C18)

A Equagido (C.18)) serve para o célculo do deslocamento no topo da

coluna para qualquer instante de tempo. Por exemplo, para t=0 (instante ini-
cial):

_ (1=2v) =1
uy = GV lPh— Z B] (C.19)

Expandindo a série acima e considerando que ela é convergente, temos
que:

S RN an &1 Ve S
= reaii s === (C20
n;o 7 ,;)ﬂz(2n+1> k2 Z (2n+1)2 w28 2 (€.20)

Utilizando-se o resultado da expansdo da série (C.20) na Equagdo
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(C.19), chega-se ao deslocamento inicial no topo da coluna:

0= S (P~ ap(0) 1)
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