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RESUMO

O conceito de andlise de sensibilidade topologica foi formalmente in-
troduzido em 1999, e por isto é um campo de pesquisa recente que
vem crescendo rapidamente. Este fornece a variacao de um funcional
quando o dominio de andlise tem a sua topologia alterada através de
uma perturbagao, por exemplo a introduc¢ao de um furo, com propor-
¢oes infinitesimais. O resultado desta operagao é um campo escalar
denominado Derivada Topolégica, que pode ser visto como uma cor-
recdo de primeira ordem para o funcional quanto a introducdo desta
perturbacao. Neste trabalho, a andlise de sensibilidade topolégica é
aplicada ao modelo de dano de Francfort-Marigo, sendo este utilizado
para a descri¢do de materiais frageis em regime quasi-estatico. As ex-
pressoes para a derivada topoldgica desde modelo sao desenvolvidas,
e em seguida um algoritmo de evolu¢dao de dano é proposto com uso
exclusivo das informagdes fornecidas pela derivada topologica. Alguns
problemas numéricos sao avaliados para verificar o desempenho do al-
goritmo proposto.

Palavras-chave: Anélise de sensibilidade topoldgica, Derivada topo-
logica, Modelo de Francfort-Marigo.






ABSTRACT

The topological sensitivity analysis was formally introduced in 1999,
and since then became a rapidly expanding research field. This anal-
ysis provides the variation of a given functional when the domain is
topologically modified by an infinitesimal perturbation, for example by
introducing a hole. The main result of this procedure is a scalar field
named Topological Derivative that can be seen as a first order approx-
imation of the value of the functional associated to the perturbed do-
main. In this dissertation the topological sensitivity analysis is applied
to the Francfort-Marigo damage model, which is used to model brittle
materials in quasi-static problems. The expressions for the Topologi-
cal Derivative are developed and an algorithm is proposed to use this
information on the study of damage propagation. Some numerical test
cases are evaluated to verify the algorithm’s performance.

Keywords: Topological sensitivity analysis, Topological derivative,
Francfort-Marigo model.
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1 INTRODUCAO

A analise de sensibilidade quantifica de que forma uma dada grandeza
de interesse sofre mudancas com relacdo a perturbacoes nas variaveis
que a definem. Particularmente, a anélise de sensibilidade estrutural
foca a relagao existente entre as variaveis de projeto e a resposta es-
trutural, ou resposta das varidveis de estado determinadas pelas leis
da mecanica (HAUG; CHOI; KOMKOV| |1986). Esta informacao é de
grande importancia uma vez que fornece dados de maneira confidvel
e sistematica, que em contrapartida somente seriam obtidos mediante
consecutivas tentativas e experimentagoes.

Partindo do conceito apresentado anteriormente, a Anélise de Sen-
sibilidade Topoldgica relaciona a variagdo de um funcional quando o
dominio no qual este esta definido sofre modificacoes em sua topologia,
por exemplo através da criacdo de um furo (ver Figura .

Atribui-se a|Eschenauer, Kobelev e Schumacher| (1994) as primeiras
formalizagbes do conceito de perturbagao topolégica, quando propu-
seram o bubble method dentro do contexto da Otimizagao Estrutural.
Os autores desenvolveram um algoritmo iterativo que alterna entre a
Otimizacdo de Forma de uma topologia fixa, e a nucleagdo de novos
furos (i.e. alteragdo da topologia) através do célculo de uma funcao
que denominaram “funcao caracteristica”. Esta nova fungao determina
como varia um funcional caso seja introduzido um furo de tamanho
infinitesimal, ou “bolha” como chamaram os autores, com condicao de
Neumann homogénea em sua fronteira. Entretanto, foi somente apos
cinco anos que [Sokolowski e Zochowski (1999a) comecaram a desen-
volver as bases matematicas para o método. A “funcio caracteristica”
passaria a ser chamada de “Derivada Topologica” e a Anélise de Sensi-
bilidade Topolégica comecaria a ser definida.

No caso de um furo, o dominio topologicamente perturbado é obtido
da seguinte forma

Qe () = O\B: (2), (1.1)

onde B (&) = {x €R?:|[x — 2| <e} ¢ uma bola de raio e cen-
trada na posi¢ao &, conforme representado pela Figura [1.1} Partindo
de um dado funcional v : 2 — R, suponha que seu valor associado
a um dominio perturbado Q. (&) (i.e. ¥ [Q.(x)]) admite a seguinte
representagao:

V[0 (2)] =4 () + Dryp (&) f () +o[f ()], (1.2)
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Figura 1.1: Perturbagdo no dominio de referéncia 2.

onde 7 (2) é o funcional avaliado no dominio de referéncia Q, f (e) é
uma func¢ao positiva associada a perturbacao, e o residuo o[f (€)] tem
a propriedade

L olf(0)
e—=0 f (e)

Caso isto seja possivel, define-se o campo escalar Dy : R? — R
denominado Derivada Topoldgica do funcional 1) como

D (5) — tim P2 (% ()

Através da expressao , a derivada topologica pode ser vista
como uma correcao de primeira ordem para o valor do funcional
Y [Qe ()] associado & uma perturbagdo no dominio €2, de forma analoga
a primeira derivada em uma expansao em série de Taylor.

A definicao classica apresentada por Sokolowski e Zochowski| (1999a))
utiliza a medida da perturbagio como funcao f (¢). Como naquele caso
o dominio bidimensional foi perturbado com um furo circular, a fun¢ao
f(¢) é dada por f(¢) = |Bc(2)| = me?>. No mesmo ano, Sokolowski
e Zochowski (1999b) desenvolveram o calculo da derivada topologica

=0. (1.3)

(1.4)

20



para a equacao de Laplace tridimensional no contexto de problemas
inversos.

Uma das grandes dificuldades em avaliar a expressio reside no
fato que os termos no numerador apresentam topologias distintas. Isto
é, nao é possivel construir um mapeamento continuo que transforma o
dominio  em €2, e por isto a sua avaliacdo ndo é direta.

Apesar de alguns pesquisadores relacionarem a derivada topologica
com conceitos de andlise de sensibilidade a mudanca de forma
et al.l 20005 SOKOLOWSKI; ZOCHOWSKI [1999a)), somente em 2003
que uma justificativa matematica para esta correlacdo foi apresentada
(NOVOTNY et al,, 2003). Desta forma, o calculo da derivada topo-
logica pode ser executado utilizando todo o ferramental de anélise de
sensibilidade a mudanca de forma, que se encontra fundamentado na
literatura (SOKOLOWSKI; ZOLESIO), [1992). Assim, [Novotny et al]
introduziram uma definicao alternativa para a derivada topolo-
gica:

1 d
Drip (2) = l%m&lﬁ [ ()] - (1.5)

Nesta expressdo, partindo de um dominio perturbado €. (&), calcula-
se a sensibilidade do funcional devido a uma expansao uniforme da per-
turbacdo quando a medida desta tende a ser nula (Fig. . Portanto
a anélise de sensibilidade & mudanca de forma pode ser vista como um
passo intermediario no calculo da derivada topologica, que é finalmente
obtida avaliando-se o limite ¢ — 0 em (1.2). Cabe mencionar que a pas-
sagem do limite no calculo da derivada topolégica requer uma anélise
assintética do funcional em relagao ao pardmetro e. Logo, a defini¢ao
alternativa resulta em um meétodo construtivo para o calculo da deri-
vada topoldgica, e as dificuldades relacionadas a diferenca de topologia
entre os dominios nao estao mais presentes.

O conceito de derivada topolégica pode ser estendido se a perturba-
¢ao por meio de um furo infinitesimal for substituida por uma inclusao
com propriedades diferentes a da matriz e com geometria adequada ao
caso em estudo.

A partir desta ideia, o nimero de trabalhos relacionadas a analise
de sensibilidade topolégica vem crescendo intensamente com aplicagoes
nas mais diferentes areas, como por exemplo em acustica no contexto de
problemas inversos (BONNET), 2006;|(GUZINA; BONNET, |2006; AMS-|
TUTZ; DOMINGUEZ, 2008), problemas de elasticidade linear tridi-
mensional (NOVOTNY et al.l 2007), desenvolvimento de novos algorit-
mos (AMSTUTZ; ANDRA| 2006), analise de inclusdes em elasticidade
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Figura 1.2: Representacao alternativa para derivada topologica.

bidimensional (GIUSTIT; NOVOTNY; PADRA/ [2008]), otimiza¢ao topo-
logica com restri¢oes de tensdo (AMSTUTZ; NOVOTNY) 2010), mo-
delos constitutivos multiescala (GIUSTI, [2009)), processamento de ima-
gens (LARRABIDE] 2007), e modelos de dano (ALLAIRE; JOUVE;
VAN GOETHEM] 2011).

1.1 MOTIVACAO

A caracterizacao de falha em componentes mecanicos e o estudo de
seus motivos estdo presentes na engenharia desde a sua concepcao. O
desenvolvimento de novos produtos ou a manutencao de sistemas de-
pende do entendimento de tais conceitos. O estudo de trincas e regioes
danificadas e de como elas afetam o comportamento geral de um com-
ponente, ou ainda, a simulagao e controle de sua propagacao tém susci-
tado grande interesse na engenharia e na mateméatica aplicada devido
ao seu impacto econoémico.

Em um trabalho recente, Allaire, Jouve e Van Goethem (2011) uti-
lizaram o método level set em conjunto com o modelo de dano de
Francfort-Marigo para estudar a propagacao de dano. Como serd visto
no Capitulo 3, o citado modelo (FRANCFORT; MARIGO,(1993)) é uti-
lizado como critério de propagacao de falha para materiais frageis em
regime quasi-estatico. O funcionamento do método proposto depende
da presenca de uma regiao danificada inicial, especificada no comecgo do
algoritmo. Assim, é possivel expandir esta regido utilizando informa-
¢oOes provenientes da anélise de sensibilidade & mudanca de forma. En-
tretanto, caso o dominio nao esteja danificado previamente, os autores
utilizam a andlise de sensibilidade topologica como meio de introdu-
zir um dano inicial no problema. Em seguida, ignoram as informacoes
fornecidas pela derivada topolégica e retomam a sua proposta original
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utilizando o método level set.

Partindo desta observacao, o presente trabalho pretende verificar a
tese que admite ser possivel formular um algoritmo mais simples do que
o utilizado pelos citados autores, que faca uso exclusivo das informacoes
fornecidas pela analise de sensibilidade topoldgica para o tratamento
da nucleacao e propagacao de regides danificadas.

1.2 OBJETIVO

O objetivo principal do presente trabalho é formular e testar numerica-
mente um algoritmo que utilize a informacao da analise de sensibilidade
topologica do modelo de Francfort-Marigo para estimar o processo de
propagacao de trincas em materiais frageis. Como objetivos secundé-
rios citam-se

e Estudo da técnica de analise de sensibilidade topolégica em pro-
blemas de elasticidade,

e Verificar este calculo para o funcional proposto por [Francfort e
Marigo| (1993),

e Avaliar diversas heuristicas numéricas para o uso eficiente da in-
formacao da derivada topoldgica no processo de propagacao do
dano.

1.3 ORGANIZACAO DO TRABALHO

O contetdo deste trabalho é organizado como segue. O presente capi-
tulo apresenta a motivacgao e objetivo do trabalho. No Capitulo 2 é feita
uma breve revisao da formulacdo do problema de elasticidade linear em
dominios bidimensionais com o objetivo de introduzir a notacao e os
operadores necessarios. Em seguida, o problema perturbado através de
uma inclusao é apresentado juntamente com as correspondentes formas
forte e fraca. Como procedimento intermediario no célculo da derivada
topologica, a analise assintotica é executada de forma detalhada. Desta
maneira, o calculo da derivada topologica para o funcional da energia
potencial total pode ser apresentado.

O modelo de dano de Francfort-Marigo é apresentado no Capitulo
3 juntamente com uma discussao relacionada a carga critica e aspectos
tedricos do mesmo. Na sequéncia a anélise de sensibilidade topolédgica
do funcional é feita e verificada numericamente.
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O Capitulo 4 é destinado a apresentar um algoritmo que utilize as
informagoes fornecidas pela anélise de sensibilidade topoléogica e discu-
tir os aspectos computacionais relacionados & este.

No Capitulo 5 sao feitos alguns testes numéricos em problemas re-
tirados do artigo de referéncia para avaliar o desempenho global do
algoritmo proposto. Em seguida as consideragoes finais sdo apresenta-
das e feitas algumas sugestoes para aprimorar o trabalho decorrentes
dos resultados obtidos.
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2 DERIVADA TOPOLOGICA EM ELAS-
TICIDADE LINEAR

Neste capitulo é feita uma breve revisao dos conceitos da mecéanica do
continuo aplicados a elasticidade linear com o objetivo de introduzir
a notacao e defini¢do de alguns operadores que serdo fundamentais no
desenvolvimento deste trabalho. Em seguida todas as etapas de célculo
para a derivada topoldgica do funcional da energia potencial total sao
apresentadas.

2.1 MODELO MECANICO

Considera-se um meio elastico 2 € R? de contorno regular T, livre de
forcas de corpo, sujeito a forcas de superficie g em I'y , e a um conjunto
prescrito de deslocamentos @ em I'p, com a condicdo de 'y NT'p =0
(ver Figura . E suposto que sejam vélidas as hipoteses de estado
plano de tensao . De posse das condi¢cdes mencionadas objetiva-se
determinar o campo de deslocamentos u que satisfaz o equilibrio do
sistema, em conjunto com campos tensoriais relacionados & este. Uma
das grandezas de interesse corresponde ao tensor tensdo de Cauchy o,
que efetua a transformacgao de um versor associado & uma dire¢ao n no
correspondente vetor tracao atuante, i.e., on = t.

O principio da conservagao da quantidade de movimento linear ori-
gina a relacdo de divergéncia nula para o tensor tensdo de Cauchy o

div]o (u)] =0, (2.1)

enquanto a conservacao da quantidade de movimento angular, na au-
séncia de binérios distribuidos, resulta na condi¢ao de simetria do ten-
sor tensdo o = o (MALVERN, 1969).

Uma das hipéteses adotadas na elasticidade linear é a de que o
gradiente do campo de deslocamentos Vu é pequeno. Assim, utiliza-
se como medida de deformacdo a parcela simétrica do gradiente de
deslocamentos

e(u) = Viu = % (Vu+vVu') . (2.2)

A segunda hipdtese adota o uso de uma relagio constitutiva linear
conhecida como Lei de Hooke Generalizada

o (u) =CV?u, (2.3)
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Figura 2.1: Representacao do modelo mecanico.

onde o tensor isotropico de quarta ordem C é expresso como

C=2ul+CI®I (2.4)

e as constantes u, ¢ sao propriedades materiais denominadas coeficien-
tes de Lammé (MALVERN] |1969).

A forma forte para o problema de elastostética linear pode ser en-
contrada em diversos livros de mecanica do continuo (ver por exemplo
(GURTIN] [1981))), e consiste em resolver o conjunto de equagoes apre-
sentado acima:

Encontre u € C? () tal que

div|o (u)] =0 em )

o(u) =CVsu (2.5)
u=u emI'p

ocuyn=gq em Ty

A forma fraca pode ser obtida diretamente da formulacao forte,
através do Método dos Residuos Ponderados (MWR) ou ainda através
de métodos variacionais (REDDY], [1984). Neste contexto, o principio
da minima energia potencial total torna-se conveniente. Este estabelece
que o campo de deslocamentos que satisfaz o equilibrio corresponde ao
minimizador do funcional da energia potencial total

J (v) = /QO’ (v) - VvdQ — / q-vdl, (2.6)

I'n
isto é,
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u = argglei}%j(v) ,

onde K corresponde ao conjunto dos deslocamentos cinematicamente
admissiveis, ie., K = {ve H' ((R?)[v=uem I'p}. Buscando a
condicdo de estacionariedade do funcional, a derivada direcional em
uma direcao arbitraria 1 deve ser nula

DT (u)[n]=0 VnpeV, (2.7)

onde V corresponde ao conjunto das variagdes admissiveis,
V={veH (Q;R?)|lv=0em'p} .
Desenvolvendo a expressao acima, chega-se em

/(Cvsu~V5ndQ:/ g-ndl' YneV. (2.8)
Q 'n

Desta forma, pode-se definir a forma fraca do problema de elastici-
dade linear como:
Encontrar u € K tal que

/Cvsu-vsndgz/ G-ndl VpeV. (2.9)
Q I'n

Assim, as condicbes de regularidade da solu¢do u tornam-se mais
fracas, o que permite o tratamento de uma classe mais ampla de pro-
blemas no que se refere, por exemplo, a tipos de carregamentos. Além
de possibilitar o uso direto de ferramentas de analise funcional para
verificar a existéncia e a unicidade de solucao.

A equivaléncia entre as formas forte e fraca ndo é aparente. Para
demonstré-la considere um caso em que o grau de regularidade da solu-
cao é tal que a formulacgao forte seja satisfeita. Desta maneira, integra-
se por partes o primeiro membro da expressao resultando em

/I:a(u)n-ndf—/ﬂdiv[a(u)]-ndQ:/FNq-ndF Vn eV (2.10)

Lembrando que n € V, e portanton =0em I'p ,

/ [o’(u)nfq]~nd1“+/div[a(u)]ondQ:O neV (2.11)
T'n Q

Como 7 é arbitrario, o teorema fundamental do célculo variacional
fornece (REDDY/, [1984)
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divie (u)]=0 em§
cuyn—q=0 emIly

enquanto a condi¢ao de Dirichlet é obtida diretamente da definicao do
conjunto K. Assim, verifica-se a equivaléncia entre as formulagGes.

A forma fraca do problema de elasticidade linear pode ser conve-
nientemente expressa através de operadores lineares (CHEN| [2005).
Definindo o operador bilinear a (-, -), simétrico, continuo e coercivo

a(u,m) = /chsu-vsndﬂ, (2.12)

e o operador linear [ ()

)= [ q-mar. (2.13)
I'n
a expressao (2.8)) pode ser escrita de forma abstrata como

a(u,m) =1l(n) VneV. (2.14)

A formulagao fraca e a sua derivagao a partir do principio da minima
energia potencial tornam-se atrativas para o desenvolvimento deste tra-
balho, especialmente quando for necessario trabalhar com o apareci-
mento de inclusdes no dominio de referéncia.

2.2 ANALISE DE SENSIBILIDADE TOPOLOGICA
PARA O FUNCIONAL DA ENERGIA POTEN-
CIAL TOTAL

O problema perturbado consiste em introduzir uma inclusdo com pro-
priedades materiais distintas em relagao ao material base ao seu redor.
Geometricamente, esta inclusao é definida por uma bola de raio ¢, cen-
trada em uma posicao arbitraria & interior ao dominio, simbolicamente
denotada por B, (). Diferentemente da relagao que define um do-
minio perturbado €2, topologicamente distinto do dominio de referéncia
), torna-se redundante utilizar a simbologia €2 no caso de uma inclu-
sao, uma vez que €2, = 2. Entretanto o subindice ¢ é mantido como
forma de diferenciar os problemas associados e de facilitar a leitura das
equagoes.

A variacao das propriedades do material ndo é suave e passa a ser
representada por um parametro v denominado contraste. Assim, o
tensor constitutivo ao longo do dominio é dado por
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Figura 2.2: Inclusao no dominio perturbado €2..

_JC  sex € Q\Bc(2)
Cy (@) = {'y(C sex € B (&) ’ (2.15)

onde C corresponde ao tensor constitutivo do material de base (ver
Figura .

De forma analoga a se¢io[2.1] onde foi apresentada a formulagao do
problema de elasticidade infinitesimal, as formas forte e fraca associadas
ao problema perturbado podem ser obtidas através do Principio da
Minima Energia Potencial, i.e, o campo de deslocamento u. que satisfaz
o equilibrio é aquele que minimiza o funcional da energia potencial

U = arg f,%}éjf (v) (2.16)
onde
1
T (u) = -/ o (1) - Viu.df — / g u.dl, (2.17)
2 Qe I'n
e
oy (u.) =C,Viu,. (2.18)

Buscando a sua estacionariedade, a derivada direcional do funcional
(2.17) em uma direcdo n arbitraria deve ser nula

DJ. (u.) ["7] =0 VeV, (2.19)

resultando em
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/ oy (ue) - VindQ = q - ndl’ VneV. (2.20)
Q

e I'n

Pode-se definir um novo operador bilinear a, (-, ) associado ao pro-
blema perturbado

aec (u,v) = / C,Viu - VivdS), (2.21)
Q.

e portanto a forma fraca do problema perturbado pode ser anunciada
de forma compacta como

{Encontrar uc € K tal que (2.22)

ac(ue,m) =1(n) YneV

A forma forte do problema perturbado é obtida através de algumas

manipulagoes algébricas sobre a formulagao fraca. Utilizando a relagao

div (6Tn) = div(o) -n+0o-Vnem , e lembrando que o tensor
tensao é simétrico

/QE div [0 (ue) ] d2 — /Q div (o (ue)] - ndQ2 =

/ g-ndll YneV. (2.23)
I'n

Distinguindo o dominio €2, da bola B, (&) na primeira integral,

/ div (o (ue) n] dQ2 + / div (o (ue) n] d2
Qc\Be

B.
7/ div (o (ue)] - ndQY = / g-ndl' YneV, (2.24)
Q. I'n

e utilizando o teorema da divergéncia , obtém-se

/ o, (ue)n-ndf+/ o (ue) niy - mdl
n B

e

- / div o~ (u.)] - ndQ + / 0 (Ue) Noyt - ndl’
0\B. B

€

—/ div [ (uc)] - ndQ = / qg-ndl' YneV, (2.25)
B. I'n
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/ oy (we)m — ] -l + / (07 (t) T + G (1) Toong] - 7T
I'n 0B,
- / divjoy (ud)] - mdQ2=0 VYneV, (2.26)
Q

e

onde My, e M,y representam os versores normais a superficie 0B, (&),
e que apontam para dentro e para fora de B, (&), respectivamente.
Como 7 é arbitrario, o teorema fundamental do célculo das varia-
¢oOes pode ser utilizado (REDDY] [1984) e o problema forte associado
ao problema perturbado pode ser anunciado:
Encontrar u. € C? (€,) tal que

div[oy (ue)] =0 em ). (2.27)

oy (u)n=q emT'n (2.28)

0y (Ue) Ny + 0 (Ue) Moyt =0 em 0B, (2.29)
u™ —ult =0 em 0B, (2.30)

u=u emI'p (2.31)

Verifica-se o aparecimento da condic¢do de transmissio (Eq. e
de continuidade de u. (Eq. sobre a fronteira da inclusao 0B.. A
forma forte para o problema perturbado é essencial, uma vez que esta
descricao ird auxiliar na construcao da expansao da solucao perturbada
na anélise assintoética.

2.2.1 Efeito de uma inclusao

O funcional de energia associado ao dominio nao perturbado €2 pode
ser representado como

V() = T (u) = %a(u,u) ~l(w). (2.32)

Apos a introducao da inclusdo na matriz, o sistema entra em equi-
librio novamente e adquire uma nova energia potencial

VIO @)] = (00 = Joc (uu) ~ 1), (233)

com os mesmos operadores a (-,-), ac(-,-), e [(-) definidos anterior-
mente.
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A variacdo de energia potencial associada a esta perturbacao pode

ser obtida através das relagdes (2.32)), (2.33)

V10 (@)] ¥ () = Ja (e )~ lue) — Laluw) + i) (230

Como os dois campos (u e u.) satisfazem o equilibrio, cada qual em
sua configuracao (original e perturbada), tem-se

u.€K: ac(u,m) = I(n) YneVv, (2.35)
weK: a(u,m) = Il(n) VYneV. (2.36)
Tomando uma variacao particular 7 = wu. — u nas equagodes

l e , multiplicando pelo fator % e adicionando as mesmas na
relacao (2.34), obtém-se

PI0@) -0 (@) = Jac (e u) — 1) - sa(u,w)
+ l(u) - %ae (te, ue —u) + %l (e — u)
_ %a (u, we — ) + %z (we—w),  (2.37)
P10 (@)~ 0 (9) = Jo (wow) — gafuu) . (239)

O operador bilinear perturbado a. (-, -) pode ser reescrito separando
as contribuicoes individuais da inclusao B e do restante do dominio
Q\B.

ae (-,-) = C,yVo(-) -V (-)dQ, (2.39)

e () = /QE\BE CVe()-Ve() dQ—f—/3 ~CV?e (+)- V2 (-)dQ, (2.40)

€

e uma manipulacao algébrica pode ser feita através da operacao de
soma e subtragdo do termo [, CV*(-)-V* () dQ
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ac () /QE\BE Cv* () v (~)dQ+/B€ ACV (-) - V° () dQ
i/ CV* () - V*()dQ, (2.41)
B

€

0 ()= [ Cvr()-ve (-)dQ+/ (v = 1)CV* (-)-V* (1) dQ, (2.42)
Q B.

ag(',-)za(-,-)—&-/B (Y —1)CV* () - V* (-)d. (2.43)

€

Portanto a relacao ([2.38) torna-se

; _r-1 Su. - Vu
[0 @) -v(©) =15 /B€<cv U - ViudQ, (2.44)

onde foi utilizada a simetria do operador bilinear.

Através do resultado acima, verifica-se que a variagdo da energia
potencial é um efeito local, no sentido que ela depende apenas de uma
integral ao longo da inclusdo. A dependéncia explicita com a solugao
do problema perturbado u., torna o calculo da expressao acima im-
praticavel se o objetivo do problema é conseguir uma estimativa da
variacdo da energia. Desta forma, ferramentas da andlise assintética
devem ser utilizadas com o objetivo de obter uma expansao da solugao
perturbada em termos que envolvam apenas a solucao nao perturbada
do problema.

2.2.2 Analise assintotica

A anilise assintética da solu¢dao perturbada u. € realizada através da
proposta de uma construcdo que envolva a solucdo nao perturbada.
Desta forma, propoe-se que o campo de deslocamentos u seja corrigido
através de dois novos campos

uc (@) = u (@) + w, (@) + (@) . (2.45)

Através da formulagao forte do problema perturbado (Eqs. [2.27
é possivel determinar as condi¢oes necessarias que os novos cam-
pos propostos devem satisfazer. Desta forma, aplicando o operador
tensdo e tomando o divergente em (2.45)), obtém-se
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div [0, ()] = div[o, (w)] + div [0, (w.)] + div o (@)] . (2.46)

Como o termo esquerdo a igualdade representa o equilibrio em €,
este é nulo. Da mesma forma,

) _Jdivie (u)]=0 em Q/\B. ()
divioy (W) = {’ydiv [ (u)] =0 em B (&) (2.47)
Logo,
div (o (we)] + div|oy (a.)] =0. (2.48)

Portanto, os divergentes associados aos campos w, e u. devem ser
opostos. Para tratar a condicdo de Neumann (2.28) na fronteira I'y,
aplica-se a projecao normal do operador tensao na relagao ([2.45)

oy(u)n=0,(u)n+o,(w)n+o,(t)n emI'n, (2.49)
g=q+0y(W)n+ 0o, (t)n emT'n, (2.50)
oy () =—0,(we)n emTn . (2.51)

Logo, a projecao normal do tensor tensao para o campo u. deve
compensar a discrepancia introduzida pelo campo w. na fronteira de
Neumann.

Para verificar a diferenca que ocorre entre as tensoes na fronteira da
inclusdo (2.29), verifica-se que a normal que aponta para fora da bola
(noy:) € oposta & que aponta para dentro (n;,) e por isso a relagdo
(2.29), pode ser escrita de forma mais compacta através do operador
salto definido como

H = (')QE\BE - (')BE . (2-52)

Assim,

0 (Ue) Ny, + 0 (Ue) Nout = [0 (ue)[Nir, = 0. (2.53)

De volta a proposta de expansdo ([2.45), apos aplicar o operador
tensao obtém-se

0y (uc) = 05 (u) + 0y (We) + 0y (U) - (2.54)



Projetando a relagao acima na normal n;, e tomando o operador
salto definido anteriormente

[o (ue)]nin = [[O.’Y (W)]nin + [oy (we)]min + [[0'7 (e)[min - (2.55)

Da condigao de contorno (2.29), segue que o termo ao lado esquerdo
da relacdo acima deve ser nulo. Apo6s explicitar o salto da solucao w
tem-se

0=(1—-7)o(u)ni, + [0y (We)[in + [o (Tc)]14r, - (2.56)

Pode-se expandir o (u) em série de Taylor em torno do centro da
inclusao &

o(u)=0clu(@)]+ Vo u(y)(e—2z), (2.57)

onde y é um ponto intermediario & « e &. Na expressao acima é evidente
o abuso de notagdo, na forma o [u (&)], com a intencdo de expressar
o (u) (&), entretanto esta serd mantida pois torna as expressdes mais
legiveis.

Como a condigdo de salto é operada sobre 0B, (&), tem-se (x — &) =
€Nyt = —€Nyy,. Portanto a condic¢do de salto na fronteira da inclusao
pode ser expressa em sua forma final

(1 =)o [u(@)]nim —e(l =) {Veo[u(y)nim}nim
+ [0 (wo)nin + [0y (@e)[nimn = 0. (2.58)
As condigdes de salto [u.] sobre B, () e de contorno u. = & em
I'p sdo tratadas diretamente. Partindo de (2.45) e tomando o salto de

Ue

[ue] = [u] + [we] + [a] . (2.59)

Como a soluc¢do u é continua em 0B, (), [u] = 0 e portanto

[a] = —[w] em 0B, . (2.60)

De forma analoga para I'p
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U = U+ We + U emI'p, (2.61)
U=1u+w:+ U emI'p, (2.62)
U = —W, emI'p, (2.63)

ou seja, os campos e os seus saltos devem ser opostos em 9B, (&) e I'p.
Resumidamente, os campos w, e u, devem ser tais que

div[oy (we)] +diviey ()] =0 emQ., (2.64)
oy(t)n+oy(w)n =0 emIy, (2.65)
(1 =7) o [u(@)]nin
—e(1=7){Vo [u(y)] nin} nin

+oy (We)]nin + [0 (@), =0 emIB., (2.66)
[a.]+[w] =0 emdBe, (2.67)
. +w., =0 emIp. (2.68)

Assim, surgem vérias possibilidades de propostas para os campos
w, e 1., desde que as relacdes sejam satisfeitas. A seguir
sao feitas algumas consideracgoes especificas sobre o campo w,, com o
objetivo de facilitar a construgao assintética, e que devem ser posteri-
ormente compensadas pelo campo ..

Portanto, pode-se atribuir individualmente em que o diver-
gente associado a w. seja nulo, i.e. div[o, (we)] = 0, e solicitar que
0 (w.) tenha um decaimento assint6tico a zero quanto & — co. Pode-
se ainda escolher que o primeiro termo em compense o salto
de we, ie., [0y (we)|nim = — (1 —7) o [u(Z)] Ny Assim, tem-se o
seguinte problema associado & w,:

P1 - Encontrar o (w,) tal que

div[o, (w)]=0  emR?, (2.69)

oy (we) =0 em oo, (2.70)

[oy (wo)]nin =— (1 —7) o [u(Z)] ni, em0B,. (2.71)
Desta maneira, como consequéncia direta das atribui¢oes acima, o

problema associado ao campo ., fica determinado:
P2 - Encontrar u, tal que
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div[oy (u.)] =0 emQ., (2.72

(2.72)

oy (t)n=—0,(w)n emTy, (2.73)

loy (@e)]nin = €(1 —7){Veo [u(y)] nin} nin em 0B, (2.74)
[a] = —[we] em 0B, (2.75)

~ (2.76)

Ue = —W, emT'p. (2.76

E importante ressaltar que nio existe nenhuma aproximacdo nas
escolhas feitas e que, uma vez resolvidos os subproblemas, a expansdo
é exata. O problema P1 foi arquitetado desta maneira, pois o mesmo
admite solucao explicita, que uma vez calculada, pode ser utilizada
diretamente para compor a expansao do campo de tensao perturbado

oy (ue) = 0y (u) + 0, (W) + 0y (U) - (2.77)

Pode-se demonstrar que a contribui¢ao do termo associado ao campo
@, resultado do problema P2, ¢ de ordem O (€?). Assim, a sua influén-
cia no célculo da derivada topolégica de primeira ordem nao é relevante
(NOVOTNY; SOKOLOWSKI, [2013), e portanto o problema P2 nao
precisa ser resolvido.

Conforme comentado anteriormente, o problema 71 admite solu-
¢ao explicita (ver por exemplo (NOVOTNY; SOKOLOWSKI, 2013
GIUSTI[, para o caso de inclusées circulares, ou (NOVOTNY
2003) para o caso de furos circulares). Considera-se um sistema de
coordenadas polar (r,6) local centrado na inclusdo e alinhado com os
autovetores de o [u ()], e desta forma, a composicdo de o, (w.) na

relacdo ([2.77) torna-se:

Fora da inclusdo (r > ¢)
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1-— €2
o ) () = [1- f 5 |0
1— €2 1-— et
" [1 - 4((1 + Jﬁ)) r2 3((1 + Jﬁ)) 7““] Pacos (20)
+0 (€%, (2.78)
% (u) (r, 0) = {1 + ((11;72) ;—2 1
[1 +3 ((11+_ﬁ;yﬂ)) ;4} pacos (20) + O (€%) , (2.79)
o7’ (u) (r,0) = — [1 +2 (31;;;) 7‘;2 ~3 ((11;% 7%4 hosin (20)
+0 (€, (2.80)

o ) 00 = [ | o

I M pacos (20) + O (¢%) , (2.81)
)00 = [y |

_ _(1+V)4(—V1+75)_ dacos(20)+ 0 (&), (2.82)
o7 (u) (r,0) = — [M] ¢osin (20) + O (€) . (2:83)

onde ¢1 e ¢y estdo relacionados com as tensbes principais (o1 , 02)
associadas ao problema nao perturbado

b = 5l (W) @) +ox(w) (@)} (289
b2 = 5l () (@)~ 02 (w) (B) (285)

e as constantes envolvidas sao expressas em funcao do coeficiente de
poisson v
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14+v

a = T, (2.86)
3—v
= . 2.
p 14+v (2.87)

Como o célculo da derivada topolégica depende apenas de uma in-
tegral ao longo da inclusdo (ver Eq. , somente a solugao no interior
desta ¢é relevante. O tensor o (u.) (Egs. pode ser expresso
em coordenadas cartesianas através de uma transformacao de sistemas
de coordenadas,

o3 ) = | | (2.88)
+as i) 240 @)

o () = [ — 1+m>] o (2.9
- [T 2@

oY (ue) = O (€9) . (2.90)

Ainda, com o objetivo de tornar os célculos subsequentes mais legiveis,
pode-se definir uma transformacao sobre o tensor tensao nao pertur-
bado o (u) () de modo a originar o tensor tensao perturbado o, (u.),

dado pelas relagoes ([2.88 ,
o (u) =Do (u) (&) + O (¢*) , (2.91)

onde o tensor isotrépico de quarta ordem I, demonstrado no Apéndice
[A] é dado por

_ 4y T+ v _ 2y
A+y8) (A +v)  [(A+ye)(A=v) (1+96)(1+v)

I®I.

(2.92)

Assim, a expansdo assintética do campo de tensdes perturbado

o (uc) é constituida de informagdes sobre o tensor tensdo nao per-

turbado o (u) avaliado na posi¢do & da perturbacéo, e de termos que
apresentam ordem mais elevada, isto ¢, O (€2).
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2.2.3 Calculo da Derivada Topolégica

De posse da andlise assintética e do comportamento da solugao pertur-
bada em torno da inclusdo (2.91), torna-se possivel avaliar a expressao
(12.44))

[ (&)] - (Q) = VT_l /B CViu, - ViudQ, (2.93)
= 727_71 oy (ue) - ViudQ, (2.94)
B.
- 72;71 | Pou@)]+0(@)-vudn,
) (2.95)
v—1

= Do [u(2)] - V'udQ+o () . (2.96)

2y B.
A partir da relagdo acima é possivel mostrar que a integral pode
ser expressa como o produto entre a medida de B, e do integrando

avaliado no ponto &, gerando também um residuo o (62) (NOVOTNY;
SOKOLOWSKI, 2013])

P[Q ()] — 9 () = ’727_71]]])0' [u(2)] - Viu () me® +0 () . (2.97)

Portanto a expansdo assintotica do funcional 9 [Q. (&)] pode ser
escrita como
Y[Q ()] — ¢ (Q) = 1Po [u (2)] - Viu (2) + o (€?) . (2.98)

onde o tensor de quarta ordem PP, denominado tensor de polarizagao, é
expresso por

(a=p) 1-v
2 1+«

v—1
1++6

(1+8)I+

1
P=——-D=; IRI|. (2.99)

Assim, escolhendo como fungdo do parametro e, f () = me? a me-

dida do tamanho da inclusao, identifica-se diretamente a derivada to-
polégica de primeira ordem associada ao funcional da energia potencial
total como
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Dryp (2) = Po [u (2)] - Viu (%) . (2.100)

Com relagao ao contraste -y, alguns casos limite podem ser iden-
tificados. Caso v — 0, a inclusao torna-se um furo com condicao de
contorno de Neumann homogénea e assim o tensor de polarizagao pode
ser simplificado para

2 Jv—1
P= I I®I. 2.101
1+V+2(1+l/)(171/) @ (2.101)
Caso v — 00, a inclusao torna-se rigida e
2 —1
P= T4+ I®l. (2.102)

v—3  2(1+v)(3-v)

Cabe ressaltar que as expressoes obtidas ao longo do célculo corres-
pondem & uma inclusao circular, e caso uma geometria diferente fosse
escolhida a expansao assintotica deveria ser reavaliada resultando em
uma derivada topologica distinta.
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3 MODELO DE DANO DE FRANCFORT-
MARIGO

O termo dano foi introduzido em 1972 por J. Hult para prever a for-
macao de trincas em estruturas (LEMAITRE; DESMORAT), 2005).
No sentido mecénico, dano corresponde a criacdo de microvazios e mi-
crotrincas, ou seja, ao aparecimento de descontinuidades em um meio
que é considerado continuo em uma escala macroscopica. Assim, as
descontinuidades do dano sao pequenas com relacdo a um volume re-
presentativo de material (RVE), porém sdo grandes em relagio ao nivel
atoémico.

Existem diferentes proposicoes para a avaliacao numérica do dano.
Uma destas define uma varidvel de dano escalar D, cuja interpreta-
¢ao corresponde & fracdo volumétrica de microvazios em um volume
representativo

oVp
D=——. 3.1
3V (3.1)
Uma abordagem mais geral, enquadra o dano como a fra¢iao danifi-
cada em um plano microscopico de orientacao n

35S
D, = 22| .
55 |,

Desta maneira, o dano pode apresentar direcoes com maior ou me-
nor intensidade, o que sugere o aparecimento de definicdoes que envol-
vam tensores.

Alguns dos efeitos macroscopicos associados ao aparecimento do
dano em estruturas sao; o decrescimento da rigidez, dureza, velocidade
de propagacao de ondas e aumento da resisténcia elétrica. Estas altera-
¢oes no comportamento dos materiais em escala macroscopica podem
ser utilizadas para detectar regioes de dano inicial através de métodos
inversos (LEMAITRE; DESMORAT!] [2005).

(3.2)

3.1 MODELO DE FRANCFORT-MARIGO

Apresentado em 1993, o modelo de Francfort-Marigo é utilizado na des-
cricdo do comportamento de materiais frageis em regime quasi-estatico,
juntamente com a evolugao do dano existente em seu interior (FRANC-
FORT; MARIGO,[1993). Diferentemente dos materiais ducteis, os ma-
teriais perfeitamente frageis nao apresentam nenhuma deformacao irre-
versivel e nenhuma dissipagao de energia imediatamente antes da pro-
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Figura 3.1: Representagdo do dano (LEMAITRE; DESMORAT] |2005).

pagacdo de trinca, e portanto, a falha é geralmente catastrofica. Base-
ado nesta evidéncia, o modelo de dano de Francfort-Marigo propoe que
pontualmente deve existir uma mudanca abrupta de comportamento
do material.

A proposta deste modelo de dano é a de introduzir um par de ma-
teriais, aqui representados através de seus tensores constitutivos Cq e
Cy, de forma que a mudanga do material original Cy para o material
danificado C; ocorra somente se a liberacao da energia elastica associ-
ada a esta transi¢do superar um determinado valor, caracteristico do
material. Assim, a ocorréncia do dano é determinada por

1 1
§(Coe € — 5016 € > K, (3.3)

onde x é uma propriedade material que representa a densidade de libe-
racao de energia associada & perda de rigidez.

De forma geral, [Francfort e Marigo| (1993) classificam os modelos
de dano como segue. Se a transicdo entre o material base e a fase
danificada for dada de forma continua e gradativa, diz-se que o dano
é progressivo. Caso contrério, se esta transicao ocorrer de forma que
em um instante de tempo possa aparecer somente uma fase ou outra,
diz-se que o dano é abrupto. Especificamente em relacdo ao dano, se
a fase danificada ainda apresentar alguma rigidez, diz-se que o dano
foi parcial. Em contrapartida, caso a fase danificada nao apresente
rigidez alguma, diz-se que o dano foi total. Neste sentido, o modelo de
Francfort-Marigo é um modelo de dano parcial de transicao abrupta.
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Surgem duas condi¢des naturais associadas & este modelo. Primei-
ramente o material base Cy deve ser mais “rigido” que o material dani-
ficado, i.e.,

(Cop—Ci)e-e>0 Ve, (3.4)

de forma a caracterizar a perda da rigidez associada ao dano. Segundo,
o dano é permanente, ou seja, uma vez danificado (Cy — C;), o material
ndo é capaz de retornar ao seu estado original (C; 4 Cy). Desta forma,
a condicao de irreversibilidade impoe uma restricao na evolucao do
fenémeno.

Apos longa exposicdo e discussdo, os autores Francfort e Marigo
propoem um funcional que deve ser minimizado em cada instante de
tempo t;, cujo argumento corresponde justamente & distribuicao de
dano presente x*(x). O campo x (x), denominado fungio caracteris-
ticaﬂ corresponde a um campo escalar x : R? — {0,1} que efetua o
mapeamento do tensor constitutivo Cy para C; através de

Cx)=01-x)Co+xCi, (3.5)

ou seja, caso xy = 0 recupera-se o material de base Cy, e caso xy = 1
obtém-se o dano total representado pelo material C;.

O funcional F a ser minimizado é representado pela energia poten-
cial do sistema 7 juntamente com uma medida de dissipagao de energia

FOhu') =T (') +Z(X), (3.6)

J (X' u') = %/QC (x') Veu' - Viu'dQ */F g’ -u'dl,  (3.7)
N

I(x')= m/ﬂxi (x)dQ, (3.8)

e u’ é solucao do problema variacional:
Para cada instante t; determinar u' € K tal que

/(C(Xi) vsui-vsndfz:/ qg'-ndl' YneV. (3.9)
Q I'n

10 nome dado a esta funcido pelos autores ndo apresenta qualquer relacdo com
a funcdo caracteristica definida anteriormente no bubble method.
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Este modelo é puramente energético, ou seja, baseado somente na
distribuicdo da densidade de energia para avaliagdo do dano. Como
consequéncia direta é incapaz de discernir entre estados de tracao e
compressao, sendo falho na descricao do fenémeno do fechamento de
trinca (“Crack Closure”) (GDOUTOS| 2005). Este fendmeno prevé
que, uma vez nucleado o dano, um estado de compressao recupera
totalmente, ou quase totalmente, a rigidez original associada & regiao
danificada, de forma analoga & uma condi¢ao de contato unilateral.

3.1.1 Carga Critica

Outro fato importante do modelo refere-se a caracterizacdo de um car-
regamento critico ou de inicializa¢do. Adotando a defini¢do apresentada
por Allaire, Jouve e Van Goethem (2011), carregamento de inicializac¢ao
seria aquele em que a nucleacao ou propagacao do dano tem inicio, en-
quanto o carregamento critico é aquele que leva a falha do componente.
Em problemas com auséncia de singularidades, a carga de inicializagao
¢é dada pelo valor do carregamento que eleva a densidade de energia até
um valor critico. Por outro lado, em problemas com singularidades de
tensao qualquer carga aplicada ji é suficiente para elevar a densidade
de energia acima do valor limite, pois em teoria, a densidade de ener-
gia de deformagao tende para valores infinitamente altos no ponto de
singularidade. Experimentos como os de Griffith indicam a existéncia
de uma carga de inicializagao finita mesmo na presenca de tais singu-
laridades, o que revela uma limita¢gdo do modelo de Francfort-Marigo.
Entretanto, algumas estratégias podem ser adotadas na tentativa de
contornar este problema. Allaire, Jouve e Van Goethem (2011) altera-
ram o modelo em nivel numérico através da introducao de uma nova
propriedade material A\, que é utilizada juntamente com um fator de
escala dado pelo tamanho Az da malha utilizada pelo MEF. Assim, um
novo parametro de liberagao de energia volumétrico k* (ver Equagao
pode ser definido mediante o seguinte quociente

A

Az’
desta forma, a medida que a malha de elementos finitos é refinada e o
campo singular melhor representado, o parametro x* cresce de forma
semelhante a densidade de energia, e o valor da carga critica converge
para um valor finito ndo nulo. Esta estratégia mostrou ser eficaz em
problemas onde existe somente a propagacao de regioes previamente
danificadas, buscando tipicamente mimetizar uma trinca inicial através
de uma regiao danificada de espessura . Entretanto, esta abordagem

*

(3.10)
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torna-se inconsistente em problemas que apresentam os mecanismos de
nucleacao e de propagacao atuando de forma conjunta. Nestes casos o
fator de escala afeta de forma artificial o processo de nucleacao. Isto
é, em regioes livres de dano e de singularidades, a nucleacao do dano
torna-se dependente do tamanho Az da malha. Isto porque a resistén-
cia & nucleacao, dada por k*, cresce a medida que a malha é refinada,
e portanto em um caso limite (Az — 0) o processo de nucleagao seria
ausente. No trabalho de Allaire, Jouve e Van Goethem (2011) néo foi
encontrada referéncia a este fato, e a utilizacao da derivada topolégica
para inicializar a funcao level set em regioes nao danificadas é feita
sem mencionar a utilizacdo ou ndo deste fator de escala. Uma alterna-
tiva para eliminar esta inconsisténcia seria a de introduzir uma outra
relagdo, ou talvez, outra propriedade material separadamente para o
fenémeno de nucleagao.

3.1.2 Relagao com Otimizacao Estrutural

Ao tratar do modelo dano de Francfort-Marigo ndo é possivel deixar
de mencionar a érea de conhecimento de otimizagao estrutural, especi-
almente otimizacao topoldgica. Apesar de apresentarem interpretagoes
fisicas distintas, ambos compartilham as mesmas propriedades matemé-
ticas. Em problemas de otimizagao topolégica, como o préprio nome su-
gere, o objetivo principal é a determinacgao da topologia que extremiza
um determinado funcional sujeito a restricoes de projeto (BENDSOE;
SIGMUND, |2004).

A formulacao mecanica mais tradicional neste contexto consiste em
maximizar a rigidez de um dominio elastico utilizando um volume limi-
tado de material. Assim, deve ser verificado quais regides do dominio
devem ser preenchidas com um material isotrépico Cy, e quais nao o
devem, enquanto o equilibrio estético do sistema é mantido (Eq. 2.14).

Paralelamente a relagdo (3.5)), no problema de otimizagao topologica
descrito a parametrizacao material é dada como

C(x) =

mat
{(Co se x € () (3.11)

0 sexecQ)\Qmat’

onde Q™4 representa o subconjunto de  que possui material. Ainda,
em termos da funcdo caracteristica y (x),

C(x) =xCo, (3.12)

onde neste caso o tensor C; corresponde ao temsor nulo, e Q™ =
{x € Qx =1}.
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Uma das caracteristicas matemaéticas desta classe de problemas é a
sua natureza mal posta, no sentido que esta ndo admite um minimiza-
dor. Dada uma sequéncia de fungOes caracteristicas
{X1sX25 s Xn} tal que ¥ (x1) > Y2 (x2) > ... > ¥y (xn), esta ndo
converge para uma fungdo xo que também seja caracteristica . Em ou-
tras palavras, a solugao do problema consiste em uma mistura cada vez
mais fina entre os materiais Cy e Cy1, de forma a originar uma microes-
trutura especifica para a classe do problema analisado e para o ponto
x em questdao. Esta microestrutura, formada pelos materiais isotro-
picos Cy e Cq, apresentaria um comportamento anisotrépico em uma
macroescala. Assim, a solu¢do 6tima para o problema prevé o uso de
uma classe mais ampla de materiais, de caracteristicas anisotropicas, e
que ndo esta definida a priori, uma vez que somente esta disponivel a
utilizagdo de materiais isotrépicos.

Este efeito, algumas vezes denominado de instabilidade (FRANC-
FORT; MARIGO)/ [1993)), pode ser verificado em implementacoes nu-
méricas. Em conjunto com o Método dos Elementos Finitos, verifica-se
que refinos sucessivos de malha geram solugoes cada vez mais detalha-
das e eficientes, mas que podem ser significativamente diferentes umas
das outras.

Historicamente, a relagao direta deste problema com a microescala
acabou incorporando a Teoria da Homogeneizagao no contexto da oti-
mizagao estrutural (BENDSOE; KIKUCHI, 1988)). Esta poderosa te-
oria permite obter o comportamento macroscépico de uma estrutura
modelada em microescala, como se fosse um meio homogéneo. Desta
forma, ao propor uma microcélula especifica e parametriza-la através
de grandezas que envolvam a sua geometria, o problema de otimizagao
topoldgica é convertido em um problema de sizing, e consiste em deter-
minar os valores dos parametros caracteristicos da microestrutura em
cada ponto do dominio.

Se o objetivo principal do problema é a obtengdo de uma topologia
6tima em macroescala, nao existe motivacao em introduzir uma micro-
estrutura especifica. Sendo assim, Bendsge, (1989)) propoe a utilizagdo
de materiais artificiais, ou seja, pseudo materiais em que o Unico pa-
rametro envolvido torna-se a densidade deste material. Neste contexto
o termo “densidade” nao se refere a definicdo usual de quantidade de
matéria por unidade de volume, mas sim a proporcao entre o uso de
material (solid) e de vazios (void). Denominado como SIMP (Solid Iso-
tropic Material with Penalization), este modelo de Bendsoe é escrito
como
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C(p) (x) =[p(x)]" Co, (3.13)

onde p : Ri23} — [0,1] é denominado de “densidade material?, e p
corresponde & um paradmetro de penalizacdo que tem como objetivo
a reducao do aparecimento de densidades intermediarias no dominio.
Apesar de nao definidas por [Bendsge| (1989), mais tarde Bendsge e
Sigmund| (1999) mostram possiveis microestruturas que atendem & pa-
rametrizacao SIMP. Uma propriedade do modelo é que a medida que
p — 00, recupera-se a parametriza¢do original (3.11).

Na busca por solugoes estaveis, Franctort e Marigo| (1993)) relaxam
o problema original estendendo a funcao caracteristica para o intervalo
unitario x € [0, 1], cuja interpretagdo corresponde justamente a fragdo
de mistura entre os materiais danificado C; e de base Cy, de forma
analoga & parametrizacdo SIMP com expoente p = 1. Ainda, utili-
zam argumentos da teoria da homogeneizagao, porém sem introduzir
uma microestrutura especifica. Ao contrario de sua proposta original,
concluem que o problema relaxado torna-se um modelo de dano pro-
gressivo.

3.2 DERIVADA TOPOLOGICA PARA O FUNCI-
ONAL DE FRANCFORT-MARIGO

O funcional de Francfort-Marigo é composto de duas parcelas, uma
dada pelo funcional da energia potencial total e outra associada a uma
medida de dissipagao energética. O calculo da derivada topolégica para
a primeira parcela ja foi executado no capitulo anterior e sua forma fi-
nal é dada pela equagao . A segunda parcela ndo depende da
solugao do problema de elasticidade e a sua avaliagao é dada exclusiva-
mente através das caracteristicas geométricas da inclusao, e portanto
o calculo da derivada topolégica nao necessita da estratégia utilizada
anteriormente. Tomando a segunda parcela do funcional de Francfort-
Marigo associada a dissipagao de energia

v@=T00) =r [ x(@)d0, (3.14)

verifica-se que esta depende apenas do subdominio A € Q que esta
danificado, i.e. a regiao em que x = 1. Logo,

b (Q) =& /A 1dQ2. (3.15)
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Introduzindo a perturbacdo, dada pela inclusdo B (&) que nao in-
tercepta a antiga regido danificada, ou seja A, = AU B, (&) e B () N
A = @, o funcional associado ao dominio perturbado torna-se

VI @) =T () = [ 140, (3.16)
D Qe (2)] = H/A 1dQ + /-@/B . 1dQ, (3.17)
P [Q (2)] =¥ (Q) + 7k (3.18)

Logo, separando a medida da bola e comparando com a expansao
(1.2), a derivada topologica associada a este funcional corresponde a

Dry(2) =K. (3.19)

Portando a forma final da derivada topoldgica para o funcional de
Francfort-Marigo corresponde a composicao das parcelas individuais

E100) « (E19)

Dryp () =Po [u(z)] - Viu (Z) + k. (3.20)

E importante ressaltar que todos os termos envolvidos na expressao
referem-se apenas a solucdo do problema no dominio nao per-
turbado 2. Portanto a sua utilizacdo em métodos numéricos depende
apenas de um poés-processamento, e desta forma torna-se atraente de-
vido, principalmente, & sua facilidade de implementagao.

3.3 AVALIACAO NUMERICA

O processo de obtencao da derivada topolégica envolve varias manipu-
lagoes algébricas e por isto é importante fazer uma verificacao do seu
calculo. Este procedimento pode ser feito de forma analoga ao método
das diferencas finitas, onde o problema é modificado através de uma
perturbacao finita e a diferenca com o problema nao perturbado for-
nece uma estimativa do valor da sensibilidade. Portanto uma sequencia
de inclusoes circulares com raio decrescente € € {Zv 5 1—6, 3—2, 6—4, 128} é
criada no centro de um quadrado unitario Q = (0,1) x (0,1) (ver Figura
3.2). Em analogia a relagao , a derivada topoloégica é aproximada

mediante a seguinte operagao de diferencga finita:

Y0 @)] - ()

Te2

dr = (3.21)
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Figura 3.2: Esquema utilizado para avaliagdo numérica.

Foram utilizados valores unitéirios para o médulo de elasticidade Ej
e coeficiente de liberacao de energia k, coeficiente de poisson v = 0, 3,
dois valores de contraste v = 0,001 e v = 10, e condigao de contorno
biaxial. A convergéncia da aproximacao

pode ser vista na Figura
onde sao apresentadas as curvas com resultados numéricos que se

aproximam monotonicamente do valor analitico calculado.
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Figura 3.3: Convergéncia da estimativa para o valor tedrico da derivada
topologica.
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4 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Nesta secao é proposto um algoritmo que utiliza as informacoes da ana-
lise de sensibilidade topolégica para a evolugao do dano no modelo de
Francfort-Marigo. Em seguida sdo discutidos alguns aspectos compu-
tacionais pertinentes ao algoritmo proposto.

4.1 ASPECTOS COMPUTACIONAIS

O codigo computacional foi implementado no Matlab devido a sua por-
tabilidade e disponibilidade de intimeros pacotes pré-instalados, deno-
minados toolboz, que facilitam o processo de implementacdo. Entre
estes, foi amplamente utilizado o pacote denominado pdetool. O pde-
tool é um conjunto de ferramentas para solucao de equacgoes diferenci-
ais parciais (EDP) através do Método dos Elementos Finitos (MEF),
e contempla a anélise de problemas de Mecéanica Estrutural, Eletros-
tatica, Magnetostatica, Transferéncia de Calor, Difusdo, ou ainda, um
conjunto de EDP genérico especificado pelo usuario. O tratamento
somente é dado para problemas cujo dominio de representagao é bidi-
mensional, e para este fim, o pacote disponibiliza um gerador de malhas
triangular e ainda uma interface para criacao de geometrias. Apesar
de utilizar o MEF para solucao do problema, a sua implementacao no
toolbor nao segue o padrao utilizado em muitos livros sobre o assunto
(BATHE, [1996). Desta forma torna-se necessario especificar parame-
tros seguindo uma notagao especial exposta no manual do pacote, e
portanto a sua utilizagdo requer atencao, especialmente no tratamento
dos coeficientes em relacoes constitutivas. O pdetool dispoe de ape-
nas um tipo de elemento, o CST (Constant Strain Triangle) (BATHE],
1996; (CHEN| [2005]).

4.2 ALGORITMO

A analise do problema é feita de forma incremental, isto é, o carre-
gamento é dividido em incrementos de carga aplicados de forma pro-
gressiva sendo que a cada incremento é necessario verificar se existe
propagacao e/ou nucleacdo do dano. Esta informacao é fornecida pela
derivada topolédgica do funcional proposto por Francfort-Marigo.

A anilise de sensibilidade topolégica para este funcional fornece
uma correcao de primeira ordem quando é introduzida uma perturba-
¢ao infinitesimal no dominio. Assim, nas regides que apresentam valores
negativos para derivada topolégica existe a possibilidade de reducao do
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funcional através da criacdo de inclusoes, sendo estas em escala infini-
tesimal. Desta maneira, apés avaliagao do campo derivada topologica,
propoe-se um algoritmo que introduz uma inclusao de tamanho finito
centrada na posi¢cao em que este campo é mais negativo. Caso o tama-
nho desta inclusio seja pequeno o suficiente, mas que possa ser tratado
numericamente, espera-se que o valor do funcional em anélise decresca.
Neste contexto verifica-se que a derivada topologica pode ser interpre-
tada como uma direcao de descida para o funcional, e o tamanho da
inclusao visto como um passo ou incremento nesta dire¢do, de forma
analoga aos algoritmos tradicionais de otimizagdo, como por exemplo
o Steepest Descent (ARORA] 2004).

E interessante notar que a introducio de uma inclusdo de tamanho
finito levanta a discussdo em relagdo a regularizagdo do problema, no
sentido que o modelo de dano de Francfort-Marigo é mal posto com
a parametrizacdo x € {0,1}. De forma analoga & discussdo feita por
Allaire, Jouve e Van Goethem (2011), o aparecimento de uma inclusdo
de proporcoes predefinidas limita de certa forma a escala do problema,
e nao permite que estruturas menores do que esta possam aparecer.
Embora sem provas matematicas, conjectura-se que a minimizacao do
funcional de Francfort-Marigo através da abordagem proposta ocorre
em direcao a um minimo local.

O algoritmo pode ser esquematizado como segue. Dado um incre-
mento de carga e solucao do problema de elasticidade linear associado,
o campo da derivada topologica é calculado (Eq. . Caso todo o
campo seja positivo, uma perturbacao em qualquer ponto do dominio
aumentaria o valor do funcional, e por isto nao existe indicacao para
que o dano se propague. Assim é possivel incrementar a carga e exe-
cutar uma nova analise. Caso a derivada topoldgica em alguma regiao
nao danificada seja negativa, uma inclusao é criada na posi¢do em que
o seu valor € minimo. Em seguida, a malha é atualizada para acomodar
a nova inclusao, uma nova solucao é obtida para o problema de elasti-
cidade linear e a anélise dos valores da derivada topolégica é refeita. O
algoritmo escrito em pseudocddigo pode ser visualizado na pagina [58]

4.3 IMPLEMENTACAO

Na secdo anterior foram apresentadas as ideias centrais do algoritmo
proposto. Um aspecto critico desta proposta encontra-se na operacao
de criacdo de uma nova inclusao a cada iteragao do loop interno do
algoritmo.

A utilizagdo de elementos CST permite a obtencdo de um campo
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de deformacoes constante por partes na malha e, como consequéncia,
arbitrou-se por avaliar a derivada topologica (DT) apenas no centroide
de cada elemento. Desta maneira, a localizacao das regides que apre-
sentam os menores valores de derivada topolédgica torna-se limitada a
um conjunto finito de pontos (centroide dos tridngulos), e que acabam
por depender da disposi¢cao da malha. Em implementacoes iniciais esta
dependéncia resultava em solu¢des muito sensiveis aos parametros do
gerador de malha, dado que estes determinam a disposicao dos elemen-
tos na frente da regiao danificada.

Outro detalhe referente a implementacao consiste em caracterizar
a natureza da inclusdo. Algumas opg¢oes foram estudadas, como por
exemplo a simples troca de material do elemento (E; = vEy) com valor
de DT mais negativa, e também a troca de material de uma vizinhanca
em torno do elemento com valor de DT mais negativa. Infelizmente es-
tas propostas agravaram ainda mais a dependéncia com a malha, pois
introduziram algumas dificuldades relacionadas a qualidade da solucao
do problema de elasticidade. Verificou-se que, apos esta mudanca, uma
solucao somente seria adequada caso um refino de malha ocorresse, e
se este fosse feito, dificuldades com a transferéncia das propriedades de
material de uma malha para outra surgiriam. Desta maneira, a caracte-
rizacdo de uma inclusdo através de elementos da malha foi abandonada.

Ao invés disto, optou-se por especificar a regido na qual a propri-
edade do material sera alterada a partir de uma definicdo geométrica.
Através desta escolha a inclusdo passa a ser um elemento geométrico
do problema. Neste caso em particular, a geometria da inclusao foi
escolhida de forma a concordar com a anélise de sensibilidade topolo-
gica feita para o funcional de Francfort-Marigo, isto é, utilizando uma
inclusao de formato circular. Portanto, a caracterizacdo da inclusdo
é feita através da posicao do seu centro, coincidente com o centroide
do elemento cuja DT é mais negativa, e de um didmetro [ especificado
no comeco do algoritmo. O gerador de malha efetua o remalhamento
em conformidade com as fronteiras das inclusées (ver Figura fa-
cilitando o processo de transferéncia e evolucdo das propriedades de
material de uma malha para a seguinte. A Figura ilustra uma
sequéncia de inclusoes de diametro [, de forma a caracterizar a propa-
gacao de uma regiao danificada. O tamanho [ desta inclusao pode ser
tratado como um comprimento caracteristico do problema, pois define a
menor por¢ao de material danificado com representacdo macroscopica.

Esta nova definicdo geométrica permitiu aliviar a dependéncia da
solucao com a malha, pois normalmente os elementos triangulares ao
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redor da inclusdo sdo muito menores do que o didmetro [. Assim,
pequenas variagoes na solucao numeérica do problema de elasticidade, ou
pequenas alteracoes na malha nao tém grande impacto na localizagao
de novas inclusoes. Seguindo esta proposta, a malha torna-se um meio
utilizado apenas para a obtencao da solucao do Método dos Elementos
Finitos. A Figura mostra a malha utilizada para representar a
geometria dada na Figura [4.1b

Como as caracteristicas geométricas do problema sao atualizadas
a cada iteracao, a malha deve ser refeita pelo menos nas regioes que
sofreram alteracoes. Na presente implementagao, o gerador de malhas
disponivel nao apresenta nenhuma opcao de remalhamento localizado
ou opc¢ao de preservar porcoes da malha, e por isto, esta deve ser in-
teiramente refeita a cada iteragao. Este aspecto devera ser aprimorado
quando for necessario obter performance numérica do processo.
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(a) Regido danificada. (b) Sequéncia de inclusoes.

Figura 4.1: Exemplo de uma sequéncia de inclusoes e a malha associ-
ada.
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Algoritmo 1 Algoritmo proposto para evolu¢do do dano no modelo
de Francfort-Marigo.

1. (a) Enquanto houver incremento (7) de carga faga

(b) Loop interno

i

ii.

iii.

iv.

V.

vi.

Vii.

Analise de Elementos Finitos para solucdo do problema de
elasticidade

Calculo do campo da derivada topolégica

Se todo o campo da derivada topolédgica for positivo

A. Atualizar Incremento (i =7+ 1)

B. Ir para (a)

Verificar a posi¢ao em que a derivada topoldgica é mais nega-
tiva

Criar uma inclusao nesta posi¢ao

Atualizar malha e variaveis dependentes

Ir para (b)

(c¢) Finalizar
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Os casos que seguem foram retirados de um recente artigo escrito por
Allaire, Jouve e Van Goethem (2011) e alguns de seus resultados foram
utilizados como base para comparar a eficicia do algoritmo proposto.
De forma anéloga, também foram utilizados alguns dos resultados ex-
perimentais da mecénica da fratura apresentados em 1990 através de
um relatorio pela Universidade de Cornell (INGRAFFEA; GRIGORIU|,
1990). Existe entretanto uma pequena confusdo na literatura atual em
relacdo a nomenclatura dada a estes experimentos. [Bittencourt et al.
(1996) propuseram um algoritmo para reproduzir estes mesmos resul-
tados, e por isto € comum encontrar referéncia a estes experimentos
como “Experimentos de Bittencourt”. Apesar deste adendo, a discus-
sao em relacao a designacao dada aos experimentos nao é relevante
e, por isto, estes serdo também referenciados da mesma forma que a
literatura atual.

5.1 EXEMPLO 1: MODO I

O primeiro exemplo analisa um caso denominado pelo modo de aber-
tura de trinca de tipo I (GDOUTOS, 2005). Este caso sera utilizado
como referéncia para calibrar os parametros necessarios e verificar o
desempenho geral do algoritmo.

O dominio consiste em um quadrado unitario Q = (0,1)x(0,1) de
espessura também unitaria (unidades em milimetros), com um dano
inicial de comprimento h e espessura J, localizado na meia altura da
face esquerda (ver Figura . O dano inicial apresenta extremidade
arredondada de diametro §, e os elementos da sua interface possuem
um tamanho aproximado de 5% do valor de §, conforme Figura[5.1b

A condigdo de contorno imposta é de tragao uniaxial, com controle
de deslocamento nas faces inferior e superior de intensidade méxima
@. O experimento foi dividido em 100 incrementos de carga (nincr).
As propriedades do material correspondem ao moédulo de elasticidade
Ey, coeficiente de Poisson v, e coeficiente de liberagao de energia k.
A inclusdo é dada por um material de mesmo coeficiente de Poisson
e um moédulo de elasticidade Fy = vEy, onde y corresponde ao con-
traste. O seu didmetro é especificado através do parametro [, conforme
comentado na Secao [4.3

O primeiro teste realizado neste exemplo cumpre a fun¢ao de ob-
ter uma estimativa do tamanho caracteristico [ necessario para que o
funcional de Francfort-Marigo decresca (ver Secédo [4.2]). Para ilustrar
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o procedimento, a Figura [5.2] mostra o campo da derivada topologica
na vizinhanca de uma regido danificada juntamente com a curva de
nivel Dpyp = 0. Em outras palavras, a DT indica que uma pertur-
bacao a frente da extremidade danificada proporciona o decréscimo
do funcional de Francfort-Marigo. Entretanto, e como ja comentado,
a andlise de sensibilidade topologica é feita a partir do conceito de
perturbacao infinitesimal, enquanto a introducdo de uma perturba-
¢ao finita, por exemplo uma inclusao de diametro [, pode ocasionar
o efeito contrério, isto é, o aumento do valor do funcional. Desta
maneira, foram testados trés valores diferentes de tamanho de inclu-
sdo [ € {0,05;0,03; 0,01} [mm], enquanto a espessura inicial da regido
danificada é fixada em § = 0,05mm. Os resultados da evolug¢ao do
funcional v para os trés diametros analisados durante 30 iteracoes sdao
apresentados na Figura[5.3] Nesta figura pode ser observado que apenas
o caso com diametro 0,01 mm (20% da espessura inicial §) resulta em
uma evoluc¢ao de decréscimo do funcional. Desta maneira, os testes sub-
sequentes foram feitos com um tamanho de inclusdo de I = 0,01 mm.
Cabe ressaltar que este valor serve apenas para orientagdo e evidente-
mente pode apresentar variagoes dependendo do caso em anéalise. Neste
aspecto a definicao de alguma metodologia para escolha a priori do ta-
manho da inclusao [ constitui um tema aberto para pesquisa futura.
Pode ainda ser feito um teste referente a caracterizacdo de uma
carga critica do sistema. Conforme comentado na Se¢ao[3.1.1] o modelo
de Francfort-Marigo é falho na determinacdo de uma carga critica em
problemas com singularidades, como por exemplo no caso limite do
Modo I de abertura de trinca. Neste caso qualquer carregamento é
suficiente para elevar indefinidamente o valor da densidade de energia
na ponta da trinca. No presente trabalho foi escolhida uma estratégia
semelhante & utilizada por Allaire, Jouve e Van Goethem (2011) com o
objetivo de tentar caracterizar um carregamento critico em problemas
que apresentam dano inicial. Ao invés de utilizar o tamanho da malha
Az, optou-se por utilizar como fator de escala uma dimensao associada
a geometria, dada pela espessura inicial § da regido danificada. Assim

k=2 (5.1)

e a malha continua sendo utilizada apenas como meio intermediario na
obtencao da solucdo do problema, de elasticidade. E importante ressal-
tar que a estratégia adotada nao elimina a inconsisténcia associada ao
fenomeno de nucleagao, conforme discutido na Secao [3.1.1

Para verificar esta proposta foram feitos cinco testes com diferentes
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Figura 5.2: Campo derivada topolédgica a frente da regiao danificada e
curva de nivel Dy = 0 para o Modo 1.
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Figura 5.3: Influéncia do tamanho da inclusao na evolugdo do funcional
de Francfort-Marigo.
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Figura 5.4: Analise de convergéncia do carregamento critico.

valores para a espessura inicial § € {i s Th ) }[mm]. O novo
parametro foi especificado como A = 1,0.J/mm? enquanto os outros
foram mantidos segundo a Tabela A Figura ilustra o car-
regamento critico obtido para os diferentes experimentos, sendo estes
normalizados segundo a primeira estimativa encontrada para a carga
critica. Como esperado, a medida que a espessura § diminui, a densi-
dade de energia na extremidade danificada aumenta. Nota-se que, com
a auséncia de um fator de correcao de escala, a carga critica calculada
decresce em direcao ao valor nulo. Em contrapartida, a utilizagao deste
fator, §, apresentou um aparente comportamento assintotico em carre-
gamento critico, com 4./t = 1,052 para 1/6 = 160 e 4./t = 1,055
para 1/§ = 320. Desta forma, para descri¢do do modelo resta apenas a
calibracao do parametro A em fungao de dados experimentais.

Apos esta anélise prévia, o caso foi simulado utilizando os para-
metros apresentados na Tabela A distribui¢do do dano ao final
do processo iterativo pode ser encontrado na Figura Apesar do
dano ter se propagado segundo um caminho irregular, o resultado é
semelhante ao obtido por Allaire, Jouve e Van Goethem (2011) (Fig.
. O historico da energia de deformacao pode ser visualizado na Fi-
gural5.6] Verifica-se que a regido danificada permanece inalterada até o
incremento de carga incr = 49, ou de forma equivalente, até um deslo-
camento nas extremidades de aproximadamente u = 0,017 mm. Em se-
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Parametros Valor

h 0,25 mm
1) 0,05 mm
l 0,01 mm
Fy 1,0 MPa
Ey 10~ MPa
v 0,30
K 50,5 J/mm?3
nincr 100
U 0,035 mm

Tabela 5.1: Parametros utilizados no caso Modo 1.

guida surgem regioes a frente do dano inicial que apresentam valores de
derivada topolédgica negativos, o que justifica a sua propagacgao. Desta
forma ocorre a propagacao do dano entre os incrementos de carga 49 e
50, e a correspondente minimizacdo do funcional de Francfort-Marigo
é apresentada na Figura 5.7 Em relacdo a esta figura, foi admitida
uma pequena tolerancia quanto ao acréscimo do funcional, observado
nas primeiras iteracoes. O valor crescente do funcional decorre da es-
colha de um diametro [ que ainda nao é pequeno o suficiente, por mais
que o valor da derivada topolégica seja negativo. Esta tolerancia foi
admitida em funcao dos recursos computacionais disponiveis, uma vez
que o numero de iteracoes e o tempo de célculo aumentariam com um
diametro [ menor.

Como o dano se propaga até a extremidade direita do dominio de
analise, criando duas regides disjuntas e nao danificadas, pode-se tam-
bém denominar esta carga de inicializagdo como a carga critica. Nota-
se a queda abrupta da energia de deformacdo entre os incrementos
de carga citados. Nos incrementos de carga seguintes (51 ao 100), o
componente ainda adquire uma energia de deformacao devido a rigidez
remanescente, embora imperceptivel devido ao seu baixo valor.
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(a) Resultado obtido. (b) Retirado de (ALLAIRE; JOUVE;
VAN GOETHEM], [2011})

Figura 5.5: Resultado final para propagacao do dano no Modo 1.
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Figura 5.6: Historico da energia de deformagao.
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Figura 5.7: Valor do Funcional de Francfort-Marigo ao longo do pro-
cesso de propagacao para o Modo I.

5.2 EXEMPLO 2: MODO II

O proximo caso tem como objetivo apresentar a capacidade do algo-
ritmo proposto de criar ramificacoes das regides danificadas. O modo
IT possui a mesma geometria do modo I, diferindo apenas no tipo de
condicao de contorno imposta. Neste caso existem condicoes de des-
locamento opostas e tangentes as faces superior e inferior (ver Figura
5.8). De forma andloga ao primeiro caso, os parametros utilizados
encontram-se na Tabela

E interessante notar que uma das caracteristicas deste problema re-
side na simetria da densidade de energia de deformacao. Sendo o mo-
delo de Francfort-Marigo baseado exclusivamente nos valores de densi-
dade de energia, torna-se evidente a divisao do dano em dois ramos si-
métricos, um em compressao e outro em tragdo. A Figurals.9 apresenta
o campo da derivada topolégica na extremidade da regiao danificada
juntamente com a curva de nivel Dpiy = 0. Pode ser visto que existem
duas regides distintas a frente do dano em que a derivada topolégica é
negativa, o que confirma as expectativas para o caso.

A distribui¢do de dano final pode ser visualizada na Figura[5.104] e,
para fins de comparagio, o resultado obtido por Allaire, Jouve e Van
Goethem (2011) foi reproduzido na Figura Cabe ressaltar que
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Figura 5.8: Geometria Modo 2.

Parametros Valor
h 0,25 mm
1) 0,05 mm
l 0,01 mm
Fy 1,0 MPa
E 10~ MPa
v 0,3
K 50,5 J/mm?3
nincr 100
U 0,1 mm

Tabela 5.2: Parametros utilizados no caso Modo II.
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50

Figura 5.9: Campo derivada topologica a frente da regiao danificada e
curva de nivel Dy = 0 para o Modo II.

neste caso a propagagao nao chega a extremidade direita do dominio, e
que este processo acontece naturalmente, dado que neste instante toda
a derivada topolédgica torna-se positiva.

Utilizando as mesmas consideracoes feitas no exemplo anterior, pode
ser observado na Figura[5.11] que o valor do funcional decresce ao longo
do processo de propagacao do dano, a menos das primeiras iteragoes.
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(a) Resultado obtido. (b) Resultado retirado de (ALLAIRE;
JOUVE; VAN GOETHEM] [2011).

Figura 5.10: Resultado final para propagacao do dano no Modo II.
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Figura 5.11: Valor do Funcional de Francfort-Marigo ao longo do pro-
cesso de propagacao para o Modo II.
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5.3 EXPERIMENTOS DE BITTENCOURT

Os resultados experimentais para estes casos podem ser encontrados
no relatorio (INGRAFFEA; GRIGORIU| [1990), e serdo utilizados para
avaliar o algoritmo proposto. A geometria de interesse é mostrada na
Figura [5.12] onde todas as dimensdes sdo dadas em milimetros. Em
particular, destacam-se os trés furos dispostos entre a carga e a trinca
inicial. Desta forma, torna-se alvo de estudo a influéncia destes fu-
ros na trajetéria descrita pela trinca. Os diferentes casos tratados por
esta geometria diferem no posicionamento da trinca em relagao a carga
aplicada, fornecido pela dimensao ¢, e o comprimento inicial da trinca
fornecido pela dimensdo h (Tabela . Em todos os experimentos
foram utilizados as mesmas propriedades materiais: modulo de elasti-
cidade Fy = 30.000M Pa, coeficiente de poisson v = 0,35, coeficiente
de liberagdo de energia x = 50,5J/mm3. A espessura adotada para o
dano inicial é de 6 = 0,10mm. O tamanho da inclusdo foi ajustado
para [ = 0,03mm e seu modulo de elasticidade F; = 0,003M Pa. O
deslocamento prescrito foi dividido em nincr = 100 incrementos de
carga com valor total de @ = 0,20mm. Os pardmetros encontram-se
na Tabela 5.4

Para o primeiro caso a trinca inicial encontra-se posicionada imedi-
atamente abaixo dos furos (¢ = 4,0mm) com um comprimento inicial
de 1,5mm, e o resultado obtido apresenta grande concordincia com o
experimental (Fig. [5.13).

O préximo experimento apresenta o mesmo tamanho de trinca do
anterior (h = 1,5mm), porém esta é deslocada em um milimetro
(¢ = 5,0mm). Neste caso, a trajetoria experimental ndo entra em con-
tato com o primeiro furo e logo em seguida é desviada diretamente
para o segundo (Fig. . O algoritmo proposto nao foi capaz de
reproduzir este resultado experimental, onde a regiao de dano intercep-

¢ (mm) A (mm)

Bittencourt I 4,0 1.5
Bittencourt IT 5,0 1,5
Bittencourt ITI 6,0 1,0
Bittencourt IV 6,0 2,5

Tabela 5.3: Posicionamento das trincas nos experimentos de Bitten-
court.
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Figura 5.12: Geometria do experimento de Bittencourt.

Parametros Valor
l 0,03 mm
1) 0,10 mm
Ey 30.000 MPa
Ey 0,003 MPa
v 0,35
K 50,5 J/mm?3
niner 100
U 0,20 mm

Tabela 5.4: Parametros utilizados nos experimentos de Bittencourt.
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........ Experimento
——Obtido

Figura 5.13: Resultado para experimento Bittencourt I ¢ = 4,0mm e
h=1,5mm.

tou o primeiro furo, e em um incremento de carga posterior nucleou
um novo ramo danificado. O algoritmo foi entdo interrompido pois a
continuacao da trajetéria nao teria efeito sobre a interpretacao final do
resultado, além do alto custo computacional associado. Através deste
caso pode ser verificado que o algoritmo proposto foi capaz de atuar
no mecanismo de nucleacao de dano, independentemente de qualquer
regido danificada prévia ao redor do furo.

No terceiro problema a trinca inicial é deslocada também em um
milimetro (¢ = 6,0mm), porém o seu comprimento inicial é reduzido
para h = 1,0mm. Neste caso também houve concordancia com o re-
sultado experimental, onde a regido danificada propagou-se em dire¢ao
ao furo intermediario (Fig. [5.15) .

O quarto experimento é anédlogo ao segundo, onde o terceiro furo é
atingido apos passar imediatamente ao lado do segundo (Fig. . 0)
resultado obtido com a derivada topolégica interceptou o segundo furo
e, em um proximo incremento de carga, propagou-se a partir deste. O
algoritmo também foi finalizado logo em seguida, pelos mesmos motivos
apresentados no segundo caso.

Para justificar o processo de propagacao do dano, a Figura [5.1
ilustra o decaimento do funcional de Francfort-Marigo a medida que as
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........... Experimento
—Obtido

Figura 5.14: Resultado para experimento Bittencourt II ¢ = 5,0mm e
h =1,5mm.

novas inclusoes sao criadas.
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....... Experimento
— Obtido

Figura 5.15: Resultado para experimento Bittencourt III ¢ = 6,0mm e
h=1,0mm

................ Experimento
—— Obtido

Figura 5.16: Resultado para experimento Bittencourt IV ¢ = 6,0mm e
h =2,5mm.
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Figura 5.17: Decaimento do funcional ao longo do processo de criagao
de novas inclusoes.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho o conceito de anélise de sensibilidade topologica foi
explorado e aplicado ao problema de evolugao do dano em materiais
frageis, mais especificamente tratado do modelo de Francfort-Marigo.
Para este fim foi desenvolvida a expressao da derivada topoldgica con-
templando todos os passos necessérios, desde a simples manipulagao
das relacoes até a apresentacao do desenvolvimento da anélise assin-
totica. O objetivo de tal procedimento é o de mostrar que apesar da
simplicidade em sua forma final, a sua obtencao depende de varios
procedimentos e de resultados oriundos das mais diferentes areas da
matematica e que foram simplesmente referenciadas ao longo do texto.

A proposta original do trabalho é a de propor uma formulagdo mais
simples do que a empregada por Allaire, Jouve e Van Goethem (2011),
onde toda a complexidade associada a utilizacdo do método level set foi
apresentada e avaliada. Deve ser enfatizado que o uso da derivada to-
poldgica associada ao modelo de Francfort-Marigo ja foi utilizada pelos
autores citados, mas apenas para inicializar a funcao level set. A sua
utilizacao como ferramenta de propagacao foi alvo desta dissertagao.

Basicamente trés ingredientes compoem este trabalho: o modelo de
dano, a anélise de sensibilidade topolégica e o algoritmo de evolugao.
E importante verificar que os dois primeiros sdo definidos ainda no
meio continuo. Entretanto o seu uso em aplicacoes numéricas depende
da solugao do problema de elasticidade linear, que é obtida de forma
aproximada mediante a introdugao de um problema discretizado. Con-
forme comentado anteriormente, nos resultados apresentados foi utili-
zada uma malha de elementos CST e, consequentemente, o gradiente
da solucao é constante no interior de cada tridngulo da malha. Desta
maneira a representacao de regioes com gradiente de moédulo elevado
torna-se dificil, como é o caso préximo & frente das regices danifica-
das. Portanto sao esperados desvios numéricos razoaveis na solucao e,
em problemas simétricos como o Modo II onde existe a ramificacao do
dano, o calculo da derivada torna-se numericamente assimétrico. Este
fato é particularmente relevante pois pode comprometer o algoritmo
de evolucao proposto, onde a criacao de uma ou de multiplas inclusoes
advém do valor da derivada topologica.

Uma das dificuldades compartilhadas em muitas técnicas de evolu-
¢ao reside na dependéncia da malha. Em virtude do tipo de elemento
utilizado, foi arbitrado que o centro das novas inclusoes deve coincidir
com o centroide dos elementos candidatos. Portanto, o processo de lo-
calizac¢ao acaba dependendo da disposicao destes. A solucgdo encontrada
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para contornar esta dependéncia encontra-se na caracterizagao geomé-
trica da inclusdo. Sendo um elemento da geometria do problema, a
inclusao é representada por um conjunto de elementos razoavelmente
menores do que esta. Desta maneira, a proposta feita revelou ser efi-
ciente, dado que pequenas variacoes da solucao ou da malha deixaram
de ter grande impacto na evolugao do problema.

A obtenc¢ao de uma carga critica através da proposta de Francfort-
Marigo torna-se problematica devido limitacoes do proprio modelo. A
proposta utilizada para contornar esta limitacao encontra-se na uti-
lizagdo de um fator de escala associado ao parametro de liberagao de
energia volumétrico . Esta estratégia mostrou ser eficaz em problemas
onde existe somente a propagacio de regioes previamente danificadas,
buscando tipicamente mimetizar uma trinca inicial através de uma re-
giao danificada de espessura J. Entretanto, esta abordagem torna-se
inconsistente em problemas que apresentam os mecanismos de nuclea-
¢do e de propagacao atuando de forma conjunta. Nestes casos o fator
de escala afeta de forma artificial o processo de nucleacdo. Isto é, em
regides livres de dano e de singularidades, como é o caso no contorno
dos furos nos experimentos de Bittencourt, a nucleacdo do dano torna-
se dependente da espessura inicial da regiao danificada. Entretanto,
este fato ndo afeta a capacidade do algoritmo proposto de atuar no
mecanismo de nucleagao, sendo alvo de discussao a validade do critério
para nucleagdo em uma regiao completamente isenta de dano. Este
tema encontra-se aberto para novas propostas, e uma alternativa para
eliminar esta inconsisténcia seria a de introduzir uma outra relacao, ou
talvez, outra propriedade material separadamente para o fenémeno de
nucleacao.

Nao pode deixar de ser feita a distin¢ao entre a natureza do modelo
de dano e a natureza dos experimentos. A abordagem utilizada pro-
cura mimetizar uma trinca através de um material com rigidez muito
baixa, e que apresenta uma espessura nao nula. Ainda, a singulari-
dade na ponta da trinca é removida, e a geometria desta substituida
por uma extremidade arredondada de didmetro [, e no caso de um
dano inicial com didmetro 6. Portanto, rigorosamente, os problemas
nao sao equivalentes e a aproximacao das trajetérias, como mostra-
das nos experimentos de Bittencourt, podem apresentar divergéncias.
Ainda, verificam-se as limita¢oes do modelo de Francfort-Marigo que
nao é capaz de distinguir entre os estados de tragao e de compressao, e
consequentemente aos diferentes mecanismos de propagacdo/nucleagao
associados a estes.

No ambiente computacional, a anélise de sensibilidade topoldgica
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revela ser extremamente eficiente e poderosa. Pois fornece informacoes
relacionadas a alteragdo de topologia e/ou perturba¢do ndo suave no
dominio, sem de fato fazé-las, ao custo extremamente baixo de um
pOs-processamento.

6.1

SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Algumas modificagoes e sugestoes podem ser feitas para melhorar o
desempenho do algoritmo e da abordagem utilizada:

Melhorar e avaliar a qualidade da solucdo do problema de elas-
ticidade linear, utilizando elementos de ordem mais elevada ou
empregando métodos numéricos mais robustos para esta classe
de problemas.

Aprimorar o esquema de evolugdo para que nao exista a necessi-
dade de remalhamento a cada nova inclusao. Com isto o custo
computacional do algoritmo seria drasticamente reduzido.

Reavaliar os critérios de nucleacdo e propagacio do dano. Ava-
liar a possibilidade de utilizar diferentes expressdes para os dois
mecanismos ou introduzir novos pardmetros materiais.

Aprimorar o modelo para distinguir entre estados de tragdo e
compressao, e consequentemente separar mecanismos de agao ba-
seados nestes. Transferir esta distincao no célculo da derivada
topologica.

Propor metodologias para escolha a priori de um tamanho de
inclusao .
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APENDICE A CALCULO DO TENSORD

O tensor isotropico de quarta ordem D é utilizado na relagao para
transformar o tensor tensdo ndo perturbado o [u (€)] nas componentes
(2.8812.90). Desta maneira, é proposto que o tensor D tenha a seguinte
representagao

D=kl+kI®T, (A1)

onde as constantes k1 e ky devem ser determinadas de forma que a Eq.
(2.91) seja satisfeita. Assim, a operacdo sobre o [u (&)] resulta em

Do [u (2)] = k1o [u (&)] + kaotr (o [u(2)]) I, (A.2)
onde tr (o [u (&)]) representa o trago do tensor tensio ndo perturbado.
Para tornar as equagoes subsequentes mais legiveis, o tensor o [u (Z)]
serd representado apenas como o. A relacdo pode ser expressa
em termos de suas componentes,

Do)y, = (k1 + ko) o1 + kooop + ko33, (A.3)
(Do)gy = koor1 + (ki + k) 092 + ko033, (A4)
(Do)y; = kaorr + kaoos + (k1 + k2) 033, (A.5)
(]D)U)ij = kioy; 4,5 € {1,2,3} ei #7, (A.6)

lembrando que sao consideradas validas as hipoteses de estado plano
de tensao.

Em contrapartida, o conjunto de equagoes pode ser rees-
crito de forma analoga as equagoes apresentadas acima. Com o objetivo
de facilitar a leitura das equagdes, pode-se definir

_ 2y
“ T Ayt (A7)
b= (A8)

(1+v)(1+98)"
de forma que as equagoes (2.8812.90) tornam-se

ol (u,) = % (01 + o) + g (61 —02) +0 (), (A.9)
oW (u,) = % (01 + 02) — g (61— 02) +0(2) ,  (A.10)
o (u) = O(). (A.11)
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onde ¢, e ¢ foram substituidos por suas defini¢bes, ¢ = % e

¢ = P57, Assim,

a+b a—2b

o (ue) = 501 + 502 +0 (€%, (A.12)
a—1b a+b

ot (u.) = 501 + 502 +0 (€%, (A.13)

oV (u) = O (), (A.14)

evidenciando a semelhanca com as equagdes (A.3}JA.6). Nota-se que as
componentes do tensor o estao escritas segundo uma base alinhada com
os seus autovetores e, portanto, tem-se que o;; = 0 para ¢ # j. Para
que as equagoes (A.31A.6) sejam equivalentes as relagoes (A.12HA.14)),
k1 e ko devem ser tais que

a+b

ki+ky = 5 (A.15)
B = 220 (A.16)
2
resultando em
ki = b, (A.17)
B = 220 (A.18)
2
Portanto,
4y
kh = — A.19
LS T+ B) (A.19)
2
ky = 7 - i (A.20)

1=v)A+7y0) (1+v)(1+98)

e a proposta (A.1) torna-se

4 2
D= 2 I+ i - 7 I®I.

(1+v)(1+98) (I-v)A+ya) (A+v)(1+98)
(A.21)
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