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MICROESTRUTURAS VIA HOMOGENEIZAÇÃO
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MICROESTRUTURAS VIA HOMOGENEIZAÇÃO
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RESUMO

O método de homogeneização é uma forma de se obter as propriedades ho-
mogeneizadas de uma microestrutura em uma análise multi escala. É aplicado
esse modelo para obter as propriedades homogeneizadas de microestruturas
compostas de fases viscoelásticas, submetido a um histórico de deformação
de amplitudes constantes. Foi utilizado a modelagem multi escala e suas clas-
ses de condição de contorno para obter uma metodologia para determinar a
relação constitutiva homogeneizada de microestruturas inicialmente elástica
linear e por fim viscoelásticas. As análises foram reproduzidas utilizando o
método de elementos finitos. Foi demostrado como aplicar as classes de multi
escala e o algoritmo para obtenção das propriedades homogeneizadas. Foram
reproduzidos os resultados das análises de alguns artigos, em um dos casos
alcançando resultado muito satisfatório. Os resultados obtidos demostra que
a modelagem multi escala é um método que tem a capacidade de prever o
comportamento homogeneizado de uma microestrutura, porém com um alto
custo computacional.

Palavras-chave: homogeneização, multi escala, viscoelásticidade.
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ABSTRACT

The homogenization method is a way to get the properties of a homogenised
microstructure in a multi scale analysis. This model is applied to obtain the
properties of homogenised composite microstructures of viscoelastic phase,
subjected to a history of deformation of constant amplitude. Multi scale
modelling was used and its classes of boundary condition for a methodology
to determine the constitutive relationship of initially linear elastic microstruc-
tures homogenized and finally viscoelastic. The analyses were reproduced
using the finite element method. It was demonstrated how to apply multi
scale classes and the algorithm for obtaining the homogenized properties.
Were reproduced the results of analyses of some articles, in one case reaching
a result very satisfactory. The results obtained demonstrates that modeling
multi scale is a method that has the ability to predict the behavior of a
homogenized, but with a high computational cost.

Keywords: homogenization, multi-scale, viscoelasticity.
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2.4 EQUILÍBRIO NO RVE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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mento do módulo dinâmico(linha contı́nua) e do módulo de
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1 INTRODUÇÃO

Em diversos ramos da ciência existe a necessidade de conhecer a res-
posta de um corpo a um determinado estimulo. Inicialmente essa questão
era respondia pela observação e criação de modelos para prever o comporta-
mento do fenômeno. Estes modelos dependiam de variáveis internas, e para
cada fenômeno tens variáveis diferentes. Particularizando esses fenômenos
para áreas como: aeroespacial, automotiva, civil, escoamento de fluidos e ou-
tras, esses modelos começavam a ficar mais difı́cil de ser previsto através e
modelagem matemática. Devido essa grande dificuldade de conseguir predi-
zer alguns fenômenos são propostos outros modelos. Para determinação de
comportamento de material é proposto uma modelagem multi escala. Essa
abordagem obtém a resposta constitutiva partindo de hipótese que o material
pode ser representado através de duas ou mais escalas de comprimento, onde
é possı́vel correlacionar as escalas. Essa troca de informações entre escalas
permite maior capacidade de representar o comportamento do material.

Atualmente é ampla a bibliografia disponı́vel em relação às técnicas
de homogeneização. Neste contexto pode-se citar alguns trabalhos que apre-
sentaram contribuições para a homogeneização em métodos multi escala. Em
1999 (MICHEL; MOULINEC; SUQUET, 1999), foi apresentado o estudo para o
cálculo do comportamento homogeneizado de materiais compostos que pos-
suam microestrutura periódica. Foram abordados dois métodos numéricos
para determinação do comportamento da microestrutura, os métodos foram
comparados e discutidos nos requisitos de custo computacional e capaci-
dade de representação do comportamento. Abordagens similares são vistas
em (MIEHE, 1999) (KOUZNETSOVA; BREKELMANS; BAAIJENS, 2001) (MIEHE;
KOCH, 2002) (GEERS; KOUZNETSOVA; BREKELMANS, 2003) (KOUZNETSOVA,
2002) (MIEHE, 2003) (YANG; BECKER, 2004a) (KOUZNETSOVA; GEERS; BRE-
KELMANS, 2004), podemos destacar o (KOUZNETSOVA, 2002) pelo condici-
onamento das condições de contorno periódicas na análise multi escala e as
condições de contorno de segunda ordem.

Em trabalhos como (BERGER et al., 2010) é utilizada a análise multi
escala para predizer o comportamento de placas de material composto pie-
zoeléctrico com distribuição aleatória de fibras. A célula de análise é cons-
tituı́da de forma aleatória respeitando caracterı́sticas como proporção de fibra
para matriz.

A aplicação da análise multi escala está se difundindo em várias áreas
onde é possı́vel identificar as caracterı́sticas da microestrutura, nos traba-
lhos (PODSHIVALOV; FISCHER; BAR-YOSEPH, 2011b) (PODSHIVALOV; FISCHER;
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2 1 INTRODUÇÃO

BAR-YOSEPH, 2011a) é realizado um escaneamento tridimensional em alta
definição de ossos humanos, uma vez que identificado toda a microestrutura
óssea. A análise por elementos finitos multi escala é realizada com intenção
de auxiliar os médicos no diagnóstico, prognóstico do tratamento, medica-
mentos e monitoramento.

Avançando sobre o modelo multi escala já é possı́vel propor o in-
verso, conhecendo o comportamento desejado é possı́vel construir o mate-
rial de forma artificial. Para atender o comportamento desejado é utilizado
métodos de otimização para obter as microestruturas. Além da mistura de
materiais e formas para criar microestruturas é possı́vel ter materiais que mu-
dam seu comportamento de acordo com a temperatura, por exemplo. Desta
forma é possı́vel projetar materiais com caracterı́sticas exclusivas, seja um
elastômero com propriedades de rigidez e amortecimento diferentes em cada
direção do componente. Uma prótese para substituir uma parte de um osso
humano mantendo o mesmo comportamento mecânico.

Uma das dificuldades encontradas na modelagem multi escala é como
relacionar as escalas ou meios. Existem várias formas de correlacionar as
escalas, e cada uma delas tem as suas particularidades. Uma forma é fazer
a média do volume dos materiais pertencentes a microestrutura. Para obter
o comportamento adequado é necessário aplicar as hipóteses de comporta-
mento na microestrutura, ou seja, as considerações feitas para garantir que
um ponto material seja representado pela microestrutura. Essas considerações
são chamadas de classe de multi escala, as classes básicas implicam em defi-
nir o comportamento da fronteira da microestrutura.

1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivo geral

Implementação e obtenção de propriedades viscoelásticas de microes-
truturas via homogenização numérica, em microestruturas excitadas por um
histórico de deformação de amplitudes e frequências constantes

1.1.2 Objetivos especı́ficos

• Realizar pesquisa exploratória sobre os assuntos que envolvem a teoria
de homogeneização, multi escala e viscoelasticidade;
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• Implementação computacional do modelo elástico linear;

• Implementação computacional do modelo tridimensional; vis-
coelástico.
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2 MODELAGEM MULTI ESCALA ELÁSTICA LINEAR

Neste capı́tulo será apresentado a teoria de modelagem multiescala
para materiais com uma microestrutura de comportamento elástico linear, ba-
seado no artigo de (De Souza Neto; FEIJÓO, 2006). Inicialmente são definidos
os domı́nios envolvidos nesta modelagem: macroscópico, microscópico, e
como eles se relacionam a partir dos campos de deslocamento, deformação e
tensão definidos em cada domı́nio. Posteriormente são comentados aspectos
relativos à implementação numérica ((De Souza Neto; FEIJÓO, 2006), (MIEHE;
KOCH, 2002), (KOUZNETSOVA, 2002)) e as formas de impor diferentes opções
de condição de contorno. O capı́tulo é finalizado com exemplos numéricos e
comparações de resultados.

2.1 MODELAGEM MULTI ESCALA

Considere-se um corpo no espaço R3 com um domı́nio definido Ω,
denominado domı́nio macroscópico que possua uma microestrutura definida
e muito menor que as dimensões do corpo, representado pela Figura 1.
Denomina-se domı́nio da microescala, representado pelo sı́mbolo, Ωµ , à
região que pelo seu tamanho permite a distinção das diferentes geometrias e
fases de material existentes na microestrutura.

Considerando, por simplicidade apenas duas fases de material, sólido
e vazio, a definição do domı́nio da microescala é representado pela expressão
(2.1).

Ωµ = Ω
s
µ +Ω

v
µ (2.1)

Onde Ωs
µ é o domı́nio ocupado pela fase sólida e Ωv

µ é o domı́nio ocupado
pela fase ”vazia”da microestrutura. Defini-se xxx é o vetor posição na ma-
croescala e por fim yyy é o vetor posição na microescala. É considerado que
o contorno do domı́nio da microescala ∂Ωµ não possui interseção com os
vazios do domı́nio da micro escala, ou seja, não existe a comunicação de um
poro com o contorno, representado pela equação (2.2),

∂Ωµ ∩Ω
v
µ = 000 (2.2)

O domı́nio da microescala Ωµ está ocupado pelo denominado Elemento re-
presentativo de volume representado pela sigla RVE, que é a própria microes-
trutura do material na microescala. O RVE deve possuir dimensões grandes
suficientes para permitir a obtenção de propriedades homogeneizadas deste

5
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Meio Macroscópico
(macroescala)

Meio Microscópico
(microescala)

Figura 1: Exemplo de dois domı́nios utilizados na modelagem multi escala

volume na macroescala, mas ao mesmo tempo tem que ser pequeno sufi-
ciente para que seja representativo de um ponto material na macroescala.
Desta forma pode-se admitir continuidade para as funções representativas dos
fenômenos que ocorrem no elemento e as propriedades nele contidas são va-
lores médios que podem ser associados ao um ponto material na macroescala.

2.2 CAMPO DE DESLOCAMENTOS NA MICROESCALA

Na modelagem de problemas multi escala é possı́vel obter duas ou
mais escalas vinculadas entre si mediante uma perturbação definida no campo
de deslocamentos, deformações ou tensões.

Todos os modelos apresentados neste trabalho são guiados por
deformação. Então ao definir o campo de deslocamentos na microescala
considera-se uma perturbação originada de uma escala superior, que neste
caso vai ser da macroescala. O campo de deslocamentos é definido através
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de uma decomposição aditiva, apresentada na equação (2.3).

uuuµ(yyy, t) = ūuu(xxx, t)+ ũuuµ(yyy, t) (2.3)

RVE 
indeformado Deformação 

flutuante no RVE

Deformação 
uniforme no RVE

Figura 2: Descomposição aditiva da microescala

O campo de deslocamentos microscópicos dependente da variável yyy
é representado por uuuµ . ūuu é o deslocamento macroscópico dependente da
posição macroscópica xxx e a outra parcela da adição é o deslocamento flutu-
ante, ũuu dependente da escala microscópica yyy. O deslocamento macroscópico
pode ser definido a partir do estado macroscópico de deformação ε̄ avaliado
no ponto material xxx da macroescala e uma expansão linear em relação a mi-
croescala yyy, é definido por,

ūuu(xxx, t)≡ ε̄εε(xxx, t) yyy(yyy, t). (2.4)

Assim substituindo a equação (2.4) em (2.3) temos:

uuuµ(yyy, t) = ε̄εε(xxx, t) yyy+ ũuuµ(yyy, t) (2.5)
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2.3 TENSOR DE DEFORMAÇÃO NA MICROESCALA

A definição do tensor de deformação é o gradiente simétrico do campo
de deslocamentos representado pela equação,

εεε ≡ Osuuu (2.6)

Ao substituirmos o campo de deslocamentos da microescala (2.5) na
equação (2.6) e realizarmos algumas manipulações matemáticas ficamos com
a seguinte equação:

εεεµ = Osuuuµ

= Os
(

ε̄εε(xxx, t) yyy
)
+Osũuuµ(yyy, t)

= ε̄εε(xxx, t)+Osũuuµ(yyy, t)

= ε̄εε(xxx, t)+ ε̃εεµ(yyy, t) (2.7)

onde ε̃εε denominado tensor deformação flutuante é o gradiente simétrico do
campo de deslocamentos flutuantes ũuuµ .

Quando estamos trabalhando com duas ou mais escalas deseja-se em
geral identificar as propriedades homogeneizadas da menor escala. Para de-
terminar o εεεµ , denominado tensor deformação homogeneizado é aplicado
uma média volumétrica no domı́nio microscópico. A média volumétrica
é a integral do tensor deformação microscópico no domı́nio da microes-
cala, divido pelo volume do domı́nio. Devido a decomposição aditiva do
campo de deslocamentos na microescala, na homogeneização do tensor de
deformação temos as mesmas duas parcelas. Uma, decorrente da deformação
macroscópica constante em todo domı́nio da microescala, e a segunda resul-
tante do campo de deslocamentos flutuantes:

εεεh(yyy, t) =
1

Vµ

∫
Ωµ

εεεµ(yyy, t)dV

=
1

Vµ

∫
Ωµ

(
ε̄εε(xxx, t)+ ε̃εε(yyy, t)

)
dV

=
1

Vµ

∫
Ωµ

ε̄εε(xxx, t)+Osũuuµ(yyy, t)dV

εεεh(yyy, t) = ε̄εε(xxx, t)+
1

Vµ

∫
Ωµ

Osũuuµ(yyy, t)dV (2.8)
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2.4 EQUILÍBRIO NO RVE

O RVE deve satisfazer as condições de equilı́brio em cada instante
do histórico de deformação da macroescala. Para isto, o tensor tensão mi-
croscópico representado por σσσ µ deve estar em equilı́brio com os campos de
forças no contorno e forças de corpo, representados respectivamente por ttte e
bbb. O RVE está em equilı́brio se somente satisfazer a seguinte equação varia-
cional:∫

Ωµ

σσσ µ (yyy, t) : ∇
s
ηηη dV −

∫
Ωµ

bbb(yyy, t) ·ηηη dV −
∫

∂Ωµ

ttte (yyy, t) ·ηηη dA = 000

∀ηηη ∈ Vµ (2.9)

para cada instante de tempo t, onde Vµ é o espaço dos deslocamentos virtuais
no RVE e ηηη é deslocamento virtual.

Lembramos que o RVE é composto por mais de uma fase, aqui, por
simplicidade de apresentação, uma fase sólida e outra vazia. A fase vazia
pode ser representado por poros, esses podendo estar vazios ou com um
lı́quido pressurizado. Expandindo a equação (2.9) para as fases sólida e vazia
do RVE obtemos a seguinte equação,∫

Ωs
µ

σσσ µ (yyy, t) : ∇
s
ηηηdV −

∫
Ωs

µ

bbb(yyy, t) ·ηηηdV −
∫

∂Ωs
µ

ttte (yyy, t) ·ηηηdA+

+
∫

Ωv
µ

σσσ µ (yyy, t) : ∇
s
ηηηdV −

∫
Ωv

µ

bbb(yyy, t) ·ηηηdV = 000 ∀ηηη ∈ Vµ

(2.10)

por outro lado, no domı́nio Ωv
µ também temos um estado de equilı́brio des-

crito por,∫
Ωv

µ

σσσ µ (yyy, t) : ∇
s
ηηηdV−

∫
Ωv

µ

bbb(yyy, t)·ηηηdV−
∫

∂Ωv
µ

tttv (yyy, t)·ηηηdA= 000 ∀ηηη ∈Vµ

(2.11)
onde o campo de forças internas no vazio, tttv, é definido como força exercida
sobre a parte sólida do domı́nio do RVE através do contorno sólido-vazio,
∂Ωv

µ . Ao substituir a equação (2.11) em (2.10) temos uma forma conveniente
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da equação para o equilı́brio mecânico na parte sólida,∫
Ωs

µ

σσσ µ (yyy, t) : ∇
s
ηηηdV −

∫
Ωs

µ

bbb(yyy, t) ·ηηηdV −
∫

∂Ωs
µ

ttte (yyy, t) ·ηηηdA+

+
∫

∂Ωv
µ

tttv (yyy, t) ·ηηηdA = 000 ∀ηηη ∈ Vµ (2.12)

Nos casos onde os vazios representam poros livres de esforços internos, a
última parcela do primeiro termo da equação (2.12) é nula. Quando existir
um fluido pressurizado nos vazios, a força depende da pressão nos poros.
Outra fonte importante das forças internas nos vazios ser diferente de zero,
pode ser o contato entre os lados opostos em um colapso de um poro com ou o
fechamento de fissura. Nestes casos a força interna nos vazios é um funcional
dado pela história de deslocamento na interface sólido-vazio.

Se o campo tensorial σσσ µ for suficientemente regular, as equações vari-
acionais do equilı́brio (2.11) e (2.12), respectivamente na parte sólida e vazia
do RVE, podem ser escritas equivalentemente na forma diferencial,

divσσσ µ (yyy, t) = bbb(yyy, t) ∀yyy ∈Ωs
µ

divσσσ µ (yyy, t) = bbb(yyy, t) ∀yyy ∈Ωv
µ

σσσ µ (yyy, t)nnn = ttte (yyy, t) ∀yyy ∈ ∂Ωµ

Jσσσ µ (yyy, t)nnnK = 000 ∀yyy ∈ ∂Ωv
µ

(2.13)

onde nnn é o vetor normal unitário para fora e Jσσσ µ (yyy, t)nnnK é o salto do campo
vetorial σσσ µ nnn atravessando a interface sólido-vazio, ∂Ωµv.

No caso particular onde o domı́nio Ωv
µ representa uma região sem ma-

terial, ou seja, estritamente vazio, deve-se ter,

bbb(yyy, t) = 000 ∀yyy ∈Ω
v
µ (2.14)

Neste caso, somente a superfı́cies onde o campo de forças tttv mais o contorno
∂Ωv

µ precisam ser considerados na possı́vel contribuição do vazio ou poros
com o comportamento mecânico do RVE. No texto a seguir o estudo estará
restrito a casos que satisfazem a condição (2.14), isto é, forcas de corpo nulas
na fase vazia da microestrura.
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2.5 TENSÃO HOMOGENEIZADA

Uma hipótese fundamental da teoria da homogeneização, é que de
forma análoga a equação (2.8) o tensor tensão macroscópico homogeneizado
representado por σσσh, no ponto xxx na macroescala é definido como a média
do campo de tensão microscópico, σσσ µ , que por sua vez, é definido em cada
ponto do RVE. É possı́vel obter a equação para tensão macroscópica homo-
geneizada,

σσσh (xxx, t)≡
1

Vµ

∫
Ωµ

σσσ µ (yyy, t)dV (2.15)

É possı́vel expandir o tensor tensão microscópico utilizando a
decomposição aditiva com uma parcela macroscópica e outra flutuante
semelhante ao campos de deformação e deslocamento, assim obtendo,

σσσh (xxx, t) =
1

Vµ

∫
Ωµ

σ̄σσ (xxx, t)dV +
1

Vµ

∫
Ωµ

σ̃σσ (yyy, t)dV (2.16)

Uma condição importante para tornar válida a equação (2.15) é que o domı́nio
microscópico deve ser contı́nuo, de modo que o conceito de tensão permaneça
válido na microescala. Assim, o RVE tem que ser grande suficiente para que
as premissas de mecânica do contı́nuo possuam validade na microescala.

2.6 O PRINCÍPIO DE HILL-MANDEL PARA MACRO-HOMOGENEI-
DADE

O princı́pio de Hill-Mandel para macro-homogeneidade é fundamen-
tal para a formulação dos modelos constitutivos multi escala. Baseado em
argumentos fı́sicos, é postulado que a potência produzida pela tensão ma-
croscópica deve ser igual a média volumétrica da potência produzida pelas
tensões microscópicas no RVE. Este princı́pio é escrito simbolicamente pela
equação abaixo,

σσσ : ε̇εε =
1

Vµ

∫
Ωµ

σσσ µ : ε̇εεµ dV (2.17)

Em um RVE caracterizado pelo campo tensorial σσσ µ em equilı́brio,
a equação (2.17), deve ser satisfeita para qualquer taxa do campo de
deformação microscópica, ε̇εεµ . Dentro da mesma ideia, a taxa do campo de
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deformações microscópico é:

ε̇εεµ ≡ ∇
s ˙̄uuuµ = ˙̄εεε +∇

s ˙̃uuuµ
˙̃uuuµ ∈ Vµ (2.18)

onde o Vµ é o espaço velocidades flutuantes.
Em (De Souza Neto; FEIJóO; NETO, 2006) prova-se que o princı́pio de ma-

cro homogeneidade de Hill-Mandel é satisfeito se e somente se o trabalho
virtual das forças externas ttte, e do campo de forças de corpo bbb, no RVE são
nulas, isto é,∫

∂Ωµ

ttte ·ηηηdA = 0 e
∫

Ωµ

bbb ·ηηηdV = 0 ∀ηηη ∈ Vµ . (2.19)

2.7 FORMULAÇÃO DO PROBLEMA DE EQUILÍBRIO MECÂNICO

A satisfação do princı́pio de Hill-Mandell implica que ao substituir
este resultado na equação (2.19) em (2.12) se obtém a expressão∫

Ωµ

σσσ µ ·∇s
ηηηdV +

∫
∂Ωv

µ

tttv (yyy, t) ·ηηηdA = 000. (2.20)

Caso as forças no interior dos poros for zero, temos a seguinte equação,∫
Ωµ

σσσ µ ·∇s
ηηηdV = 000. (2.21)

Em uma teoria puramente mecânica, é considerado que o tensor tensão em um
ponto qualquer do domı́nio depende do histórico de deformação do ponto.
Então, existe um operador que relaciona o histórico de deformações com o
tensor tensão, dado por

σσσ µ(xxx,yyy, t) = Fµ

(
εεεµ(xxx,yyy, t)

)
. (2.22)

E expandindo o tensor deformação microscópico chega-se à seguinte relação,

σσσ µ(xxx,yyy, t) = Fµ

(
ε̄εε(xxx, t)+ ε̃εε(yyy, t)

)
. (2.23)
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Em casos elásticos lineares o operador Fµ pode ser definido mediante o tensor
Cµ denominado tensor de elasticidade de 4ª ordem,

σσσ µ(xxx,yyy, t) = Cµ : εεεµ(xxx,yyy, t) ∀yyy ∈Ωµ (2.24)

Substituindo a equação (2.24) em (2.23), tem-se a relação constitutiva na mi-
croescala.

σσσ µ(xxx,yyy, t) = Cµ : ε̄εε(xxx, t)+Cµ : ∇
sũuuµ(yyy, t) (2.25)

Substituindo a equação (2.25) em (2.21) se obtem (2.26):∫
Ωµ

Cµ : ∇
sũuuµ : ∇

s
ηηηdV =−

∫
Ωµ

Cµ : ε̄εεµ : ∇
s
ηηηdV (2.26)

Como pode-se ver na equação (2.26) o campo de deslocamentos flutuantes
é a resposta mecânica para que o RVE entre em equilı́brio com um termo
de carga produzido pela deformação macroscópica. Cabe destacar ainda que,
devido a presente análise ter sido restrita a microestruturas de comportamento
linear, a equação de equilı́brio (2.26) define uma relação linear entre o campo
de deslocamento microscópico ũuuµ e a deformação macroscópica ε̄εε .

2.8 CLASSES DE MODELOS MULTI ESCALA

Até o presente momento, os espaços que definem os deslocamentos e
flutuações cinematicamente admissı́veis incorporam restrições mı́nimas para
estabelecer a relação entre micro e macro escala. Porém, para tornar o pro-
blema na micro escala bem posto (passı́vel de ser resolvido e obter solução
única para o deslocamento flutuante ũuuµ ) é preciso adicionar novas restrições.
Cada tipo de restrição adicional sobre o campo de deslocamentos define uma
classe de homogeneização. Podem-se listar 4 tipos:

• Modelo de Taylor ou deslocamentos uniforme no RVE;

• Deslocamentos lineares no contorno do RVE;

• Deslocamentos periódicos e trações anti-periódicas no contorno do
RVE;

• Trações constantes no contorno do RVE.
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2.8.1 Modelo de Taylor ou deslocamentos uniformes no RVE

O modelo proposto por Taylor define que os deslocamentos
no domı́nio do RVE são dados somente pela parte macroscópica da
decomposição aditiva do campo de deslocamentos, ou seja, não existe
deslocamentos flutuantes em todo domı́nio da micro escala. Incorporando na
equação (2.3), a condição que o campo de deslocamento flutuante é nulo em
todo o domı́nio, isto é,

ũuuµ(yyy, t) = 000 ∀yyy ∈Ωµ , (2.27)

obtém-se que o campo de deslocamentos na microescala é,

uuuµ(yyy, t) = ε̄εε(xxx, t) yyy ∀yyy ∈Ωµ , (2.28)

e consequentemente, o campo de deformações na microescala é constante e
coincidente com o valor de deformação macroscópico:

εεεµ(yyy, t) = ε̄εε(xxx, t). (2.29)

Substituı́do este resultado na expressão das tensões

σσσ µ(yyy, t) = Fµ(ε̄εε(xxx, t)) ∀yyy ∈Ωµ , (2.30)

consequentemente o tensor de tesão homogeneizado fica,

σσσh =
1

Vµ

∫
Ωµ

Fµ(ε̄εε)dV =
1

Vµ

∫
Ωµ

Cµ : ε̄εεdV =
1

Vµ

∫
Ωµ

Cµ dV : ε̄εε (2.31)

Identifica-se que a equação (2.31) é uma média volumétrica do tensor de com-
portamento de cada fase do RVE. Considerando por exemplo que o domı́nio
do RVE tenham fases,

Ωµ = Ω
1
µ ∪Ω

2
µ ∪Ω

3
µ . . .Ω

m
µ (2.32)

Em cada fase o correspondente tensor de elasticidade é constante de modo que
a integral (2.31) se reduz ao somatório do volume de cada fase multiplicando
pelo tensor constitutivo da mesma, dividido pelo volume total do RVE:

σσσ µ =
m

∑
n=1

(
V n

Vµ

Cn
)

: ε̄εε (2.33)
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Onde V n é o volume da fase n no RVE e Cn é o tensor constitutivo na fase
n do RVE. É possı́vel identificar mais uma propriedade de cada fase, que
nada mais é que a razão entre o volume da fase e o volume da microescala,
representado por γn,

γ
n =

V n

Vµ

(2.34)

ao substituirmos a equação (2.34) em (2.33) se obtém,

σσσh =
m

∑
n=1

(γn Cn)︸ ︷︷ ︸
CT

: ε̄εε (2.35)

onde, CT é o tensor de elasticidade de Taylor ou tensor de elasticidade linear,
definido pela expressão,

CT =
m

∑
n=1

(γn Cn) . (2.36)

Neste caso particular defini-se o tensor tensão homogeneizado linear repre-
sentado por σσσT , representado na seguinte equação,

σσσ
T ≡ CT : ε̄εε. (2.37)

2.8.2 Modelo de deslocamentos lineares no contorno do RVE

Esta classe define que os deslocamentos no contorno do RVE são li-
neares, ou equivalentemente, as flutuações na fronteira do RVE são nulas:

ũuuµ (yyy, t) = 000 ∀yyy ∈ ∂Ωµ . (2.38)

Desta forma, no contorno no RVE o deslocamento está dado apenas pela par-
cela linear definida pela deformação macroscópica

uuuµ (yyy, t) = ε̄εε (yyy,,, ttt)yyy ∀yyy ∈ ∂Ωµ . (2.39)

Na Figura 3 é demostrado a composição do campo de deslocamentos do RVE
quando é aplicado a classe de deslocamentos lineares no contorno.
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+

Deslocamento Linear Deslocamento Flutuante

Deslocamento 
microscópico

(b)(a)

(c)

Figura 3: Composição do campo de deslocamentos para o modelo de deslo-
camentos lineares no contorno.

2.8.3 Deslocamentos periódicos no contorno do RVE

Este modelo postula que o conjunto de deslocamentos admissı́veis é
composto por aqueles que possuem periodicidade na fronteira do RVE. Para
facilitar o entendimento desta condição considere um RVE retangular como
o ilustrado na Figura 3(b). O contorno está formado por quatro segmentos
suaves sendo que cada segmento possui um segmento oposto,∂Ω+ e ∂Ω−

denominados respectivamente contorno positivo do RVE e contorno negativo
do RVE. A união dos dois conjuntos fornece o contorno do RVE.

∂Ωµ = ∂Ω
+
µ ∪∂Ω

−
µ (2.40)

Para cada ponto yyy+ no contorno positivo existe o ponto correspondente yyy− no
contorno negativo. Esses dois pontos formam um par, {yyy+,yyy−}, que devem
satisfazer a seguinte restrição no deslocamento:

ũuuµ

(
yyy−, t

)
= ũuuµ

(
yyy+, t

)
∀par

{
yyy+,yyy−

}
∈ ∂Ωµ . (2.41)
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n̂
+

∂Ω+µ
∂Ω-µ

t
e+

n̂
-

t
e-

y
- y

+

Figura 4: Entidades envolvidas no classe de modelo de deslocamentos flutu-
antes periódicos no contorno

Da mesma forma, o vetor normal para fora, n̂nn, em um ponto do contorno posi-
tivo tem o sentido oposto no seu correspondente ponto no contorno negativo

n̂nn ∈ ∂Ω
−
µ =−n̂nn ∈ ∂Ω

+
µ (2.42)

Utilizando a mesma anotação que foram usadas para os deslocamentos,

n̂nn−
(
yyy−, t

)
=−n̂nn+

(
yyy+, t

)
. (2.43)

É possı́vel provar que estas condições de periodicidade nos deslocamentos
trazem como consequência a seguinte propriedade de anti-periodicidade nas
forças de superfı́cie atuando no contorno do RVE (De Souza Neto; FEIJóO; NETO,
2006):

ttte (yyy+, t)=−ttte (yyy−, t) ∀par
{

yyy+,yyy−
}
∈ ∂Ωµ (2.44)

Para melhor compreensão, é possı́vel visualizar as entidades na Figura 4

2.8.4 Modelo de forças externas constantes no contorno do RVE

Essa classe de condições de contorno é baseada na mı́nima restrição do
deslocamento do contorno do RVE, sendo também a única guiada pelo estado
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t =

y

Figura 5: Forças externas constantes no contorno

de tensões na macroescala. A condição estabelece que as forças de superfı́cie
no contorno da microestrutura sejam iguais ao produto do tensor de tensões
homogeneizado no ponto xxx pela normal correspondente à superfı́cie do RVE:

ttte (yyy, t) = σσσ µ (yyy, t) n̂nn(yyy) = σσσ (xxx, t) n̂nn(yyy) ∀yyy ∈ ∂Ωµ (2.45)

Esta condição está ilustrada na Figura 5

2.9 TENSOR DE ELASTICIDADE HOMOGENEIZADO

Considerando a equação (1.15) que define o tensor tensão homogenei-
zado

σσσh(xxx, t) =
1

Vµ

∫
Ωµ

σσσ µ(yyy, t)dV (2.46)

e substituindo o σσσ µ pelo modelo de elasticidade linear

σσσ µ(yyy, t) = Cµ : εεεµ = Cµ : (ε̄εε +∇
sũuu), (2.47)

obtém a expressão,

σσσh(xxx, t) =
1

Vµ

∫
Ωµ

Cµ dV : ε̄εε +
1

Vµ

∫
Ωµ

Cµ : ∇
sũuu dV (2.48)
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σσσh(xxx, t) = σσσ
T
h + σ̃σσh (2.49)

É fácil notar que no modelo de elasticidade linear a tensão homogeneizada
depende linearmente do tensor ε̄εε , pois em (2.48) o deslocamento flutuante
ũuuµ também depende linearmente de ε̄εε através de (2.26). Considerando que
ε̄εε = εi j (eeei⊗ eee j), definem-se, por conveniência, os deslocamentos ũuui j, solução
dos problemas variacionais lineares∫

Ωµ

∇
s
ηηη :Cµ : ∇

sũuui jdV =
∫

Ωµ

∇
s
ηηη :Cµ dV : (eeei⊗ eee j)εi j i, j = 1,2,3 ∀ηηη ∈Vµ .

(2.50)
Obtidos estes deslocamentos, é possı́vel reconstruir ũuuµ e ∇sũuuµ como segue:

ũuuµ = εi jũuuµ e ∇
sũuuµ = εi j∇

sũuui j. (2.51)

Por outro lado, o tensor de 2ª ordem Cµ : ∇sũuui j pode ser escrito em compo-
nentes da base cartesiana como

Cµ : ∇
sũuui j = Cµkl pq (∇

sũuui j)pq (eeek⊗ eeel) . (2.52)

Desta forma

1
Vµ

∫
Ωµ

Cµ : ∇
sũuuµ dV =

1
Vµ

∫
Ωµ

Cµ : ∇
sũuui j dV εi j

=
1

Vµ

∫
Ωµ

[
Cµ

]
kl pq [∇

sũuui j]pq dV (eeek⊗ eeel)
[
ε̄εε : (eeei⊗ eee j)

]
=

1
Vµ

∫
Ωµ

[
Cµ

]
kl pq [∇

sũuui j]pq dV (eeek⊗ eeel)
[
ε̄rs (eeer⊗ eees) : (eeei⊗ eee j)

]
=

1
Vµ

∫
Ωµ

[
Cµ

]
kl pq [∇

sũuui j]pq dV (eeek⊗ eeel⊗ eeei⊗ eee j) :
[
ε̄rs (eeer⊗ eees)

]
= C̃ : ε̄εε (2.53)

onde
C̃=

1
Vµ

∫
Ωµ

[
Cµ

]
kl pq [∇

sũuui j]pq dV (eeek⊗ eeel⊗ eeei⊗ eee j) (2.54)

Substituindo este resultado em (2.48) e (2.49) se tem que

σσσh = CT : ε̄εε + C̃ : ε̄εε = Ch : ε̄εε (2.55)
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O tensor Ch é o tensor de elasticidade homogeneizado. Deve-se notar que
esta expressão é independente do modelo utilizado de restrição no contorno.
Cada modelo, entretanto, resultará em valores diferentes de Ch dado que os
campos ũuui j utilizados em (2.54) são consequência desta restrição.

Ch = CT + C̃ (2.56)

2.10 IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL

Esta seção do trabalho é dedicada à implementação computacional via
o método convencional de elementos finitos. Primeiramente serão mostradas
as estruturas básicas da discretização e aquelas associadas à modelagem multi
escala. Em uma segunda parte é apresentado como operar com as condições
de contorno, sendo detalhados aspectos operacionais dos modelos de restrição
de contorno linear e periódico.

2.10.1 Discretização em elementos finitos

A equação (2.26) fornece um problema variacional a ser resolvido para
cada termo da base canônica, fornecendo o campo ũuuab,∫

Ωµ

Cµ : ∇
sũuuab : ∇

s
ηηηdV =−

∫
Ωµ

Cµ : (eeea⊗eeeb) : ∇
s
ηηηdV ∀ηηη ∈Vµ . (2.57)

Utilizando a técnica convencional de Elementos Finitos, o problema contı́nuo
acima se reduz ao problema discreto equivalente

Kµ Ũab
= Fab (2.58)

onde,

Kµ =
⋃
e

Ke
µ =

⋃
e

∫
Ωe

µ

BeT
Ce

µBedΩ
e
µ (2.59)

Fab =
⋃
e

Fab
e =

⋃
e

∫
Ωe

µ

BeT
Ce

µEabdΩ
e
µ (2.60)

onde Be é a matriz de derivadas das funções de forma do elemento finito, Ce
µ

é a matriz de elasticidade correspondente ao material presente na posição do



2.10 Implementação computacional 21

elemento, Ũab
é o vetor de deslocamentos flutuantes do elemento, o Fab é o

vetor de força interna gerado pela deformação canônica e Eab é a matriz que
contém os componentes da base canônica. No presente trabalho foram resol-
vidos problemas bidimensionais de estado plano de tensão e tridimensionais,
utilizando portanto matrizes Eab de 3x1 e 6x1 respectivamente.

2.10.2 Deslocamentos lineares no contorno

Para impor condições de deslocamento linear no contorno, primeira-
mente é feito uma classificação entre os graus de liberdade que estão no con-
torno dos internos, é conveniente classificar os graus de liberdade e dividir a
matriz de deslocamentos em duas partes contendo os graus de liberdade da
fronteira e do interior, representados respectivamente por Up e U f .

A partição desde vetor de deslocamento é realizado com auxı́lio de
matrizes de projeção, P. São matrizes contendo zeros e uns, que realizam a
seguinte operação:

Up = PpŨab
, (2.61)

U f = P f Ũ
ab
, (2.62)

onde Pp é o matriz de projeção dos graus de liberdade no contorno e P f
matriz de projeção dos graus liberdade internos. A mesma construção é uti-
lizada para o vetor força externa,

Fp = PpFab (2.63)

F f = P f Fab (2.64)

Onde Fp é o vetor força para os graus de liberdade no contorno, F f é o vetor
de forças para os graus de liberdade internos. A matriz de rigidez global é
particionada em 4 outras matrizes, onde cada termo da matriz é determinado
com as seguintes operações,

Kpp = PpKµPT
p

Kp f = PpKµPT
f

K f p = P f KµPT
p

K f f = P f KµPT
f (2.65)
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O sistema linear particionado a ser resolvido é,[
Kpp Kp f
K f p K f f

]{
Up
U f

}
=

{
Fp
F f

}
. (2.66)

Na classe de condição de contorno de deslocamento linear no contorno o
deslocamento flutuante no contorno é zero, tornando o vetor Up nulo. Assim,
o sistema linear se reduz a

K f f U f = F f . (2.67)

Resolvido o sistema, o vetor completo de graus de liberdade se obtém medi-
ante a operação

Ũ = PT
f U f . (2.68)

2.10.3 Deslocamentos Periódicos no contorno do RVE

Como já apresentado, neste modelo os valores do campo de desloca-
mento sobre fronteiras opostas no RVE adotam valores idênticos, isto é,

ũuu ∈ ∂Ω
−
µ ≡ ũuu ∈ ∂Ω

+
µ , (2.69)

ou, por simplicidade de notação,

ũuu− = ũuu+, (2.70)

sendo ũuu− o deslocamento sobre a fronteira negativa e ũuu+ o deslocamento so-
bre a fronteira positiva. Já na versão discreta de elementos finitos, denotamos
Ũ+

ao vetor de graus de liberdade pertencentes ao contorno positivo e Ũ−

aqueles pertencentes ao contorno negativo, permitindo a notação

Ũ− = Ũ+
. (2.71)

Adota-se que os deslocamentos do contorno negativo são dependentes do des-
locamento do contorno positivo. Por conseguinte é criado mais um grupo de
deslocamentos, os dependentes e os independentes. Os independentes são o
grupo de deslocamentos do contorno positivo mais os deslocamentos dos nós
que não estão no contorno representado subscrito por (·)Ω.

Ui = U+∪UΩ (2.72)
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onde Ui é o vetor dos nós independentes. O grupo dos deslocamentos depen-
dentes é o mesmo grupo do deslocamento no contorno negativo, sendo

Ud = U−, (2.73)

onde Ud é o vetor dos deslocamentos dos nós dependentes. Para obter os
vetores de deslocamentos dependentes e independentes, também serão usadas
as matrizes de projeção, resultando em

Ui = PiŨ, (2.74)

Ud = PdŨ, (2.75)

onde Pi é a matriz de projeção dos nós independentes e Ud é a matriz dos
graus de liberdade dependentes. Defini-se que a matriz de projeção que re-
laciona o vetor de deslocamentos independentes, Ui, com o vetor de desloca-
mentos dependentes, Ud , com o seguinte operador,

Ud = CdiUi, (2.76)

sendo Cdi a matriz que relaciona os deslocamentos dos nós independentes
com os dependentes. A matriz de rigidez também é particionada em função
do graus de liberdade independentes e dependentes, usando as matrizes de
projeção como na classe de condição de contorno de deslocamento lineares
no contorno, obtendo a seguinte morfologia da matriz de rigidez,

Kµ =

[
Kii Kid
Kdi Kdd

]
. (2.77)

Logo temos o seguinte sistema linear[
Kii Kid
Kdi Kdd

]{
Ui
Ud

}
=

{
Fi
Fd

}
. (2.78)

Uma forma de resolver esse sistema linear é passar toda a contribuição dos
nós dependentes para os independentes, ou seja, reduzir o sistema linear so-
mente para os graus de liberdade independentes. Utilizando a equação (2.76)
e as duas equações da equação (2.78) ficamos com a seguinte expressão,[

Kii +KidCdi +CT
diKdi +CT

diKddCdi
]
Ui = Fi +CT

diFd . (2.79)
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Trocando as variáveis

K? = Kii +KidCdi +CT
diKdi +CT

diKddCdi, (2.80)

onde K? é a matriz de rigidez condensada pra os graus de liberdade indepen-
dentes. O segundo termo da equação (2.79), resulta em

F? = Fi +CT
diFd , (2.81)

sendo F? o vetor de força dos graus de liberdade independentes com as
contribuições dos graus de liberdade dependentes. Substituindo as equações
(2.80) e (2.81) em (2.79) ficamos com um sistema linear somente com os
graus de liberdade independente,

K?Ui = F? (2.82)

Contudo, pode-se dividir os graus de liberdade em livres e prescritos. Os
passos seguintes são os mesmo que foram realizados na condição de contorno
linear.

Up = PpUi, (2.83)

U f = P f Ui, (2.84)

o particionamento da matriz de rigidez fica,

K? =

[
Kpp Kp f
K f p K f f

]
. (2.85)

E o vetor de forças,
Fp = PpF?, (2.86)

F f = P f f?, (2.87)

montando novamente o sistema linear[
Kpp Kp f
K f p K f f

]{
Up
U f

}
=

{
Fp
F f

}
. (2.88)

Os graus de liberdade prescritos tem valor igual a 000, com essa condição
resolve-se o mesmo sistema de equações lineares

K f f U f = F f . (2.89)
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Para a montagem do vetor de deslocamentos flutuantes tem-se uma série de
operações. O vetor de deslocamentos flutuantes é a soma dos vetores de des-
locamentos independentes com os dependentes, demonstrado pela expressão

Ũ = PT
i Ui +PT

d Ud . (2.90)

Obtém-se o vetor de deslocamentos dependentes em função dos independen-
tes, substituindo a equação (2.76) em (2.90) obtemos,

Ũ = PT
i PT

f U f +PT
dCdiPT

f U f , (2.91)

colocando o vetor de deslocamentos em evidência temos,

Ũ =
[
PT

i PT
f +PT

dCdiPT
f
]
U f , (2.92)

Definindo um novo operador projeção,

P̃ f = PT
i PT

f +PT
dCdiPT

f , (2.93)

sendo P̃ f a matriz que projeta os graus de liberdade independentes em graus
de liberdade flutuantes, ou seja, monta o vetor de deslocamentos flutuantes,
como vemos na equação abaixo

Ũ = P̃ f U f . (2.94)

2.10.4 Homogeneização do tensor de elasticidade

Tomando como referência a equação (2.56),

Ch = CT + C̃,

é discretizado o primeiro termo, isto é tensor de elasticidade linear homoge-
neizado ou tensor de Taylor, dado por

CT =
1

Vµ

m

∑
n=1

V n Cn. (2.95)
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Colocando na forma equivalente discreta em elementos finitos,

CT =
⋃
e

1
Vµ

∫
Ωe

µ

Ce
µ dΩ

e
µ (2.96)

onde o CT e a Matriz de elasticidade linear homogeneizada. Considerando a
equação (2.54)

C̃=
1

Vµ

∫
Ωµ

[
Cµ

]
[∇sũuui j]dV (eeek⊗ eeel⊗ eeei⊗ eee j) (2.97)

na forma tensorial, discretizando essa expressão resulta em duas expressões,
a primeira é

C̃
ab

=
⋃
e

1
Vµ

∫ e

µ

Ce
µBeŨab

dΩ
e
µ , (2.98)

onde, C̃
ab

é a matriz de tensão flutuante que depende de Ũab
, sendo este

dependente da matriz de deformação canônica Eab. A obtenção da matriz de
elasticidade flutuante representado por C̃, é resultante da união dos tensores
tensão flutuantes originando a matriz, demostrado pela segunda expressão

C̃ =
⋃
ab

C̃
ab
. (2.99)

Demonstradas as formas discretizadas das parcelas da equação (2.56) em
abordagem de elementos finitos, escreve-se a equação da seguinte forma dis-
cretizada,

Ch = CT + C̃. (2.100)

2.10.5 Aspectos computacionais

Os algoritmos que foram apresentados são o resultado da implementação
de alguns métodos. No método proposto por (MIEHE; KOCH, 2002) é de fácil
implementação por usar matrizes de projeção ao montar a matriz de rigi-
dez e os vetores de deslocamento, esse método prejudica no desempenho
de processamento por realizar várias operações com as matrizes elevando
o custo computacional. A matriz de rigidez global é calculada de forma
convencional, após isso é modificada e particionada por uma sequência de
operações com as matrizes de projeção.
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Uma contribuição importante proposta por (KOUZNETSOVA, 2002) foi
como implementar as condições de contorno periódicas, usando somente os
graus de liberdade independentes com as contribuições dos graus de liberdade
dependentes.

As rotinas de homogeneização das propriedades foram baseadas no
que (De Souza Neto; FEIJóO; NETO, 2006) propôs, foram de fácil implementação
e com custo computacional menor.

Algumas dificuldades foram encontradas, como na geração de ma-
lha com fins de facilitar a implementação das condições de contorno. A
implementação da classe de condições de contorno de deslocamentos line-
ares no contorno não apresenta nenhum problema. A classe de deslocamen-
tos periódicos apresentam algumas dificuldades, como a aplicação das forças
e as restrições de deslocamentos em cada um dos contornos. Uma dificul-
dade desta classe ocorre quando não existe correspondência de posição entre
nos em contornos opostos. A solução no presente caso foi utilizar malhas
estruturadas nos contornos dos RVEs. Para análises bidimensionais foram
utilizados elementos quadrilaterais bilineares e para as malhas tridimensio-
nais, o elemento hexaédrico de 8 nós, garantindo a formação dos pares de nós
correspondentes nas fronteiras opostas.

2.11 EXEMPLO NUMÉRICO

Neste primeiro exemplo numérico foram reproduzidos as análises do
artigo (YANG; BECKER, 2004a), onde o autor realizou identificação de proprie-
dades homogeneizadas de microestruturas alterando o tamanho das inclusões
e avaliando a evolução das propriedades homogeneizadas.

2.11.1 Microestruturas

As microestruturas que foram analisadas estão ilustradas na Figura 6
onde são realizadas as analises de identificação de propriedades homogenei-
zadas alterando a proporção entre a parte sólida e vazia das microestruturas.
A proporção entre sólido vazio foi alterado de 10% em 10% de vazio, inici-
ando com zero até 60%.

No caso da microestrutura (A), o RVE tem um formato quadrado com
uma inclusão circular centrado no meio. O caso (B) tem formato retangular
com proporção da base em relação a altura de 3 para 2, a inclusão tem formato
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Figura 6: Microestruturas analisadas: (A) Quadrada com inclusão circular
central; (B) Retangular com inclusão em forma de ’L’; e (C) Quadrado com
inclusão em ’Y’.

de ’L’ com as proporções descritas na Figura 6. No caso (C) a microestru-
tura tem formato quadrado e a inclusão tem formato de ’Y’ centrado com as
dimensões ilustradas na Figura 6.

2.11.2 Propriedade do material

É proposto a utilização de um material ortotrópico com as proprieda-
des descritas na Tabela (1).

Tabela 1
Constantes do material da placa ortotrópica
D11(GPa) D22(GPa) D12(GPa) D66(GPa) D16 = D26

109,3 23,6 32,46 36,73 0
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Figura 7: Malha da microestrutura com um furo circular com 30% da área.

2.11.3 Resultados das análises

As análises foram feitas utilizando o convencional método de elemen-
tos finitos, utilizando um elemento bilinear de quatro nós.

2.11.3.1 Caso (A)

Para esta primeira análise foram geradas seis malhas alterando a
proporção entre vazio e sólido. As malhas obedecem o padrão apresentado
na Figura (7), onde temos o furo centralizado no meio da malha, assim é
constatado a simetria em dois eixo ortogonais passando pelo centro do furo.
Foi utilizada condições de contorno periódicas no contorno do RVE. Para
aplicar essa condição de contorno foi gerada a malha de elementos finitos
com os nós dos elementos no contorno prevendo a posição adequada para
definir os pares de nós.

Analisando os gráficos da Figura 8 temos a esquerda o gráfico de re-
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ferência retirado do artigo (YANG; BECKER, 2004a) e a direita o gráfico com
os valores encontrados com as simulações feitas através da metodologia pro-
posta. É possı́vel apurar que existem diferenças entre algumas curvas, que no
caso são as dos coeficientes D16 e D26, que na metodologia proposta temos
esses resultados iguais a zero. É esperado que esses resultados sejam zero,
sendo que temos um RVE quadrado e com um inclusão circular localizada
exatamente no centro da microestrutura, com o aumento da inclusão não te-
ria motivos para haver o acoplamento entre distorções no plano com tensões
normais.
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Figura 9: Malha da microestrutura com inclusão em forma de ’L’ com 30%
da área.

2.11.3.2 Caso (B)

No Caso (B) temos uma microestrutura de formato retangular (Figura
9) com proporções de 2x3 com uma inclusão em forma de ’L’ no centro do
RVE. Novamente foi utilizada as condições de contorno periódicas. Um deta-
lhe dessa malha é que tem números diferentes de nós nas arestas horizontais
em relação as verticais.

Analisando os gráficos da Figura 10 a esquerda o gráfico de referência
retirado do artigo (YANG; BECKER, 2004a) e a direita o gráfico com os valores
encontrados com as simulações feitas através da metodologia proposta. Nesta
análise é possı́vel identificar uma grande semelhança dos resultados obtidos.

Um ponto importante a ser comentado são os valores dos coeficientes
D16 e D26 são diferentes de zero até a razão de 50% de vazio, isso demostra
que para um RVE com inclusão no formato ’L’ ocorre o acoplamento entre
distorções no plano com as tensões normais.
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2.11.3.3 Caso (C)

No Caso (C) tem uma microestrutura de formato quadrado (Figura
11) com uma inclusão em forma de ’Y’ no centro do RVE. Novamente foram
utilizadas as condições de contorno periódicas. Um detalhe dessa malha é
a distribuição de nós não uniforme nas arestas, mas sempre obedecendo a
condição de que os nós pares estão posicionados de forma simétrica na aresta
oposta.

O artigo não demonstra o gráfico relacionando os coeficientes com a
variação da razão do vazio para o Caso (C), somente fornece uma tabela com
os valores iniciais dos coeficientes e para uma razão de 40%. Comparando os
resultado das análises com o artigo, é possı́vel observar o mesmo comporta-
mento, que o RVE com inclusão na forma de ’Y’ não gera acoplamento entre
distorções no plano e tensões normais. na Figura 12 foi plotado o gráfico com
os resultados obtidos.
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Figura 11: Malha da microestrutura com inclusão em forma de ’Y’ com 30%
da área.
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0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

R
ig

id
ez

 H
om

og
en

ei
za

d
a 

N
or

m
al

iz
ad

a

Fração do volume do furo

D11

D22

D12

D66

D16

D26

Figura 12: Gráfico que relaciona os coeficientes da matriz de rigidez com a
fração de área de do furo em forma de ’Y’. Gráfico originado dos resultados
obtidos com a técnica implementada.



3 MODELAGEM MULTI ESCALA VISCOELÁSTICA

Neste capı́tulo é mostrada a formulação da modelagem multi es-
cala para materiais viscoelásticos que estão submetidos a uma solicitação
harmônica. A teoria de viscoelásticidade apresentada é baseada do livro de
(CHRISTENSEN, 2003). Primeiramente são vistos os modelos de materiais
reológicos unidimensionais, e posteriormente sua expansão para modelos
tridimensionais. Logo após é implementado o modelo viscoelástico nos
modelos de multi escala, é apresentado como obter as propriedades vis-
coelásticas homogeneizadas do RVE analisado. Também é apresentado a
implementação computacional e por fim os exemplos numéricos.

3.1 MODELO REOLÓGICO UNIDIMENSIONAL

Consideremos um material isotrópico viscoelástico linear onde a
relação tensão-deformação é dado por

σ(t) =
∫ t

−∞

Gα(t− τ)
dε(τ)

dτ
dτ (3.1)

onde Gα é o módulo complexo, e t é o tempo e τ a variável de integração.
É possı́vel separar a relação constitutiva em duas partes, designadas através
de α = 1 ou 2 subscrito referindo respectivamente, parte desviadora e vo-
lumétrica. O modelo prevê qualquer tipo de histórico de deformação. Con-
siderando um histórico de deformação particular em que a deformação é
harmônica de amplitude e frequência constante, descrita por,

ε
a(τ) = ε0 eiωτ , (3.2)

onde εa(t) é a deformação alternante no instante τ , ε0 é a amplitude de
deformação, ω é a frequência de excitação e i é a unidade complexa. Substi-
tuindo (3.2) em (3.1), temos

σ(τ) =
∫ t

−∞

Gα(t− τ)
d(ε0 eiωτ)

dτ
dτ. (3.3)

37
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Admita-se que o módulo complexo pode ser dividido em duas partes, uma
dependente do tempo e outra constante no tempo:

Gα(t) = G̊α + Ĝα(t), (3.4)

onde G̊α é o módulo complexo constante durante o tempo e o Ĝ é o módulo
complexo variável no tempo, sendo este último satisfaz à seguinte proprie-
dade:

Ĝα(t)→ 0 quando t→ ∞, (3.5)

como consequência, tem-se que

Gα(t) = G̊α t→ ∞. (3.6)

Substituindo os termos definidos anteriormente na equação (3.4) ficamos com

σ
a =

∫ t

−∞

G̊α

d(ε0 eiωτ)

dτ
dτ︸ ︷︷ ︸

A(t)

+
∫ t

−∞

Ĝα(t− τ)
d(ε0 eiωτ)

dτ
dτ︸ ︷︷ ︸

B(t)

. (3.7)

Integrando o termo A(t),

A(t) = G̊α ε0eiωτ

∣∣∣t
−∞

, (3.8)

e substituindo os limites, temos

A(t) = G̊α ε0

[
eiω t − eiω(−∞)

]
, (3.9)

como
limeiωτ ,τ →−∞ = 0, (3.10)

resulta a seguinte equação,

A = G̊α ε0eiωt . (3.11)

Integrando a segunda parte, B(t),

B(t) = ε0iω
∫ t

−∞

Ĝα(t− τ)eiωτ dτ, (3.12)
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realizando a troca das variáveis temporais para η ,

η = t− τ → τ = t−η , (3.13)

derivando,
dτ =−dη (3.14)

e trocando os limites da integral quando τ ≥−∞,

η = t− (−∞) = ∞ (3.15)

e τ = t
η = t− t = 0. (3.16)

Substituindo o que foi definido na equação (3.12), ficamos com a seguinte
integral

B(t) = ε0iω
∫ 0

∞

Ĝα(η)eiω(t−η)(−1)dη , (3.17)

ao trocarmos o limite superior pelo inferior e trocamos o sinal da integral,
obtém-se

B(t) = ε0iω
∫

∞

0
Ĝα(η)eiω(t−η)dη . (3.18)

Utilizando as propriedades de potência, separa-se os termos da exponencial,

B(t) = ε0iω
∫

∞

0
Ĝα(η)eiωte−iωη dη , (3.19)

como o termo eiωt é constante em função de η , é possı́vel retirá-lo da integral,
ficando com a expressão

B(t) = ε0iω
∫

∞

0
Ĝα(η)e−iωη dη eiωt , (3.20)

expandido a parcela e−iωη usando a identidade trigonométrica de Euler,

e−iωη = cos(ωη)− i sen(ωη), (3.21)

e substituindo na equação (3.20) e organizando os termos, temos

B(t) =
[

iω
∫

∞

0
Ĝα(η)cos(ωη)dη +ω

∫
∞

0
Ĝα(η) sen(ωη)dη

]
ε0eiωt .

(3.22)
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Ao substituirmos as equações (3.11, 3.22) em (3.7) temos,

σ
a = G̊α ε0eiωt +

[
iω
∫

∞

0
Ĝα(η)cos(ωη)dη +ω

∫
∞

0
Ĝα(η) sen(ωη)dη

]
ε0eiωt(3.23)

Organizando os termos e isolando a amplitude de deformação alternante em
evidência, temos

σ
a =

[
G̊α +ω

∫
∞

0
Ĝα(η) sen(ωη)dη + iω

∫
∞

0
Ĝα(η)cos(ωη)dη

]
ε0eiωt ,(3.24)

pode-se identificar que o termo entre colchetes é uma entidade que relaciona
uma deformação alternante, ε0eiωt , com a tensão alternante, σa, defini-se a
seguinte equação,

σ
a = G?

α(iω) ε0eiωt , (3.25)

onde G?
α é o módulo complexo que depende apenas da frequência de

excitação, e pode ser dividido em parte real e imaginária,

G?
α(iω) = G′α(ω)+ iG′′α(ω) (3.26)

sendo, G′α é o módulo dinâmico e G′′α é o módulo de perda, onde cada parcela
é definida da equação (3.24) por,

G′α(ω) = G̊α +ω

∫
∞

0
Ĝα(η) sen(ωη)dη , (3.27)

G′′α(ω) = ω

∫
∞

0
Ĝα(η)cos(ωη)dη . (3.28)

Outra entidade definida é a tangente do ângulo de defasagem (tanφ ) que é
escrito em função da razão entre os módulos de perda e o módulo dinâmico,
representa pela expressão

tanφ =

[
G′′α(ω)

G′α(ω)

]
. (3.29)

As equações (3.26) e (3.29) representam as relações constitutivas vis-
coelásticas para excitação definida por um histórico de deformação de
amplitudes e frequência constantes.



3.2 Modelo tridimensional 41

3.2 MODELO TRIDIMENSIONAL

Nesta seção é apresentado como obter o comportamento do material
viscoelástico isotrópico sob uma solicitação harmônica triaxial, a partir do
modelo reológico unidimensional.

Aplicando os conhecimentos de mecânica dos sólidos dividimos o ten-
sor tensão em duas partes independentes

σσσ = sss+ σ̄ , (3.30)

onde sss é o tensor tensão deviatórico, e σ̄ é o tensor tensão volumétrico cada
um deles é definido no domı́nio da frequência por

sss(iω) = G?
1(iω) : eee(ω), (3.31)

onde eee é o tensor deformação deviatórico, definido

eee = εεε− 1
3

tr(εεε)111, (3.32)

e a segunda parcela do segundo termo da equação (3.30) é definido pela ex-
pressão

σ̄(iω) = G?
2(iω) : Θ(ω), (3.33)

onde Θ é o tensor deformação volumétrico definido por,

Θ ≡ tr(εεε)111 (3.34)

Define-se o tensor de comportamento dinâmico pela expressão

G≡ ∂σσσ

∂εεε
(3.35)

e substituindo a equação (3.35) em (3.30), tem se

G=
∂

∂εεε
(sss+ σ̄) , (3.36)
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usando a regra da cadeia e expandindo a derivada, obtém-se

G=
∂ sss
∂eee

∂eee
∂εεε︸ ︷︷ ︸

G1

+
∂ σ̄

∂Θ

∂Θ

∂εεε︸ ︷︷ ︸
G2

. (3.37)

Os tensores G1 e G2 são os tensores dinâmico deviatórico e vo-
lumétrico respectivamente. Uma vez identificadas as parcelas que compõem
o tensor de comportamento dinâmico, pode-se trabalhar de forma indepen-
dente com cada uma delas. Em relação ao tensor deviatórico se tem da
definição,

G1 =
∂ sss
∂eee

∂eee
∂εεε

. (3.38)

Substituindo os termos pelas equações (3.31) e (3.32) temos

G1 =
∂

∂eee
(G?

1eee)
∂

∂εεε

(
εεε− 1

3
tr(εεε)111

)
. (3.39)

Derivando os termos ficamos com

G1 = G?
1

(
III− 1

3
111⊗111

)
. (3.40)

Substituindo G?
1 pela sua forma polar, tem-se a expressão

G1 =
(
G′1 + iG′′1

)(
III− 1

3
111⊗111

)
, (3.41)

onde III é o tensor identidade de 4ª ordem e 111 é o tensor de identidade de
2ª ordem. Para G2 temos as mesmas etapas para obter o módulo dinâmico
volumétrico,

G2 =
∂ σ̄

∂Θ

∂Θ

∂εεε
. (3.42)

Substituindo as equações (3.33, 3.34),

G2 =
∂

∂Θ
(G?

2Θ)
∂

∂εεε

(
tr(εεε)111

)
, (3.43)

e derivando temos
G2 = G?

2(111⊗111). (3.44)
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Substituindo G?
2 pela sua forma polar, obtém-se a equação

G2 =
(
G′2 + iG′′2

)
(111⊗111). (3.45)

Somando os dois termos que compõem o tensor de comportamento dinâmico,

G=G1 +G2, (3.46)

resulta a seguinte expressão

G=
(
G′1 + iG′′1

)(
III− 1

3
111⊗111

)
+
(
G′2 + iG′′2

)
(111⊗111) (3.47)

Agrupando os termos reais e os imaginários, obtemos

G= G′1

(
III− 1

3
111⊗111

)
+G′2(111⊗111)+ i

[
G′′1

(
1
3

111⊗111
)
+G′′2(111⊗111)

]
.

(3.48)
Tem-se como definir a parte real e a parte imaginária do tensor de comporta-
mento dinâmico. A parte real é dada por,

G′ = G′1

(
III− 1

3
111⊗111

)
+G′2(111⊗111), (3.49)

onde G′ é o tensor de elasticidade e o tensor de perda representada por G′′,
fica da seguinte forma,

G′′ = G′′1

(
III− 1

3
111⊗111

)
+G′′2(111⊗111). (3.50)

A soma das duas partes é o tensor de comportamento dinâmico, representado
pela expressão,

G=G′+ iG′′. (3.51)

A relação constitutiva viscoelástica triaxial é representada pela equação,

σσσ(iω) =G(iω) : εεε(ω). (3.52)
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3.3 MODELAGEM MULTI ESCALA VISCOELÁSTICA

Nesta seção é apresentada a implementação do modelo de material
viscoelástico no modelo multi escala proposto no capı́tulo anterior.

3.3.1 Definição dos tensores deformação

Para uma frequência ω dada, a estrutura matemática do problema de
equilı́brio no domı́nio da frequência é análogo ao de um caso estático, com
a diferença que os campos de deformação, tensão e tensor material são gran-
dezas complexas dependentes da frequência de excitação. Adicionalmente,
no modelo de viscoelasticidade linear, como seu nome indica, esta relação de
campos é consequentemente linear. Assim a abordagem de homogeneização
utilizada no Capı́tulo 2 para problemas de elasticidade linear quase estática se
repete para o presente caso, com a consideração de se trabalhar com campos
de grandezas complexas.

No modelo proposto, a macroescala relaciona-se com a microescala
através do tensor de deformação macroscópica. Se a macroescala está so-
frendo solicitações harmônicas, pode-se definir o tensor deformação ma-
croscópico dependente da frequência, definido pela expressão

ε̄εε(xxx,ω, t) = εεε0 eiωt . (3.53)

Substituindo o tensor deformação macroscópico na equação (2.3) fica-se com
a seguinte decomposição aditiva do deslocamento microscópico

uuuµ(yyy,ω, t) = ε̄εε(xxx,ω, t)yyy+ ũuuµ(yyy,ω, t), (3.54)

e o tensor deformação fica com a seguinte decomposição

εεεµ(yyy,ω, t) = ε̄εε(xxx,ω, t)+∇
sũuuµ(yyy,ω, t). (3.55)

3.3.2 Tensor de tensão viscoelástico

No modelo linear, pode-se ver na equação (2.26) o campo de desloca-
mentos flutuantes é a resposta mecânica para que o RVE entre em equilı́brio
com um termo de carga produzido pela deformação macroscópica. O modelo
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viscoelástico tem o mesmo comportamento em relação ao campo de desloca-
mentos flutuantes, definido pela expressão,∫

Ωµ

G(iω) : ∇
sũuu(yyy,ω, t) : ∇

s
ηηηdV =−

∫
Ωµ

G(iω) : ε̄εε(xxx,ω) : ∇
s
ηηηdV. (3.56)

Cabe destacar ainda que, devido a presente análise ter sido restrita a microes-
truturas de comportamento viscoelástico linear, esse tipo de comportamente
quando submetido a uma deformação harmônica e amplitude e frequência
constantes, a equação de equilı́brio (3.56) define uma relação linear entre o
campo de deslocamento microscópico ũuuµ e a deformação macroscópica ε̄εε .

3.3.3 Tensor de comportamento dinâmico homogeneizado

O cálculo do tensor de comportamento dinâmico homogeneizado se-
gue a mesma sequência apresentada no capı́tulo anterior. A parcela linear é
realizada de seguinte maneira,

GT (iω) =
m

∑
n=1

[γn Gn(iω)] , (3.57)

Onde γn é a fração volumétrica da fase n,

γ
n =

V n

Vµ

. (3.58)

Para a parcela flutuante, de forma análoga à equação (2.54)[
G̃(iω)

]
kli j =

1
Vµ

∫
Ωµ

[
Gµ(yyy, iω)

]
kl pq [∇

sũuui j(yyy, iω)]pq dV (eeek⊗ eeel⊗ eeei⊗ eee j)

(3.59)
onde G̃ foi definido como

G̃(iω) =
1

Vµ

∫
Ωµ

G(yyy, iω) : ∇
sũuuci j(yyy, iω)dV (3.60)

Somando as duas parcelas ficamos com

σσσ µ(xxx,ω) =GT (iω) : ε̄εε(xxx,ω, t)+ G̃(iω) : ε̄εε(xxx,ω, t), (3.61)
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e o tensor de comportamento dinâmico homogeneizado é constituı́do da soma
das duas parcelas, a linear e a flutuante

Gh(iω) =GT (iω)+ G̃(iω). (3.62)

3.4 IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL

Nesta seção é apresentada a implementação computacional do tensor
constitutivo viscoelástico em função da frequência. A implementação com-
putacional das outras entidades foi apresentado no capı́tulo anterior.

Como vimos, o tensor de comportamento dinâmico é composto por
uma parte real e outra parte imaginária, demostrada pela expressão

G=G′+ iG′′, (3.63)

onde cada parcela é representada por

G′ = G′1

(
III− 1

3
(111⊗111)

)
+G′2(111⊗111), (3.64)

G′′ = G′′1

(
III− 1

3
(111⊗111)

)
+G′′2(111⊗111). (3.65)

Definindo os operadores,
I1 = (111⊗111), (3.66)

para substituirmos nas equações (3.64, 3.65) e passando para anotação indi-
cial utilizando o operador delta de Kronecker,δ , ficamos com

I1 = δi jδkl . (3.67)

Define-se um segundo operador

I2 = III = δikδ jl +δilδ jk, (3.68)

e, por último, um terceiro operador que é uma relação entre os dois anteriores

I3 = I2−
1
3
I1. (3.69)
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Substituindo os operadores nas equações (3.64, 3.65) temos,

G′ = G′1I3 +G′2I1, (3.70)

G′′ = G′′1I3 +G′′2I1. (3.71)

Assim tem-se o tensor de comportamento dinâmico à ser usado na
implementação computacional

G? = G′+ iG′′. (3.72)

3.5 ASPECTOS COMPUTACIONAIS

A implementação do código para o comportamento do material vis-
coelástico não tem muitos problemas. Uma restrição que foi observada é a
resolução do sistema linear (limitada pelo hardware e software utilizado), por-
que resolver sistemas lineares complexos tem maior gasto computacional. No
modelo viscoelástico possui parcelas complexas associados a matriz de rigi-
dez do material, consequentemente aumentando a dependência das equações
no sistema linear.

3.6 EXEMPLOS NUMÉRICOS

Nesta seção são apresentados dois exemplos numéricos. O primeiro
modelo é a reprodução das homogeneizações das análises do artigo (YI; PARK;
YOUN, 2000) onde são realizadas várias análises para determinação das pro-
priedades homogeneizadas de RVE’s bidimensionais. O segundo exemplo
numérico é proposta a determinação das propriedades homogeneizadas de um
RVE tridimensional sobre deformação com amplitude e frequência constante
no tempo.

3.6.1 Exemplo numérico

O artigo propõem projetar microestruturas compostas de materiais vis-
coelásticos otimizando as propriedades de amortecimento homogeneizadas
dado uma função objetivo. Para determinar a melhor microestrutura o artigo
apresentou a técnica de otimização topológica, onde foi determinada a densi-
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dade do material de cada elemento finito, variando entre 0 e 1, onde 1 é um
material e 0 é outro.

Todas as análises são feitas a partir de um compósito padrão. Esse
sendo um RVE quadrado, com aresta composta de 12 elementos finitos bi-
lineares estruturados, são 144 elementos no RVE. A classe de condição de
contorno que é utilizada para as análises é a de deslocamentos periódicos no
contorno.

3.6.1.1 Exemplo 1

Neste primeiro exemplo, a microestrutura é composta de um material
de fase elástica e outro de fase viscoelástica. O material de fase elástica tem
as seguintes propriedades:

E = 70 ν = 0.22, (3.73)

já o material de comportamento viscoelástico,

E(t) = 1+2.5e−t
ν = 0.35 (3.74)

A microestrutura inicial em todas as análises do artigo é quadrada com
uma inclusão circular no centro do RVE, demonstrada na Figura 13 (a). A
proporção entre materiais é de 50% para cada um, é definido como Compósito
1 o RVE inicial com material elástico na inclusão e o material viscoelástico
por fora. O Compósito 2 o RVE inicial com troca de materiais um pelo outro.
No primeiro exemplo tem as seguintes restrições:

max tanδ11(ω)(= tanδ22(ω)) onde ω = 0.5 (3.75)

su jeito


G′11(ω) = G′22(ω)≥ 15.0
proporção de 50% entre materiais
2 planos de simetria geométrica.

(3.76)

Dadas essas restrições a microestrutura ótima apresentada no artigo é repre-
sentada na Figura 13 (b). Na Tabela 2 são apresentados os dados obtidos da
homogeneização das microestruturas analisadas.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 13: Malhas que foram utilizadas nos ensaios numéricos. A malha(a)
é o Compósito 1 e 2, em (b) é o Compósito ótimo do exemplo 1, em (c) é o
Compósito ótimo do exemplo 2, em (d) é o Compósito ótimo do exemplo 3.
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Analisando os resultados apresentados na Tabela 2, é possı́vel cons-
tatar a variação dos resultados do artigo e do método implementado. Essa
diferença é dada pela forma que são tratadas as propriedades do material
no método de elementos finitos. No artigo as propriedades do material nos
elementos finitos pode variar linearmente de um material para outro. Na
implementação proposta foi adotado um material ou outro, de acordo com
a imagem da microestrutura apresentada no artigo. No caso da microestru-
tura inicial (Compósito 1 e 2), dos 144 elementos, 68 elementos pertencem a
inclusão e 76 elementos a matriz. No módulo dinâmico as diferenças foram
no máximo de 8.5%, mas no módulo de perda e no tangente foi de até 40%.
Já no Compósito Ótimo (Figura 13b) a diferença de valores foi menor, no
módulo dinâmico ficou 6.8%, já no módulo de perda foi a maior diferença,
37% e no tangente ficou 0.2%.

O gráfico representado na Figura 14 representa a evolução do módulo
dinâmico, módulo de perda(gráfico da esquerda) e tangente(gráfico da direita)
dos Compósito 1 em azul, Compósito 2 em vermelho e em verde o Compósito
Ótimo. Observando o gráfico da esquerda é possı́vel perceber a mudança
de comportamento dos Compósitos relacionando os módulos dinâmico e de
perda com a frequência, a linha contı́nua é o modulo dinâmico. Ao lado
esquerdo do gráfico tem-se o comportamento borrachoso e ao lado direito
o comportamento vı́treo. A linha tracejada representa o módulo de perda
que atinge os seus maiores valores juntamente no intervalo da frequência
de transição do comportamento borrachoso para vı́treo do módulo dinâmico,
fora desse intervalo o valor do módulo de perda tende a zero. No gráfico
da direita tem-se a evolução da tangente em relação da frequência dos três
Compósitos analisados. A linha azul representando o Compósito 1 tem seu
maior valor na intersecção com a linha preta na vertical essa representando
a frequência de 0.5. Os Compósitos 2 e o Ótimo tem valores máximos
a direita da linha preta vertical, ou seja, caso a análise ocorresse em uma
frequência maior esses compósitos teriam capacidade de dissipar mais ener-
gia em relação a frequência de referência.
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3.6.1.2 Exemplo 2

No segundo exemplo são usados os mesmos materiais do primeiro
exemplo. A microestrutura está sobre excitação harmonica unidirecional. É
proposto que a microestrutura tenha maior capacidade de dissipar mais ener-
gia na direção da excitação a uma determinada frequência. As restrições da
microestrutura são:

max tanδ11(ω) onde ω = 0.5 (3.77)

su jeito

{
G′11(ω) = G′22(ω)≥ 15.0
1 plano de simetria geométrica.

(3.78)

O Compósito Ótimo para essas restrições está representado na Figura 13(c).
Os resultados obtidos são apresentados na Tabela 3 em conjunto com os re-
sultados do artigo. Na Tabela 3, constata-se novamente uma variação nos
resultados do artigo comparado com o método implementado. Essa diferença
é recorrente da forma que é tratado as propriedades do material no método
dos elementos finitos. Comparado os resultados, as diferenças são menores
que no exemplo 1, no módulo dinâmico é de 2.15%, no módulo de perda é de
2.52% e de 4,8% no tangente.
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uê
nc

ia
,ω

M
ód
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Nos gráficos representados na Figura 15 mostra a evolução do módulo
dinâmico, módulo de perda e tangente do Compósito Ótimo do exemplo
2. A linha preta na vertical é a frequência que foram obtido os dados
para a Tabela 3. Na esquerda da Figura 15 está o gráfico que relaciona o
módulo dinâmico(linha contı́nua) e o módulo de perda(linha tracejada) com
a frequência. Observando o gráfico da direita, onde relaciona o tangente com
a frequência, é possı́vel constatar que o ponto de máximo está na intersecção
com a linha vertical, atendendo a função objetivo do exemplo, equação
(3.77,3.78 )
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3.6.1.3 Exemplo 3

Neste exemplo foi utilizado dois materiais viscoelásticos para consti-
tuir a microestrutura. Para o material de fase viscoelástica 1 tem-se as seguin-
tes propriedades:

E(t) = 0.5+3e−
t

10 ν = 0.35, (3.79)

já o material de fase viscoelástica 2,

E(t) = 0.5+3e−t
ν = 0.35. (3.80)

Diferente dos outros exemplos foram analisadas duas frequências, uma de
0.04 onde um material de fase viscoelástica 1 tem grande amortecimento, e
outra frequência foi de 0.4 onde o outro material tem grande amortecimento.
Os Compósitos iniciais são os mesmos do exemplo 1, é uma microestrutura
com uma inclusão circular no meio. O Compósito 1 o material de fase vis-
coelástica 1 está na inclusão e o material de fase viscoelástica 2 está na matriz,
e vice-versa no Compósito 2. As restrições da microestrutura são:

max tanδ11(ω1)+ tanδ11(ω2) onde ω1 = 0.04, ω2 = 0.4 (3.81)

su jeito


G′11(ω1) = G′22(ω1),G′11(ω2) = G′22(ω2)

G′′11(ω1) = G′′22(ω1),G′′11(ω2) = G′′22(ω2)

proporção de 50% entre materiais
2 planos de simetria geométrica.

(3.82)

O Compósito Ótimo 1 está ilustrado na Figura 13(d), o Compósito Ótimo
2 não foi mostrado no artigo, então não foi possı́vel de fazer a análise. Na
Tabela 3 apresentam os valores obtidos nas análises.
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âm
ic

o,
G
′ 11
(ω

)
M

ód
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Comparando os valores obtidos da homogeneização com os do artigo,
constatasse que a variação é a menor dos três exemplos apresentados. O
motivo novamente é o tratamento das propriedades do material no método
dos elementos finitos. Neste exemplo não tem a variação de forma linear
de um material para outro. A maior diferença percentual dos valores foi de
3.25% no tangente à uma frequência de 0.04.
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Na esquerda da Figura 16 está o gráfico que representa a evolução do
módulo dinâmico e o módulo de perda em função da frequência, na direita
está a evolução do tangente em função da frequência. Na cor azul representa
o Compósito 1, em vermelho o Compósito 2 e em preto o Compósito Ótimo
1. As duas linhas em preto na vertical dos gráficos representam as frequências
que foram avaliadas na Tabela 3, a linha da esquerda é a frequência de 0.04
e da direita de 0.4. Interessante ressaltar que o Compósito 1, 2 e o Ótimo
tem a mesma razão entre os dois materiais. O comportamento na fase borra-
chosa e na fase vı́trea são iguais. A variação é ressaltada na transição entre
um comportamento e outro, relacionada diretamente com a configuração da
microestrutura do RVE.

3.6.2 Microestruturas tridimensionais

Neste último exemplo foi proposta uma análise para determinação das
propriedades homogeneizadas de uma microestrutura tridimensional. Esta
microestrutura é composta por dois materiais com fase viscoelástica distintas.

Para o material de fase viscoelástica 1 tem as seguintes propriedades:

E(t) = 250+200e−
t

0.5 ν = 0.35, (3.83)

já o material de fase viscoelástica 2,

E(t) = 250+100e−
t

50 ν = 0.35, (3.84)

A microestrutura foi definida da forma que tem três planos de simetria.
A configuração escolhida está ilustrada na Figura (17), o RVE é um cubo com
uma semiesfera centrada em cada face e um oitavo de esfera em cada vértice,
todas as esferas possuem o mesmo raio. Foi adotado essa configuração para
manter a condição de simetria dos planos e uma hipótese de que o comporta-
mento homogeneizado seja isotrópico.

Na análise, foi definido uma proporção de 40% de material para as
inclusões esféricas e 60% para a matriz, como mostra a Figura (17). O ele-
mento finito utilizado nas análises foi o hexaédrico de 8 nós, foi utilizada
malha estruturada onde todos os elementos possuı́am o mesmos tamanho. O
domı́nio é representado por um hexaedro composto pelos elementos, onde o
número de elementos em todas as arestas são os mesmos. Para definir qual
fase o elemento pertencia foi verificado se o centroide do mesmo cabia a uma
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Figura 17: Microestrutura proposta.

das esferas, caso sim, ele teria as propriedades da fase 2, caso não, recebia as
propriedades da fase 1.

Foi selecionado duas análises, uma aplicando a condição de contorno
de deslocamento linear no contorno e outra aplicando deslocamento periódico
no contorno. Ambas análises realizaram uma varredura na frequência para
obtenção das propriedades homogeneizadas.

A primeira análise foi realizada com condições de contorno lineares
no contorno, para aplicação da condição de contorno foi seguido a meto-
dologia demostrado anteriormente, é identificado os graus de liberdade que
pertencem a fronteira da microestrutura. Através de manipulações matrici-
ais são aplicados as condições de contorno nos graus de liberdade, que nesse
caso é definido que os deslocamentos flutuantes na fronteira da microestru-
tura é nulo. Na segunda análise para impor as condições de contorno foram
usadas manipulações matriciais, essas que são responsáveis para representar
o acoplamento entre as faces opostas da microestrutura. Os deslocamentos
flutuantes são livres, exceto os graus de liberdade nos vértices do contorno da
microestrutura.
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çã
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ód
ic

a.



64 3 MODELAGEM MULTI ESCALA VISCOELÁSTICA

Na Figura (18) está representa dois gráficos, o da esquerda relacio-
nando o módulo dinâmico e módulo de perda com a frequência. Analisando
o gráfico da esquerda, é possı́vel perceber que inicialmente o comportamento
homogeneizado é igual comparando as duas condições de contorno. Na
transição do módulo dinâmico do comportamento borrachudo para vı́treo, a
condição de contorno linear demostrou-se mais rı́gida, obtendo valores mai-
ores que a condição periódica. E no módulo de perda houve a inversão no
meio da transição, inicialmente a condição de contorno linear era levemente
maior que a condição de contorno periódica, por fim a condição periódica é
levemente maior que a linear. O comportamento do módulo de perda é repe-
tido no gráfico da direita que demostra a evolução do tangente em relação da
frequência.
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3.7 RESULTADOS

Os principais resultados foram obtidos pelos modelos numéricos para
a representação de propriedades utilizando homogeneização numérica. Os
modelos foram aplicados nos seguintes exemplos numéricos:

• Reprodução das homogeneizações numéricas de um Artigo (YANG;
BECKER, 2004b), que adota microestruturas bidimensionais composta
de material de comportamento linear.

• Reprodução das homogeneizações numéricas de um Artigo (YI; PARK;
YOUN, 2000), que trata microestruturas bidimensionais composta de
material de comportamento viscoelástico com histórico de deformação
e amplitude e frequência constantes.

• Representação das propriedades homogeneizadas de uma micro-
estrutura tridimensional composta de materiais de comportamento
viscoelástico com histórico de deformação e amplitude e frequência
constantes.

Embora os exemplos computacionais sejam simples, os resultados ob-
tidos são satisfatórios e com alto custo computacional. As operações reali-
zadas com as matrizes de projeção para impor as condições de contorno tem
muito gasto computacional. Mas o fator limitador foi a resolução do sistemas
lineares com parcelas complexas, que exigia grande capacidade de memória
para resolve-lo.

Um dos pontos a ser ressaltado no trabalho é o método proposto para
determinação das propriedades homogeneizadas, simples de ser implemen-
tado, tem-se a possibilidade de paralelização dessa etapa, assim reduzindo o
tempo.

O método proposto mostra-se adequado perante uma análise do artigo
(YANG; BECKER, 2004b), onde no artigo fornecia como resposta um acopla-
mento entre tensões normais e distorções no plano, porém a microestrutura
é bidimensional e possui dois planos de simetria. Por fim não deve ter aco-
plamento entre tensões normais e distorções no plano, como foi obtido pelo
método apresentado no artigo.
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4 CONCLUSÃO

O presente trabalho teve como propósito desenvolver a representação
das propriedades homogeneizadas de microestruturas heterogêneas, cuja a
motivação está na necessidade de estabelecer uma relação entre a micro-
estrutura e o histórico de deformação macroscópicos. Neste trabalho fo-
ram adotados modelos computacionais com as seguintes caracterı́sticas: um
com comportamento elástico linear e outro viscoelástico com histórico de
deformação e amplitude constante. Inicialmente foi desenvolvida a modela-
gem para representação de propriedades homogeneizadas de microestruturas
de materiais com comportamento elástico linear. Em seguida foi dada con-
tinuidade para a representação de propriedades homogeneizadas de microes-
truturas composta de materiais com o comportamento viscoelástico. Por fim,
apresenta-se os resultados do trabalho que são satisfatórios e com alto custo
computacional.

Os objetivos gerais atingidos neste trabalho são:

i) implementação computacional das diferentes representações de proprieda-
des homogeneizadas de microestruturas. Essas compostas de materiais
com comportamento elástico linear e viscoelástico.

ii) implementação das classes de condições de contorno da modelagem multi
escala.

iii) aprendizagem do modelo constitutivo de materiais viscoelásticos com
histórico de deformação com amplitude e frequência constantes.

4.1 PROPOSTAS DE ESTUDO

Ao longo do desenvolvimento do trabalho percebeu-se possı́veis ou-
tras propostas de estudo. Essas são:

• melhorar o algoritmo para realizar homogeneização com maior capaci-
dade de informação.

• implementar o código em um software comercial.

• realizar homogeneizações com modelos de microestruturas não
isotrópicas.

• implementação dos modelos viscoelásticos dependente do tempo.

67
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• aplicação do modelo em análise experimentais, por exemplo,
identificação das propriedades homogeneizadas do asfalto.
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