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RESUMO

O método de homogeneiza¢do é uma forma de se obter as propriedades ho-
mogeneizadas de uma microestrutura em uma analise multi escala. E aplicado
esse modelo para obter as propriedades homogeneizadas de microestruturas
compostas de fases viscoeldsticas, submetido a um histérico de deformacio
de amplitudes constantes. Foi utilizado a modelagem multi escala e suas clas-
ses de condi¢@o de contorno para obter uma metodologia para determinar a
relacdo constitutiva homogeneizada de microestruturas inicialmente eldstica
linear e por fim viscoelasticas. As andlises foram reproduzidas utilizando o
método de elementos finitos. Foi demostrado como aplicar as classes de multi
escala e o algoritmo para obtencdo das propriedades homogeneizadas. Foram
reproduzidos os resultados das andlises de alguns artigos, em um dos casos
alcancando resultado muito satisfatério. Os resultados obtidos demostra que
a modelagem multi escala é um método que tem a capacidade de prever o
comportamento homogeneizado de uma microestrutura, porém com um alto
custo computacional.

Palavras-chave: homogeneizacdo, multi escala, viscoeldsticidade.
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ABSTRACT

The homogenization method is a way to get the properties of a homogenised

microstructure in a multi scale analysis. This model is applied to obtain the
properties of homogenised composite microstructures of viscoelastic phase,
subjected to a history of deformation of constant amplitude. Multi scale
modelling was used and its classes of boundary condition for a methodology
to determine the constitutive relationship of initially linear elastic microstruc-
tures homogenized and finally viscoelastic. The analyses were reproduced
using the finite element method. It was demonstrated how to apply multi
scale classes and the algorithm for obtaining the homogenized properties.
Were reproduced the results of analyses of some articles, in one case reaching
a result very satisfactory. The results obtained demonstrates that modeling
multi scale is a method that has the ability to predict the behavior of a
homogenized, but with a high computational cost.

Keywords: homogenization, multi-scale, viscoelasticity.
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1 INTRODUCAO

Em diversos ramos da ciéncia existe a necessidade de conhecer a res-
posta de um corpo a um determinado estimulo. Inicialmente essa questdo
era respondia pela observacido e criacdo de modelos para prever o comporta-
mento do fendmeno. Estes modelos dependiam de varidveis internas, e para
cada fendmeno tens varidveis diferentes. Particularizando esses fendmenos
para dreas como: aeroespacial, automotiva, civil, escoamento de fluidos e ou-
tras, esses modelos comecavam a ficar mais dificil de ser previsto através e
modelagem matematica. Devido essa grande dificuldade de conseguir predi-
zer alguns fendmenos sdo propostos outros modelos. Para determinagdo de
comportamento de material é proposto uma modelagem multi escala. Essa
abordagem obtém a resposta constitutiva partindo de hipétese que o material
pode ser representado através de duas ou mais escalas de comprimento, onde
¢é possivel correlacionar as escalas. Essa troca de informacdes entre escalas
permite maior capacidade de representar o comportamento do material.

Atualmente é ampla a bibliografia disponivel em relagdo as técnicas
de homogeneizacdo. Neste contexto pode-se citar alguns trabalhos que apre-
sentaram contribui¢des para a homogeneizagdo em métodos multi escala. Em
1999 (MICHEL; MOULINEC; SUQUET, 1999), foi apresentado o estudo para o
célculo do comportamento homogeneizado de materiais compostos que pos-
suam microestrutura periédica. Foram abordados dois métodos numéricos
para determinacdio do comportamento da microestrutura, os métodos foram
comparados e discutidos nos requisitos de custo computacional e capaci-
dade de representagdo do comportamento. Abordagens similares sdo vistas
em (MIEHE, 1999) (KOUZNETSOVA; BREKELMANS; BAAIJENS, 2001) (MIEHE;
KOCH, 2002) (GEERS; KOUZNETSOVA; BREKELMANS, 2003) (KOUZNETSOVA,
2002) (MIEHE, 2003) (YANG; BECKER, 2004a) (KOUZNETSOVA; GEERS; BRE-
KELMANS, 2004), podemos destacar o (KOUZNETSOVA, 2002) pelo condici-
onamento das condi¢des de contorno periddicas na andlise multi escala e as
condicdes de contorno de segunda ordem.

Em trabalhos como (BERGER et al., 2010) € utilizada a andlise multi
escala para predizer o comportamento de placas de material composto pie-
zoeléctrico com distribui¢@o aleatéria de fibras. A célula de andlise € cons-
tituida de forma aleatdria respeitando caracteristicas como propor¢do de fibra
para matriz.

A aplicacdo da andlise multi escala estd se difundindo em vdrias areas
onde € possivel identificar as caracteristicas da microestrutura, nos traba-
lhos (PODSHIVALOV; FISCHER; BAR-YOSEPH, 2011b) (PODSHIVALOV; FISCHER;



2 1 INTRODUCAO

BAR-YOSEPH, 2011a) é realizado um escaneamento tridimensional em alta
definicdo de ossos humanos, uma vez que identificado toda a microestrutura
Ossea. A andlise por elementos finitos multi escala é realizada com intencéo
de auxiliar os médicos no diagnéstico, prognéstico do tratamento, medica-
mentos € monitoramento.

Avancando sobre o modelo multi escala ja € possivel propor o in-
verso, conhecendo o comportamento desejado é possivel construir o mate-
rial de forma artificial. Para atender o comportamento desejado € utilizado
métodos de otimizagdo para obter as microestruturas. Além da mistura de
materiais e formas para criar microestruturas € possivel ter materiais que mu-
dam seu comportamento de acordo com a temperatura, por exemplo. Desta
forma € possivel projetar materiais com caracteristicas exclusivas, seja um
elastdmero com propriedades de rigidez e amortecimento diferentes em cada
direcdo do componente. Uma prétese para substituir uma parte de um o0sso
humano mantendo 0 mesmo comportamento mecanico.

Uma das dificuldades encontradas na modelagem multi escala é como
relacionar as escalas ou meios. Existem vdrias formas de correlacionar as
escalas, e cada uma delas tem as suas particularidades. Uma forma é fazer
a média do volume dos materiais pertencentes a microestrutura. Para obter
o comportamento adequado é necessdrio aplicar as hipéteses de comporta-
mento na microestrutura, ou seja, as consideracdes feitas para garantir que
um ponto material seja representado pela microestrutura. Essas consideracdes
sao chamadas de classe de multi escala, as classes basicas implicam em defi-
nir o comportamento da fronteira da microestrutura.

1.1 OBIJETIVOS

1.1.1 Objetivo geral

Implementacdo e obtencdo de propriedades viscoeldsticas de microes-
truturas via homogeniza¢do numérica, em microestruturas excitadas por um
histérico de deformacdo de amplitudes e frequéncias constantes

1.1.2 Objetivos especificos

» Realizar pesquisa exploratdria sobre os assuntos que envolvem a teoria
de homogeneizacdo, multi escala e viscoelasticidade;
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* Implementa¢do computacional do modelo eléstico linear;

e Implementacdo computacional do modelo tridimensional; vis-
coelastico.
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2 MODELAGEM MULTI ESCALA ELASTICA LINEAR

Neste capitulo serd apresentado a teoria de modelagem multiescala
para materiais com uma microestrutura de comportamento eldstico linear, ba-
seado no artigo de (De Souza Neto; FEDOO, 2006). Inicialmente sdo definidos
os dominios envolvidos nesta modelagem: macroscdpico, microscépico, e
como eles se relacionam a partir dos campos de deslocamento, deformacao e
tens@o definidos em cada dominio. Posteriormente sdo comentados aspectos
relativos a implementacdo numérica ((De Souza Neto; FEIJOO, 2006), (MIEHE;
KOCH, 2002), (KOUZNETSOVA, 2002)) e as formas de impor diferentes opgdes
de condigd@o de contorno. O capitulo ¢ finalizado com exemplos numéricos e
comparagdes de resultados.

2.1 MODELAGEM MULTI ESCALA

Considere-se um corpo no espaco %> com um dominio definido Q,
denominado dominio macroscopico que possua uma microestrutura definida
e muito menor que as dimensdes do corpo, representado pela Figura 1.
Denomina-se dominio da microescala, representado pelo simbolo, Q, a
regido que pelo seu tamanho permite a distingdo das diferentes geometrias e
fases de material existentes na microestrutura.

Considerando, por simplicidade apenas duas fases de material, s6lido
e vazio, a defini¢do do dominio da microescala é representado pela expressao
2.1).

Qu=Q,+Q, 2.D

Onde Qj; € o dominio ocupado pela fase sélida e Qj, € o dominio ocupado
pela fase “vazia”da microestrutura. Defini-se x € o vetor posicdo na ma-
croescala e por fim y é o vetor posi¢do na microescala. E considerado que
o contorno do dominio da microescala dQy ndo possui intersegdo com os
vazios do dominio da micro escala, ou seja, ndo existe a comunicagdo de um
poro com o contorno, representado pela equagao (2.2),

99, NQY =0 (2.2)

O dominio da microescala €2, estd ocupado pelo denominado Elemento re-
presentativo de volume representado pela sigla RVE, que € a prépria microes-
trutura do material na microescala. O RVE deve possuir dimensdes grandes
suficientes para permitir a obtenc¢do de propriedades homogeneizadas deste
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Q, = QU

Meio Macroscopico
(macroescala)

Meio Microscopico
(microescala)

Figura 1: Exemplo de dois dominios utilizados na modelagem multi escala

volume na macroescala, mas a0 mesmo tempo tem que ser pequeno sufi-
ciente para que seja representativo de um ponto material na macroescala.
Desta forma pode-se admitir continuidade para as fun¢des representativas dos
fendmenos que ocorrem no elemento e as propriedades nele contidas sdo va-
lores médios que podem ser associados a0 um ponto material na macroescala.

2.2 CAMPO DE DESLOCAMENTOS NA MICROESCALA

Na modelagem de problemas multi escala € possivel obter duas ou
mais escalas vinculadas entre si mediante uma perturbacao definida no campo
de deslocamentos, deformacdes ou tensdes.

Todos os modelos apresentados neste trabalho sdo guiados por
deformag@o. Entdo ao definir o campo de deslocamentos na microescala
considera-se uma perturbacdo originada de uma escala superior, que neste
caso vai ser da macroescala. O campo de deslocamentos € definido através
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de uma decomposi¢ao aditiva, apresentada na equacdo (2.3).

u#<yat):l_‘(x7t)+aﬂ(yvt) (2.3)

Deformagao
uniforme no RVE

(L]

Yy

<

RVE 1LM=§~y+ﬁ,

indeformado

Figura 2: Descomposicao aditiva da microescala

O campo de deslocamentos microscopicos dependente da varidvel y
€ representado por uy. # € o deslocamento macroscopico dependente da
posi¢do macroscopica x e a outra parcela da adicdo é o deslocamento flutu-
ante, it dependente da escala microscépica y. O deslocamento macroscépico
pode ser definido a partir do estado macroscépico de deformacio € avaliado
no ponto material x da macroescala e uma expansao linear em relagcdo a mi-
croescala y, € definido por,

B(x.1) = E(x.1) y(3.1). (2.4)
Assim substituindo a equacdo (2.4) em (2.3) temos:

uy(y,t) = &(x,t) y+ity(y,t) (2.5)
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2.3 TENSOR DE DEFORMACAO NA MICROESCALA

A definicdo do tensor de deformacao € o gradiente simétrico do campo
de deslocamentos representado pela equacao,

£=v'u (2.6)

Ao substituirmos o campo de deslocamentos da microescala (2.5) na
equagdo (2.6) e realizarmos algumas manipulagcdes matematicas ficamos com
a seguinte equacao:

= Vv (é(x,t) y) + Vi, (y,1)

= E(x,1)+ Vi (y,1)
= E(x,1)+E&u(y,1) 2.7

onde & denominado tensor deformagédo flutuante é o gradiente simétrico do
campo de deslocamentos flutuantes #,;.

Quando estamos trabalhando com duas ou mais escalas deseja-se em
geral identificar as propriedades homogeneizadas da menor escala. Para de-
terminar o €, denominado tensor deformagdo homogeneizado € aplicado
uma média volumétrica no dominio microscépico. A média volumétrica
¢ a integral do tensor deformagdo microscépico no dominio da microes-
cala, divido pelo volume do dominio. Devido a decomposi¢do aditiva do
campo de deslocamentos na microescala, na homogeneizaciao do tensor de
deformacgdo temos as mesmas duas parcelas. Uma, decorrente da deformagao
macroscOpica constante em todo dominio da microescala, e a segunda resul-
tante do campo de deslocamentos flutuantes:

1 n

ex(y,t) = ‘7/9 €y(y,t)dv
B
1

_ ﬁfgu (8Cr.0)+&(.1))av
1

= — E(x,1)+ Vi, (y,1)dV
U oy B0 T )

_ 1 v '
e,(y,t) = .c.‘(x,t)jtv—u/Q Vi (y,r)dvV (2.8)
/%
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2.4 EQUILIBRIO NO RVE

O RVE deve satisfazer as condi¢des de equilibrio em cada instante
do histérico de deformacdo da macroescala. Para isto, o tensor tensdo mi-
croscopico representado por 6, deve estar em equilibrio com os campos de
forgas no contorno e forgas de corpo, representados respectivamente por ¢ e
b. O RVE estd em equilibrio se somente satisfazer a seguinte equacao varia-
cional:

/O'u y,1):Vndv — /by, ‘ndv — / )ndA = 0
v €Y (2.9)

para cada instante de tempo ¢, onde ¥, € o espago dos deslocamentos virtuais
no RVE e 1 é deslocamento virtual.

Lembramos que o RVE é composto por mais de uma fase, aqui, por
simplicidade de apresentagdo, uma fase sdlida e outra vazia. A fase vazia
pode ser representado por poros, esses podendo estar vazios ou com um
liquido pressurizado. Expandindo a equacdo (2.9) para as fases sélida e vazia
do RVE obtemos a seguinte equacio,

/au y.1): VondV — /by, ndv — / )-ndA+

+/Qho'u(y7t)ivndV—/%b(y,t)-ndvzo vn €,
(2.10)

por outro lado, no dominio €2, também temos um estado de equilibrio des-
crito por,

/o‘u y,1):Vindv — /by, -ndV — / ) MdA=0  Ynevy

(2.11)
onde o campo de forgas internas no vazio, t*, é definido como forga exercida
sobre a parte sélida do dominio do RVE através do contorno sdlido-vazio,
89;’1. Ao substituir a equacdo (2.11) em (2.10) temos uma forma conveniente
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da equagdo para o equilibrio mecanico na parte sélida,
/ Gy (v,1): VndV — / b(y,1)-ndV — / )-ndA+
+/ ) NdA=0 mev, 2.12)

Nos casos onde os vazios representam poros livres de esforcos internos, a
ultima parcela do primeiro termo da equagdo (2.12) € nula. Quando existir
um fluido pressurizado nos vazios, a forca depende da pressao nos poros.
Outra fonte importante das forcas internas nos vazios ser diferente de zero,
pode ser o contato entre os lados opostos em um colapso de um poro com ou o
fechamento de fissura. Nestes casos a forca interna nos vazios é um funcional
dado pela histéria de deslocamento na interface sélido-vazio.

Se o campo tensorial 6 for suficientemente regular, as equagdes vari-
acionais do equilibrio (2.11) e (2.12), respectivamente na parte sélida e vazia
do RVE, podem ser escritas equivalentemente na forma diferencial,

divey (y,t) =b(y,t) Vye Q

divey (y,t) =b(y,t) VyeQ) (2.13)
ou(y,t)n=t(y,r) VyedQ

[ou(y,t)n] =0 Vy € 0Q),

onde n é o vetor normal unitdrio para fora e [6, (y,t)n] é o salto do campo
vetorial 6y n atravessando a interface sélido-vazio, aQu'.

No caso particular onde o dominio €2, representa uma regiao sem ma-
terial, ou seja, estritamente vazio, deve-se ter,

b(y,t)=0 Vy € Q) (2.14)

Neste caso, somente a superficies onde o campo de forgas ¢” mais o contorno
89;’1 precisam ser considerados na possivel contribui¢do do vazio ou poros
com o comportamento mecanico do RVE. No texto a seguir o estudo estarad
restrito a casos que satisfazem a condicao (2.14), isto é, forcas de corpo nulas
na fase vazia da microestrura.
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2.5 TENSAO HOMOGENEIZADA

Uma hipétese fundamental da teoria da homogeneizagdo, € que de
forma andloga a equacao (2.8) o tensor tensdo macroscépico homogeneizado
representado por G, no ponto X na macroescala é definido como a média
do campo de tensdo microscdpico, Gy, que por sua vez, € definido em cada
ponto do RVE. E possivel obter a equagdo para tensdo macroscépica homo-
geneizada,

cy(x,1) = —/ o, (y,1)dv (2.15)

E possivel expandir o tensor tensdo microscopico utilizando a
decomposicdo aditiva com uma parcela macroscopica e outra flutuante
semelhante ao campos de deformacao e deslocamento, assim obtendo,

1 1 ~
oy (x,t)= v G (x,1)dV + v/ @ (y,1)dv (2.16)
wJQy w Iy

Uma condi¢@o importante para tornar vélida a equacdo (2.15) é que o dominio
microscépico deve ser continuo, de modo que o conceito de tensdo permanega
valido na microescala. Assim, o RVE tem que ser grande suficiente para que
as premissas de mecanica do continuo possuam validade na microescala.

2.6 O PRINCIPIO DE HILL-MANDEL PARA MACRO-HOMOGENEI-
DADE

O principio de Hill-Mandel para macro-homogeneidade é fundamen-
tal para a formulacdo dos modelos constitutivos multi escala. Baseado em
argumentos fisicos, € postulado que a poténcia produzida pela tensdo ma-
croscopica deve ser igual a média volumétrica da poténcia produzida pelas
tensdes microscopicas no RVE. Este principio € escrito simbolicamente pela
equacao abaixo,

1
C.€=— Oy €,dV 2.17
V#‘/Qu . g ( )

Em um RVE caracterizado pelo campo tensorial 6, em equilibrio,
a equagdo (2.17), deve ser satisfeita para qualquer taxa do campo de
deformagdo microscopica, €,. Dentro da mesma ideia, a taxa do campo de
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deformagdes microscépico é:
£, =V, =8+Vi, wu €Y (2.18)

onde o ¥}, € o espaco velocidades flutuantes.

Em (De Souza Neto; FEJ60; NETO, 2006) prova-se que o principio de ma-
cro homogeneidade de Hill-Mandel € satisfeito se e somente se o trabalho
virtual das forgas externas ¢¢, e do campo de forgas de corpo b, no RVE sio
nulas, isto €,

/ #.MdA=0 e / b-ndv=0 vnev,. (2.19)
JoQy JQy

2.7 FORMULACAO DO PROBLEMA DE EQUILIBRIO MECANICO

A satisfacdo do principio de Hill-Mandell implica que ao substituir
este resultado na equagdo (2.19) em (2.12) se obtém a expressao

oy -V“‘ndV+/ t’(y,t)-ndA =0. (2.20)
Qu oy,

Caso as forcas no interior dos poros for zero, temos a seguinte equagao,
/ 6, -V'ndv =0. (2.21)
Qu

Em uma teoria puramente mecanica, é considerado que o tensor tensdo em um
ponto qualquer do dominio depende do histérico de deformacdo do ponto.
Entdo, existe um operador que relaciona o histérico de deformacdes com o
tensor tensdo, dado por

ou(x,y,t) =5y (s,l (x,y,t)) ) (2.22)

E expandindo o tensor deformacao microscépico chega-se a seguinte relagdo,

6,u(x,3,1) = Fu (é(x,t) +é(y,t)>. (2.23)
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Em casos eldsticos lineares o operador §, pode ser definido mediante o tensor
(C” denominado tensor de elasticidade de 4° ordem,

6, (x,y,t)=Cp:€u(x,y,1) VyeQyu (2.24)

Substituindo a equagdo (2.24) em (2.23), tem-se a relag@o constitutiva na mi-
croescala.

0,u(x,y,t)=Cp:&(x,1)+Cpy : Viay(y,t) (2.25)
Substituindo a equagdo (2.25) em (2.21) se obtem (2.26):
Cy: Vi, :Vndv = —/ Cy:€y:Vnav (2.26)
JQu Qy

Como pode-se ver na equagdo (2.26) o campo de deslocamentos flutuantes
é a resposta mecanica para que o RVE entre em equilibrio com um termo
de carga produzido pela deformagdo macroscopica. Cabe destacar ainda que,
devido a presente andlise ter sido restrita a microestruturas de comportamento
linear, a equag@o de equilibrio (2.26) define uma relagdo linear entre o campo
de deslocamento microscépico it e a deformacdo macroscopica €.

2.8 CLASSES DE MODELOS MULTI ESCALA

Até o presente momento, os espacos que definem os deslocamentos e
flutuacdes cinematicamente admissiveis incorporam restricdes minimas para
estabelecer a relacdo entre micro e macro escala. Porém, para tornar o pro-
blema na micro escala bem posto (passivel de ser resolvido e obter solucdo
tinica para o deslocamento flutuante &,,) € preciso adicionar novas restrigdes.
Cada tipo de restri¢do adicional sobre o campo de deslocamentos define uma
classe de homogeneizacdo. Podem-se listar 4 tipos:

* Modelo de Taylor ou deslocamentos uniforme no RVE;
¢ Deslocamentos lineares no contorno do RVE;

* Deslocamentos periddicos e tragdes anti-periddicas no contorno do
RVE;

» Tracdes constantes no contorno do RVE.
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2.8.1 Modelo de Taylor ou deslocamentos uniformes no RVE

O modelo proposto por Taylor define que os deslocamentos
no dominio do RVE sdo dados somente pela parte macroscépica da
decomposi¢cao aditiva do campo de deslocamentos, ou seja, ndo existe
deslocamentos flutuantes em todo dominio da micro escala. Incorporando na
equagdo (2.3), a condicdo que o campo de deslocamento flutuante é nulo em
todo o dominio, isto €,

i, (y,t)=0 Yy € Q, 2.27)
obtém-se que o campo de deslocamentos na microescala €,
ull(yvt):é(x7t)y VyEQ#, (228)

e consequentemente, o campo de deformacdes na microescala é constante e
coincidente com o valor de deformac¢ao macroscépico:

€u(y,t) =E&(x,1). (2.29)
Substituido este resultado na expressao das tensdes
o,u(y.t) =Tu(E(x,1)) Vy € Qy, (2.30)
consequentemente o tensor de tesdo homogeneizado fica,
6, = i/ Su@av=— [ Cuigav=" [ cuavie @31
Vi Joy, Vi Joy, Vi Joy

Identifica-se que a equagdo (2.31) ¢ uma média volumétrica do tensor de com-
portamento de cada fase do RVE. Considerando por exemplo que o dominio
do RVE tenham fases,

Q,=Q,UQ;UQ;...Q) (2.32)

Em cada fase o correspondente tensor de elasticidade € constante de modo que
a integral (2.31) se reduz ao somatério do volume de cada fase multiplicando
pelo tensor constitutivo da mesma, dividido pelo volume total do RVE:

m Vn
Gu= (Vu C”> (& (2.33)
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z

Onde V" é o volume da fase n no RVE e C" € o tensor constitutivo na fase
n do RVE. E possivel identificar mais uma propriedade de cada fase, que
nada mais é que a razdo entre o volume da fase e o volume da microescala,
representado por ",

Vn
=— (2.34)
Vu
ao substituirmos a equacdo (2.34) em (2.33) se obtém,
m
c,=) (YC"):& (2.35)
=1
=
CT

onde, CT é o tensor de elasticidade de Taylor ou tensor de elasticidade linear,
definido pela expressdo,

ct = i (y' C"). (2.36)
n=1

Neste caso particular defini-se o fensor tensdo homogeneizado linear repre-
sentado por 67, representado na seguinte equagio,

ol =C’:&. (2.37)
2.8.2 Modelo de deslocamentos lineares no contorno do RVE

Esta classe define que os deslocamentos no contorno do RVE sio li-
neares, ou equivalentemente, as flutuagdes na fronteira do RVE sdo nulas:

i, () =0  VyeoQ,. (2.38)

Desta forma, no contorno no RVE o deslocamento est4d dado apenas pela par-
cela linear definida pela deformacgdo macroscépica

uy (y,t) =£€(y,t)y Vy € Q. (2.39)

Na Figura 3 é demostrado a composi¢ao do campo de deslocamentos do RVE
quando € aplicado a classe de deslocamentos lineares no contorno.



16 2 MODELAGEM MULTI ESCALA ELASTICA LINEAR

Deslocamento Linear Deslocamento Flutuante
u=E¢& y u=0 Vyeoi,

]

L e (b)

Deslocamento
microscopico =

(c)

Figura 3: Composi¢do do campo de deslocamentos para o modelo de deslo-
camentos lineares no contorno.

2.8.3 Deslocamentos periodicos no contorno do RVE

Este modelo postula que o conjunto de deslocamentos admissiveis é
composto por aqueles que possuem periodicidade na fronteira do RVE. Para
facilitar o entendimento desta condi¢do considere um RVE retangular como
o ilustrado na Figura 3(b). O contorno estd formado por quatro segmentos
suaves sendo que cada segmento possui um segmento oposto,dQt e Q.
denominados respectivamente conforno positivo do RVE e contorno negativo
do RVE. A unido dos dois conjuntos fornece o contorno do RVE.

IQy = 9Q; UIQ, (2.40)

Para cada ponto y™ no contorno positivo existe o ponto correspondente y~ no
contorno negativo. Esses dois pontos formam um par, {y*,y~}, que devem
satisfazer a seguinte restricdo no deslocamento:

iy (y.t) =i, (y*,1) Vpar{y",y"} € 0Q,. (2.41)
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Figura 4: Entidades envolvidas no classe de modelo de deslocamentos flutu-
antes periddicos no contorno

Da mesma forma, o vetor normal para fora, 7, em um ponto do contorno posi-
tivo tem o sentido oposto no seu correspondente ponto no contorno negativo

hedQ, =-hecdQ (2.42)
Utilizando a mesma anotacdo que foram usadas para os deslocamentos,
A (y 1) =—a"(y"1). (2.43)

E possivel provar que estas condi¢des de periodicidade nos deslocamentos
trazem como consequéncia a seguinte propriedade de anti-periodicidade nas
forcas de superficie atuando no contorno do RVE (De Souza Neto; FEJ60; NETO,
2006):

t°(y" ) =—t(y ,t)  Vpar{y",y } € (2.44)

Para melhor compreensdo, € possivel visualizar as entidades na Figura 4

2.8.4 Modelo de forcas externas constantes no contorno do RVE

Essa classe de condi¢des de contorno é baseada na minima restri¢ao do
deslocamento do contorno do RVE, sendo também a tnica guiada pelo estado
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t(y.1)=0(x,1)-A(y)

Figura 5: Forcas externas constantes no contorno

de tensdes na macroescala. A condigdo estabelece que as forcas de superficie
no contorno da microestrutura sejam iguais ao produto do tensor de tensdes
homogeneizado no ponto x pela normal correspondente a superficie do RVE:

t(y,t) =0y (y,t)a(y) =0 (x,1) A(y) Vy € 0Qy (2.45)

Esta condicdo estd ilustrada na Figura 5
2.9 TENSOR DE ELASTICIDADE HOMOGENEIZADO

Considerando a equagdo (1.15) que define o tensor tensdo homogenei-
zado

1
o,(x,t) = —/ 6u(y,1)dv (2.46)
Vi Jay
e substituindo o 6, pelo modelo de elasticidade linear

obtém a expressio,

1 1
ou(x,t) = — Cudv .84+ — C,:Viudv (2.48)
Vi Jay 8 Vi Jay 8
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ou(x,1) = o} + 6, (2.49)
E fécil notar que no modelo de elasticidade linear a tensdo homogeneizada
depende linearmente do tensor &, pois em (2.48) o deslocamento flutuante
i1, também depende linearmente de € através de (2.26). Considerando que
E=¢; (e;@e j), definem-se, por conveniéncia, os deslocamentos #;;, solugao
dos problemas variacionais lineares
/ v'n:Cy :Vsa,»jdvz/ VN :CudV: (ei®e) ey i,j=1,23 e,

Qu Qu

(2.50)
Obtidos estes deslocamentos, € possivel reconstruir i, € V*it, como segue:

iy =gy, e Vi =&V (2.51)

Por outro lado, o tensor de 2* ordem C, : V*it;; pode ser escrito em compo-
nentes da base cartesiana como

Cu: Vit = Cp,, (V'ityj) , (ex@er). (2.52)

Desta forma

1 1
— Cy:Via,dv =— C,: Vi dV g,
Vi Joy # H Vu Joy H J J
1 . .
- VTI/Qu (CuJipg V'], AV (ex @ 1) [8 ' (e,~®ej)}
] ~ -
= VTJ/Q;L [(Cll]kzpq [Vsu,-,]pqdv (exr®e) {8,5 (e,®e5): (el-@ej)}
1 12 —_
— VTJ/Q [(Cu]kl,,q [Vsuij]pqdv (ek®ez®ei®ej): {Sm (e,®es)}
u
= C:& (2.53)
onde
N 1 .
7 /szﬂ [Culiipg V'], dV (2 er@eiDe))  (2.54)

Substituindo este resultado em (2.48) e (2.49) se tem que

6,=Cl:g+C:8=Cy:& (2.55)



20 2 MODELAGEM MULTI ESCALA ELASTICA LINEAR

O tensor Cj, € o tensor de elasticidade homogeneizado. Deve-se notar que
esta expressao ¢ independente do modelo utilizado de restricdo no contorno.
Cada modelo, entretanto, resultard em valores diferentes de C;, dado que os
campos it;; utilizados em (2.54) sdo consequéncia desta restri¢do.

C,=CT+C (2.56)
2.10 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Esta se¢fo do trabalho € dedicada a implementagdo computacional via
o método convencional de elementos finitos. Primeiramente serdo mostradas
as estruturas bdsicas da discretizagdo e aquelas associadas a modelagem multi
escala. Em uma segunda parte € apresentado como operar com as condicdes
de contorno, sendo detalhados aspectos operacionais dos modelos de restricao
de contorno linear e periddico.

2.10.1 Discretizacao em elementos finitos

A equacdo (2.26) fornece um problema variacional a ser resolvido para
cada termo da base candnica, fornecendo o campo iy,

A Cu:Viitg, : VNdV = — A Cu:(e,@ep):VNdV Vn ey (2.57)
JQu vy

Utilizando a técnica convencional de Elementos Finitos, o problema continuo
acima se reduz ao problema discreto equivalente

K,0" =F® (2.58)
onde,
e eT e e e
K. = UKk =U [ B c Baa (2:59)
e e H
ab ab ‘ el ~e pab e
P~ R = L)./% B C,EdQ, (2.60)

onde B¢ € a matriz de derivadas das funcées de forma do elemento finito, CZ
é a matriz de elasticidade correspondente ao material presente na posi¢dao do
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elemento, l]ab é o vetor de deslocamentos flutuantes do elemento, o F” ¢ o
vetor de forga interna gerado pela deformagdo candnica e E“’ ¢ a matriz que
contém os componentes da base candnica. No presente trabalho foram resol-
vidos problemas bidimensionais de estado plano de tensdo e tridimensionais,
utilizando portanto matrizes E® de 3x1 e 6x1 respectivamente.

2.10.2 Deslocamentos lineares no contorno

Para impor condi¢des de deslocamento linear no contorno, primeira-
mente € feito uma classificagc@o entre os graus de liberdade que estao no con-
torno dos internos, é conveniente classificar os graus de liberdade e dividir a
matriz de deslocamentos em duas partes contendo os graus de liberdade da
fronteira e do interior, representados respectivamente por U, e Uy.

A particdo desde vetor de deslocamento ¢é realizado com auxilio de
matrizes de projecdo, P. Sao matrizes contendo zeros e uns, que realizam a
seguinte operagao:

u,=pr,0", 2.61)

U, =p,0%, (2.62)

onde P, € o matriz de projecdo dos graus de liberdade no contorno e Py
matriz de projecdo dos graus liberdade internos. A mesma construcao é uti-
lizada para o vetor forca externa,

F,=P,F* (2.63)

F;=PF® (2.64)
Onde F, é o vetor forca para os graus de liberdade no contorno, Fy é o vetor
de forcas para os graus de liberdade internos. A matriz de rigidez global é
particionada em 4 outras matrizes, onde cada termo da matriz é determinado
com as seguintes operacgoes,
T
Ky =P,KuP),
T
Kpf - ]PJPK“Pf
T
Krp =PrKuP,
T
Krr =PrKuPy (2.65)
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O sistema linear particionado a ser resolvido é,

N B
fp ff f f

Na classe de condicdo de contorno de deslocamento linear no contorno o
deslocamento flutuante no contorno é zero, tornando o vetor U p nulo. Assim,

o sistema linear se reduz a
K Ur=Fy. (2.67)

Resolvido o sistema, o vetor completo de graus de liberdade se obtém medi-
ante a operacao ~
U=P;Uy;. (2.68)

2.10.3 Deslocamentos Periodicos no contorno do RVE
Como ja apresentado, neste modelo os valores do campo de desloca-
mento sobre fronteiras opostas no RVE adotam valores idénticos, isto é,
nedQ, =ncoQ), (2.69)
ou, por simplicidade de notagdo,

=t (2.70)

sendo @~ o deslocamento sobre a fronteira negativa e i o deslocamento so-
bre a fronteira positiva. J4 na versdo discreta de elementos finitos, denotamos
0" a0 vetor de graus de liberdade pertencentes ao contorno positivo e U™
aqueles pertencentes ao contorno negativo, permitindo a notagao

0 =0". 2.71)

Adota-se que os deslocamentos do contorno negativo sao dependentes do des-
locamento do contorno positivo. Por conseguinte é criado mais um grupo de
deslocamentos, os dependentes e os independentes. Os independentes sdo o
grupo de deslocamentos do contorno positivo mais os deslocamentos dos nos
que ndo estdo no contorno representado subscrito por (+)gq.

U, =U"uUg 2.72)



2.10 Implementagdo computacional 23

onde U; é o vetor dos nds independentes. O grupo dos deslocamentos depen-
dentes € o mesmo grupo do deslocamento no contorno negativo, sendo

U,=U", (2.73)

onde Uy € o vetor dos deslocamentos dos nds dependentes. Para obter os
vetores de deslocamentos dependentes e independentes, também serdo usadas
as matrizes de projecdo, resultando em

U, =Pr0, (2.74)

u,=r,0, (2.75)

onde P; é a matriz de projecdo dos nos independentes e U, é a matriz dos
graus de liberdade dependentes. Defini-se que a matriz de projec@o que re-
laciona o vetor de deslocamentos independentes, U;, com o vetor de desloca-
mentos dependentes, U,, com o seguinte operador,

U, =Cu,U,, (2.76)

sendo Cy; a matriz que relaciona os deslocamentos dos nds independentes
com os dependentes. A matriz de rigidez também ¢ particionada em fungao
do graus de liberdade independentes e dependentes, usando as matrizes de
projecdo como na classe de condi¢do de contorno de deslocamento lineares
no contorno, obtendo a seguinte morfologia da matriz de rigidez,

Kii Kid:|

K, = 2.77
H {Kdi Kia @77)

Logo temos o seguinte sistema linear

Ki Kg| Uil _[Fi
[Kdi Kdd} {Ud} B {Fd}' *79)

Uma forma de resolver esse sistema linear é passar toda a contribui¢do dos
nés dependentes para os independentes, ou seja, reduzir o sistema linear so-
mente para os graus de liberdade independentes. Utilizando a equacdo (2.76)
e as duas equagdes da equacdo (2.78) ficamos com a seguinte expressao,

[Kii + KigCyi + CgKai + CjiKaaCai] Ui = Fi + CJFy. (2.79)



24 2 MODELAGEM MULTI ESCALA ELASTICA LINEAR

Trocando as variaveis

di

K* = Kj; + KiaCai + Cj;Kyi + CKaCai, (2.80)

onde K* é a matriz de rigidez condensada pra os graus de liberdade indepen-
dentes. O segundo termo da equagao (2.79), resulta em

F*=F;+C}F,, (2.81)

sendo F* o vetor de forca dos graus de liberdade independentes com as
contribuigcoes dos graus de liberdade dependentes. Substituindo as equacdes
(2.80) e (2.81) em (2.79) ficamos com um sistema linear somente com 0s
graus de liberdade independente,

K*U; = F* (2.82)

Contudo, pode-se dividir os graus de liberdade em livres e prescritos. Os
passos seguintes sdo os mesmo que foram realizados na condi¢do de contorno
linear.

u,=pr,U, (2.83)
Us=P,U;, (2.84)
o particionamento da matriz de rigidez fica,
<=l il -
E o vetor de forgas,
F,=P,F", (2.86)
Fy =P, (2.87)

montando novamente o sistema linear

Kpp Kﬂf:| {Up} {FI’}
: = . (2.88)
{Kfp Ksr] WUy Fr
Os graus de liberdade prescritos tem valor igual a 0, com essa condicdo

resolve-se o0 mesmo sistema de equacdes lineares

Kfof = Ff. (2.89)
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Para a montagem do vetor de deslocamentos flutuantes tem-se uma série de
operagdes. O vetor de deslocamentos flutuantes é a soma dos vetores de des-
locamentos independentes com os dependentes, demonstrado pela expressdo

0 =rlu, +PIU,. (2.90)

Obtém-se o vetor de deslocamentos dependentes em fun¢do dos independen-
tes, substituindo a equacgdo (2.76) em (2.90) obtemos,

U="P/P;U;+P;CsiPiUy, (2.91)
colocando o vetor de deslocamentos em evidéncia temos,
U = [P/ P} +P,;CuP}] Uy, (2.92)
Definindo um novo operador projec¢do,
By =PIP} +PjCyiP}, (2.93)

sendo [P r amatriz que projeta os graus de liberdade independentes em graus
de liberdade flutuantes, ou seja, monta o vetor de deslocamentos flutuantes,
como vemos na equacgio abaixo

U="~P,U,. (2.94)
2.10.4 Homogeneizacao do tensor de elasticidade

Tomando como referéncia a equacgdo (2.56),
Cn=C"+C,

¢ discretizado o primeiro termo, isto € tensor de elasticidade linear homoge-
neizado ou tensor de Taylor, dado por

1 m
Cr=g- v (2.95)
n=1
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Colocando na forma equivalente discreta em elementos finitos,

1
c'=J v C;, dQ, (2.96)

¢ u I
onde o C” e a Matriz de elasticidade linear homogeneizada. Considerando a
equacdo (2.54)

C=— / [Cu] V']V (e e, @ e e;) (2.97)
Qu

na forma tensorial, discretizando essa expressao resulta em duas expressoes,
a primeira é

~ab 1 ¢ ~ab
= )— ¢BU” dQ¢ 2.
c L)Vu /“ C;BU ‘s (2.98)

onde, Cab € a matriz de tensdo flutuante que depende de l]ah, sendo este
dependente da matriz de deformacgao candnica E?’. A obtencao da matriz de
elasticidade flutuante representado por C, é resultante da unido dos tensores
tensdo flutuantes originando a matriz, demostrado pela segunda expressao

c-[Je". (2.99)

ab

Demonstradas as formas discretizadas das parcelas da equacdo (2.56) em
abordagem de elementos finitos, escreve-se a equagdo da seguinte forma dis-
cretizada, ~

c,=C"+C. (2.100)

2.10.5 Aspectos computacionais

Os algoritmos que foram apresentados s@o o resultado da implementacao
de alguns métodos. No método proposto por (MIEHE; KOCH, 2002) € de fécil
implementacdo por usar matrizes de projecio ao montar a matriz de rigi-
dez e os vetores de deslocamento, esse método prejudica no desempenho
de processamento por realizar varias operacdes com as matrizes elevando
o custo computacional. A matriz de rigidez global é calculada de forma
convencional, apds isso é modificada e particionada por uma sequéncia de
operacdes com as matrizes de projecao.



2.11 Exemplo numérico 27

Uma contribui¢do importante proposta por (KOUZNETSOVA, 2002) foi
como implementar as condi¢cdes de contorno periddicas, usando somente os
graus de liberdade independentes com as contribui¢des dos graus de liberdade
dependentes.

As rotinas de homogeneizacao das propriedades foram baseadas no
que (De Souza Neto; FEII60; NETO, 2006) propds, foram de facil implementacio
e com custo computacional menor.

Algumas dificuldades foram encontradas, como na geragdo de ma-
lha com fins de facilitar a implementagdo das condi¢cdes de contorno. A
implementagdo da classe de condi¢des de contorno de deslocamentos line-
ares no contorno nao apresenta nenhum problema. A classe de deslocamen-
tos periddicos apresentam algumas dificuldades, como a aplicacao das forgas
e as restricdes de deslocamentos em cada um dos contornos. Uma dificul-
dade desta classe ocorre quando ndo existe correspondéncia de posi¢ao entre
nos em contornos opostos. A solu¢do no presente caso foi utilizar malhas
estruturadas nos contornos dos RVEs. Para andlises bidimensionais foram
utilizados elementos quadrilaterais bilineares e para as malhas tridimensio-
nais, o elemento hexaédrico de 8 nds, garantindo a formagao dos pares de nés
correspondentes nas fronteiras opostas.

2.11 EXEMPLO NUMERICO

Neste primeiro exemplo numérico foram reproduzidos as andlises do
artigo (YANG; BECKER, 2004a), onde o autor realizou identificacio de proprie-
dades homogeneizadas de microestruturas alterando o tamanho das inclusdes
e avaliando a evolucdo das propriedades homogeneizadas.

2.11.1 Microestruturas

As microestruturas que foram analisadas estdo ilustradas na Figura 6
onde sdo realizadas as analises de identificacdo de propriedades homogenei-
zadas alterando a proporcao entre a parte sdlida e vazia das microestruturas.
A proporcao entre sélido vazio foi alterado de 10% em 10% de vazio, inici-
ando com zero até 60%.

No caso da microestrutura (A), o RVE tem um formato quadrado com
uma inclusdo circular centrado no meio. O caso (B) tem formato retangular
com propor¢ao da base em relacdo a altura de 3 para 2, a inclusio tem formato
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A

B)

3

Figura 6: Microestruturas analisadas: (A) Quadrada com inclusdo circular
central; (B) Retangular com inclusao em forma de *L’; e (C) Quadrado com
inclusdo em 'Y’.

de 'L’ com as proporc¢des descritas na Figura 6. No caso (C) a microestru-
tura tem formato quadrado e a inclusdo tem formato de *Y’ centrado com as
dimensdes ilustradas na Figura 6.

2.11.2 Propriedade do material

E proposto a utilizagio de um material ortotrépico com as proprieda-
des descritas na Tabela (1).

Tabela 1

Constantes do material da placa ortotrépica

D11(GPa) Dzz(GPa) D12(GPa) D66(GPa) D16 = D26
109,3 23,6 32,46 36,73 0
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Figura 7: Malha da microestrutura com um furo circular com 30% da érea.

2.11.3 Resultados das analises

As analises foram feitas utilizando o convencional método de elemen-
tos finitos, utilizando um elemento bilinear de quatro nés.

2.11.3.1 Caso (A)

Para esta primeira andlise foram geradas seis malhas alterando a
proporcdo entre vazio e solido. As malhas obedecem o padrdo apresentado
na Figura (7), onde temos o furo centralizado no meio da malha, assim é
constatado a simetria em dois eixo ortogonais passando pelo centro do furo.
Foi utilizada condigdes de contorno periddicas no contorno do RVE. Para
aplicar essa condi¢do de contorno foi gerada a malha de elementos finitos
com os nés dos elementos no contorno prevendo a posicdo adequada para
definir os pares de nds.

Analisando os graficos da Figura 8 temos a esquerda o grafico de re-
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feréncia retirado do artigo (YANG; BECKER, 2004a) e a direita o grafico com
os valores encontrados com as simulagdes feitas através da metodologia pro-
posta. E possivel apurar que existem diferengas entre algumas curvas, que no
caso sdo as dos coeficientes D¢ € Dog, que na metodologia proposta temos
esses resultados iguais a zero. E esperado que esses resultados sejam zero,
sendo que temos um RVE quadrado e com um inclusdo circular localizada
exatamente no centro da microestrutura, com o aumento da inclusdo nao te-
ria motivos para haver o acoplamento entre distor¢des no plano com tensdes
normais.
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Figura 9: Malha da microestrutura com inclusdo em forma de 'L’ com 30%
da 4rea.

2.11.3.2 Caso (B)

No Caso (B) temos uma microestrutura de formato retangular (Figura
9) com proporcdes de 2x3 com uma inclusdo em forma de 'L’ no centro do
RVE. Novamente foi utilizada as condi¢des de contorno periddicas. Um deta-
lhe dessa malha é que tem nimeros diferentes de nds nas arestas horizontais
em relacdo as verticais.

Analisando os graficos da Figura 10 a esquerda o grafico de referéncia
retirado do artigo (YANG; BECKER, 2004a) e a direita o grafico com os valores
encontrados com as simula¢des feitas através da metodologia proposta. Nesta
analise é possivel identificar uma grande semelhanga dos resultados obtidos.

Um ponto importante a ser comentado sdo os valores dos coeficientes
D'% e D% sio diferentes de zero até a razdo de 50% de vazio, isso demostra
que para um RVE com inclusio no formato 'L’ ocorre o acoplamento entre
distor¢des no plano com as tensdes normais.
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2.11.3.3 Caso (C)

No Caso (C) tem uma microestrutura de formato quadrado (Figura
11) com uma inclus@o em forma de *Y’ no centro do RVE. Novamente foram
utilizadas as condi¢des de contorno periddicas. Um detalhe dessa malha é
a distribui¢do de nds ndo uniforme nas arestas, mas sempre obedecendo a
condig¢do de que os nds pares estdo posicionados de forma simétrica na aresta
oposta.

O artigo ndo demonstra o gréifico relacionando os coeficientes com a
variacao da razdo do vazio para o Caso (C), somente fornece uma tabela com
os valores iniciais dos coeficientes e para uma razao de 40%. Comparando os
resultado das andlises com o artigo, € possivel observar 0 mesmo comporta-
mento, que o RVE com inclusao na forma de *Y’ ndo gera acoplamento entre
distor¢des no plano e tensdes normais. na Figura 12 foi plotado o grafico com
os resultados obtidos.
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Figura 11: Malha da microestrutura com inclusdo em forma de Y’ com 30%
da drea.
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Figura 12: Gréfico que relaciona os coeficientes da matriz de rigidez com a
fragdo de 4rea de do furo em forma de "Y’. Gréfico originado dos resultados
obtidos com a técnica implementada.
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Neste capitulo € mostrada a formulacdo da modelagem multi es-
cala para materiais viscoeldsticos que estdo submetidos a uma solicitagdo
harmonica. A teoria de viscoelasticidade apresentada € baseada do livro de
(CHRISTENSEN, 2003). Primeiramente sdo vistos os modelos de materiais
reolégicos unidimensionais, e posteriormente sua expansdo para modelos
tridimensionais. Logo apds é implementado o modelo viscoeldstico nos
modelos de multi escala, é apresentado como obter as propriedades vis-
coelasticas homogeneizadas do RVE analisado. Também ¢é apresentado a

implementag@o computacional e por fim os exemplos numéricos.
3.1 MODELO REOLOGICO UNIDIMENSIONAL

Consideremos um material isotropico viscoelastico linear onde a
relagdo tensdo-deformacao é dado por

o) = /; Galt—7) dz(;) dt G.1)

onde G é 0o modulo complexo, e t € o tempo e T a varidvel de integragdo.
E possivel separar a relagio constitutiva em duas partes, designadas através
de a = 1 ou 2 subscrito referindo respectivamente, parte desviadora e vo-
lumétrica. O modelo prevé qualquer tipo de histérico de deformagdo. Con-
siderando um histérico de deformacgdo particular em que a deformacgdo é
harmonica de amplitude e frequéncia constante, descrita por,

£9(1) = g €'°°, (3.2)

onde €%(t) é a deformagdo alternante no instante T, & é a amplitude de
deformagdo, o € a frequéncia de excitacdo e i é a unidade complexa. Substi-
tuindo (3.2) em (3.1), temos

o(t) = /;Ga(t—r)%d’c. (3.3)

37
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Admita-se que o médulo complexo pode ser dividido em duas partes, uma
dependente do tempo e outra constante no tempo:

Gu(t) = Ga+ Gul1), (3.4)

onde Go é 0 médulo complexo constante durante o tempo e o G é o médulo
complexo varidvel no tempo, sendo este ultimo satisfaz a seguinte proprie-
dade:

Gy(t) =0 quando ¢ — oo, (3.5)

como consequéncia, tem-se que

o

Go(t) = Gg t — oo, 3.6)

Substituindo os termos definidos anteriormente na equagao (3.4) ficamos com

t . d 10T r d 10T
G“:/ Gamdﬂ—/ Ga(t—T)MdT. 3.7
—oo dt —oo dt
A(t) B(r)
Integrando o termo A(%),
o T
A(t) = Gg&e' | (3.8)
e substituindo os limites, temos
A(t) = Gaeo [eiw r_ e"w““’)] , (3.9)
como '
lime'®?, T — —o0 =0, (3.10)
resulta a seguinte equacdo,
A = Ggepe®. (3.11)

Integrando a segunda parte, B(r),

t .
B(t) = &io / Golt—1)e®"dx, (3.12)
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realizando a troca das varidveis temporais para 1,
n=t—7 — T=t-—1, (3.13)

derivando,
dt=—dn (3.14)

e trocando os limites da integral quando T > —oo,
T] :t—(—oo) = oo (315)

eT=t
n=t—t=0. (3.16)

Substituindo o que foi definido na equacdo (3.12), ficamos com a seguinte
integral

0
B(0) = &io> | Ga(m)e® (= 1)an, (3.17)

ao trocarmos o limite superior pelo inferior e trocamos o sinal da integral,
obtém-se

B(t) :eoico/ Go(n)e®"Man. (3.18)
0
Utilizando as propriedades de poténcia, separa-se os termos da exponencial,
B(1) = i / Go(N)e® e Man, (3.19)
Jo

como o termo ¢'? é constante em funcio de 1, é possivel retird-lo da integral,

ficando com a expressao
B(1) = &io / Go(n)e @Mdn @ (3.20)
0
expandido a parcela e **" usando a identidade trigonométrica de Euler,

e 1M — cos(wn) —i sen(wn), (3.21)

e substituindo na equacdo (3.20) e organizando os termos, temos

B(r) = [ia)/om Go(n)cos(on)dn + a)/om Go(n) sen(a)n)dn} ge'? .
(3.22)
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Ao substituirmos as equacdes (3.11, 3.22) em (3.7) temos,

09 = Gope'® + {iw/o Guo(n)cos(on)dn +a)/0 Ga(N) sen(wn)dn] £0e'%3.23)

Organizando os termos e isolando a amplitude de deformacao alternante em
evidéncia, temos

% = [éa + w/w Ga(n) sen(wn)dn +ia>/°° Ga(n)cos(wn)dn] £0e'%(3.24)
0 0

pode-se identificar que o termo entre colchetes é uma entidade que relaciona
uma deformacdo alternante, £¢'®, com a tensdo alternante, ¢¢, defini-se a
seguinte equagdo,

o’ = G (iw) ge'™, (3.25)

onde Gj, é o mddulo complexo que depende apenas da frequéncia de
excitacdo, e pode ser dividido em parte real e imagindria,

G, (io) = Gy (0) +iGl () (3.26)

sendo, G}, é o mddulo dindmico e G}y é o médulo de perda, onde cada parcela
¢ definida da equacdo (3.24) por,

Gy () :éa+a)/oméa(n) sen(wn)dn, (3.27)

Gl(w) = a)/om G (M) cos(wn)dn. (3.28)

Outra entidade definida € a tangente do dngulo de defasagem (tan@) que é
escrito em fun¢do da razdo entre os médulos de perda e o mddulo dinamico,
representa pela expressao

(3.29)

tan¢ = [GW’)] .

Gy ()
As equagdes (3.26) e (3.29) representam as relacdes constitutivas vis-

coelasticas para excitacdo definida por um histérico de deformacdo de
amplitudes e frequéncia constantes.
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3.2 MODELO TRIDIMENSIONAL

Nesta se¢d@o € apresentado como obter o comportamento do material
viscoelastico isotrépico sob uma solicitacdo harmodnica triaxial, a partir do
modelo reolégico unidimensional.

Aplicando os conhecimentos de mecanica dos sélidos dividimos o ten-
sor tensdao em duas partes independentes

6 =5+5, (3.30)

onde s € o tensor tensdo deviatdrico, € & € o tensor tensdo volumétrico cada
um deles é definido no dominio da frequéncia por

s(io) = Gi(in) : e(w), (3.31)

onde e € o tensor deformagdo deviatdrico, definido
1
e=¢€— gtr(:s)l, (3.32)

e a segunda parcela do segundo termo da equagdo (3.30) é definido pela ex-

pressao
6(iw) = G3(io) : O(w), (3.33)

onde O € o tensor deformacdo volumétrico definido por,
0 =1r(e)l (3.34)
Define-se o tensor de comportamento dindmico pela expressdo

_do
G= e (3.35)

e substituindo a equagdo (3.35) em (3.30), tem se

d

s+5), (3.36)
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usando a regra da cadeia e expandindo a derivada, obtém-se
_ dsde N 26 00
~ Jdede 00 Jg’
—— N——
G G,

(3.37)

Os tensores G € G, sdo os tensores dindmico deviatdrico e vo-
lumétrico respectivamente. Uma vez identificadas as parcelas que compdem
o tensor de comportamento dindmico, pode-se trabalhar de forma indepen-
dente com cada uma delas. Em relagdo ao tensor deviatrico se tem da
definicao,

ds de
G ==—=. 3.38
1= Je 9e (3-38)
Substituindo os termos pelas equagdes (3.31) e (3.32) temos
d ., ,.d 1
G] = &(GIC)E (8-3”"(6)1) . (339)
Derivando os termos ficamos com
1
G =G (1—31®1>. (3.40)
Substituindo G7 pela sua forma polar, tem-se a expressdo
1
G, = (Gy +iGY) (1—31®1>, (3.41)

onde I € o tensor identidade de 4° ordem e 1 € o tensor de identidade de
2% ordem. Para G, temos as mesmas etapas para obter o médulo dindmico

volumétrico,
06 00

Substituindo as equagdes (3.33, 3.34),
J " 0

e derivando temos
G,=G5(1®1). (3.44)
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Substituindo G pela sua forma polar, obtém-se a equagéo
Gy = (G/z +iG/2/) (1e1). (3.45)
Somando os dois termos que compdem o tensor de comportamento dindmico,
G =G +Gy, (3.46)

resulta a seguinte expressao
1
G=( ’,+iG’{) <1—31®1)+(G’2+iG/2’)(1®1) (3.47)
Agrupando os termos reais e os imaginarios, obtemos

1 1
G =G, (1—31®1) +Gy(1®1)+i [G’{ (31@1) +G’2’(1®1)] .
(3.48)

Tem-se como definir a parte real e a parte imagindria do tensor de comporta-
mento dindmico. A parte real é dada por,

1
G' =G, (131®1)+G’2(1®1), (3.49)

onde G’ é o tensor de elasticidade ¢ o tensor de perda representada por G”,
fica da seguinte forma,

1
G"=Gy (1—31®1)+G’2’(1®1). (3.50)

A soma das duas partes € o tensor de comportamento dindmico, representado
pela expressao,

G =G +iG". (3.51)

A relacdo constitutiva viscoeldstica triaxial € representada pela equagao,

o(in) =G(in): e(o). (3.52)
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3.3 MODELAGEM MULTI ESCALA VISCOELASTICA

Nesta secdo é apresentada a implementagdo do modelo de material
viscoeldstico no modelo multi escala proposto no capitulo anterior.

3.3.1 Definicao dos tensores deformacao

Para uma frequéncia @ dada, a estrutura matemadtica do problema de
equilibrio no dominio da frequéncia é andlogo ao de um caso estitico, com
a diferenca que os campos de deformacdo, tensdo e tensor material sdo gran-
dezas complexas dependentes da frequéncia de excitagdo. Adicionalmente,
no modelo de viscoelasticidade linear, como seu nome indica, esta relagao de
campos € consequentemente linear. Assim a abordagem de homogeneizacio
utilizada no Capitulo 2 para problemas de elasticidade linear quase estatica se
repete para o presente caso, com a consideracdo de se trabalhar com campos
de grandezas complexas.

No modelo proposto, a macroescala relaciona-se com a microescala
através do tensor de deformag¢do macroscépica. Se a macroescala estd so-
frendo solicitagdes harmonicas, pode-se definir o tensor deformacdo ma-
croscépico dependente da frequéncia, definido pela expressao

E(x,0,1) = & ', (3.53)

Substituindo o tensor deformacao macroscopico na equacio (2.3) fica-se com
a seguinte decomposicao aditiva do deslocamento microscépico

uy(y, 0,1) = E(x,0,1)y + ity (y, 0,1), (3.54)
e o tensor deformacao fica com a seguinte decomposicao

€4(y,0,t) = E(x,0,1) + Vi, (y,0,1). (3.55)
3.3.2 Tensor de tensao viscoelastico

No modelo linear, pode-se ver na equacio (2.26) o campo de desloca-
mentos flutuantes € a resposta mecanica para que o RVE entre em equilibrio
com um termo de carga produzido pela deformacao macroscépica. O modelo
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viscoeldstico tem o mesmo comportamento em relagdo ao campo de desloca-
mentos flutuantes, definido pela expressio,

/ Glio) :Vsﬁ(y,w,t):V“’ndV:—/ Glio) : E(x,0) : V°'NdV. (3.56)
JQy JQu

Cabe destacar ainda que, devido a presente andlise ter sido restrita a microes-
truturas de comportamento viscoeldstico linear, esse tipo de comportamente
quando submetido a uma deformacdo harmodnica e amplitude e frequéncia
constantes, a equagdo de equilibrio (3.56) define uma relacdo linear entre o
campo de deslocamento microscépico i e a deformag@o macroscopica €.

3.3.3 Tensor de comportamento dinimico homogeneizado

O célculo do tensor de comportamento dinamico homogeneizado se-
gue a mesma sequéncia apresentada no capitulo anterior. A parcela linear é
realizada de seguinte maneira,

i [Y' G"(iw)] (3.57)
Onde y"* € a fracdo volumétrica da fase n,
Y =—. (3.58)
Para a parcela flutuante, de forma anédloga a equagéo (2.54)

~ . 1 . 5s :
(G ()], = W /Q ,1 (G (3.i)] [Vt (3. i0)], AV (er D& @ e D))
i (3.59)
onde G foi definido como
~ 1 r )
Gliw) = — | G(y,iw): Vi (y,io)dV (3.60)
Vi Jay

Somando as duas parcelas ficamos com

o,(x,0) =G (iw) : E(x,0,t) + G(io) : E(x, 0,1), (3.61)
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e o tensor de comportamento dindmico homogeneizado € constituido da soma
das duas parcelas, a linear e a flutuante

Gplio) = G’ (io) + G(iw). (3.62)
34 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Nesta secao € apresentada a implementacdo computacional do tensor
constitutivo viscoeldstico em fun¢do da frequéncia. A implementacdo com-
putacional das outras entidades foi apresentado no capitulo anterior.

Como vimos, o tensor de comportamento dindmico é composto por
uma parte real e outra parte imagindria, demostrada pela expressao

G =G +iG", (3.63)

onde cada parcela é representada por

1
G(ﬁ<1§1®n)+G%1®U, (3.64)
1
G"=Gy (I—3(1®1)>+G’2/(1®1). (3.65)
Definindo os operadores,
I =(1®1), (3.66)

para substituirmos nas equagdes (3.64, 3.65) e passando para anotagado indi-
cial utilizando o operador delta de Kronecker,0, ficamos com

Ii = 6;j0u. (3.67)

Define-se um segundo operador
I =1= 836+ 066, (3.68)
e, por ultimo, um terceiro operador que é uma relagio entre os dois anteriores

1
I =H2—§H1- (3.69)
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Substituindo os operadores nas equagdes (3.64, 3.65) temos,
G =G\I; + Gy, (3.70)

G' =GI; +GiL,. (3.71)

Assim tem-se o tensor de comportamento dindmico a ser usado na
implementacdo computacional

G =G +iG". (3.72)
3.5 ASPECTOS COMPUTACIONAIS

A implementacdo do c6digo para o comportamento do material vis-
coelastico ndo tem muitos problemas. Uma restricdo que foi observada é a
resolugdo do sistema linear (limitada pelo hardware e software utilizado), por-
que resolver sistemas lineares complexos tem maior gasto computacional. No
modelo viscoeldstico possui parcelas complexas associados a matriz de rigi-
dez do material, consequentemente aumentando a dependéncia das equacdes
no sistema linear.

3.6 EXEMPLOS NUMERICOS

Nesta se¢@o sdo apresentados dois exemplos numéricos. O primeiro
modelo € a reproducdo das homogeneizagdes das andlises do artigo (YI; PARK;
YOUN, 2000) onde sdo realizadas vérias andlises para determinagdo das pro-
priedades homogeneizadas de RVE’s bidimensionais. O segundo exemplo
numérico é proposta a determinagio das propriedades homogeneizadas de um
RVE tridimensional sobre deformacgdo com amplitude e frequéncia constante
no tempo.

3.6.1 Exemplo numérico

O artigo propdem projetar microestruturas compostas de materiais vis-
coelasticos otimizando as propriedades de amortecimento homogeneizadas
dado uma fun¢do objetivo. Para determinar a melhor microestrutura o artigo
apresentou a técnica de otimizagdo topoldgica, onde foi determinada a densi-
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dade do material de cada elemento finito, variando entre O e 1, onde 1 é um
material e 0 € outro.

Todas as andlises sdo feitas a partir de um compdsito padrdo. Esse
sendo um RVE quadrado, com aresta composta de 12 elementos finitos bi-
lineares estruturados, sdo 144 elementos no RVE. A classe de condi¢do de
contorno que € utilizada para as andlises € a de deslocamentos periddicos no
contorno.

3.6.1.1 Exemplo 1

Neste primeiro exemplo, a microestrutura é composta de um material
de fase elastica e outro de fase viscoelastica. O material de fase elastica tem
as seguintes propriedades:

E=170 v =0.22, (3.73)
j4 o material de comportamento viscoelastico,
E(t)=1+25¢" v=0.35 (3.74)

A microestrutura inicial em todas as anélises do artigo é quadrada com
uma incluséo circular no centro do RVE, demonstrada na Figura 13 (a). A
proporcao entre materiais € de 50% para cada um, € definido como Compésito
1 o RVE inicial com material eldstico na inclusio e o material viscoeldstico
por fora. O Compdsito 2 o RVE inicial com troca de materiais um pelo outro.
No primeiro exemplo tem as seguintes restri¢cdes:

max tan 01 (®)(=tan 6, (®)) onde @ =0.5 3.75)

G, (®) = Gy (@) > 15.0
sujeito < propor¢do de 50% entre materiais (3.76)
2 planos de simetria geométrica.
Dadas essas restricdes a microestrutura 6tima apresentada no artigo é repre-

sentada na Figura 13 (b). Na Tabela 2 sdo apresentados os dados obtidos da
homogeneizagdo das microestruturas analisadas.



3.6 Exemplos numéricos 49

.(a) .(b)
.(c) .(d)
Figura 13: Malhas que foram utilizadas nos ensaios numéricos. A malha(a)

€ o Compésito 1 e 2, em (b) € o Comp6sito 6timo do exemplo 1, em (c) é o
Compdsito 6timo do exemplo 2, em (d) € o Compésito 6timo do exemplo 3.
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Analisando os resultados apresentados na Tabela 2, é possivel cons-
tatar a variacdo dos resultados do artigo e do método implementado. Essa
diferenca ¢ dada pela forma que sdo tratadas as propriedades do material
no método de elementos finitos. No artigo as propriedades do material nos
elementos finitos pode variar linearmente de um material para outro. Na
implementagdo proposta foi adotado um material ou outro, de acordo com
a imagem da microestrutura apresentada no artigo. No caso da microestru-
tura inicial (Compdsito 1 e 2), dos 144 elementos, 68 elementos pertencem a
inclusdo e 76 elementos a matriz. No médulo dinamico as diferencas foram
no maximo de 8.5%, mas no mddulo de perda e no tangente foi de até 40%.
Ja no Compdsito Otimo (Figura 13b) a diferenca de valores foi menor, no
modulo dindmico ficou 6.8%, j4 no mdédulo de perda foi a maior diferenca,
37% e no tangente ficou 0.2%.

O graéfico representado na Figura 14 representa a evolugdao do médulo
dindmico, médulo de perda(grafico da esquerda) e tangente(grafico da direita)
dos Compésito 1 em azul, Compdsito 2 em vermelho e em verde o Compdsito
Otimo. Observando o grafico da esquerda € possivel perceber a mudanca
de comportamento dos Compdsitos relacionando os médulos dindmico e de
perda com a frequéncia, a linha continua ¢ o modulo dindmico. Ao lado
esquerdo do grafico tem-se o comportamento borrachoso e ao lado direito
o comportamento vitreo. A linha tracejada representa o médulo de perda
que atinge os seus maiores valores juntamente no intervalo da frequéncia
de transi¢do do comportamento borrachoso para vitreo do médulo dindmico,
fora desse intervalo o valor do médulo de perda tende a zero. No grafico
da direita tem-se a evolugdo da tangente em relagdo da frequéncia dos trés
Compdsitos analisados. A linha azul representando o Compésito 1 tem seu
maior valor na intersec¢do com a linha preta na vertical essa representando
a frequéncia de 0.5. Os Compésitos 2 e o Otimo tem valores maximos
a direita da linha preta vertical, ou seja, caso a analise ocorresse em uma
frequéncia maior esses compositos teriam capacidade de dissipar mais ener-
gia em relagdo a frequéncia de referéncia.
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3.6.1.2 Exemplo 2

No segundo exemplo sdo usados os mesmos materiais do primeiro
exemplo. A microestrutura estd sobre excitacdo harmonica unidirecional. E
proposto que a microestrutura tenha maior capacidade de dissipar mais ener-
gia na direcdo da excitacdo a uma determinada frequéncia. As restricdes da
microestrutura sao:

max tan 0y (w) onde 0 =0.5 (3.77)

G (@) = Gyp(w) > 15.0

o o (3.78)
1 plano de simetria geométrica.

sujeito
O Compésito Otimo para essas restrigdes estd representado na Figura 13(c).
Os resultados obtidos sdo apresentados na Tabela 3 em conjunto com os re-
sultados do artigo. Na Tabela 3, constata-se novamente uma variagdo nos
resultados do artigo comparado com o método implementado. Essa diferenca
é recorrente da forma que € tratado as propriedades do material no método
dos elementos finitos. Comparado os resultados, as diferengas sdo menores

que no exemplo 1, no médulo dindmico € de 2.15%, no médulo de perda é de
2.52% e de 4,8% no tangente.
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Nos gréficos representados na Figura 15 mostra a evolugdo do médulo
dindmico, médulo de perda e tangente do Compésito Otimo do exemplo
2. A linha preta na vertical é a frequéncia que foram obtido os dados
para a Tabela 3. Na esquerda da Figura 15 estd o grafico que relaciona o
moédulo dindmico(linha continua) e o mdédulo de perda(linha tracejada) com
a frequéncia. Observando o grifico da direita, onde relaciona o tangente com
a frequéncia, é possivel constatar que o ponto de maximo estd na interseccao

com a linha vertical, atendendo a funcdo objetivo do exemplo, equacdo
(3.77,3.78 )
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3.6.1.3 Exemplo 3

Neste exemplo foi utilizado dois materiais viscoeldsticos para consti-
tuir a microestrutura. Para o material de fase viscoeldstica 1 tem-se as seguin-
tes propriedades:

E(t)=05+3¢"T0  v=0.35, (3.79)
j4 o material de fase viscoeldstica 2,
E(t)=0.5+3e"" v =0.35. (3.80)

Diferente dos outros exemplos foram analisadas duas frequéncias, uma de
0.04 onde um material de fase viscoeldstica 1 tem grande amortecimento, e
outra frequéncia foi de 0.4 onde o outro material tem grande amortecimento.
Os Compdsitos iniciais sdo os mesmos do exemplo 1, € uma microestrutura
com uma inclusdo circular no meio. O Compdsito 1 o material de fase vis-
coelastica 1 estd na inclusdo e o material de fase viscoelastica 2 esta na matriz,
e vice-versa no Compésito 2. As restricdes da microestrutura sao:

max tan 011 () +tand;; (@) onde 0 = 0.04, @, =04 (3.81)

Gy (01) = Gy (an), Gy () = Gy (an)
GYi(@1) = Gy, (an),GY| (@) = G, ()

sujeito ~ o
proporcao de 50% entre materiais

(3.82)
2 planos de simetria geométrica.

O Compésito Otimo 1 estd ilustrado na Figura 13(d), o Compésito Otimo
2 ndo foi mostrado no artigo, entdo ndo foi possivel de fazer a analise. Na
Tabela 3 apresentam os valores obtidos nas analises.
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Comparando os valores obtidos da homogeneizagdo com os do artigo,
constatasse que a variacdo € a menor dos trés exemplos apresentados. O
motivo novamente € o tratamento das propriedades do material no método
dos elementos finitos. Neste exemplo ndo tem a variacdo de forma linear
de um material para outro. A maior diferenca percentual dos valores foi de
3.25% no tangente a uma frequéncia de 0.04.
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Na esquerda da Figura 16 esté o gréfico que representa a evolugdo do
mdédulo dindmico e o mddulo de perda em funcdo da frequéncia, na direita
estd a evolucdo do tangente em fungdo da frequéncia. Na cor azul representa
o Compésito 1, em vermelho o Compésito 2 e em preto o Compésito Otimo
1. As duas linhas em preto na vertical dos graficos representam as frequéncias
que foram avaliadas na Tabela 3, a linha da esquerda € a frequéncia de 0.04
e da direita de 0.4. Interessante ressaltar que o Compdsito 1, 2 e o Otimo
tem a mesma razdo entre os dois materiais. O comportamento na fase borra-
chosa e na fase vitrea sdo iguais. A variacdo € ressaltada na transicio entre
um comportamento e outro, relacionada diretamente com a configuracdo da
microestrutura do RVE.

3.6.2 Microestruturas tridimensionais

Neste ultimo exemplo foi proposta uma anélise para determinagdo das
propriedades homogeneizadas de uma microestrutura tridimensional. Esta
microestrutura é composta por dois materiais com fase viscoeldstica distintas.

Para o material de fase viscoeldstica 1 tem as seguintes propriedades:

E(t) =250+ 200e ™05 v =0.35, (3.83)
ja o material de fase viscoelastica 2,
E(t) =250+ 100e 30 v =0.35, (3.84)

A microestrutura foi definida da forma que tem trés planos de simetria.
A configuragdo escolhida estd ilustrada na Figura (17), o RVE € um cubo com
uma semiesfera centrada em cada face e um oitavo de esfera em cada vértice,
todas as esferas possuem o mesmo raio. Foi adotado essa configuragdo para
manter a condicdo de simetria dos planos e uma hipétese de que o comporta-
mento homogeneizado seja isotropico.

Na andlise, foi definido uma propor¢do de 40% de material para as
inclusoes esféricas e 60% para a matriz, como mostra a Figura (17). O ele-
mento finito utilizado nas analises foi o hexaédrico de 8 nés, foi utilizada
malha estruturada onde todos os elementos possuiam o mesmos tamanho. O
dominio € representado por um hexaedro composto pelos elementos, onde o
nimero de elementos em todas as arestas sdo os mesmos. Para definir qual
fase o elemento pertencia foi verificado se o centroide do mesmo cabia a uma
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Figura 17: Microestrutura proposta.

das esferas, caso sim, ele teria as propriedades da fase 2, caso ndo, recebia as
propriedades da fase 1.

Foi selecionado duas andlises, uma aplicando a condic¢io de contorno
de deslocamento linear no contorno e outra aplicando deslocamento periédico
no contorno. Ambas andlises realizaram uma varredura na frequéncia para
obtencdo das propriedades homogeneizadas.

A primeira andlise foi realizada com condicdes de contorno lineares
no contorno, para aplicacdo da condicdo de contorno foi seguido a meto-
dologia demostrado anteriormente, € identificado os graus de liberdade que
pertencem a fronteira da microestrutura. Através de manipulagdes matrici-
ais sdo aplicados as condi¢des de contorno nos graus de liberdade, que nesse
caso € definido que os deslocamentos flutuantes na fronteira da microestru-
tura € nulo. Na segunda anélise para impor as condicdes de contorno foram
usadas manipulacdes matriciais, essas que sao responsdveis para representar
o acoplamento entre as faces opostas da microestrutura. Os deslocamentos
flutuantes sdo livres, exceto os graus de liberdade nos vértices do contorno da
microestrutura.
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64 3 MODELAGEM MULTI ESCALA VISCOELASTICA

Na Figura (18) esta representa dois graficos, o da esquerda relacio-
nando o médulo dindmico e médulo de perda com a frequéncia. Analisando
o grafico da esquerda, é possivel perceber que inicialmente o comportamento
homogeneizado € igual comparando as duas condigdes de contorno. Na
transicdo do médulo dindmico do comportamento borrachudo para vitreo, a
condi¢d@o de contorno linear demostrou-se mais rigida, obtendo valores mai-
ores que a condi¢do periddica. E no mddulo de perda houve a inversao no
meio da transi¢do, inicialmente a condi¢do de contorno linear era levemente
maior que a condi¢do de contorno periddica, por fim a condig@o periddica é
levemente maior que a linear. O comportamento do médulo de perda € repe-
tido no gréfico da direita que demostra a evolug@o do tangente em relacdo da
frequéncia.
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3.7 RESULTADOS

Os principais resultados foram obtidos pelos modelos numéricos para
a representacdo de propriedades utilizando homogeneiza¢do numérica. Os
modelos foram aplicados nos seguintes exemplos numéricos:

¢ Reproducdo das homogeneizagdes numéricas de um Artigo (YANG;
BECKER, 2004b), que adota microestruturas bidimensionais composta
de material de comportamento linear.

* Reproducdo das homogeneiza¢des numéricas de um Artigo (YI; PARK;
YOUN, 2000), que trata microestruturas bidimensionais composta de
material de comportamento viscoeldstico com histérico de deformacio
e amplitude e frequéncia constantes.

e Representacdo das propriedades homogeneizadas de uma micro-
estrutura tridimensional composta de materiais de comportamento
viscoeldstico com histérico de deformacdo e amplitude e frequéncia
constantes.

Embora os exemplos computacionais sejam simples, os resultados ob-
tidos sdo satisfatérios e com alto custo computacional. As operagdes reali-
zadas com as matrizes de projecdo para impor as condi¢des de contorno tem
muito gasto computacional. Mas o fator limitador foi a resolu¢@o do sistemas
lineares com parcelas complexas, que exigia grande capacidade de memoria
para resolve-lo.

Um dos pontos a ser ressaltado no trabalho é o método proposto para
determinagdo das propriedades homogeneizadas, simples de ser implemen-
tado, tem-se a possibilidade de paralelizacao dessa etapa, assim reduzindo o
tempo.

O método proposto mostra-se adequado perante uma andlise do artigo
(YANG; BECKER, 2004b), onde no artigo fornecia como resposta um acopla-
mento entre tensdes normais e distor¢des no plano, porém a microestrutura
€ bidimensional e possui dois planos de simetria. Por fim nio deve ter aco-
plamento entre tensdes normais e distor¢des no plano, como foi obtido pelo
método apresentado no artigo.
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4 CONCLUSAO

O presente trabalho teve como propdsito desenvolver a representagao
das propriedades homogeneizadas de microestruturas heterogéneas, cuja a
motivacio estd na necessidade de estabelecer uma relacdo entre a micro-
estrutura e o histérico de deformagdo macroscopicos. Neste trabalho fo-
ram adotados modelos computacionais com as seguintes caracteristicas: um
com comportamento eldstico linear e outro viscoeldstico com histérico de
deformagdo e amplitude constante. Inicialmente foi desenvolvida a modela-
gem para representacio de propriedades homogeneizadas de microestruturas
de materiais com comportamento eldstico linear. Em seguida foi dada con-
tinuidade para a representacdo de propriedades homogeneizadas de microes-
truturas composta de materiais com o comportamento viscoelastico. Por fim,
apresenta-se os resultados do trabalho que sdo satisfatérios e com alto custo
computacional.

Os objetivos gerais atingidos neste trabalho sdo:

i) implementacdo computacional das diferentes representacdes de proprieda-
des homogeneizadas de microestruturas. Essas compostas de materiais
com comportamento eldstico linear e viscoeldstico.

if) implementacdo das classes de condi¢des de contorno da modelagem multi
escala.

iii) aprendizagem do modelo constitutivo de materiais viscoeldsticos com
histérico de deformacao com amplitude e frequéncia constantes.

4.1 PROPOSTAS DE ESTUDO

Ao longo do desenvolvimento do trabalho percebeu-se possiveis ou-
tras propostas de estudo. Essas sdo:

» melhorar o algoritmo para realizar homogeneiza¢do com maior capaci-
dade de informacao.

* implementar o c6digo em um software comercial.

e realizar homogeneizagdes com modelos de microestruturas nao
isotrépicas.

» implementacdo dos modelos viscoeldsticos dependente do tempo.

67
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e aplicacdo do modelo em andlise experimentais, por exemplo,
identificag@o das propriedades homogeneizadas do asfalto.
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