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Resumo

Este trabalho propoe uma abordagem que acopla o método dos e-
lementos finitos generalizados global-local (MEFG9') e o MEFG-C¥
para a modelagem de problemas bidimensionais que contemplem con-
centragao de tensoes. O primeiro método combina o MEF global-local
cldssico com a estrutura da particdo da unidade, construindo funcoes
de enriquecimento numericamente. Estas funcoes sao geradas a partir
da solugao de problemas de valor de contorno locais na vizinhanca de
caracteristicas locais, sendo usadas para enriquecer o problema global.
O segundo método ¢ bastante similar ao MEFG cldssico (MEFG-C?),
exceto pela partigdo da unidade (PU) que é arbitrariamente suave,
gerando campos de tensoes arbitrariamente diferencidveis, o que nao
¢ possivel com 0o MEFG-C? devido & descontinuidade das derivadas
normais ao longo das arestas dos elementos. O método proposto é
chamado MEFG9'~* ¢ sua formulacao utiliza fun¢des PU C* no pro-
blema local, construidas através da PU de Shepard, e funcdes PU C°
nos problemas globais inicial e enriquecido. Assim, o método proposto
nao depende de solugoes analiticas e somente a solucao local é usada
no problema global como enriquecimento. Neste contexto, pretende-
se comparar a performance do MEFG9~¢* com o MEFGY cléssico,
analisando o efeito da regularidade da PU no desempenho das aproxi-
magoes. Em muitas aplicacoes praticas de engenharia é comum analisar
estruturas complexas que mostram, ao longo de grandes extensoes, um
comportamento eldstico linear, mas que exibem plasticidade confinada
em algumas pequenas regioes criticas. Estes tipos de problemas sao
importantes devido ao alto gradiente do campo de deformacoes que

ocorre ao longo do contorno da zona de processo, que ¢ dificil de repre-



sentar com malhas grosseiras e fungoes convencionais do MEF padrao.
Desta forma, além do problema de elasticidade, também é modelado
um problema elastopldstico com plasticidade confinada numa pequena
regiao do dominio global. Neste caso, os problemas local e global en-
riquecido sao solucionados com um modelo constitutivo elastoplastico e
os custos computacionais relacionados as iteragoes nao lineares, quando
comparados ao MEFG cléssico, podem ser reduzidos com o uso de uma
malha grosseira na resolugao do problema global. Para representar a
resposta irreversivel e efeitos de encruamento do material, é considera-
da a teoria da plasticidade Jo independente de taxa, com encruamento
isotrépico do material e critério de plastificacio de von Mises. E con-
siderado apenas carregamento monotonico e a cinemética de pequenos
deslocamentos e pequenas deformagoes, com estado plano de defor-
magoes. O enriquecimento adotado no problema local é o polinomial
uniforme e na interface global-local utiliza-se o método da penalidade,
devido a sua simplicidade e generalidade para impor condigoes de con-
torno de Cauchy.

Palavras-chave: Método dos elementos finitos generalizados C*X,

andlise global-local, elastoplasticidade.



Abstract

This work investigates an approach that couples the global-local
generalized finite element method (GFEM?') and the GFEM-C¥ for
modeling two-dimensional problems involving stress concentration. The
first method combines classic global-local FEM with the partition of
unit structure, building enrichment functions numerically. These func-
tions are generated from the local solution of boundary value problems
in the neighborhood of the local features, and are used to enrich the
global problem. The second method is quite similar to classic GFEM
(GFEM-CY), except that the partition of unit (PolU) is arbitrarily
smooth, building continuous stress fields, which is not possible with
the GFEM-C? due to the discontinuity of the normal derivatives across
interelement edges. The proposed method is called MEFG9~¢* and
its formulation uses C° PoU functions in the initial and the enriched
global problems, and C* PoU functions in local problem constructed
by Shepard PoU. Thus, the proposed method does not rely on analy-
tical solutions and only the local solution is used in the global problem
as enrichment. In this context, the goal is to compare the MEFG9/—CF
and classic MEFG9! performances, analyzing the effect of PoU regula-
rity in the quality of approximation. For many practical applications in
engineering, a complex structure shows linear elastic behavior over al-
most all its extension, but exhibits confined plasticity contained in some
small critical regions. These kinds of problems are important due the
high gradient of deformation field which occurs along the boundary of
the process zone, which is difficult to be represented with coarse meshes
and conventional functions of FEM. Thus, in addition to the elastic

problem, an elastoplastic one with plasticity confined in a small area



of the global domain is also modeled. In this case, the local and global
enriched problems are solved with an elastoplastic constitutive model
and the computational costs related to nonlinear iterations, compared
to the classic GFEM, can be reduced with the use of a coarse mesh
in solving the global problem. The irreversible response and harde-
ning effects of the material is represented by the rate independent Jo
plasticity theory with linear isotropic hardening law together with the
von Mises yield criteria. Here, it is considered only monotonic loading
and the kinematics of small displacements and small deformations and
plane strain are assumed. The enrichment adopted in local problem is
the uniform polynomial and the penalty method is used in the global-
local interface due its simplicity and generality for imposing Cauchy
boundary conditions.

Keywords: C¥ generalized finite element method, global-local analy-

sis, elastoplasticity.
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Capitulo 1

Introducao e motivacao

A modelagem de certas caracteristicas locais, como altos gradientes,
singularidades e descontinuidades, pode ser bem sucedida com a uti-
lizagao do método de elementos finitos generalizados (MEFG) conven-
cional. Neste método sao utilizadas fungoes enriquecedoras analiticas
atreladas a pontos nodais do dominio, visando melhorar a qualidade da
aproximagao no entorno destes pontos. Para simular efeitos de trincas,
por exemplo, podem ser usadas fungoes descontinuas e singulares, com

a utilizacao de malhas relativamente grosseiras.

Estudos demonstram que o MEFG tem sido utilizado com sucesso
na mecanica da fratura eldstica linear (MFEL) [1, 2, 3], porém, uma
estrutura real é um corpo bastante complexo, com estados de tensoes
cujos valores baseados na elasticidade linear podem exceder os limi-
tes eldsticos [4]. Neste contexto, a teoria da plasticidade representa
uma extensao necessdria da teoria da elasticidade. No entanto, mesmo
que as fungoes enriquecedoras do MEFG sejam capazes de aproximar
bem a solugao, como é o caso de muitos problemas de mecénica da
fratura bidimensional, nao é facil construir fungoes de enriquecimento
analiticamente com boas propriedades de aproximacao em classes de
problemas que envolvam nao linearidade do material. Contudo, esta
limitacao pode ser contornada usando-se fungoes de enriquecimento

que sao construidas numericamente.
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Com o intuito de construir fungdes de enriquecimento numerica-
mente, foi desenvolvido o método dos elementos finitos generalizados
global-local (MEFG9'), que combina o método dos elementos finitos
global-local cldssico (técnica "zooming"[5]) com a estrutura da par-
ticao da unidade. Estas fungoes sao geradas a partir da solucao de
problemas locais de valor de contorno na vizinhanca de caracteristicas
locais. Entao, o método proposto nao depende de solugoes analiticas.
Esta abordagem é composta por trés etapas: (i) solu¢ao do problema
global inicial, de onde sao extraidas as condi¢oes de contorno para os
problemas locais; (ii) solugao de problemas locais, onde sao construidas
as fungoes de enriquecimento para o problema global e (iii) solugao do
problema global enriquecido com as solugoes dos problemas locais. Em
geral, no problema global inicial sao usadas func¢oes polinomiais e os
problemas locais sdo resolvidos com 0 MEFG-hp. De acordo com [6], o
MEFGY pode ser potencialmente mais eficiente do que o método dos
elementos finitos (MEF ou MEFG) padrao, considerando que o custo
computacional de resolver um sistema linear cresce bastante rdpido com

relagao ao tamanho do problema.

Em muitas aplicacoes préticas de engenharia é comum analisar es-
truturas complexas que mostram, ao longo de grandes extensoes, um
comportamento eldstico linear, mas que exibem plasticidade confinada
em algumas pequenas regices criticas. O trabalho de [7] demonstra
a robustez, precisao e eficiéncia computacional do MEFGY! para um
problema que apresenta nao linearidade localizada, baseado na teoria
da plasticidade J2 com encruamento isotrépico linear, e mostra que
o método pode fornecer solugoes tao precisas quanto as obtidas pelo
MEFG classico, apesar da malha mais grosseira e do uso da lei eldstica
do material no problema global inicial. Segundo [8], esta abordagem
pode produzir solucoes nao lineares precisas com um custo computa-

cional reduzido quando comparado ao MEF padrao.

De acordo com [9], as fungoes PU seccionalmente polinomiais uti-
lizadas no MEFG convencional podem nao ser as mais adequadas para

alguns tipos de problemas que envolvam, por exemplo, enriquecimen-
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tos singulares. Além disso, em problemas envolvendo trincas, dano e
plasticidade, por exemplo, a obtengao de campos de tensdes mais pre-
cisos é algo bastante vantajoso. Neste contexto, o MEFG-C* apresenta
uma caracteristica bem atraente, que é a alta regularidade da aproxi-
magcao. Este método é bastante similar ao MEFG cldssico ( MEFG-C?),
exceto pela particdo da unidade (PU) que é arbitrariamente suave,
gerando campos de tensoes (ou velocidades) arbitrariamente diferen-
cidveis, o que ndo é possivel com 0 MEFG-C? devido & descontinuidade
das derivadas normais ao longo das arestas dos elementos. Esta ver-
sao suave do MEFG é uma metodologia de discretizagdo baseada em
malha que reine maior regularidade, propriedade de flat-top, coorde-
nadas definidas globalmente, suporte compacto e nenhuma restri¢ao em

relagao a forma de elementos ou das nuvens.

A importancia do MEFG-C* também estd associada & eficiéncia
que apresenta em problemas de alta ordem, como as placas de Kirc-
choff e de Reddy, que requerem solugoes de continuidade ao menos
C'. Algumas aproximacoes C' aplicadas a problemas que requerem
tal regularidade, como as fun¢oes Hermitianas comumente usadas em
problemas de placas, por exemplo, sao muito restritivas e nao favore-
cem um procedimento sistemédtico para a construcao destas funcoes
em elementos de qualquer forma ou para permitir refino p. Os traba-
lhos de [10, 11, 12] apresentam abordagens que exploram beneficios das

aproximacoes MEFG-C* em problemas de placas.

De acordo com [13], a regularidade k& melhora o desempenho da
aproximagao de maneira andloga aos refinos h e p; e segundo [14], as
fungbes PU C°° permitem melhores aproximagoes do campo de ten-
soes ao redor da ponta da trinca, quando esta ¢ modelada através de
enriquecimento, e melhores taxas de convergéncia nas versoes h e p. Os
estudos de [15] apontam que para o problema de formato L estudado,
com enriquecimento polinomial uniforme, o MEFG-C* aproxima me-
lhor a regiao do contorno plastico e os valores de tensoes equivalentes,
principalmente na vizinhanga do vértice reentrante, quando comparado

ao MEFG-C°. Além disso, constatou-se que a PU arbitrariamente
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suave detecta o encruamento do material para um nivel de carrega-
mento menor, quando comparada a PU seccionalmente continua, suge-
rindo que a PU C* seja mais apropriada para a determinacdo do nivel
de carga que causa o escoamento pldstico na estrutura, em torno de

pontos criticos.

Neste contexto, o presente trabalho propoe uma abordagem que
acople o MEFGY ¢ 0 MEFG-C*, a fim de comparar seu desempenho
com o MEFGY classico na modelagem de problemas bidimensionais que
contemplem concentragdo de tensdes (dominio em formato L). Desta
forma, pretende-se analisar o efeito da regularidade da PU no desem-
penho das aproximacoes. O método proposto é chamado MEFG9! ¢k
e sua formulacdo utiliza funcées PU C* no problema local, construidas
através da PU de Shepard, e fungoes PU C° nos problemas globais
inicial e enriquecido. Assim, pode-se usar a habilidade das fungoes de
aproximacao com continuidade interelementar C* para construir cam-

pos de tensoes continuos.

Os estudos compreendem problemas bidimensionais lineares eldsti-
cos e elastopldsticos com plasticidade confinada em pequenas regices
do dominio global. Estes tipos de problemas sao importantes devido
ao alto gradiente do campo de deformacgoes que ocorre ao longo do
contorno da zona de processo, que é dificil de representar com malhas
grosseiras e fungoes convencionais do MEF padrao. Nas andlises so-
mente a solugao local é usada como enriquecimento no problema global.
O enriquecimento adotado no problema local é o polinomial uniforme,
assim como foi realizado por [8] ao estudar um problema elastopléstico

tridimensional em formato L, obtendo bons resultados.

Para representar a resposta irreversivel e efeitos de encruamento
do material, é considerado o modelo cldssico de plasticidade indepen-
dente de taxa, baseado na teoria da plasticidade Jo e adequado para
andlise bidimensional. As principais caracteristicas do modelo adotado
sao: funcao de escoamento de von Mises, encruamento isotrépico line-
ar do material e a hipétese de associatividade suposta para a lei do

encruamento e regra da normalidade para o escoamento pldstico. E
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utilizado carregamento monotonico e a cinemédtica de pequenos deslo-
camentos e pequenas deformagoes, considerando-se estado plano de de-
formagoes. Nas interfaces entre o problema global e local utiliza-se o
método da penalidade, devido & sua simplicidade e generalidade para
impor condigoes de contorno de Cauchy, com a vantagem de nao levar

a equacoes ou incégnitas extras.

1.1 Estrutura do trabalho

O presente trabalho é estruturado da seguinte maneira:

O Capitulo 2 apresenta uma revisao bibliogréfica sobre o método dos
elementos finitos (MEF), mencionando sua primeira generalizacao, o
método da partigao da unidade (MPU), e alguns dos principais métodos
livres ou nao de malhas, cujo MPU serviu de base. Nas segoes do
capitulo, além dos conceitos e definicdes do MEF e MEFG clédssicos,
sdo apresentados outros dois métodos usados no trabalho, o MEFG-C*
e 0o MEFGY. O estudo também contempla a andlise linear eldstica e
elastopldstica usadas nestes métodos.

O Capitulo 3 trata sobre a Teoria da Plasticidade, realizando uma
revisao bibliogréfica onde sao apresentados conceitos e formulagoes da
plasticidade bidimensional.

No Capitulo 4 os experimentos numéricos sao descritos e seus resul-
tados sao apresentados e discutidos, visando comparar os desempenhos
do MEFG9!=¢0 ¢ MEFG9'~“*. Tais problemas sdo andlises bidimen-
sionais lineares eldsticas e elastopldsticas que apresentam concentragao
de tensoes (dominio formato L).

O Capitulo 5 apresenta as conclusoes sobre os experimentos numéri-

cos estudados, além de sugestoes para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Método dos elementos
finitos generalizados

Neste capitulo é feita uma revisao bibliogrifica das principais ca-
racteristicas do MEF cldssico e do MEFG, abordando o MEFG conven-
cional, 0 MEFG com fungées de aproximacao continuas (MEFG-C¥) e
o MEFG global-local (MEFGY').

2.1 Revisao bibliografica

O meétodo dos elementos finitos (MEF) é uma técnica para a solugao
numérica de uma variedade de problemas de meio continuo encontrados
na engenharia. Ele é um método numeérico geral para a solugao de sis-
temas de equacgoes diferenciais parciais, sujeitas a conhecidas condigoes
iniciais e de contorno.

Segundo [16], considerando-se 0o MEF como a aplicacao de principios
variacionais e aproximacao por funcgoes seccionalmente suaves, a ideia
foi usada por Leibnitz em 1696, em andlise unidimensional com fungoes
seccionalmente lineares. No entanto, o potencial do método para o uso
do computador foi demonstrado por [17].

O MEF usualmente emprega aproximacao de base polinomial, cujo

resultado é potencializado por suas versoes h, p e hp, sendo esta combi-
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nagao sugerida e implementada por B.A. Szab6 na década de 70. Estas
versoes concentram-se especialmente na andlise mecénica estrutural e

representam um refino da malha e/ou da base de fungdes polinomiais.

Embora o MEF se apresente eficaz em vérios problemas de solugoes
suaves, usando tipicamente espagos de aproximagoes formados por fun-
¢oes seccionalmente diferencidveis, ele pode nao ser vidvel em proble-
mas contendo descontinuidades ou singularidades, pois requer um re-
fino significativo [18]. Esta deficiéncia ¢ agravada nos casos em que tais
caracteristicas dos campos a serem aproximados nao possuem posicao
fixa no dominio, como em simulag¢oes de evolucao de trincas, exigindo

a construgao de sucessivas malhas de elementos.

De acordo com [19], pequenas microtrincas nao podem ser mode-
ladas por uma malha global projetada para capturar macrotrincas. As-
sim, para lidar com este problema, o MEF requer refinos locais extremos
em torno da frente da macrotrinca e em regices onde as microtrincas
sao localizadas, o que conduz a um alto custo computacional, especial-

mente no caso tridimensional.

Além dos inconvenientes citados acima, [20] também aponta a ne-
cessidade de alteracao na malha de elementos na simulacao de grandes
deformagoes, buscando nao comprometer a qualidade da solugao pela
presenga de elementos excessivamente distorcidos. Em [21] também
é mencionada a dificuldade do método para gerar malhas computa-
cionalmente eficientes em problemas de dominios complexos, ou para
incorporar uma informagao conhecida a priori sobre a solugao do pro-

blema.

Tais desvantagens apresentadas pelo MEF motivaram o desenvolvi-
mento de métodos livres de malhas (meshfree), cuja aproximagao do
campo de varidveis é construida em termos de nds, sem definir uma
conectividade entre eles. Assim, a aproximacao global num ponto
do dominio é definida por meio de fungbes associadas aos nds que
pertengam a mesma regiao de influéncia (nuvem) do ponto em questéo,
sem o auxilio de uma malha. No entanto, para a integragao numeérica

faz-se necessdria uma particdo do dominio.
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Segundo [22], devido a flexibilidade na construgao de fungoes de
forma conformes que atendam as necessidades especificas para dife-
rentes aplicagoes, tem sido relatado que os métodos sem malha sao
particularmente adequados para problemas com simulacao de propa-
gacao de trincas, grandes deformacoes, concentracao de tensoes, entre
outros. Esta facilidade em modelar com os métodos sem malha é devido
a utilizacao de fungoes de enriquecimento préprias para cada situagao.
Desta forma, é possivel enriquecer a aproximacao apenas numa regiao
local do dominio, sem comprometer a conformidade da aproximacao.
O refino p também ¢ facilitado, bastando acrescentar novos parametros
aos nos existentes, diferente do MEF que precisa criar nés nas arestas

ou no interior dos elementos.

No entanto, o MEF padrao produz coeficientes cujos valores sao
iguais aos da funcao aproximadora no né, por isso sao chamados valo-
res nodais, uma propriedade de interpolacao que os métodos livres de
malhas nao possuem. Mas, de acordo com [23], esta deficiéncia é con-
trolada quando se recupera a interpretagao fisica da solugao do deslo-

camento resultante.

Uma das primeiras generalizagoes do MEF é o chamado método
da Partigdo da Unidade (MPU) [24, 25, 26], que difere do primeiro
porque assegura a conformidade da solugao por meio de uma particao
da unidade (PU), que é um conjunto de fungdes cuja soma dos valo-
res em cada ponto de um dominio é a unidade (ver Se¢do 2.3). Além
disso, o MPU usa fungoes de enriquecimento para melhorar aproxi-
magoes locais, que equivale ao refino p do MEF, quando as fungoes
enriquecedoras sao polinomiais. E o refino h do MEF é equivalente &
reducao do suporte da nuvem no MPU. Nestes métodos, espagos locais
sao construidos com base em um conhecimento a priori sobre a solugao

do problema.

Outros métodos foram desenvolvidos a fim de superar dificuldades
relacionadas ao MEF, dentre elas a adaptagdo de malhas. A seguir,
sao apresentados alguns destes métodos (livres ou nao de malhas), cuja

visao geral e aplicacoes também podem ser encontrados, por exemplo,
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em [27, 28].
a) Método das diferengas finitas (MDF): € um método baseado em

malha que possibilita andlises com grades arbitrérias, ou seja, com dis-
posicao irregular de nés. A formulagao e aplicagoes do método podem
ser encontradas em [29, 30, 31, 32, 33].

b) Método de nuvens hp: é um método sem malha que surge a
partir dos trabalhos de [34, 35], e recebe este nome pela facilidade que
tem em lidar com as versoes h e p. Neste método, o enriquecimento é
realizado sobre as func¢oes PU, adicionando-se novos parametros aos nés
existentes, sem a necessidade de aumentar o nimero de pontos nodais
no dominio. Além disso, as fungoes de enriquecimento sao definidas em
coordenadas globais, o que contribui para a eficiéncia do método. A fim
de gerar menos graus de liberdade e exigir menos esfor¢co computacional,
pode-se usar fungées PU de baixa ordem, levando a um nimero menor
de nés no dominio. Aqui, a regiao de influéncia (nuvem) de um né é
definida como uma regiédo circular (ou poligonal) em torno do mesmo.
Mais detalhes sobre o método e suas aplicagoes podem ser encontradas
em [34, 35, 36].

¢) Método dos elementos finitos generalizados (MEFG): este método
teve suas origens nos trabalhos de [37, 38, 39, 40]. Ele é uma método
hibrido que apresenta caracteristicas tanto do MEF, quanto do método
das nuvens hp e sua proposta é usar a prépria malha de elementos
finitos para definir as nuvens dos nés. Neste caso, a regiao de influén-
cia de um né (nuvem) é composta pelos elementos que tém aquele né
como vértice. As fungbes de forma do MEF sao usadas para definir
as nuvens e as fungdes PU e assim reduzir o custo computacional em
relacao ao método das nuvens hp e demais métodos sem malha. Uma
das vantagens do método € sua precisao, mesmo sob grandes distor¢oes
de malha, j& que o enriquecimento é feito sobre as coordenadas globais
apo6s mapeamento. Habitualmente, o enriquecimento utilizado é o poli-
nomial, mas podem ser usadas funcoes especiais para a obtencao de
melhores aproximagoes, tais como fungoes que representam a solucao

exata do problema, sendo feito de forma andloga ao método das nuvens
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hp. Os trabalhos de [37, 38] utilizam o enriquecimento polinomial em
andlises lineares de estruturas tridimensionais complexas, com malhas
menos refinadas, reduzindo significantemente o erro na aproximacao.
Os problemas analisados apresentam pontos de singularidade quanto &
concentracao de tensoes em cantos reentrantes do dominio. Segundo
[37], a matriz de rigidez K gerada pelo MEFG tem grau de esparsidade
menor (mais termos nao nulos) do que as geradas pelo MEF conven-
cional. No entanto, a menor dimensao de K no MEFG compensa esta
desvantagem, quando comparado com o MEF (para a mesma malha e
mesma ordem de aproximacgao), fazendo com que o tempo de solugao
do sistema seja menor quando se utiliza o MEFG. Mais detalhes sobre

o método e suas aplicagoes podem ser vistos em [41, 42, 43].

d) Método de elementos finitos estendido (MEFE): esta técnica é
utilizada em problemas de fratura e utiliza fungoes de enriquecimento
que simulam descontinuidade no campo de deslocamentos dentro de um
mesmo elemento, sem a necessidade de refino de malha. Assim, esta
abordagem possibilita descrever e simular o crescimento de trincas, cuja
representacao independe da malha de elementos. Desta forma, sua van-
tagem é poder representar descontinuidades arbitrédrias, independente-
mente da discretizacao de EF. Isto representa um generoso ganho na
qualidade da resposta, quando comparada & aproximagcao de base poli-
nomial usualmente empregada no MEF. Este método é o mesmo que o
MEFG, conforme mostrado nos artigos [44, 45], podendo-se obter mais
detalhes e aplicagoes em [3, 46, 47, 48, 49, 50].

Uma das principais desvantagens dos métodos sem malha é o alto
custo computacional em algumas aplicagoes, devido a elevada quan-
tidade de pontos de integracao utilizados para integrar as fungoes e
seus produtos ao longo do dominio computacional. De acordo com
[22], outra dificuldade das aproximagoes sem malhas é a sua aplicagao
em estruturas computacionais de elementos finitos existentes. A cons-
trucao de fungoes de forma livres de malhas geralmente requer busca
por nés vizinhos, um cuidado especial com a quadratura numeérica, além

de outros requisitos que normalmente nao sao atendidos por cédigos de
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elementos finitos tradicionais.

Uma abordagem para reduzir o custo computacional de métodos
livres de malhas é utilizé-los apenas em partes do dominio onde sao
estritamente necessdrios e no restante do dominio utilizar uma dis-
cretizagdo de elementos finitos [51, 52].

Para reduzir o custo de integracao numérica das fungoes de forma
sem malha, e a0 mesmo tempo reduzir as dificuldades de implementacao
dos métodos sem malhas e ainda conseguir base de aproximacao suave,
pode-se usar um procedimento proposto por Edwards [53]. Nesta abor-
dagem, uma malha de elementos finitos é usada para construir fungoes
de forma arbitrariamente suaves com o mesmo suporte das correspon-
dentes fungoes de forma Lagrangeanas de elementos finitos, definidas
numa mesma malha. Este método ¢ bastante similar ao MEFG-C?, ex-
ceto que a PU é arbitrariamente suave, sendo chamado de MEFG-C*.
Sua importancia também estd associada a eficiéncia que apresenta em
problemas de alta ordem. Maiores detalhes sobre o método podem ser
encontrados na Segao 2.4.

Embora os métodos baseados no MPU sejam eficazes na solugao de
problemas com caracteristicas de interesse localizadas, eles dependem
de funcgoes de enriquecimento de forma fechada que nem sempre estao
disponiveis [54]. Isto levou ao desenvolvimento do método dos elemen-
tos finitos generalizados com enriquecimento global-local (MEFG9')
[6, 7, 8, 19, 54, 55], que combina o método dos elementos finitos global-
local classico, com o MPU. Desta forma, este método usa fungoes de en-
riquecimento construidas numericamente. A Secdo 2.5 apresenta mais

detalhes sobre o método.

2.2 O método dos elementos finitos

O MEF é um método de andlise em que um campo de varidveis
¢ aproximado pela combinacao linear de fungdes de forma, definidas
em uma pequena regiao chamada elemento finito, que € um dos sub-

dominios no qual o dominio do problema é particionado [56]. O MEF
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Figura 2.1: Discretizacao de elementos finitos.

propoe uma aproximacao da solugao do problema de valor de contorno,
que pode ser melhorada usando-se mais elementos para representar a
estrutura e/ou aumentando-se o grau das fung¢oes no elemento. Neste
método, os elementos sao conectados por pontos chamados nds e uma
unido particular de elementos é denominada malha (Figura 2.1).
Numericamente, a discretizacdo do modelo de elementos finitos é
representada por um sistema de equagoes algébricas em termos das
aproximagoes dos valores nodais, que sao desconhecidas, mas a serem
determinadas. Neste sistema de equagoes, o vetor independente é
chamado vetor de forgas nodais equivalentes e a matriz de coeficientes
é denominada matriz de rigidez. O vetor de for¢as nodais equivalentes
pode ser composto por deslocamentos ou outras varidveis primais, como
temperatura, ou ainda esforcos, tensoes, pressdo, dentre outros. As-
sim, apés a introducao das condigoes de vinculagao ao meio exterior, a

solucao do sistema global determina os valores nodais.

2.2.1 Anadlise linear via método dos elementos fini-
tos

O desenvolvimento descrito nesta se¢ao é convencional e pode ser
encontrado com detalhes em vérias fontes como [4, 24, 57, 58].
A seguir, é apresentado um problema plano de elasticidade que ilus-

tra o método.



38

Formulagao Forte

Seja um problema de valor de contorno (PVC) de elasticidade linear
definido num dominio ©Q € R2?, cujo corpo na situacio de equilibrio
estatico satisfaz as equagoes de equilibrio no seu interior, dadas na

forma forte por':
=1 em ['p, (2.1)

Aqui, a representacdo matricial é utilizada por ser mais adequada
para o processo de obtencao do vetor de forgas nodais equivalentes e da
matriz de rigidez. Desta forma, o é o vetor que contém os componentes

do tensor de tensoes:

O'T:{ Os Oy Tay } (2.2)

b ¢é o vetor que contém os componentes de forga de corpo:

b ={ b b }, (23)

u denota o vetor dos componentes da funcao deslocamento:

T
u z{ux uy},

L é o operador diferencial expresso por:

0 0
2 0 =
R (2.4)
Jdy Ox
I'pel'ny (I'p NTx = @) denotam as partes complementares do

contorno I'; onde as condigoes de Dirichlet e Neumann sao definidas,
respectivamente; n é o vetor unitdrio normal & I'y e apontando para

o exterior do dominio, sendo chamado aqui de vetor normal externo a

1O sobrescrito “T” indica transposto de um vetor ou matriz.
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I'y. O vetor @i representa o campo de deslocamentos prescritos e t &
o vetor que contém os componentes da tragoes prescritas no contorno

de Neumann:

v ={n g} (2.5)
A relagdo constitutiva eldstica linear relaciona as tensoes de Cauchy

o com o deslocamento u, da seguinte forma :

o (u) = Ce(u), (2.6)

sendo € o vetor dos componentes do tensor de deformagdes:

st{ €z €y Vay }, (2.7)

que representa a relacao deformagao-deslocamento, dada por:

€ (u) = Lu. (2.8)

Para pequenos deslocamentos, tem-se ¢, = u, /0z, £, = Ju, /0y, Yoy =
Oug /0y + Ou, /Ox. Aqui, C é a matriz constitutiva que, para estado

plano de tensoes, é dada por:

B 1 v 0
C = - 2.
= v 1 0 , (2.9)
0 0 (1-2v)/2
e para estado plano de deformacoes,
5 (1-v) v 0
C=r—s| v (- 0 |, (210

(14+v)(1-2v)
0 (1-2v)/2
em que F e v sao o médulo eldstico e o coeficiente de Poisson, respec-
tivamente. Para o estado plano de deformacoes tem-se que o com-
ponente de tensoes o, é diferente de zero e pode ser escrito como

o, =V (0z+0y).
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Formulagao Fraca

Problemas lineares podem ser formulados na forma fraca (varia-
cional) onde, diferentemente da formulagao forte, com equilibrio pon-
tual, procura-se estabelecer um equilibrio global. Neste caso, em re-
lacao a regularidade, pode-se trabalhar com espacos de funcoes menos
restritos para encontrar a solucao, como espacos de Hilbert de ordem
1 (Hl), cujas fungbes e suas primeiras derivadas sao quadraticamente
integraveis no sentido de Lebesgue. Desta forma, a formulacao fraca
consiste em [26]:

Encontrar o campo de deslocamentos u € U tal que:

B(u,v)=1(v) VveV (2.11)

sendo U (espago das fungdes cinematicamente admissiveis) e V (espago
das variagoes admissiveis) espagos de Hilbert, dimensionalmente infini-
tos, com normas ||-||y,|||ly,, o operador B (u,v) é a forma continua
bilinear sobre U x V e o operador [ (v) é continuo e linear. Em muitas
aplicagoes os espacos U e V sao espacos de Hilbert de ordem 1 (Hl) e
sao definidos sobre o dominio §2.

Para elasticidade plana, os operadores variacionais sao definidos

CcOomao:

B(u,v)://QET (v)o (u)l,dxdy (2.12)

l(v) = / / vI'bl,dxdy + / vl ds (2.13)
Q I'n

em que v = {v,, vy} € o vetor dos componentes da fungao (de deslo-
camentos) teste e [, é a espessura do corpo eldstico (na diregao z)

considerado aqui como constante (unitdria).

Formulacao discretizada

O MEF, para a solucao numérica definida anteriormente, consiste

em substituir U e V por subespagos discretos Uy, C U (espago de
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fungoes de aproximagao) e Vi, C 'V (espaco de fungoes teste), gerados
por uma discretizacao de elementos finitos A do dominio. Assim, a
aproximagao de Galerkin da solugdo u da Equagao (2.11) é a fungao
uy, (x) € Uy, tal que [59):

B (up,vp) =1(v) Vv, € V. (2.14)

A aproximagao global generalizada para os deslocamentos sobre €2,
pode ser escrita como uma combinacao linear das funcoes de forma

globais, associadas a cada né, da seguinte maneira:

’LLJ T
w, (x) =) V197 (x) { o }:>uh (x) = (®9) u, (215
hy
em que:
l_lT:{u; W e ul ugj} (2.16)

o vetor de deslocamentos dos pontos nodais, o indice N ¢é igual ao
ntmero de nés da malha de elementos finitos e ®¢ & a matriz global de

interpolacdo dos deslocamentos

Q)G_lds?’ 0 6§ 0 o o f 0

0 ¢¢ 0 ¢§ - o 0 ¢§]’ (2.17)

que contém as fungoes interpoladoras globais qb% ou funcgoes de forma
globais, que sao seccionalmente polinomiais, devendo ter continuidade
suficiente para que as integrais da forma fraca do problema possam

existir.

Substituindo-se as Equagdes (2.6), (2.8) e (2.15) na Equacéo (2.14),
obtém-se a seguinte equagao de governo para a andlise de pequenas

deformacoes:
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/Q[BG]TCBGI_ld(H- (—/ﬂ [®°]" b dQ—/FN [89]" Edr) =0,
(2.18)

sendo B a matriz de aprozimacao das deformacées (para estado plano

de tensoes e deformacoes), escrita como:

B¢ = Lo%. (2.19)

Assim, a Equacao (2.18) proporciona um sistema de equagoes line-
ares, tendo os valores dos deslocamentos globais como incégnitas, com

a forma:

Ku = f.., (2.20)

em que K é a matriz de rigidez da estrutura, dada por:

K:/ [BY]" CBY 40, (2.21)

e fo.r € 0 vetor de forcas externas agindo nos pontos nodais, dado por:

_ a7 AT ¢
femf/Q[@ ] bdQJr/FN [@“]" tdr. (2.22)

No sistema linear global da Equagao (2.20) sao impostas as condigoes
de contorno estédticas, que sao os valores prescritos nas posicoes corres-
pondentes do vetor de deslocamentos globais uy,. Isto é essencial para

que as fungoes de aproximacao pertengam ao espacos U e Uy,.

Conhecidos os deslocamentos nodais de cada elemento, pode-se obter
o campo de deformagoes e de tensdes usando-se as Equagoes (2.8) e
(2.6).

Considerando que o dominio ¢é particionado em elementos, pode-se
calcular as contribuigdes de (2.18) para cada elemento separadamente.

f(e)

Desta forma, a matriz de rigidez K(¢) e o vetor de forcas externas f.5,

para o dominio elementar Q(¢) sao dados, respectivamente, por:
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K© = / BTCB dQ (2.23)
Qe)

£ = / o7 b dQ)+ / o7 T dr, (2.24)
Q) (e

sendo que para um elemento genérico e definido por m nés, ® é a matriz

de interpolagao, dada por:

o ¢ 0 dpy 0O o oo 0 ? (2.25)
0 6 0 6y = = 0 8,

sendo ¢; a fungao de forma associada ao né j. Cada funcao de forma
¢; ¢ definida tal que seu valor seja unitdrio no né j e nulo em qual-
quer outro né do elemento. B é a matriz elementar de aproximacao
das deformagoes (para estado plano de tensoes e deformagoes), escrita

COomao:

B = Ld. (2.26)

Para a andlise axissimétrica de elementos finitos, tem-se as seguintes
definigdes [59]:

Os deslocamentos podem ser expressos como u’ = {u,w}, em que
u e w sao os deslocamentos nas direcoes radial, r, e axial, z, respecti-

vamente.

As deformagoes sao dadas por ETZ{ Er €0 €z Vra } e, para
pequenos deslocamentos, tem-se €, = %, €o = 4,6, = %—‘; € Yy =
Ju | Ow
0z + or

A relacdo tensdao deformacdo é dada como o = Ce, com o! =

{ o, 0y 0O, Tr. (€ para material eldstico linear,
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(1-v) v 0 0

B E v (1—-v) v 0

C=TToa-z)| o v (-» o
0 0 0 (1—2v)/2

(2.27)

Os vetores de forgas de corpo por unidade de volume e de tragoes

prescritas no contorno por unidade de comprimento sao dados, respec-
tivamente, por: b? = { b b, vetl' =31 ¢,

Um elemento de volume df) é dado por df) = 2nrdrdz e a matriz

elementar de aproximacao das deformagoes é escrita como:

- % 0 -
gr
= 0
Bi=| " g4 |- (2.28)
0
20, 56,
L Oz or A

Quadratura de Gauss

Na pratica, as integragoes indicadas nas Equagoes (2.23) e (2.24)
sao executadas pela quadratura de Gauss, um procedimento de inte-
gragao numeérica que consiste em aproximar a integral de uma funcao
através de um somatdério. Este método localiza pontos de integragao
e designa pesos apropriados, a fim de minimizar o erro da integracao
quando o integrando ¢ um polindmio geral.

No caso de uma fungao integrando f sobre um dominio de integragao

Q, a quadratura Gaussiana fornece [60]:

/Q F©) de~S wn (), (2.29)
=1

sendo n o nimero de pontos de integracao, &; as posigoes (coordenadas)
dos pontos de Gauss no dominio €2 e w; os fatores de peso correspon-

dentes.
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Agora, seja uma funcio g definida sobre um dominio elementar Q(¢)
e seja z : Q — Q) o mapeamento do dominio padrao € sobre Q(¢).
Desta forma, a quadratura de Gauss para a aproximacao da integral de

g sobre Q(¢) tem a forma:

A(e)g(x) dr = ;wi g(&) T, (2.30)

em que J; é o determinante do Jacobiano da transformacao no ponto x.
Similarmente, define-se a quadratura de Gauss para aproximar integrais
sobre o contorno Q(¢) de um elemento.

Assim, aplicando a quadratura de Gauss, a matriz de rigidez e o

vetor de forcas externas para o elemento passam a ser escritos como:

ng
K = ZBiTCBi w;J; (2.31)
i=1
e
nd Ne
£ =3 0b; w; Ji + > @7 T w; J;, (2.32)
i=1 =1

sendo ng e n. os pontos de Gauss relativos ao dominio do elemento e
seu contorno, respectivamente.
A matriz de rigidez e o vetor de forgas externas globais K e f,; sao

superpostas, respectivamente, da seguinte forma:

m
K = élK(e) (2.33)
€
foor = AL, (2.34)

sendo m o nimero de elementos da malha de elementos finitos.

O operador A implica que cada componente da matriz K (ou vetor
f..+) global associado a um né global particular é obtido como a soma
das correspondentes contribuicoes das matrizes K(¢) (ou vetores féz)

elementares, cujos elementos compartilham aquele né.
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2.2.2 Anadlise elastoplastica através do método dos
elementos finitos

Para o caso de andlise nao linear, um esquema de controle de forga
aplicada é apresentado como ilustracao. No desenvolvimento descrito
nesta secao sao consideradas as referéncias [4, 18, 57].

Em andlise elastopldstica, por causa da relagdo nao linear entre
a tensdo o e a deformacao e, a Equagao (2.18) é uma equagao nao
linear das deformagoes e, consequentemente, dos deslocamentos nodais
u. Sendo assim, faz-se necessdrio adotar um esquema iterativo para
resolver a Equagao (2.14) com relagao a u, correspondendo ao conjunto
de forcas externas dadas. Além disso, como a relacao elastoplastica
depende da histéria da deformacdo, pode ser utilizada uma analise
incremental das forgas externas para tragar a variacao do deslocamento,
da deformacao e da tensao.

Em uma anilise incremental, o carregamento total f.;; agindo na
estrutura ¢é adicionado em incrementos passo a passo. No (n + 1)-ésimo

passo, O carregamento pode SEer eXpPresso por:

fe:ct(n+1) = Lext(n) + Afe:ct(n—‘,—l)- (235)

Assim, correspondendo ao incremento de carga Af,,;, tem-se os

incrementos nos deslocamentos

u,.,=u,+Au,,;. (2.36)

Logo, a Equagao (2.18) passa a ser escrita como:

fint(nJrl) = fezt(n+1)- (237)
que representa o equilibrio da forga externa f.,;, com a forca interna
fint-

Meétodo de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson é um esquema iterativo adotado para

a resolugao das equacgoes simultdneas nao lineares apresentadas pela
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Equacao (2.37).
Considerando que a tensao o é uma fungao nao linear do desloca-
mento u, a Equacao (2.37) pode ser escrita como o seguinte sistema de

forgas residuais:

R (En+1) = Lint(n+1) — fezt(nJrl)» (238)

sendo R (u,,,,) o residuo de forgas.
Assim, tendo obtida a (i — 1)-ésima aproximacdo, "V, _,, para
o deslocamento u,, , |, expandindo R (gn +1) com a expansao das séries

de Taylor e negligenciando os termos de alta ordem, obtém-se:

R(Vu,,) =R(“Vu,,,)
| om (2.39)

(V1,40 =V u,) =0,

(i-Dy,

+1

ou, considerando que a forca externa nao depende do deslocamento:

{(Z Dini(ni1) — ext(n+1)} + 8—ut DAu, ; =0, (240)
= Dy,
em que
(i_l)fint(n—i-l) = Lint(n+1) ((i_l)gn+1) (2.41)
e
(i)AEn_H =@ u,.q —@=1) u,,q- (242)

E, reconhecendo que:

afint
ou

(ifl)K(n-',-l) —

:/QBT Cep|(i71mn+1 BdQ, (2.43)

G=bu, .,

em que C|i-1y, ., € 0 operador tangente elastoplastico e (i_l)K(n_H)
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é a matriz tangente de rigidez, obtém-se o esquema de iteragao do al-

goritmo de Newton-Raphson como:

(z‘fl)Kn_H (i)AHn.H -R ((z‘fl)gn_i_l) 7 (2.44)

@u,,, =V +© Au,,, (2.45)

(i:O)l_anrl =u,, (i:O)Kn+1 = Kn» (izo)fint(n+1) = Lint(n)- (246)

Esta forma permite que a corre¢gdo do vetor desconhecido u seja
obtida através do vetor de forgas residuais R em alguma iteragao. Este
processo continua até que ocorra a convergéncia, ou seja, até que a
forca residual R ((Fl) u, +1) seja suficientemente pequena.

A solugao iterativa resultante deste esquema preserva a convergéncia
quadratica numa vizinhanca suficientemente préxima a solugao, que é
caracteristica do método de Newton-Raphson. Isto ocorre desde que
o operador tangente elastoplastico seja consistente com o algoritmo de

integragdo empregado na solugao do problema incremental [61].

2.3 O método dos elementos finitos gene-
ralizados

O meétodo dos elementos finitos generalizados (MEFG) ¢ uma com-
binagao do MEF padrao com conceitos e técnicas tipicas de métodos
sem malha. Este método apresenta um aspecto de enriquecimento
nodal que pode nao requerer o refinamento de malhas, tornando-se
muito atrativo em varias andlises. No caso de problemas com dominio
complexo, apresenta bons resultados com o uso de malhas simples
[43]. Sua eficacia tem sido mostrada, por exemplo, em problemas com
dominios de contornos de forma complexa [41], em andlise de propa-
gagao de fraturas [39, 47, 62], em materiais com microtrincas e vazios
[63].
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O MEFG convencional (MEFG-C?) estabelece uma malha que é
usada para (a) definir parti¢des da unidade e (b) facilitar a integragao
numérica. De acordo com [59], seja um dominio  C R™ e sejam os con-
juntos abertos {Gj};.vzl, tais que @ C UL, G}, uma PU & constitufda

pela classe de fungdes ¢; (x), tal que:

(i) ¢; (x) € C5° (Gj) (fungdes de suporte compacto e
infinitamente diferencidveis),
(i) Z;y:lgoj (x)=ley;(x)>0emQ, e
(iii) todo subconjunto compacto de €2 intercepta somente um
niimero finito de suportes de ¢, (x).
(2.47)
As fungoes enriquecedoras sdo vinculadas a nuvens individuais de
elementos, em torno de pontos nodais do dominio, visando melhorar a
qualidade da aproximacgao na vizinhanca desses pontos. Assim, tem-
se a possibilidade de enriquecer a aproximagao apenas numa regiao
do dominio do problema, devido ao suporte compacto da PU, sem
refinamento de malha [37, 43, 64]. Além disso, as condigdes de contorno
essenciais podem ser impostas exatamente como no MEF padréo [43].
O conjunto das fungoes PU é empregado para garantir a continuida-
de interelementar, criando conformidade de aproximacoes que sao me-
lhoradas pela estratégia de enriquecimento nodal. Se a particao da
unidade usada no MEFG provém das fungoes de forma de elemen-
tos finitos, este método pode ser entendido como uma forma nao con-
vencional do MEF [64] e as fungdes da PU usadas resultam em uma
base seccionalmente polinomial que aproximam bem as funcoes suaves.
Desta forma, para aproximar fungoes nao suaves, sao utilizadas fungoes
de enriquecimento, sem a necessidade de refinamento de malha, o que
poderia levar a muitos graus de liberdade para atingir uma precisao
especifica, como no MEF convencional.
Para a construgao das fung¢oes de aproximacao do MEFG, considera-

se, por exemplo, uma malha convencional de elementos finitos definida

N

por N nés com coordenadas {z;},_,,

no dominio . Em proble-
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mas planos, por exemplo, os elementos sao geralmente tridngulos ou
quadrildteros de trés e quatro nds, respectivamente (e analogamente
para malhas tridimensionais). Se o enriquecimento é realizado com re-
lacao ao né x;, uma nuvem genérica w; € ) é definida como a unido dos
elementos finitos adjacentes a este nd. O conjunto das funcoes de forma
pertencentes a cada elemento associado ao né x;, compoe a fungao ¢;
sobre o suporte da nuvem w;. Assim, o conjunto das ¢;, associadas
a todos os nés do dominio, passa a ser interpretado como uma PU.
As fungoes lagrangeanas convencionais de elementos finitos constituem
uma classe de PU C{ (w;), onde a primeira condi¢ao apresentada na
Equacao (2.47) é relaxada para Cé“ (w;), k = 0; podendo ser usadas no

MEFG como apresentado por [64].

As fungoes de enriquecimento, relacionadas ao né x;, sao denotadas
por L; = {Lj1, Lja, ..., Ljq} = {Lj;i}{; (com L;; = 1) e represen-
tam um conjunto de ¢ fung¢des linearmente independentes. Elas podem
ser escolhidas como fungoes polinomiais, harmonicas, anisotrépicas ou
mesmo fungoes que sdo parte da solugao do PVC [26, 38, 65]. Os
subespagos de aproximagao local sao denotados aqui por x; (wj) =
span{Lj;}?_,. No caso de enriquecimento polinomial uniforme pode-se
escolher P, (w;) C x; (w;) , onde P, é o espago de polinomios de grau
menor ou igual a p. Por exemplo, para p = 2 (base quadratica), o

conjunto de fungoes de enriquecimento é:

{1 (=) ()
) hmj ) hyj ) hmj ’
Lj= 2
r—Tj Yy—y; Yy—y;
<’lw‘><hw‘ )’(hw‘> }’

em que x; e y; sao as coordenadas nodais de um né arbitrdrio x; e

hgj e hy; s@o as dimensdes caracteristicas da nuvem em relacao ao né
x;, nas dire¢oes x e y, respectivamente. Nestas funcoes sao utilizados
translacao e escalamento, tentando minimizar a dependéncia da malha.
A translacao ¢ feita através de x; e y;, que contribuem para nao haver
influéncia com relagao a distancia entre os elementos e a origem dos

eixos de coordenadas globais. O escalamento ¢ realizado através de hy;
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Figura 2.2: Esquema de enriquecimento da nuvem w; (Fonte: [64]).

e hyj, com o objetivo de equiparar as dimensoes de elementos grandes
e pequenos.

Assim, as fungbes de aproximacao do MEFG associadas ao né x;
resultam do enriquecimento da PU, ou seja, da multiplicagao da fungao

PU com suporte na nuvem w;, pelos componentes de Lj:
q
{05}, = ¢y Ly (2.48)

Isto implica no crescimento do nimero de incégnitas por nd, em
relagao ao associado com a PU.

A fungao de aproximagao resultante ¢;; contém caracteristicas de
ambas fungoes, isto é, o suporte compacto da PU e o cardter de aproxi-
magcao das fungoes de enriquecimento Lj;. A Figura 2.2 representa um
caso de aproximagao definida em R?, para funcoes PU (bilineares) do
tipo C°.

No conjunto de todos os nds, se o enriquecimento e a PU utilizarem
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os mesmos tipos de fungoes, polinomiais por exemplo, entao as fungoes
de aproximacdo do MEFG serdo linearmente dependentes (LD). As-
sim, a base enriquecida, sendo linearmente dependente, faz com que a
matriz de rigidez do sistema seja positiva semidefinida. Este problema
pode ser evitado com uma escolha cuidadosa das fungoes Lj; [40], ou
fazendo restrigdes na PU [26], ou resolvendo o sistema eficientemente

pelo procedimento iterativo proposto em [37, 38].

A estrutura do MEFG oferece mais liberdade na escolha de fungoes
de aproximagao, quando comparado ao MEF cldssico, podendo ser
adaptadas para aproximar bem uma solugao desconhecida [41]. Além
disso, a maneira de incorporar os refinamentos algébricos possibilita
variar o enriquecimento ao longo do dominio sem comprometer a con-
formidade da aproximacao, que é assegurada pelo suporte compacto da
PU.

Em problemas cuja solucao possui pontos ou linhas de singulari-
dades em algumas partes do dominio, podem-se construir fungdes de
aproximagao que representem mais eficientemente estas singularidades
do que as fungoes polinomiais que sdo usadas no MEF tradicional [37].
Para contornos consistindo de segmentos retos, segmentos de circun-
feréncias ou elipses, podem ser construidas familias de funcoes especi-
ais que satisfagam exatamente as condigoes de contorno a priori [43].
Além disso, para dominios de formas complexas, incluindo trincas ou
reentrancias, pode-se utilizar fungoes especiais da sequéncia de uma ex-
pansao assintética que sao conhecidas analiticamente ou podem ser cal-
culadas numericamente. Anélises envolvendo trincas ndo sdo conside-
radas neste trabalho e mais detalhes sobre descontinuidade no MEFG

podem ser obtidos no Apéndice A.

A aproximagao global generalizada para os deslocamentos sobre €2,
pode ser escrita como uma combinagao linear das fungoes de aproxi-

magao associadas a cada né, da seguinte forma:
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Uy . b
_ N zj q ji
uy(x) = je1p;(x) + izoLji(x) ==
Uy
uy(x) = ¢y,
(2.49)
em que u ¢ o vetor contendo os parametros nodais, sendo u; € uy;
associados as fungoes PU ¢, e bj; e b;-i associados as fungoes enriqueci-

das ¢;Lj;. O conjunto completo das fungoes de aproximagao pode ser

agrupado na forma vetorial como

o7 Ll LuMe o L (9]
fon Lwa(ey -+ Lng(en} |
A continuidade da fungao uy,(x) sobre o dominio inteiro é garantido

pelo suporte compacto da PU usada (goj (x) = 0 no contorno de wj).

De acordo com [41], a implementagdo do MEFG consiste de quatro

partes principais:

(a) a selecdo das fungoes de enriquecimento, que dependem das

informagoes disponiveis com relagao & solugao do problema;

(b) a selegdo das fungoes da particdo da unidade (PU), que sdo

fungoes que satisfazem as condigdes colocadas nas Equagdes (2.47);

(c) a construcao da matriz de rigidez e escolha das funcées PU e
enriquecimentos associados, de modo que a integracao numérica possa

ser realizada eficientemente;

(d) a solugéo do sistema linear, que também é afetado pela escolha
das fungbes PU e do enriquecimento, pois dependendo desta escolha
as fungoes de aproximacao global do MEFG podem ser linearmente

dependentes ou linearmente independentes.
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2.4 Funcgoes arbitrariamente continuas: O
MEFG-C*

Devido a flexibilidade em construir fun¢oes de aproximagao con-
formes, os métodos sem malha sao particularmente adequados para
problemas de grandes deformacoes, simulagao de propagacao de trin-
cas, entre outros. No entanto, uma das principais desvantagens destes
métodos é o alto custo computacional em algumas aplicagoes, pois usa
um grande nimero de pontos de integracao para integrar as fungoes

. . (& s z1:
presentes nas integrais de K(¢) e fé 35 sobre o dominio em anélise.

x

Uma alternativa para amenizar este problema e, a0 mesmo tempo,
diminuir as dificuldades de implementacao dos métodos sem malha é
usar uma malha de elementos finitos para construir uma PU arbitraria-
mente suave [22, 51], com o mesmo suporte das correspondentes fungoes
de forma de elementos finitos padrdo C°. A construcio de funcoes regu-
lares baseadas em malhas (versao k) foi proposta por Edwards [53] e
sua generalizagdo para malhas arbitrdrias por [22]. Assim, busca-se
usar funcoes de aproximacao com continuidade arbitréria, obtendo-se

campos de tensdes (ou velocidades) continuamente diferencigveis.

As fungoes PU construidas segundo [22] permitem recuperar a ele-
vada regularidade comum de aproximagoes por métodos livres de malha,
mantendo a malha de elementos para a definicdo dos suportes das
fungbes. Desta forma, tem-se a possibilidade de se elevar a regulari-

dade sem aumento de suporte.

Estas fungoes PU arbitrariamente suaves sao chamadas de particao
da unidade C*. Elas podem ser construidas como funcdes C™, con-
siderando o procedimento original de Edwards, no caso de nuvens com
suporte convexo e fungoes de aresta exponencial. Nesta abordagem,
uma malha de elementos finitos é utilizada para a construgao de fungoes
de forma arbitrariamente suaves e de acordo com [53], pode ser utilizada
para qualquer tipo e dimensao de elemento finito (triangular, quadran-
gular, tetraédrico, hexaédrico...), com o mesmo suporte do método dos

elementos finitos. Em nuvens com suporte nao convexos, as fun¢oes PU
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podem ser até k-vezes continuamente diferencidveis nos nés concavos,
com k arbitrariamente grande, e infinitamente diferencidveis no resto

do dominio.

A integracdo numérica das fungdes nos integrandos de K(¢) e féz
pode ser eficientemente feita usando a malha de elementos finitos. Neste
caso, o0 método nao é mais sem malha, mas sao conservadas caracterfs-
ticas atrativas de aproximagoes sem malha, como alta regularidade da

aproximagao e a propriedade da particao da unidade.

Este método ¢ bastante similar ao MEFG-C?, exceto que a PU
é arbitrariamente suave, sendo chamado de MEFG-C* (continuidade
arbitraria). Sua importancia também esta associada a eficiéncia que
apresenta em problemas de alta ordem, como as placas de Kircchoff e

de Reddy, que requerem solucdes de continuidade ao menos C'.

O trabalho de [9] investigou possiveis vantagens da PU suave para
modelar descontinuidades e singularidades em problemas bidimensio-
nais da mecénica da fratura eldstica linear (MFEL). Neste caso, foram
utilizadas fungoes de enriquecimento polinomiais e singulares, para re-
presentar a singularidade da ponta da trinca. Uma observagao impor-
tante é que nas aproximacoes C* nao hd erros devido ao produto das
tensoes descontinuas com o enriquecimento singular sobre as arestas
interelementares em torno da ponta da trinca, como ocorre no mo-
delo CY. Desta forma, percebeu-se que as funcoes PU suaves ofere-
cem uma melhor representagao do enriquecimento singular aplicado na
modelagem de trincas e que a alta precisio do MEFG-C* mostrou-se
muito apropriada para melhorar as aproximacoes de tensoes ao redor da
singularidade introduzida via enriquecimento extrinseco. No entanto,
o trabalho de [66] realizou um estudo em que comparou técnicas de
aproximagao padrao e de alta ordem, com alto grau de continuidade,
na andlise de problemas de elasticidade unidimensional que apresen-
tavam uma regiao local de altos gradientes. Neste caso, as fungoes de
aproximagao construidas a partir da PU C* e enriquecimento polino-
mial nao apresentaram vantagens quando comparadas aquelas usadas

na técnica de discretizagao Lagrangeana clédssica, por exemplo.
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As fungbes de aproximagao com continuidade arbitraria k& sdo cons-
truidas de maneira que se anulem, junto com suas k primeiras derivadas
normais, & medida que se aproximam das arestas da nuvem, utilizando-
se a estratégia de enriquecimento extrinseco (método de nuvens hp [35]),
que atribui mais incégnitas aos nés sem alterar a PU. A técnica para

construcio das fungdes PU C* ¢é descrita a seguir.

2.4.1 Particao da unidade de Shepard

Em uma malha convencional de elementos finitos definida por N

. N
nés com coordenadas {x;}._,,
j=1

junto de fungdes W;(x) C CF (w;), onde j = 1,..., N, denotadas por

no dominio €2, considera-se um con-

fungao peso. A PU de Shepard, usada na construcao de funcoes de
aproximagcao com continuidade arbitraria k, é construida por meio das
fungbes peso W;(x) associadas ao né x; que tem a nuvem w; como
suporte compacto. Através da férmula de Shepard [67], as fungdes da
PU de Shepard sao definidas como:

W;(x)

> 500 VB (x)’

Pode-se verificar que o conjunto {goj(x)}ji

p;(x) = B(x) € {7 tal que W, (x) # 0}. (2.50)

, ¢ tal que ¢;(x) C
Ch(wj),k>0ce Z;-V:lgoj(x) =1,Vx € , e todo subconjunto com-
pacto de € intercepta somente um nimero finito de suportes. Portanto,
¢;(x) € uma particdo da unidade e sua regularidade depende somente
da regularidade das fun¢ées peso [11],construidas de modo a garantir
a continuidade requerida. Desta forma, sobre cada suporte sao cons-
truidas funcoes peso C* apropriadas e usadas na férmula de Shepard,
gerando a particao da unidade.

Logo, a PU resultante serd ao menos k-vezes continuamente dife-
rencidvel e as fungoes de aproximacao resultantes do produto da PU
de Shephard com as fung¢bes de enriquecimento terdao a mesma con-
tinuidade, desde que os enriquecimentos também sejam ao menos C*.

As fungoes de enriquecimento podem ser escolhidas como fungoes poli-
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nomiais, harmonicas, anisotrépicas ou mesmo fungoes que sejam parte
da solugéo do problema de valor de contorno [11]. Observa-se que dife-
rentes escolhas de fungdes PU sdo possiveis, levando a diferentes tipos
de fungoes de aproximagao.

Vale ressaltar que as fungdes PU de Shepard satisfazem a condi¢ao
de reprodutibilidade de grau 0, uma vez que sao capazes de represen-
tar uma fungao constante, pois Z;V:ﬁpj (x) = 1. No entanto, diferen-
temente das fun¢oes PU convencionais de EF (fungdes lagrangeanas bi-
lineares, por exemplo), elas nao sao capazes de representar uma fungao
linear globalmente, ou seja, nao satisfazem a condic¢ao de reprodutibili-
dade de grau 1 (que néo é obrigatéria [68]), expressa por Zévzlcpj (x)z; =
x. Esta é uma razao da utilizacao de funcoes de enriquecimento polino-
miais, pois para a representacao de uma funcao linear, bastaria acres-
centar fungoes de enriquecimento de grau polinomial p = 1.

A integragdo numérica das fungées PU de Shephard e de suas
derivadas pode ser realizada utilizando-se a prépria malha de elemen-
tos finitos, j4 que o suporte das fungoes coincidem com as nuvens de

elementos.

2.4.2 Fungoes peso

A construcao das fungoes peso ocorre de maneira distinta, depen-
dendo de seus suportes convexos ou nao convexos.

As fungdes peso C* com suporte convexo na nuvem w; podem ser
construidas a partir do produtério das chamadas funcoes de aresta
€jn [€, (x)] associadas as n arestas da nuvem. No caso de nuvens
com suportes convexos e funcoes de aresta exponenciais, funcoes peso
C*° sdo construidas, através do procedimento original de Edwards. De
acordo com [53], uma funcdo de aresta é estritamente positiva den-
tro da nuvem e anula-se suavemente ao aproximar-se da aresta, jun-
tamente com suas k primeiras derivadas normais, gerando uma fungao
peso C§° (w;) .0 método de Edwards ¢é considerado robusto por ser livre
de restri¢oes geométricas relacionadas & forma dos elementos e das nu-

vens e por permitir o aumento da regularidade apenas com a adequagao
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das funcoes de aresta, sem a necessidade de aumento do suporte das
fungoes.

Buscando evitar que as fungoes peso variem muito de nuvem para
nuvem por influéncia da malha, tanto pelo nimero de arestas quanto
pela distancia da aresta ao né da nuvem, é importante que sejam uti-
lizadas fungoes de arestas similares dentro de cada nuvem, como suge-
rem alguns resultados numéricos. Para isto, é realizado um escalamento
nas fungoes de arestas for¢ando-as a serem unitdrias sobre o né x; da
nuvem, o que torna a funcdo peso também unitdria sobre o né, ou
seja, W, (z;) =1 2. Desta forma, a fungio peso ¢ expressa da seguinte

maneira [10, 22]:
M;
Wix) = [T einl&n); (2.51)
n=1

sendo M; o nimero de fungdes de aresta para a nuvem wj.

As funcgoes de aresta sao definidas em termos de coordenadas paramé-
tricas &,, (x) = n, - (x —b,) normais a cada aresta n da nuvem, que
correspondem a distancia entre a posicao x e a aresta n, no qual b, é
o ponto médio da aresta e n,, é o vetor normal & aresta direcionado
para dentro da nuvem (ver Figura 2.3). E, além da imposicao de
possuir valor unitdrio no né da nuvem, o escalamento das funcoes de

arestas também impoe que a taxa de decaimento seja controlada por
. €j,n| T2 , oA .
um parametro f = — ] em que h;jn ¢ a distancia normal do né
J7,nltty,n
X; a aresta n.

Para estas duas restri¢oes, pode-se usar a seguinte fun¢ao de aresta
[10]:

Ae /BT ge £ >0
ol )] = n , 2.52
Js (€ (x)] 0 caso contrario ( )

1
) " garante a segunda

log, B

1—2~
restri¢ao e v e 5 sao constantes positivas, cujos valores mais apropri-

onde o parametro de escalamento B = h; ,, (

2 As funcbes peso sao feitas unitdrias em seus nés como uma normalizacio de
seus valores, que é importante para reduzir erros de arredondamento numérico em
malhas extremamente distorcidas [11].
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Figura 2.3: Distancia £, (x) em nuvem convexa (Fonte: [70]).

ados, de acordo com experimentos numéricos, sdo v = 0,6 e 5 = 0, 3,
como sugerido por [14] e [22]. No né da nuvem, a fungéo de aresta tem

o valor:

2

1—2~
Ejm [En (x5)] = Ae (%) (2.53)
que é o mesmo para toda aresta n da nuvem w;. E, impondo a restricao

1-29%
de que €, €, (x;)] = 1, obtém-se A = e(“’geﬁ) .

Assim, a formula de Shepard (Equacao (2.50)) é usada para cons-
truir uma PU arbitrariamente suave, usando fungoes peso C'°°, como
em todos os resultados do presente trabalho.

A Figura 2.4 ilustra um conjunto de fungoes de aresta exponen-
ciais (Equacao (2.52)), a func¢ao peso e a PU geradas a partir delas,
para uma nuvem convexa. Na Figura 2.4(c) pode-se perceber a pro-
priedade de flat-top, em que a funcao apresenta uma pequena regiao
quase plana em torno do né da nuvem, onde as derivadas sao nulas.
Esta propriedade favorece o enriquecimento da PU desde que permite
representar melhor enriquecimentos especiais, como por exemplo, o en-

riquecimento singular.

Além de funcoes exponenciais, outras funcoes satisfazem os requisi-
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Figura 2.4: (a) fungdes de aresta exponenciais, (b) fungao peso e (c)
fungao PU para uma nuvem convexa. Funcoes associadas & nuvem de
n6 vermelho (Fonte: [14]).
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tos de, juntamente com suas k primeiras derivadas normais, se aproxi-
marem de zero quando atingem sua aresta m. Por exemplo, em [10],
fungbes de aresta polinomiais foram submetidas a investiga¢oes numéri-
cas, mas neste caso, a continuidade é limitada independentemente da
geometria da nuvem. Portanto, as fungoes PU resultantes sao pelo
menos k-vezes continuamente diferencidveis, e as funges de aproxi-
macao tém a mesma continuidade, desde que os enriquecimentos tam-
bém sejam, pelo menos, C*. Um tipo de funcdo de aresta polinomial

de grau p, p > k + 1, é dado por:

(fn/hjm)p se fn >0

0 caso contrario

Ejn [€n (X)] = ; (2.54)

sendo h;, a distdncia normal do né x; & aresta m. As fungoes de
aresta precisam ter ao menos a continuidade C*, k > 0, necesséria
para a construgao da PU.

Como a abordagem de Edwards é limitada as nuvens com suporte
convexo, realiza-se um procedimento similar a fim de aplicd-lo a qual-
quer tipo de malha de elementos finitos com suportes convexos e nao
convexos. Nesta abordagem, uma funcao de aresta ¢;,, é construida
para cada lado de uma nuvem w; e a nao convexidade do contorno ¢é
manipulada usando o conceito das fungoes-R, [69]. Desta forma, sendo
construidas as n funcoes de aresta €;, e supondo que os lados r e s
sao identificados como os lados nao convexos da nuvem wj;, uma nova

funcao de aresta combinando ¢, e ¢; s é definida como [22, 70]:

() VEgs(x)
€jrs(X) = k ’
€5,r(%5) Vi €4,5(x;)

onde o parametro k é escolhido de acordo com o grau desejado de suavi-

(2.55)

dade. Neste caso, usa-se a fungao conjung¢ao R com dois argumentos, ou
seja, para fi e fo tem-se f1VE fo = <f1 + fo+ m) (f12 I f22)k/2,
onde k£ é um inteiro positivo. Esta funcao, obtida através de um pro-
duto booleano [71], é analitica em todo lugar (C*°) exceto no né x;
(f1 = f2), onde é k vezes diferencidvel, ou seja, pertence a C*.

A fungao de aresta combinada ¢;j,, assim como todas as outras
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referentes & nuvem wj, tem valor unitdrio no né x; e ¢ usada para
construir a funcio peso W;(x) C* baseada em elementos finitos usan-
do a Equagéo (2.51). Assim, a férmula de Shepard (Equagdo (2.50))
é novamente usada para construir uma particao da unidade, usando
funcoes peso C*. Portanto, a PU resultante é ao menos k-vezes con-
tinuamente diferencidavel em toda parte do dominio €.

Deve-se observar que diferentes opgoes de fungdes PU sdo possiveis,
o que depende da escolha das fungoes de aresta [10], levando a diferentes

tipos de fungoes de aproximagao.

2.5 O método dos elementos finitos gene-
ralizados global-local: MEFGY

O MEFG tem sido muito bem aplicado em simulagoes de linhas
com singularidade, propagagao de fraturas, problemas acisticos, mi-
croestruturas policristalinas, etc. Todas estas aplicacoes sao formuladas
com formas fechadas de fungoes de enriquecimento que sao conhecidas
por aproximarem bem a solugao do problema. Entretanto, fungoes de
enriquecimento analfticas, em geral, nao sao capazes de gerar aproxi-
magcoes precisas da solucao numa malha grosseira tridimensional, por
exemplo. Para superar esta limitagao, a malha ainda precisa ser refi-
nada como no MEF padrao, embora nao de forma tao refinada.

Outro tipo de limitagao com as fungoes de enriquecimento analiti-
cas é em problemas de modelagem de trincas tridimensionais, onde
solugoes analiticas assintéticas nao sao disponiveis. O problema agrava-
se quando o material é anisotrépico, mesmo em problemas planos.

Isto levou ao desenvolvimento do método dos elementos finitos gene-
ralizados global-local (MEFG9'), que combina o MEF global-local clas-
sico (técnica "zooming"[5]) com a estrutura da particao da unidade,
construindo funcgoes de enriquecimento numericamente. Nesta abor-
dagem sao modelados problemas de valor de contorno locais na vizi-
nhanga de caracteristicas locais, tais como trincas, onde a solugao exibe

altos gradientes ou singularidades [19]. As solugdes locais sdo usadas
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para enriquecer o espaco de aproximagao global através da estrutura da
particao da unidade, sendo chamadas fungoes de enriquecimento global-
local. E entao, o método proposto nao depende de solucoes analiticas.

Desta forma, o procedimento do MEFGY envolve trés etapas:

(I) A solugdo do problema global inicial (PGI), calculado numa
malha grosseira, onde geralmente as trincas nao sao modeladas.

(IT) A solucao de problemas locais (PL), um em cada regido de
alto gradiente ou singularidade, extraidos de pequenos subdominios do
dominio global. A solugao global é usada como condic¢oes de contorno
para os problemas locais.

(IIT) A solugao do problema global enriquecido (PGE) com as fungoes
de enriquecimento global-local, que foram constituidas no problema lo-
cal.

Os dominios locais sao tipicamente analisados em malhas bastante
refinadas (sdo precisamente resolvidos, por exemplo, usando um MEFG-
hp), podendo-se utilizar condi¢oes de contorno de Dirichlet, Neumann
ou Cauchy [55]. As caracteristicas locais, como trincas, nao sao fre-
quentemente discretizadas na malha global e o problema global é re-
solvido como se néo tivesse trincas no dominio. As trincas s&o mode-
ladas somente nos dominios locais. Isto habilita o uso de uma tnica
solucao global para a andlise de qualquer configuragdo de trincas no
dominio.

O procedimento permite a discretizacao de trincas menores do que
elementos da malha global [55] e fornece solugdes precisas com o uso
de malhas grosseiras ao redor da ponta da trinca. Além disso, é es-
pecialmente atrativo para problemas de evolucao, como propagacao de
trincas [6].

O MEFGY pode ser aplicado em problemas com conhecimento a
priori limitado sobre sua solucdo, como aqueles envolvendo fraturas
complexas tridimensionais, multiescala, dano ou algumas classes de
problemas nao lineares [54].

Segundo [8], a abordagem global-local pode produzir solugoes nao

lineares precisas com um custo computacional reduzido quando com-
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parado ao MEF padrao. Isto porque as iteragoes nao lineares computa-
cionalmente intensivas podem ser realizadas na malha global grosseira
apos a criacdo de adequadas fungoes de enriquecimento, que descrevem

o comportamento local nao linear.

Além disso, o cdlculo de problemas locais pode ser paralelizado sem
dificuldades, permitindo a solu¢ao de grandes problemas muito eficien-
temente [6]. Uma abordagem utilizada em [72] é a divisdo de pro-
blemas locais grandes em subdominios locais, que podem ser considera-
dos como uma espécie de "célula unitdria", representando uma tnica
caracteristica microestrutural. Desta forma, cada subdominio local é
resolvido separadamente e o custo de resolvé-los em paralelo é menor
do que resolver um unico problema local. Além disso, pelo fato dos
subdominios locais serem inseridos no espago de aproximagao global
usando a PU, a continuidade nos subcontornos locais ¢é trivialmente
aplicada no MEFG9..

Estudos vém sendo realizados com a aplicacio do MEFGY, onde
no PGI sao usadas fungoes polinomiais e o problema local é resolvido
com o MEFG-hp. No caso de discretizagao de trincas, o problema
local é enriquecido tanto com funcées polinomiais quanto com funcoes
de Heaviside e assintéticas (apresentadas nas Equagdes (A.6) e (A.8)),
sendo que no PGE a linha da trinca é representada pela solugao local
[7]. Geralmente as trincas nao sdo discretizadas no dominio do PGI e
experimentos numéricos em [19] mostram precisao de resultados nestes
casos. De acordo com [19], a robustez e a eficiéncia computacional
do MEFGY o faz adequado para a andlise de problemas préticos da

mecanica da fratura.

Alguns destes estudos comparam resultados obtidos do MEFGY e
do MEFG convencional, analisando problemas de elasticidade linear
apenas ou com plasticidade confinada no interior do dominio local (ver
Subsecdo 2.5.5). Estes experimentos mostram que o MEFGY pode
fornecer solugbes tao precisas quanto as obtidas pelo MEFG, apesar
da malha mais grosseira e do uso da lei eldstica do material no PGI,

no caso de solugdes nao lineares [7, 8]. Dos resultados obtidos em [6],
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observa-se que o uso de fungoes de enriquecimento global-local melhora

bastante a solucao do problema global.

De acordo com [6], 0 MEFGY' é potencialmente mais eficiente do
que o MEF ou MEFG padrao. Isto porque o custo computacional de re-
solver um sistema linear cresce bastante rdpido com relagao ao tamanho
do problema. Portanto, o MEFGY pode ser computacionalmente mais
eficiente para resolver vérios problemas locais menores no lugar de um
tnico problema global maior. O que ainda tem a vantagem de requerer

memoria reduzida do computador.

Os resultados em [73] mostram que hé trés maneiras de melhorar
a precisaio do MEFGY": (i) ter elementos de ordem superior na malha
global; (ii) usar fungoes de enriquecimento polinomial nos nés globais
em adigao ao enriquecimento global-local; (iii) aumentar o tamanho do
dominio local e da zona de enriquecimento (regido enriquecida pela
solugdo do PL) da malha global. Ele constata que o aumento do
dominio local melhora a precisao do método, mas nao num nivel aceité-
vel. E que o uso de enriquecimento polinomial no PGE aumenta bas-

tante a precisao, mesmo para um dominio pequeno do PL.

O trabalho de [6] também estudou como a redugdo do erro em pro-
blemas locais afetam o erro de um problema global enriquecido com
solugoes locais. Ele estabelece que dominios locais maiores sao a princi-
pio desejdveis, pois poderiam reduzir os efeitos do uso das condigoes de
contorno nao exatas no problema local. No entanto, grandes dominios
demandam computacionalmente mais. Seus experimentos numéricos
indicam que camadas adicionais de elementos reduzem o efeito das
condigoes de contorno perturbadas nos problemas locais, mas esta re-
dugao ndo ¢ significante na precisao da solucao global enriquecida. Ou
seja, a qualidade da aproximagcao nao é significantemente afetada pelo
tamanho dos dominios locais. Isto permite, no caso de trincas, a uti-
lizagdo de dominios locais com apenas uma camada de elementos em
volta da ponta da trinca, j4 que as solugoes sao suaves longe dela e
assim, é possivel considerar que nestes lugares a solu¢ao do PGI apro-

xima a solucdo exata razoavelmente bem. Desta forma, pode-se obter
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uma boa solugao global enriquecida mesmo que a qualidade da solucao

global inicial nao seja boa.

O trabalho de [74] relata que o aumento do tamanho do dominio
local nao necessariamente melhora a qualidade das fungoes de enriqueci-

mento para a classe de problemas estudada.

De acordo com [54], se as condigdes de contorno para os problemas
locais sdo precisas, o erro da solucdo do MEFG9! ¢ limitado pelo erro
da solugao do MEFG-hp. Este é o caso mesmo quando o tamanho dos
elementos usados em MEFGY' & muito maior do que aqueles usados em
MEFG-hp. Em [26] ¢ mostrado que a taxa de convergéncia da solucgao
do MEFG¥Y ¢ controlada pela taxa de convergéncia das aproximacoes

locais, corroborando com a conclusao de [6].

Para o tratamento das condi¢oes de contorno inexatas do problema
local s@o propostas duas estratégias: (a) uso de zona buffer no problema
local e (b) muiltiplas iteragdes global-local. A primeira estratégia é
explicada com o auxilio da Figura 2.5 que representa um problema local.
A regiao interior (branca) é a zona de enriquecimento, em que a solug¢ao
do PL é usada para enriquecer o espago de solucao do problema global
com as fungoes de enriquecimento global-local. A principio, o tamanho
da zona de enriquecimento pode ser tao grande quanto o tamanho do
dominio do PL. A regido entre o contorno do dominio local e a zona de

enriquecimento é chamada zona buffer (amarela) .

A segunda estratégia foi proposta por [75]. Nela a solu¢ao do PGE
¢ usado novamente para resolver o PL com novas condigoes de con-
torno, obtendo-se uma nova fun¢ao de enriquecimento global-local. As
iteragoes entre o PGE e o PL ocorrem sucessivamente até que a mu-
danca numa quantidade de interesse seja menor que uma toleréncia
pré definida. As condigbes de contorno globais permanecem as mesmas
durante os ciclos de iteracao global-local.

De acordo com [75], o erro da solucao local pode nao ser controlado
simplesmente pelo refino da malha ou enriquecimento de elementos,
mas por uma condigao de contorno pobre. Desta forma, ele adicionou

um ciclo de iteragao global-local em seu experimento e observou uma
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Figura 2.5: Zona buffer em um dominio local (amarela). A regiao
interior (branca) ¢ a zona de enriquecimento.

diferenga considerédvel no PL, mas pouca mudanga no PGE.

Em seus exemplos numéricos, [74] conclui que apenas uma iteragao
global-local ¢é suficiente para o tipo de problema trabalhado, visto que
as condigoes de contorno do PL sao suficientemente precisas e a segunda
iteragdo nao melhora apreciadamente o nivel de erro. Além disso, os
resultados de [75] consideram que havendo necessidade de iteragoes,
provavelmente seria necessdria apenas uma iteracao para tratar efeitos
de poluicao numérica.

O trabalho de [76] relata que o efeito das condigdes de contorno
inexatas do PL na precisao do PGE é muito pequena. Em seu trabalho
usou o processo iterativo global-local somente uma vez, como proposto
em [74, 75].

Em [54], ele concluiu que podem ser alcangados niveis de erro simi-
lares através de multiplas iteragoes global-local ou pelo uso de uma zona
buffer. O mesmo sugere que o usudrio deve escolher qual estratégia usar,

baseado no custo computacional e na conveniéncia. Quanto ao critério
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de parada para as iteragoes global-local, ele diz que podem ser usados
estimadores de erro.

A seguir sdo detalhadas as formulagoes dos trés passos envolvidos
no procedimento do MEFGY'.

2.5.1 Formulagao do problema global inicial

Seja um problema de elasticidade linear definido num dominio global

Q¢ € R2, no qual a forma forte das equacoes de equilibrio é dada por:

Vie=0 em Q¢
=1 em I'D (2.56)

u
_¥F N
o-n=t em I'G

em que o & o tensor de tensoes, ['2 e TN (TZ N T'Y = &) denotam
as partes complementares do contorno global I';, onde as condigoes de
Dirichlet ¢ Neumann sao definidas, respectivamente; @i e t sdo deslo-
camentos e tragoes prescritas, respectivamente; e n é o vetor normal
externo a Fg .

Seja ul a aproximagao da solugao exata u do problema apresen-
tado na Equagao (2.56). A aproximagao u((); ¢é a solugao do seguinte
problema;

Encontrar u, € U(c(:)) Q) € H' (Q¢) tal que, VW € U(c(:)) (Qg):

[ Joo €' (v&) o () ledxdy + 1 [rp ve," ugds

—_ 2.57
= Jry v&" tlads +n [rpve " A ds, (257)

sendo U(C? ) () uma discretizagio de H' () construida com as funcoes

de aproximacao de MEF padrao ou generalizado, dado por:

Uy (20) = {uh(x) =" 60 (0D taiLai (x)} ,

i=1
em que U,; sao graus de liberdade nodais associados ao problema global

inicial, Dpé a dimensao de um conjunto de fungdes de enriquecimento
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Loi (x), com Ly (x) =1 en é um parametro de penalidade. O método
da penalidade costuma ser usado devido a sua simplicidade e generali-
dade para impor condigdes de contorno de Dirichlet [6]. No entanto, no
presente trabalho as condigoes de contorno de Dirichlet sao restrigoes
de deslocamentos necessérias para evitar o movimento de corpo rigido,
cuja imposigao ¢é feita em forma forte pontual e desta forma, o método
da penalidade nao é utilizado.

Se a Equacao (2.57) define um problema linear, tem-se um sistema
de equagoes lineares para os graus de liberdade desconhecidos de u,,
sendo que a malha utilizada para resolver este problema ¢é tipicamente

uma malha grosseira [54].

2.5.2 Formulacao dos problemas locais

Seja o dominio local €27, um subdominio de 2. Este dominio local
pode conter trincas, orificios, inclusoes, fibras ou outras caracteristicas
de interesse. A formulagao é generalizada considerando-se os casos de
condigoes de contorno de Dirichlet, Neumann e Cauchy, fornecidas pela
solugao global ul,.

A solugéo do problema local ¢ obtida sobre £y, [55]:

Encontrar uz, € Ur (Qz) € H' (1) tal que, Vv, € U (Q1):

[ Joo(ur):e(vy)l.dedy + anmFg u; vy ds+
“fFL\(FmFG) u, -v;ds= frmrg t-v, Lds+ (2.58)

nfrmrg U-vy ds+ fFL\(FmFG) (t (ug) +rug) vy ds,

sendo I';, o contorno do problema local e Uy, (€2) uma discretizagao
de H' (921) que usa as fungdes de aproximagao do MEFG. O espaco
Uy, (Q7) é andlogo ao U(c(:)) (Q¢), mas é definido sobre Q,, numa malha
mais refinada, com fungoes de enriquecimento polinomiais de maior or-
dem do que as usadas em U(C? ) (Q¢) e demais fungdes de enriquecimento
adequadas a representacao da solugao do problema.

O vetor tensdo t (ug) que aparece na integral sobre I'z\ (', NT'¢)

é calculado da solugao da malha grosseira usando a relagao de Cauchy,
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ou seja,
t(uy) =h-o(uy) =1 (C:e(uy)), (2.59)

em que A & o vetor unitdrio normal & T'Y, apontado para o exterior de
Q. Os parametros 1 e k sdo parametros de penalidade e de rigidez
de Cauchy definidos sobre I'y, N Fg eI'r\ (I'r NTg), respectivamente.
Em [8] o parametro x utilizado foi selecionado do caso eldstico linear e

introduzido por [55], da seguinte forma:

K= L, (2.60)
Vol

em que E é o médulo de Young, nd é o nimero das dimensoes espaciais
do problema, Vj é o volume do elemento de referéncia usado e J é o
jacobiano do elemento global cujo contorno local contém as condicoes
de mola impostas associadas as condicoes de interface de Cauchy. Os
experimentos em [55] mostram que qualquer valor de x comparével ou
maior que a rigidez do corpo ¢é aceitavel e fornece fungao de enriqueci-

mento global-local com boas propriedades de aproximacao.

Pode-se selecionar o tipo de condicoes de contorno fornecidas por

u?,, dependendo da escolha de x [55]:

(i) Condigéo de contorno de Neumann: Neste caso, define-se k = 0.
As tragoes definidas na Equagao (2.59) séo prescritasem I'z,\ (', NTq).
No caso de um problema de Neumann puro, onde I'y, N Fg =, o pro-
blema definido na Equagao (2.58) pode nao ser bem posto, uma vez
que, no caso do subdominio ser interno, serd uma porgao de materi-
al desvinculado (sem condi¢ées de contorno de Dirichlet, isto é, com
movimentos de corpo rigido), submetida a carregamentos que sao nao

equilibrados, desde que se tratam de tracoes obtidas via MEF.

(ii) Condigéo de contorno de Dirichlet: Neste caso, define-se k =7
> 1. Assim, a solugdo do problema global inicial u((); é usada como
condicao de contorno de Dirichlet sobre I'z.\ (I', N T'¢), como foi reali-

zado em [6].

(iii) Condicao de contorno de mola ou de Cauchy: Neste caso, define-

se 0 < K <. As condigbes de contorno de Cauchy sao encontradas em
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[18] e combinam as condigoes de contorno de Neumann e Dirichlet.

As condigoes de contorno de Dirichlet e Neumann sao casos especiais
das condigoes de contorno de Cauchy/mola, dependendo da escolha da
rigidez da mola. Resultados numéricos demonstram que as condigoes
de contorno de Dirichlet levam a resultados piores do que as condicoes
de contorno de Neumann e as duas levam a resultados piores do que os

obtidos com as condigées de contorno de Cauchy [55].

Neste trabalho utiliza-se as condigoes de contorno de Cauchy, sendo
que uma vez obtida a solugido do PGI ul, o processo de transferén-
cia das condigoes de contorno do dominio global para o dominio local
é realizado através da transmissdo dos resultados de forca e desloca-
mento para os pontos de integracao do contorno I'z\ (I', NTg). Para
isto faz-se necessdrio um mapeamento das coordenadas do PL para as
coordenadas do PG, a fim de obter os valores do contorno de Cauchy

nos pontos indicados.

O aspecto chave do problema local é o uso da solugao de MEFG
do problema global inicial u% como condigao de contorno sobre I'f\
(T N Tg), ja& que longe da ponta da trinca as solugbes sao suaves,
onde é possivel supor que u, pode aproximar a solugao exata razoavel-
mente bem [6]. Condigdes de contorno exatas sdo prescritas sobre
porcoes de I';, que interceptam Fg ou Fg . A Figura 2.6 ilustra o
dominio de uma chapa bidimensional trincada com discretizagao trian-
gular, no qual a regiao em destaque representa o dominio do problema

local.

O erro da solugao do problema local nao depende somente da dis-
cretizacao usada no dominio local, mas é também afetada pela quali-
dade das condigdes de contorno usadas sobre I't\ (', NTg), ou seja,
da solucao global inicial. Como resultado, o erro de uy, pode ser grande

mesmo que seja usada uma malha muito refinada sobre €2y,.
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Figura 2.6: Dominio global e dominio local com uma camada de ele-
mentos.

2.5.3 Funcoes de enriquecimento global-local e pro-
blema global enriquecido

A solucgao local uy, é potencialmente uma excelente fungao de en-
riquecimento para o problema global definido na Equacao (2.57). Ela é
chamada de fun¢ao de enriquecimento global-local porque é calculada
com a mesma estratégia do chamado MEF global-local [5]. Usando
a Equagdo (2.48), pode-se definir a seguinte funcao de aproximagcao
global do MEFG para a regiao enriquecida [6]:

D0 = ©oUL, (2.61)

em que ¢, denota uma funcdo da particao da unidade do problema
global. Estas fungoes enriquecedoras sao usadas somente nos nés x,, da
malha global cujo suporte w,, esta contido no dominio local Q. O pro-
blema global é entao resolvido novamente com o espago solucao agora
aumentado com as func¢oes enriquecedoras. A solugao deste problema

global enriquecido ¢ denotado por uZ e sua formulagao ¢ dada por:

Encontrar uf € UE (Q¢) € H' (Q¢) tal que, W& € UE (Qg) [55]:
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[ Jog €' (vE) o (uG) ledxdy +n [rpvE T ug ds

- ¢ (2.62)
= JexvG T tlds+n [rpvG T U ds,

sendo UE (Q¢) o espago U(C? ) (Q) aumentado com as fungoes do MEFG

(2.61):

UG (Q26) = un(x) =) @a (%) ZumLai (x)+

~
aprox. da escala grosseira

Y wp(x)uf (x) 5,

Bely

aprox. da escala refinada

(2.63)
onde I, ¢ o conjunto de nds enriquecidos com a fungao ur; Dré a
dimensao de um conjunto de fungoes de enriquecimento polinomiais

Lo (x), com Ly (x) = 1, ug; sao graus de liberdade nodais associados
gl
U ur (x
9l g v () 1, onde uglj, B e

ao problema global inicial e u; = ol

Ugy  UL2 (x)
Iq, j = 1,2, sao graus de liberdade nodais associados ao problema
global enriquecido e ur; (x) sdo as componentes cartesianas do vetor

de deslocamentos uy,.

Indiferente do niimero de graus de liberdade requeridos para solu-
cionar o problema local precisamente, somente dois graus de liberdade
sao adicionados hierarquicamente aos nés da malha global a serem en-
riquecidos. Eles sao as componentes cartesianas da funcao apresentada

na Equagcao (2.61).

O problema global enriquecido ¢é resolvido na mesma malha gros-
seira usada no calculo do problema global inicial. Isto contrasta com o

MEF, que requer discretizagoes globais muito refinadas para capturar
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comportamento de pequena escala no dominio global. Além disso, como
os enriquecimentos da solugao local sao hierdrquicos e usados somente
em poucos nés na malha global grosseira, tem-se que o problema global

enriquecido pode ser resolvido com baixo custo computacional [19].

2.5.4 Solugao do problema global enriquecido (elas-
ticidade)

Pela definigao do espago global enriquecido UE (Q¢) apresentado
na Equagao (2.63), tem-se que as fungoes de aproximagao global-local
do MEFG sao hierarquicamente adicionadas ao espa¢o de malha gros-
seira Ug)) (Qc) [55], ou seja, todas as fungdes de aproximagao globais
iniciais permanecem inalteradas no problema global. Neste contexto,
num problema de elasticidade bidimensional, somente dois graus de
liberdade sao adicionados em cada né global na malha grosseira en-
riquecida com uy, que correspondem as componentes = e y da solugao
local, mesmo que um ndmero grande de graus de liberdade seja usado
no calculo de uy[6].

Desta forma, sejam K%g% = fg e Kggg = fg os sistemas de
equagoes associados as discretizagoes globais inicial e enriquecida, res-
pectivamente, sendo que ul, representa o vetor de deslocamentos nodais,
que difere do vetor de deslocamentos u((); = @Tg%, onde ® é a matriz
de fungdes de aproximacio do MEFG. Os vetores uZ e f£ podem
ser particionados, usando a propriedade hierarquica das fung¢oes de en-
riquecimento, como gg = [ gg g‘él }T e fg = [ fg fcg;l ]T, onde
ﬁ% e ggGl sao os coeficientes nodais associados a discretizagao global ini-
cial e aos enriquecimentos hierdrquicos global-local, respectivamente. A
matriz de rigidez global K, do problema inicial (Equagao (2.57)) é ani-
nhada na matriz global KZ do problema enriquecido (Equagao (2.62))

KO KO,!]l ~0 £0
Gl 0 G; . A Gz ) (2.64)
kit xy [ ] [

COomo segue:
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em que K(C)jgl = (KgGl’O)T, “gl” e “0” estao associados ao enriqueci-
mento hierdrquico global-local e ao problema global inicial, respectiva-
mente. O vetor gg contém os graus de liberdade u%%j, Bely,j=1,2,
sendo que sua dimensao é pequena quando comparada com a do vetor
irics

Desta forma, a natureza hierdrquica e o tamanho pequeno de g*gf po-
dem ser explorados para resolver eficientemente o sistema de equagoes
global enriquecido (Equagéo (2.64)). Na abordagem utilizada por [6],
os graus de liberdade global-local ug; sao condensados, usando a fa-
torizagdo disponivel do problema global inicial (fatoriza¢do da matriz
global inteira definida na Equagao (2.64)). Métodos iterativos tam-
bém podem ser usados eficientemente para resolver o problema global
enriquecido.

Este trabalho ndo utiliza a estratégia apresentada na Equagao (2.64),
pois considera também a andlise de problemas elastopldsticos, onde a
matriz K nao pode ser aninhada & matriz global Kg A préxima se¢ao
apresenta a estratégia geralmente utilizada em anédlises de problemas

nao lineares.

2.5.5 MEFGY para problemas nao lineares

Em muitas aplicagoes praticas de engenharia é comum analisar es-
truturas complexas que mostram, ao longo de grandes extensoes, um
comportamento eldstico linear, mas que exibem plasticidade confinada
em algumas pequenas regioes criticas. Nestas classes de problemas que
envolvem nao linearidade do material, funcoes de enriquecimento com
boas propriedades de aproximacao nao sao faceis de serem construidas
analiticamente. No entanto, esta limitacao é solucionada usando-se
fungoes de enriquecimento global-local que sao construidas numerica-
mente para nao linearidade localizada do material.

Experimentos numéricos em [7] demonstram a robustez, precisao
e eficiéncia computacional do MEFG9 para um problema nao linear
baseado na teoria da plasticidade Jo com encruamento isotrépico line-

ar. No contexto da forma incremental do problema (procedimento de
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Newton-Rhapson), cada passo incremental pode ser definido por um
pseudo passo de tempo t,,, n = 1, ..., N4z, onde n,,4, denota o niimero

maéximo de pseudo passos de tempo.

De acordo com [7] e [8], a andlise de problemas nao lineares com o

MEFGY ¢ realizada da seguinte maneira:

Etapa 1: O problema global inicial é resolvido para o pseudo passo

de tempo final ¢ numa malha grosseira, usando-se um modelo

Nmax?
constitutivo eldstico linear. Trincas nao sao modeladas na resolucao
deste problema.

Etapa 2: O problema local contém uma pequena regiao critica com
comportamento nao linear e é resolvido para o pseudo passo de tempo
final ¢y, .

condigoes de contorno deste problema sao obtidas da solugao do pro-

utilizando-se o algoritmo iterativo de Newton-Rhapson. As

blema global inicial. O MEFG-hp ¢é utilizado para discretizar o pro-
blema local, obtendo-se solugbes mais precisas, capazes de aproximar
caracteristicas nao lineares localizadas do problema.

Etapa 3: A solugéo local néo linear, encontrada no pseudo passo

de tempo final ¢ ¢ usada como funcao de enriquecimento do pro-

N
blema global em cada pseudo passo de tempo. Nesta etapa, o problema
global é resolvido incrementalmente com um modelo constitutivo nao
linear e com a mesma malha global grosseira em cada pseudo passo de
tempo t,, sendo que somente a solucao local nao linear é usada como

enriquecimento.

Experimentos numéricos realizados em [8] mostram que quanto mais
refinada a malha no problema local, isto é, quanto menor seu erro para
as dadas condigoes de contorno locais, melhor a solugao global calculada

com estas fungoes de enriquecimento locais.

Neste modelo, o comportamento nao linear deve estar totalmente
confinado no interior de €2;,. Isto é conseguido selecionando-se o tamanho
do dominio local 27 de tal maneira que contenha completamente a
regido onde a tensao de von Mises da solugao do PGI é maior do que a
tensao de escoamento inicial. Assim, o uso da lei eldstica do material

no problema global inicial é justificada pela suposicao de que a defor-
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magao pldstica estd confinada no interior do dominio local, em adi¢ao
aos efeitos do principio de St.Venant que permeia o operador diferencial
do problema.

Nesta metodologia, as varidveis de estado do problema local nao sao
transferidas ou compartilhadas com o problema global. Cada problema
tem seu préprio conjunto de varidveis de estado armazenado em seus

pontos de integracao, como no MEF padrao.

2.5.6 Integragao numérica das fungoes de enrique-
cimento global-local

A integragdo numérica das fungoes de enriquecimento global-local
pode ser realizada precisamente e eficientemente com a ideia bésica de
integra-las na malha global usando as malhas locais. Isto é possivel
quando estas malhas sdo aninhadas na malha global. Assim, a inte-
gracao numeérica do elemento global enriquecido com a solugao local é
realizada nos pontos de integracao dos elementos locais que estao a-
ninhados no elemento global. Estes pequenos elementos sao chamados

de elementos descendentes do problema local [6].
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Capitulo 3

Plasticidade
bidimensional

Certos materiais, como os metais, quando solicitados em um estado
uniaxial de tensoes, até certo nivel de tensao apresentam um comporta-
mento eldstico linear, deformando-se de acordo com o mddulo eldstico
E. Esta tensao limitante estd representada na curva tensao-deformacgao
por o, (Figura 3.1) e é chamada de tensao limite de escoamento. Apés
ultrapassar o,, o material passa a apresentar uma resposta tanto elés-
tica quanto pldstica, ou seja, um comportamento elastopldstico, carac-
terizado pelo médulo tangente elastoplastico KP. As alteracoes na es-
trutura do material devido & deformagao pldstica sdo irreversiveis [77],
ocorrendo a evolucao de deformagoes residuais. A Figura 3.1 ilustra
o comportamento uniaxial idealizado para o modelo com encruamento

linear.

A resposta ineldstica do material, como no caso da plasticidade, é
um processo incremental que as vezes é caracterizado pelas equagoes
constitutivas expressas em taxas. Assim, o algoritmo de integracio
conhecido como algoritmo de mapeamento de retorno fornece um ro-
busto e efetivo esquema de integracao numérica das taxas das equagoes
constitutivas, durante uma sequéncia discreta de incrementos de tempo
[61].

79
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v

Figura 3.1: Curva tensao-deformacao para o modelo com encrua-
mento linear.

Nesta secao sao apresentadas as equagoes que governam a plastici-
dade classica (independente de taxa) no contexto bidimensional, que
podem ser encontradas em [4, 60, 78].

O modelo aqui adotado € o elastopléstico Jo com encruamento, cujas
principais caracteristicas sao: fungao de escoamento de von Mises, re-
gra de normalidade para o escoamento pldstico, encruamento isotrépico
linear e hipétese de associatividade para lei do encruamento. O escoa-
mento pldstico é considerado como um processo irreversivel e é carac-
terizado em termos da histéria das seguintes varidveis independentes: o
tensor de deformagdes €, o tensor de deformagao pléstica P e a varidvel

interna de encruamento c.

3.1 Plasticidade para estado plano de de-
formacoes e axissimétrico

A formulacao cldssica da plasticidade apresentada aqui para estado
plano de deformacoes e axissimétrico é uma particularizacao da teoria
tridimensional. Do ponto de vista tedrico, estas classes de problemas
sofrem restrigoes, ou seja, em um problema geral de valor inicial elasto-
pléstico, certas componentes do tensor de deformagoes sao zeradas.

Considerando a decomposigao aditiva do tensor de deformagoes to-
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tal e = e°+4¢eP e sendo C o tensor constitutivo eldstico isotrépico linear,
s a parte deviatérica do tensor de tensoes e o, a tensao de escoamento,
as equagoes que governam o modelo sao:

1) Relac@o tensao-deformagao para elasticidade isotrépica linear:
o = C: [e — €P], onde a matriz constitutiva C, para o estado plano de
deformagoes é dada pela Equagao (2.10) e para o caso axissimétrico é
dada pela Equacao (2.27).

2) Critério de escoamento de von Mises: f = \/g IIsl|—(oy +¢q) <0,
sendo g = H'«, onde H' ¢ o médulo pldstico de encruamento isotrépico
linear e o é a varidvel interna de encruamento isotrépico relacionada a
evolucao da deformacao plastica;

3) Regra do escoamento: &’ = v0, f = 'y\/gg, com n :ﬁ?

4) Lei do encruamento: & = —y0,f = ;

5) Taxa da deformagao plastica acumulada: &2, = &;

6) Condigoes de complementaridade de Kuhn-Tucker: v > 0, f (o, q)
<0,7f(e,9) =0

7) Condicdo de consisténcia: 7 f (o7, ¢) = 0 (para o tal que f (o, q) =
0), onde f é a taxa da fungao de escoamento.

O parametro v > 0 é uma fung¢ao nao negativa, chamada parametro
de consisténcia, que fornece a “velocidade” da plastificacao e obedece
as condicoes de complementaridade de Kuhn-Tucker.

Em problemas de estado plano de deformagoes (€33 = V93 = V31 =

0) e andlise axissimétrica, a notacao vetorial das componentes de ten-

T
soes sao dadas, respectivamente, por o = [ 011 022 Tia } e

o= [ 011 099 Ti2 033 }T, onde o indice 3 estd associado com a

direcao circunferencial. Para o estado plano de deformagoes, tem-se que

To3 = 731 = 0 e, em geral, para o caso isotrépico o33 = v (011 + 022).
Analogamente, as componentes de deformagoes para estado plano

de deformacoes e analise axissimétrica sao dadas, respectivamente, por

T T
€ 1:[ €11 €22 Y12 } e € 1:[ €11 €22 712 €33 )

onde v, = 2¢€12.



82

3.1.1 Algoritmo de integracao e mapeamento de re-
torno

A seguir é apresentado um algoritmo de mapeamento de retorno
do tipo implicito, onde considera-se um estado eldstico teste (etapa de
previsao) projetado sobre a superficie de escoamento (etapa de cor-
regao), para integragdo numérica das equagoes incrementais do modelo
constitutivo [60]. O algoritmo de integracado apresentado é o tridi-
mensional genérico, sendo que a particularizacao para os estados de
deformacao restritos é trivialmente obtida pela eliminagao das compo-
nentes de deformagao pertinentes. No entanto, esta simples estratégia

de mapeamento de retorno nao é vélida para o estado plano de tensoes.

Algoritmo implicito para integragcao numeérica das equacgoes
constitutivas elastoplasticas

O algoritmo apresentado é utilizado para elastoplasticidade tridi-

mensional com encruamento isotrépico linear:
1) Calcula estado teste (preditor eldstico):

Dado Ae e as varidveis de estado em ¢, calcula o estado eldstico

teste

e T = e e
et = el

apflt = o

Pt = ke
stere = apeg i
Chemi1 = /372 (sI)s
ot = s L

onde p é uma constante de Lamé.

2) Testa consisténcia pldstica:



se :ﬁﬁe = 3J ( ;fle_izfle) (O'U _|_H/ teste)

_ \/7Hs1;leﬁtle a.y +H/ teste) < 0,
(entao passo eldstico)

— (.)teste e Cffjﬂ:a

o conjunto (+) el

n+1
finaliza.

Sendo (passo pldstico, va para (3)).

3) Mapeamento de retorno (estado de correc¢ao):

Impondo-se a condicao

3
for1 = \/;||sn+1| - (Uy +H’O‘n+1)

— \E({ st QMA’Y\/§> —loy+ H' (00 + A)]

= flle—AMy(Bu+H')=0,

obtém-se
tef{e sterrtle
Ay = L > 0; Z
—n+1 )
s 17 B85
3
p _ _ .
Ent1 = €n+AYNu4, (Nn+1 = \/;Qn-i-l ;
. . test
On41 = Qpn + A’Y7 Pn+1 = pne-is-le7
Ay3u
teste, _ .
sn—i—l - 1 - teste Sne_l,s-ley 0-71+1_ Sn—',—l +pn+1I7
Ueq n+1
Ee _ 1 —s + e testeI, _ 3.J. ( )
ntl — 2% n+1 3% ntl L Sntl = 2 (Sn+1

4) Calcula o operador tangente elastopldstico algoritmico:
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A 1
cr = ouf1- MDY <II—I®I>
aeqn+1 3

Axy 1
Gu? - k10T,
+op (aé@sfﬁrl 3+ H’) D, @0y +R1E

onde k£ o médulo volumétrico, I é o tensor identidade de segunda-

ordem:

I= 5”61' & €

e IT é o tensor identidade simétrico de quarta-ordem, dado por:

1
11 = 5 [5ik5jl + 5il5jk] e @ej @ep @ ey,

sendo d;; o delta de Kronecker.
Finaliza.
Observagao:

|| ¢ a norma euclidiana.

No caso de estado plano de tensoes, como algumas componentes de
tensdo sao prescritas (033 = 723 = 713 = 0), ndo se pode mais aplicar
o algoritmo de integracao tridimensional genérico, na qual todas as
componentes de tensao sao desconhecidas. Desta forma, utiliza-se uma
outra estratégia que pode ser visualizada no Apéndice B. Analises com

estado plano de tensoes nao sao contempladas neste trabalho.



Capitulo 4

Resultados numéricos

Nesta segao apresentam-se dois experimentos numéricos. O obje-
tivo é comparar os desempenhos do MEFG9 nos quais o enriqueci-
mento utilizado no problema global (PG) é solu¢ao do problema lo-
cal (PL), construido com fungdes PU C° (MEFGY' =) e fungoes PU
Ck (MEFG9~CF), em andlise de problemas bidimensionais eldstico
e elastopldstico. O problema utilizado ¢ o dominio de formato L,
um problema cldssico na teoria da elasticidade no qual uma solucao

analitica é conhecida [79].

A versao elastopldstica deste problema ¢é considerada aqui com o
objetivo de (a) investigar os efeitos da discretizagdo suave nos campos
de tensoes aproximados e (b) comparar a evolugao da zona de processo
na vizinhanca do vértice reentrante para os dois tipos de regularidade
consideradas. O carregamento usado neste exemplo é o correspondente
a abertura de Modo I.

A formulacao foi numericamente implementada considerando um
dominio em que ocorrem apenas nuvens convexas. O dominio foi parti-
cionado em elementos triangulares de trés nds e arestas retilineas. Desta
forma, na implementacao do MEFG-C* foi usada uma PU de con-
tinuidade arbitrdria (PU C°°) sobre todo o dominio, gerando aproxi-
magcoes de tensoes com continuidade interelementar. Foram utilizados

b =1, 2 e 3, que representam o grau polinomial de reprodutibilidade

85
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Figura 4.1: Malha utilizada para a solugao de referéncia.

do subespaco de aproximagao do MEFG utilizado (grau da base). Note
que b = p+ 1 para PU C° e b = p para PU C*, onde p é o grau do

enriquecimento polinomial, como identificado em [11].

Os resultados numeéricos foram comparados com a solugao analitica
(para a anélise eldstica) e com uma solucao de referéncia, onde utilizou-
se uma malha geométrica préxima & reentrancia, na qual a taxa de re-
dugao dos elementos é 1/2, aninhada a uma malha regular (ver Figura
4.1), totalizando 662 elementos, com fungao de enriquecimento polino-

mial uniforme de grau p = 3 em todo o dominio (b =4).

Nas andlises, o dominio do PG foi discretizado por 96 elementos
numa malha regular grosseira mostrada na Figura 4.2, onde a regiao
colorida representa o dominio do PL (a) sem o uso de zona buffer
(apenas a regiao de enriquecimento) e (b) com o uso de zona buffer
(representada pela camada de elementos amarelos). Os nés do PG
que receberam enriquecimento global-local estao marcados com circu-
los pretos. Para o PL foram utilizados trés niveis de refino de malha,
que podem ser visualizados nas Figuras 4.3 (malha MA), 4.4 (malha

MB) e 4.5 (malha MC). As figuras mostram os dominios locais (a) sem
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Figura 4.2: Malha do problema global, onde a regiao colorida repre-
senta o dominio local (a) sem e (b) com zona buffer. Os circulos pretos
indicam os nés do problema global enriquecidos com funcao global-
local.

zona buffer e (b)com zona buffer, em que a zona buffer equivale a uma
camada de elementos da malha global grosseira (ver Figura 4.2-b).

A malha MA ¢ regular uniforme e contém 216 elementos sem a zona
buffer (MA1) e 486 elementos com a zona buffer (MA2). A malha
MB ¢ composta de uma malha geométrica (ver Figura 4.6) préxima a
reentrancia (a mesma da malha de referéncia), aninhada a uma malha
regular cujos elementos tem a mesma dimensao dos elementos da malha
global. No total sdo 98 eclementos sem a zona buffer (MB1) e 136
elementos com a zona buffer (MB2). A malha MC ¢ idéntica & malha
de referéncia, na qual uma malha geométrica é aninhada a regiao de
enriquecimento, sendo composta por 158 elementos sem a zona buffer
(MC1) e 278 elementos com a zona buffer (MC2).

Com relacao a regularidade das func¢oes do PL, as andlises global-
local receberam denominacoes diferentes de acordo com a distribuicao
das fungoes PU nas camadas de elementos:

a) Andlise CO: todas as fungdes do dominio local sdo C%;

b) Andlise Ckl: todas as fungdes do dominio local sdao C*;

c¢) Andlise Ck2: as fungdes C* sdo utilizadas apenas nas camadas
de elementos do PL que equivalem a primeira camada de elementos do

PG. No restante do dominio local usam-se funcoes C e, desta forma,
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Figura 4.3: (a) Malha MA1 sem zona buffer e (b) Malha MA2 com
zona buffer, em que a zona buffer equivale a uma camada de elementos
da malha global grosseira (ver Figura 4.2).

a) b)

Figura 4.4: (a) Malha MBI sem zona buffer e (b) Malha MB2 com
zona buffer, em que a zona buffer equivale a uma camada de elementos
da malha global grosseira (ver Figura 4.2).
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a) b) b 4

Figura 4.5: (a) Malha MC1 sem zona buffer ¢ (b) Malha MC2 com
zona buffer, em que a zona buffer equivale a uma camada de elementos
da malha global grosseira (ver Figura 4.2).

Figura 4.6: Malha geométrica utilizada nas malhas MB, MC e de
Referéncia.
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hé uma camada de elementos do dominio local com fungoes de transicao
C*-CP. Para construir estas funcoes, as funcoes de forma de elementos
finitos sao consideradas como fungdes peso e sdo acopladas as fungoes
suaves através da férmula de Shepard (Equagao (2.50)), como sugerido
por [51].

d) Anslise Ck3: sdo usadas fungdes C* em todas as camadas de
elementos do dominio local, exceto na tltima, onde usam-se funcoes de
transicao C*-CV.

Com o intuito de minimizar os erros de integragdo numérica, a
quadratura de integracao aplicada nos elementos foi a quadratura simé-
trica de Wandzura em triangulos [80], com 175 pontos. A mesma
quadratura foi usada no MEFG-C* e no MEFG-C? com o objetivo
de comparacao. Para integra¢oes no contorno de Neumann foi usada a
quadratura de Gauss-Legendre com 25 pontos, em cada aresta elemen-

tar.

A fim melhorar o condicionamento da matriz de rigidez e torné-
la nao singular, sao aplicados o pré condicionamento proposto por
Duarte e o procedimento iterativo de Babuska [37], respectivamente,
cujo parametro de perturbacdo é considerado como 1 x 10~9, com tole-
rancia de convergéncia igual a 1 x 1071°. A singularidade da matriz
de rigidez no MEFG-C? ocorre porque a PU e o enriquecimento sio
polinomiais, gerando uma base de fungoes linearmente dependente, o
que conduz a matrizes de rigidez singulares por construcao. Isto nao
ocorre no MEFG-C*, mas seguindo os trabalhos de [11, 12], o mesmo
procedimento é utilizado para aproximacoes suaves com PU C*. Nas
interfaces entre o problema global e local utiliza-se o método da penali-
dade, devido a sua simplicidade e generalidade para impor condicoes
de contorno de Cauchy, com a vantagem de nao levar a equagoes ou

incognitas extras.

Para o problema elastoplastico, a resposta irreversivel e os efeitos
de encruamento do material foram representados pela teoria da plas-
ticidade Jo independente de taxa com encruamento isotrépico linear

e critério de escoamento de von Mises. O problema nao linear foi re-
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solvido utilizando-se o esquema iterativo de Newton-Raphson e como
critério de tolerancia foi utilizada a norma relativa do residuo, com re-
lacao ao valor inicial no inicio de cada passo de carga. A tolerancia
adotada para a convergéncia de Newton-Raphson foi 10~%.

As andlises foram realizadas para estado plano de deformagoes,
considerando-se apenas carregamento monotonico e a cinemdtica de
pequenos deslocamentos e pequenas deformagoes.

O desenvolvimento do método proposto foi realizado a partir de
um programa de MEFG-C*, para andlise eldstica linear, ja desen-
volvido por Diego A. Torres durante seu trabalho de tese [14]. Suas
andlises foram realizadas para estado plano de tensoes e deformagoes,
com malha de elementos finitos triangulares de trés nés (o mesmo tipo
de elemento do presente trabalho). Foram usadas fungoes de enriqueci-
mento descontinuas (no caso de simulagao de trincas) e singulares con-
vencionais e a PU foi construida a partir de fungoes de aresta expo-
nenciais.

A energia de deformagao U (u) = 1 [ [, €” (u) o (u) l.dzdy, foi usa-
da como uma medida de convergéncia global para verificar a implemen-
tagao numeérica e realizar as comparagoes propostas. A medida de erro
relativo para a energia de deformacao, por exemplo, foi calculada como
e (U) = %ﬁ, em que U (ue;) € o valor exato (ou de refe-
réncia) e U (uqp) € 0 valor aproximado da energia de deformacao. Nos
problemas globais (inicial e enriquecido) foi utilizado grau b = 1 uni-
forme, a fim de tentar isolar o efeito do enriquecimento global-local no

problema global enriquecido (PGE). No PL o grau b variou entre 1 e 3.

4.1 Dominio formato L: Andlise elastica

Este primeiro exemplo estuda um problema bidimensional eldstico
de dominio com formato L. As dimensoes do PG, e os parametros do
material utilizados nesta andlise sao mostrados na Figura 4.7. Forcas
de superficie aplicadas nas arestas CD, CG, FE e FG foram calculadas

de acordo com as componentes de tensoes correspondentes aos termos
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Dimens&o do dominio: a = 100 mm
Espessura unitaria: 1 mm

D Médulo de Young: £ =210 GPa
Coeficiente de Poisson: v = 0,3
Propriedades elastiplasticas:
/\ X Tensdo de escoamento: o, = 620 MPa
a Médulo plastico: H'= 10,5 GPa
E /

Figura 4.7: Dominio formato L. Dimensoces do problema e pro-
priedades do material.

de Modo I da expansao assintética do campo de deslocamentos [79]:

or = ar M (2 - Q1 (A1 + 1)) cos (A — 1) H—
(A —1)cos (A —3) 0]
oy = a2+ Q1 (A1 + 1)) cos (A — 1) 60—
(A —1)cos (A1 —3)0)
Ty = a1 MM (A — 1) sen (A1 — 3) 0 +
Q1 (M +1)sen (A — 1) 6]

em que Q1 = 0,543075579, A1 = 0,544483737 e a1 é um nimero real
arbitrario, considerado aqui como a; = 1,0. A for¢a aplicada neste
problema foi multiplicada pela constante ¢ = 1700 e o pardmetro de
rigidez de Cauchy & foi selecionado através da Equagao (2.60).

As Figuras 4.8, 4.9 e 4.10 mostram o erro relativo na energia de
deformacao contra o numero de graus de liberdade das discretizagoes
dos problemas locais, para as andlises com as malhas locais MA, MB
e MC, (1) com zona buffer e (2) sem zona buffer. Foram utilizados
apenas os graus de liberdade dos problemas locais porque nos problemas

globais os valores nao variam, como pode ser verificado na Tabela 4.1,
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Figura 4.8: Erro relativo no cédlculo da energia de deformagao, para a
malha MA (MA1: sem zona buffer; MA2 com zona buffer).

por exemplo. Nas figuras, as curvas de linhas continuas sao das andlises

sem zona buffer e de linhas tracejadas das andlises com zona buffer.

Para a malha MA, pode-se observar uma tendéncia de convergén-
cia algébrica, considerando-se que a fonte dominante do erro estd na
vizinhanga do vértice reentrante, ja que a malha MA nao é geométrica.
Além disso, taxas de convergéncia maiores ocorrem para MA2 (com
zona buffer) e para as andlises Ck. Para as malhas MB e MC, observam-
se taxas de convergéncia bem semelhantes nos casos com ou sem zona
buffer. Note que, para a malha MBlas andlises Ck2 e Ck3 representam
a mesma situagao, por este motivo o caso Ck3 MBI1 nao aparece na
Figura 4.9. Comparando-se o nimero de graus de liberdade utilizados

nas andlises, verificam-se erros menores para o caso CO.

Com relagao as andlises Ck (anédlises Ckl, Ck2 e Ck3), levando-se
em consideracao o nimero de graus de liberdade empregados, em geral
0s menores erros ocorrem para o caso Ck2, que utiliza menos fungoes

C*, o que sugere a aplicacdo das funcdes suaves apenas em regides
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Figura 4.9: Erro relativo no célculo da energia de deformagao, para a
malha MB (MB1: sem zona bujffer; MB2 com zona buffer).
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Figura 4.10: Erro relativo no cédlculo da energia de deformagao, para
a malha MC (MC1: sem zona buffer; MC2 com zona buffer).
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convenientes do modelo.

A partir daqui, serdo discutidos apenas os resultados obtidos com
as malhas locais MA1 e MCI1, considerando-se que as respostas das
andlises com ou sem zona buffer apresentaram-se semelhantes. Os re-
sultados obtidos com a malha MB1 nao sao discutidos porque ficaram
proximos aos da malha MC1, além disso, a ultima tem qualidade su-

perior.

Como foi utilizado apenas grau b = 1 no problema global inicial
(PGI) e no PGE e que o numero de graus de liberdade de ambos os
problemas s&o os mesmos para quaisquer andlises (CO ou Ck), optou-se

por comparar os resultados obtidos com a variacao de b no PL.

As Tabelas 4.1 e 4.2 apresentam nimeros de graus de liberdade
(NGL) para os problemas global inicial, local e global enriquecido, além
dos valores de energia de deformagao total e da primeira camada de
elementos (na vizinhanga do ponto reentrante) do PGE, para os resul-
tados obtidos com as malhas locais MA1 e MC1, respectivamente. De
acordo com os valores da tabela, sao aumentados apenas 16 graus de
liberdade do PGI para o PGE, desde que oito nés globais recebem en-
riquecimento global-local, aumentando apenas dois graus de liberdade
por né enriquecido. Os valores da energia de deformacao da solugao
analitica e da solucao de referéncia estao bastante préximos, com um
erro relativo de apenas 0,011%. No entanto, o valor obtido apenas com
o PGI apresenta um erro relativo de 7,92%, enquanto que para o PGE

os valores do erro variam entre 1,97% e 3,69%.

Embora os resultados obtidos com o MEFG9~¢? se aproximem
mais do valor analitico com o aumento do grau b quando comparados
com o MEFG9~C* em ambas as situacoes (MA1 e MC1), em geral os
resultados obtidos pelo MEFG9'~%* sao melhores para o grau b = 1.
Este resultado corrobora com o de [15] e indica uma habilidade das
fungbes suaves para baixos graus de aproximagao.

Nos resultados da Tabela 4.2 pode-se perceber que para b = 1,
mesmo que a energia de deformagao total apresente um erro menor

com o MEFG9'~C* a energia de deformacio na primeira camada de
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Tabela 4.1: Resultados referentes & malha MA1: nimero de graus
de liberdade (NGL) e valores de energia de deformacao total (U) e da
primeira camada de elementos (L1)

Problema b NGL NGL NGL U(u) U(u) 1
PGI PL PGE

Co 1 192 266 208  8,2945x10% 1,3264x10°
Ck1 1 192 798 208  8,3112x10% 1,3284x103
Ck2 1 192 426 208  8,3021x103% 1,3274x103
Ck3 1 192 526 208  8,3132x10% 1,3319x10°

Co 2 192 798 208  8,3737x10° 1,3509x10°
Ckl1 2 192 1596 208  8,3548x10% 1,3444x103
Ck2 2 192 1308 208  8,3548x10° 1,3448x10?
Ck3 2 192 1188 208  8,3548x10° 1,3444x103

Co 3 192 1596 208  8,3939x10° 1,3579x10°
Ckl 3192 2660 208  8,3802x10°% 1,3529x10°
Ck2 3 192 1916 208  8,3801x10® 1,3529x10°
Ck3 3 192 2116 208  8,3801x10® 1,3529x103

Analitico - - - - 8,6126x10% 1,4927x10°

Referéncia 4 7520 - ~ 8,6116x10° 1,4923x103
PCI 1 192 - ~ 7,0303x10°  1,1635x103
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Tabela 4.2: Resultados referentes & malha MCI1: nimero de graus
de liberdade (NGL) e valores de energia de deformagao total (U) e da

primeira camada de elementos (L1)

Problema b NGL NGL NGL U(u) U(u) 1
PGI PL PGE

Co 1 192 200 208 8,4015x10° 1,3659x10°
Ck1 1 192 600 208 8,4120x10° 1,3638x10°
Ck2 1 192 424 208 8,3980x10° 1,3620x10°
Ck3 1 192 500 208 8,4144x10° 1,3680x10°
Co 2 192 600 208 8,4388x10% 1,3710x103
Ck1 2 192 1200 208  8,4368x10% 1,3708x103
Ck2 2 192 936 208  8,4373x10% 1,3715x103
Ck3 2 192 1050 208  8,4370x10% 1,3710x10%
Co 3 192 1200 208 8,4427x10° 1,3724x10°
Ck1 3 192 2000 208  8,4408x10% 1,3718x103
Ck2 3192 1648 208  8,4407x10% 1,3718x103
Ck3 3 192 1800 208  8,4408x10% 1,3719x10°

Analitico - - - - 8,6126x10% 1,4927x10°

Referéncia 4 7520 - - 8,6116x10° 1,4923x10°
PGI 1 192 - - 7,9303x10°  1,1635x103
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Tabela 4.3: Resultados referentes & malha MC1: valores de energia
de deformacao da primeira camada de elementos, grau local b =1

Regula-

Elementos ridade U(w)pes U(u)gpros  Erro relativo
Co 1,7357x10%  1,3214x10%  2,3871x10~!

le?2 Ckl 1,7357x10%  1,3125x10%  2,4379x10!
Ck2 1,7357x10%  1,3137x10%>  2,4314x10~!

Ck3 1,7357x10%  1,3385x10%  2,2884x10~!

Co 3,5370x10%  3,5535x10%  -4,6635x10~°

3ed Ckl 3,5370x10%  3,5083x10%  8,1259x10~3
Ck2 3,5370x10%  3,4882x10%  1,3806x102

Ck3 3,5370x10%  3,4939x10%  1,2200x10~2

COo 2,1889x10% 1,9546x10° 1,0704x10~"

5e6 Ck1 2,1889x10%  1,9983x10%  8,7114x102

Ck2 2,1889x102  2,0083x10?  8,2535x10~2
Ck3 2,1889x10%  2,0075x10%  8,2903x10~2

elementos tem um erro maior comparado com a resposta obtida pelo
MEFG9' =€ (ver andlise Ck1). Para entender esta situagio, na Tabela
4.3 faz-se um estudo dos valores de energia de deformagao para cada
elemento global da primeira camada de elementos, comparando-os com
o valor de referéncia. Neste caso, a malha local utilizada foi a MC1. A

numeragao dos elementos pode ser observada na Figura 4.11(a).

Percebe-se que os elementos 1 e 2 (vermelhos) apresentam o maior
erro dentre os demais, talvez pela quantidade de elementos locais ani-
nhados a ele, que é menor quando comparada a quantidade nos outros
elementos da primeira camada de elementos (ver Figura 4.11-b). Além
disso, os valores de erro destes elementos obtidos pelo MEFG9 0 ¢
pelo MEFGY'~%*s30 préximos. Nos elementos 5 e 6 (verdes), o erro
obtido pelo MEFG9'~¢* & menor. E nos elementos 3 e 4 (amarelos) o
MEFG9~¢* produz um erro maior do que o obtido com o MEFG9!~¢0,
No entanto, nestes elementos os valores da energia de deformacao obti-
dos pelo MEFG9:~¢0 yltrapassam o valor de referéncia, diferente dos

demais resultados, elevando o valor da energia de deformagao na ca-
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b)

Figura 4.11: (a) Elementos da malha global em destaque: i) verme-
lhos: 1 e 2; ii) amarelos: 3 e 4; iii) verdes: 5 e 6. (b) Malha local MC1
aninhada & malha global.

mada de elementos dos mesmos. Isto leva a uma falsa impressao de que
os resultados obtidos pelo MEFG9~¢Y s3o melhores do que os obtidos
pelo MEFG9!=CF,

A seguir, sao apresentados os valores de erros relativos na energia
de deformagao global (Figura 4.12 ) e locais por camadas de elementos
(Figuras 4.13, 4.14, 4.15, 4.16, 4.17) contra o grau de aproximacao b dos
problemas locais, para as andlises com as malhas locais MA1 e MC1.

Como poder-se-ia esperar, os valores de erro diminuem na medida
em que o grau b aumenta e quando se usa a malha com refino geo-
métrico. Em todos os casos com a malha MC1, o erro obtido pelo
MEFG9~¢0 ¢ pelo MEFG?~C* sao bem semelhantes para b > 1, dife-
rente dos casos com a malha MA1 em que ha uma diferenca maior entre
os valores de erro.

Para b = 1 é visivel que, dentre as respostas obtidas pelo MEFG9!~ ¢,
os maiores valores de erro ocorrem para a andlise Ck2. Este resultado
pode estar associado ao fato da zona de transicio C*-C? do PL es-
tar numa localizagao equivalente a regiao de enriquecimento do PG,

onde se encontram os nés que recebem enriquecimento, o que pode
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prejudicar a aproximagao para um grau de enriquecimento polinomial
menor. Por outro lado, menores valores de erro ocorrem para a andlise
Ck3, provavelmente por causa da zona de transicio C*-C? estar mais
distante do ponto reentrante, ou seja, longe da regiao de solug¢ao nao
suave e devido & compatibilizagao das fungoes (global e local) na im-
posi¢do das condigoes de contorno no PL. Desta forma, uma possivel
justificativa para Ck1 apresentar erros maiores do que Ck3 seria com
relagao a integracao das condigoes de contorno, devido & incompati-
bilidade das fung¢des no contorno do PL e do PGI, ji que o ultimo
usa somente funcdes C°. Apenas na segunda camada de elementos os
menores valores de erro ocorrem para a andlise Ckl. Provavelmente
isto pode ser explicado ao verificar-se que a zona de transicio C*-C°
da andlise Ck3 ocorre exatamente na segunda camada de elementos
do PG. Para b > 1 as respostas obtidas pelas andlises Ck foram bem

semelhantes.

A Figura 4.18 mostra os valores de erro relativo na norma L2
do deslocamento na interface global-local do PGE. Os resultados sao
semelhantes aos anteriores, nos quais em geral o erro obtido quando b
=1 & menor com o MEFG9'~C* ¢ as repostas das analises Ck sdo bem
semelhantes para b > 1. Uma diferenca é que com o uso da malha local
MC1, os erros obtidos por MEFG9/~¢* em geral também sao menores
do que os obtidos por MEFG9/~? quando b > 1.

As Figuras 4.19 e 4.20 mostram valores pontuais de tensao equiva-
lente sobre a linha AB do PG (ver Figura 4.2(a)) com as malhas locais
MA1 e MC1, respectivamente, para grau b= 1,2 e 3 no PLeb=1no
PGI e no PGE. Levando-se em conta que para o MEFG9~0 realizou-
se uma média dos valores obtidos nos pontos nodais, claramente o
MEFG9' =0 ¢ 0 MEFGY~¢* nao sao confrontados com o mesmo rigor.
Note que, embora a solugdo exata seja infinita no vértice reentrante,
a solucao de referéncia é finita neste ponto, desde que ela é calculada

numericamente e usa uma base polinomial de fungoes.

Nas figuras, pode-se observar que os valores de tensao equivalente

do PGI sdo bem inferiores ao do PGE. Em geral, os resultados obtidos
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pelas andlises ao longo da linha sao semelhantes e a diferenca maior
ocorre no lado esquerdo da curva, bem préximo ao vértice reentrante.
Observa-se que os melhores resultados foram alcancados com valores
maiores de b e com a malha local MC1, j4 que a malha geométrica cap-
tura melhor a singularidade, como o esperado. No entanto, os custos sao
reduzidos para menores valores de b e no caso de b = 1, o MEFG9!~CF
apresenta melhores resultados quando comparado ao MEFG9:~¢0. Cor-
roborando com as respostas anteriores, os piores resultados obtidos pelo
MEFG9'=%% para b =1 ocorreram no caso Ck2. Para os demais valores

de b, as respostas sao bastante semelhantes.

A Tabela 4.4 mostra os valores de deslocamentos na dire¢do y do
ponto C da malha global (ver Figura 4.2(a)) e os erros relativos obtidos
pelas andlises C0 e Ck3, para diferentes graus b. Os resultados sao
referentes as malhas locais MA1 e MC1. Também sdo mostradas as
respostas para o PGI e para a solugao de referéncia. Percebe-se que os
valores de erro obtidos no PGI sao bem superiores ao obtidos no PGE.
A convergéncia de ambas as formas do MEFG ¢ evidente quando o grau
b aumenta, e novamente, somente para b = 1 os valores obtidos pelo
MEFG9' =% exibem erros menores do que os obtidos pelo MEFG9/—¢0,

Estes resultados sugerem que o subespago de aproximacao gerado
pelo MEFG9!=C* ¢ "menos flexivel"do que aquele gerado pelo MEFG9!
cldssico. Esta observagao estd de acordo com o entendimento de que
ct c .

As Figuras 4.21 e 4.22 ilustram os mapas de tensodes equivalentes
do (a) PGI e do PGE para (b) MEFG9'~¢? e (c) MEFG9'~C* (anilise
Ck3) com b = 1, para as malhas locais MA1 e MCI, respectivamente.
Pode-se perceber que as fungoes de enriquecimento global-local obtidas
pelo MEFG-C* contribuem para uma distribuicao do campo de tensoes
mais suave do que a obtida pelo MEFG-C?. Isto concorda com os
resultados anteriores, em que para b = 1 o MEFG9~* gera melhores

respostas quando comparado ao MEFG9!~¢0,

Nos resultados obtidos dos experimentos anteriores, embora os valo-

res de erro relativo da energia de deformacgao total tivessem diminui-
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Tabela 4.4: Valores de deslocamentos na diregao y (mm) do ponto C
da malha global e erro relativo (entre parénteses) referentes ao PGE.

ty (er (1)) - MAL 1ty (e (1)) - MCI

Problema b local Ponto C Ponto C
Co 1 0,2342 (4,97 %) 0,23906 (3,02 %)
Ck3 1 0,2350 (4,66 %) 0,23967 (2,77 %)
Co 2 0,2375 (3,65 %) 0,2406 (2,36 %)
Ck3 2 0,2367 (3,97 %) 0,2406 (2,39 %)
Co 3 0,2383 (3,31 %) 0,2408 (2,29 %)
Ck3 3 0,2377 (3,54 %) 0,2407 (2,32 %)
PGI 1 0,2180 (11,55 %)  0,2180 (11,55 %)
Referéncia 4 0,2465 0,2465
- Tensao Equivalente
a) xX-axis
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Figura 4.21: Tensdo equivalente (MPa) para grau local b = 1 e

malha local MA1: a) PGI; b) PGE com o MEFG9'~¢?; ¢) PGE com o
MEFG9/—C*,
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Figura 4.23: Erro relativo no cédlculo da energia de deformagao total
do PGE, para a malha local MC1 e grau b =1, 2 e 3 para o PL e o
PGE.

do de 7,92% com o PGI para valores entre 1,97% e 3,69% com o
PGE, realizou-se um estudo de convergéncia para o MEFGY!~¢0
MEFG9 %% com a malha local MC1. Neste estudo foi mantido grau
b =1 no PGI e b variando de 1 a 3 no PL e no PGE. Os resultados

da Figura 4.23 mostram a convergéncia dos valores de energia de de-

e o

formagao para o valor analitico. O menor valor de erro obtido neste
estudo foi 0,080%, que ficou préximo ao erro da solucao de referéncia
(0,011%), mas com apenas 34,1% dos graus de liberdade usados neste

ultimo.

Vale ressaltar que as andlises com a malha MA nao representam a
singularidade no vértice reentrante, nem com refino geométrico, nem
com enriquecimento singular, o que torna os resultados pouco con-
fidveis, ao menos préoximo & reentrancia. No entanto, esta malha foi
usada apenas para tentar comparar o comportamento das andlises CO

e Ck numa malha pouco refinada.
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4.2 Dominio formato L: Andlise elastoplas-
tica

Este segundo exemplo estuda um problema bidimensional elasto-
pléstico de dominio com formato L. As dimensoes do PG, e os parame-
tros do material utilizados nesta andlise sao mostrados na Figura 4.7.
Forgas de superficie aplicadas nas arestas AB, BC, AF e EF foram cal-
culadas de acordo com as componentes de tensoes correspondentes aos
termos de Modo I da expansao assintética do campo de deslocamentos
(Equagao (4.1)). A forca aplicada neste problema também foi multipli-
cada pela constante ¢ = 1700 e o parametro de rigidez de Cauchy & foi
selecionado através da Equagao (2.60). Nesta andlise, o comportamento
nao linear deve estar totalmente confinado no interior do dominio local,
cujo tamanho é determinado de maneira que contenha a regiao onde a
tensao de von Mises da solugao do PGI seja maior do que a tensao de

escoamento inicial.

O PGI foi resolvido com andlise eldstica e o PL com anélise elasto-
pléstica, utilizando-se apenas um incremento de carga (passo), pois
considera-se a hipdtese de encruamento isotrépico linear. O PGE foi
resolvido por meio de processo incremental, através oito passos de car-
regamento (com incrementos de mesmo valor), a fim de comparar o
nimero de iteracdes obtidas em cada passo com o MEFG9~0 ¢ o
MEFG9~¢%. Os resultados numéricos foram comparados com uma
solugao de referéncia, na qual utilizou-se a mesma malha usada na
andlise eldstica da Segdo 4.1 (ver Figura 4.1) e um incremento na or-
dem polinomial do enriquecimento de modo explicito em todo o dominio
(b=23).

Vale ressaltar que para o problema de dominio em formato L, consi-
derando-se material eldstico, uma quantidade minima de forga externa
aplicada leva a um valor de tensao infinito no canto reentrante. Isto
significa que para o problema fisico, no caso de material elastopléstico,
o critério de escoamento ¢é alcancado desde que qualquer forga externa

seja aplicada. No entanto, para problemas discretizados, este fato nao
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é geralmente verdade.

A Figura 4.24, mostra o erro relativo na energia de deformacao
contra o mimero de graus de liberdade (NGL) das discretizagoes dos
problemas locais, para as andlises com as malhas locais MC1 (sem zona
buffer - Figura 4.5(a)) e MC2 (com zona buffer - Figura 4.5(b)). Como
no caso eldstico, foram utilizados apenas os graus de liberdade dos
problemas locais, pois os valores nao variam nos problemas globais (ver

Tabela 4.5, por exemplo).

De acordo com a figura, as taxas de convergéncia sdo bem seme-
lhantes nos casos com ou sem zona buffer, sendo que as andlises Ck
apresentam taxas de convergéncia maiores do que as C0O. Com relagao
as analises Ck, levando-se em consideragdo o nimero de graus de liber-
dade empregado, assim como no caso eldstico os menores erros também
ocorrem para Ck2, que utiliza menos funcdes C*. Isto sugere a apli-

cagdo das fungoes suaves apenas em regioes convenientes do modelo.
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Tabela 4.5: Resultados referentes & malha MC1 do problema elasto-
pldstico: nimero de graus de liberdade (NGL) e valores de energia de
deformacao total (U) e da primeira camada de elementos (L1)

Problema &b NGL NGL NGL U(u) U(u)r1
PGI PL PGE

Co 1 192 200 208 8,7701x10° 1,5733x10°
Ck1 1 192 600 208 8,7569x10° 1,5588x10°
Ck2 1 192 424 208 8,7373x10%® 1,5521x103
Ck3 1 192 500 208 8,7574x10° 1,5623x10°
Co 2 192 600 208 8,8496x10° 1,5921x10%
Ck1 2 192 1200 208 8,8371x10° 1,5866x103
Ck2 2 192 936 208  8,8377x10° 1,5874x103
Ck3 2 192 1050 208  8,8370x10° 1,5865x10%
Co 3 192 1200 208 8,8598x10° 1,5957x10%
Ckl 3 192 2000 208 8,8507x10° 1,5916x10%
Ck2 3192 1648 208  8,8507x10° 1,5916x10%
Ck3 3192 1800 208  8,8508x10° 1,5916x10%
Referéncia 3 4512 - - 9,2466x10° 1,8793x103
1

PGI 192 - - 7,9303x10%  1,1635x103

Comparando-se o nimero de graus de liberdade utilizados nas andlises,
verificam-se erros menores para o caso C0.

Assim como no problema eldstico, utilizou-se grau b = 1 no PGI
e no PGE e no PL b variou entre 1 e 3. Novamente considerando-se
que o nimero de graus de liberdade de ambos os problemas sao os
mesmos para quaisquer anélises (CO ou Ck), optou-se por comparar os
resultados obtidos com a variagao do grau b no PL.

As Tabelas 4.5 e 4.6 apresentam nimeros de graus de liberdade para
os problemas global inicial, local e global enriquecido, além dos valores
de energia de deformacao total e da primeira camada de elementos (na
vizinhanga do vértice reentrante) do PGE, para os resultados obtidos
com as malhas locais MC1 e MC2, respectivamente. Observa-se que
sao aumentados apenas 16 graus de liberdade do PGI para o PGE,
desde que oito nés globais recebem enriquecimento global-local e cada

um contém dois graus de liberdade.
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Tabela 4.6: Resultados referentes & malha MC2 do problema elasto-
pldstico: nimero de graus de liberdade (NGL) e valores de energia de
deformacao total (U) e da primeira camada de elementos (L1)

Problema b NGL NGL NGL U(u) U(u) 1
PGI PL PGE

Co 1 192 336 208 8,7751x10° 1,5772x10°
Ck1 1 192 1008 208  8,7650x10° 1,5645x10°
Ck2 1 192 560 208  8,7425x10%  1,5554x103
Ck3 1 192 860 208  8,7692x10° 1,5668x10°
Co 2 192 1008 208 8,8572x10° 1,5974x10°
Ck1 2 192 2016 208  8,8459x10° 1,5927x10%
Ck2 2 192 1344 208  8,8459x10% 1,5932x103
Ck3 2 192 1794 208  8,8459x10° 1,5926x10%
Co 3 192 2016 208 8,8683x10° 1,6017x10°
Ckl 3 192 3360 208 8,8593x10° 1,5975x10%
Ck2 3192 2464 208  8,8592x10° 1,5975x10%
Ck3 3 192 3064 208 8,8593x10° 1,5975x10%
Referéncia 3 4512 - - 9,2466x10°  1,8793x103
PGI 1 1 - - 7,9303x10°  1,1635x10°
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Figura 4.25: Erro relativo no cédlculo da energia de deformagao total
do PGE, para as malhas locais MC1 e MC2 e grau local b = 1, 2 e 3.
Problema elastopléstico.

De acordo com as tabelas, os valores de energia de deformagao obti-
dos com a utilizacao da zona buffer estao mais proximos dos valores da
solucao de referéncia, quando comparados com aqueles obtidos sem a
zona buffer. Corroborando com o caso eldstico, os resultados obtidos
com MEFG9~C0 se aproximem mais do valor analitico com o cresci-
mento do grau b quando comparado com o MEFG9~C*_ Para b > 1 as
respostas obtidas pelas analises Ck continuaram bem semelhantes e com
valores de erro maiores quando comparados & andlise C0. No entanto,
o erro relativo na energia de deformagao total nao permanece menor
para 0 MEFG9~¢* quando grau b = 1, conforme pode-se observar na
Figura 4.25. De maneira andloga ao caso elédstico, faz-se um estudo
dos valores de energia de deformacao em cada camada de elementos do
PGE, a partir das Figuras 4.26, 4.27, 4.28, 4.29 e 4.30.

Da segunda & quinta camada de elementos, para grau b = 1, em geral
os erros na energia de deformagao obtidos pelas analises Ck1 e Ck3 sao

menores quando comparados aqueles da andlise CO. No caso eldstico,
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Figura 4.26: Erro relativo no cédlculo da energia de deformagao da
primeira camada de elementos do PGE, para as malhas locais MC1 e
MC2 e grau local b = 1, 2 e 3. Problema elastoplastico.
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Figura 4.27: Erro relativo no cédlculo da energia de deformagao da
segunda camada de elementos do PGE, para as malhas locais MC1 e
MC2 e grau local b = 1, 2 e 3. Problema elastoplastico.
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Figura 4.28: Erro relativo no cdlculo da energia de deformacao da
terceira camada de elementos do PGE, para as malhas locais MC1 e
MC2 e grau local b = 1, 2 e 3. Problema elastoplastico.
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Figura 4.29: Erro relativo no cdlculo da energia de deformacao da
quarta camada de elementos do PGE, para as malhas locais MC1 e
MC2 e grau local b = 1, 2 e 3. Problema elastoplastico.
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Figura 4.30: Erro relativo no célculo da energia de deformacao da
quinta camada de elementos do PGE, para as malhas locais MC1 e
MC2 e grau local b = 1, 2 e 3. Problema elastoplastico.

este estudo foi realizado apenas com o problema sem zona buffer e
verificou-se que os menores valores de erro ocorrem para a anglise Ck3,
exceto na segunda camada de elementos onde a andlise Ck1 apresenta
melhores resultados. Isto também ocorre no caso elastoplédstico e uma
possivel explicacdo seria porque a zona de transicio C*-C¥ da anélise
Ck3 ocorre exatamente na segunda camada de elementos do PG. No
entanto, isto ndo acontece no problema com zona buffer, ou seja, neste
caso todos os menores valores de erro entre a segunda e a quinta camada
de elementos e b = 1 ocorrem na andlise Ck3. Assim como no caso
eldstico, os maiores valores de erro sao obtidos pela andlise Ck2, o
que pode estar associado & zona de transicio C*-C° que ocorre na
regiao de enriquecimento do PG, onde se encontram os nés que recebem
enriquecimento.

Observando-se os resultados acima, para b = 1, o aumento no valor
da energia de deformacéo total obtida com o MEFG9/~¢0 se deve exata-

mente ao valor da primeira camada de elementos. Desta forma, faz-se
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Tabela 4.7: Resultados referentes & malha MC1 do problema elasto-
pléstico: valores de energia de deformacao da primeira camada de ele-
mentos, grau local b =1

Regula- .

Elementos ridade U(u)ref U(Waproz  Erro relativo
Co 1.6757x102  1,2495x102 _ 2,5436x10 1

le?2 Ck1 1,6757){102 1,2622){102 2,4675){10_1
Ck2 1,6757x10%  1,2752x10%  2,3898x10~!

Ck3 1,6757x10% 1,2873x10% 2,3178x10~!

co 4.8200x10%  4,1458x102  1,4149x10

3e4d Ck1 4,8290x10% 3,9933x10% 1,7306x10~"
Ck2 4,8290x10% 3,9689x10% 1,7812x10!

Ck3 4,8290x10% 3,9880x10% 1,7416x10!

co 2.8917x10%  2,4711x10%  1,4545x10 T

5e6 Ck1 2,8917x102  2,5386x10% 1,2209x10~"

Ck2 2,8017x102  2,5165x102  1,2976x10~!
Ck3 2,8017x102  2,5361x102  1,2295x10~!

um estudo dos valores de energia de deformacao para cada elemento
global da primeira camada de elementos, comparando-os com o valor
de referéncia (ver Tabelas 4.7 e 4.8). As malhas locais utilizadas foram
a MC1 e a MC2 e a numeracao dos elementos pode ser observada na
Figura 4.11(a).

Nos elementos 1, 2 (vermelhos), 5 e 6 (verdes), o erro obtido pelo
MEFG9 =% ¢ menor comparado ao do MEFG9~%. E analogamente
ao caso eldstico, nos elementos 3 e 4 (amarelos) o MEFG9' =% produz
um erro maior do que o obtido com o MEFG9/~¢C, Em geral, os valores
de erro nos elementos ficaram menores quando se usou a zona buffer,
exceto nos elementos 1 e 2, justamente aqueles que apresentam o maior
erro dentre os demais.

A Figura 4.31 mostra os valores de erro relativo na norma L2 do
deslocamento na interface global-local do PGE, para malha local MC1.
Os resultados sao semelhantes aos anteriores, nos quais em geral o erro
obtido quando b = 1 & menor para o MEFG9'~C* e que as repostas dos

casos Ck sao bem semelhantes para b > 1.
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Tabela 4.8: Resultados referentes & malha MC2 do problema elasto-
pléstico: valores de energia de deformagao da primeira camada de ele-
mentos, grau local b =1

Elementos I?ie(%;lcllz- U(u)ref U(Waproz  Erro relativo
Co 1,6757x10%  1,2462x10%  2,5629x10~!
le?2 Ck1 1,6757x10%  1,2601x102  2,4798x10~!
Ck2 1,6757x10%  1,2675x102  2,4359x10~!
Ck3 1,6757x10%  1,2633x102  2,4608x10~!
C0 4,8200x102  4,1507x102  1,4047x10 !
3ed Ck1 4,8290x102  4,0090x102  1,6982x10~!
Ck2 4,8290x102  3,9849x102  1,7480x10~!
Ck3 4,8290x102  4,0159x102  1,6838x10~!
C0 2.8017x10%  2,4893x10% 1,3916x10 1
5e6 Ck1 2,8017x10%2  2,5534x10%  1,1697x10~1
Ck2 2,8017x10%  2,5251x10%  1,2679x10~*
Ck3 2,8917x10%  2,5551x10% 1,1639x10~!
0,115
1 —o— CO MC1
Y o110 e Ck1MC1
s ] —a— Ck2 MC1
c§> 2 0,105 —v— CK3 MCT
c2 1
£ _
g 3 0,100 -
o O
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0,080
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Figura 4.31: Erro relativo na norma L2 do deslocamento na interface
global-local do PGE. Problema elastopléstico.



120

Tabela 4.9: Numero de iteragoes requerido em cada passo de carga
para a malha MC1 e grau local b = 1,2 ¢ 3

Passo de carga

Proo 9 9 3 4 5 6 7 8 Total
blema

Co 1 1 3 5 6 7 8 9 11 50
cki 1 1 3 4 5 6 7 8 10 44
Ck2 1 1 3 4 5 6 6 8 9 42
Ck3 1 1 3 4 5 6 7 8 9 43
co 2 2 4 5 6 7 8 9 12 53
Cki 2 2 4 5 6 7 8 9 11 52
k2 2 2 4 6 7 7 8 9 11 54
Ck3 2 2 4 6 7 7 8 9 11 54
co 3 3 4 6 7 8 8 10 12 58
Cki 3 3 4 5 6 8 8 10 12 56
Ck2 3 3 4 5 6 8 8 10 12 56
Ck3 3 3 4 5 6 8 8 10 12 56

As Tabelas 4.9 e 4.10 listam o nimero de iterages do esquema de
Newton-Raphson requeridos em cada passo de carga para as anélises re-
alizadas pelo MEFG9'~C* ¢ pelo MEFG9/~%9 com malhas locais MC1
e MC2, respectivamente, e grau local b = 1, 2 e 3. Observa-se que para
b = 1, o ntimero de iteracdes total requerido pelo MEFG9'~C* & menor
quando comparado ao requerido pelo MEFG9/ =€, Para os outros val-
ores de b, as tabelas indicam que o nimero total de iteracoes requeridas
para os dois métodos sao similares.

As Figuras 4.32 e 4.33 mostram valores pontuais de tensao equiva-
lente sobre a linha AB do PG (ver Figura 4.2(a)) com as malhas locais
MC1 e MC2, respectivamente, para b =1, 2 e 3 no PL e b = 1 no PGI
e no PGE. Vale lembrar que para o MEFG9/~C0 realizou-se uma média
dos valores obtidos nos pontos nodais e desta forma, o MEFG9/~¢0 ¢
o MEFG9~¢* nio sao confrontados com o mesmo rigor.

Em geral, os resultados obtidos pelas andlises ao longo da linha sao
semelhantes e a diferenga maior ocorre no lado esquerdo da curva, proxi-

mo ao vértice reentrante. Além disso, os valores de tensao equivalente
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Figura 4.33: Valores de tensdo equivalente sobre a linha AB do PG
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Tabela 4.10: Numero de iteragoes requerido em cada passo de carga
para a malha MC2 e grau local b =1, 2 ¢ 3

Passo de carga

Proo 9 9 3 4 5 6 7 8 Total
blema

Co 1 1 3 5 6 7 8 9 11 50
Cki 1 1 3 4 6 7 7 8 10 46
ck2 1 1 3 4 5 6 7 8 9 43
Ck3 1 1 3 4 5 6 7 8 10 44
co 2 2 4 6 7 8 8 10 12 57
cki 2 2 4 6 7 8 9 10 12 58
ck2 2 2 4 6 7 8 8 10 12 57
Ck3 2 2 4 6 7 8 9 10 12 58
co 3 3 4 6 7 8 9 10 12 59
Cki 3 3 4 6 7 8 9 10 12 59
ck2 3 3 4 6 7 8 9 10 12 59
Ck3 3 3 4 6 7 8 9 10 12 59

840 préximos nos casos com zona buffer e sem zona buffer.

Observa-se que para b = 1 os maiores valores de tensoes ocorrem nas
andlises Ck e, diferente do caso eldstico, isto também acontece para b =
3. Corroborando com os resultados anteriores, os piores valores obtidos
pelo MEFG9'=CF para b = 1 ocorrem no caso Ck2 e os melhores no caso
Ck3.

A fim de comparar valores de tensoes sem usar médias, buscando
confrontar os métodos com o mesmo rigor, utilizou-se um valor pontual
de tensado equivalente medido no interior do elemento 3 (ver 4.11(a)),
préoximo a reentrancia, no ponto (-0,0021; 0,0042). As coordenadas
do referido ponto sdo calculadas considerando que a origem do sis-
tema de coordenadas é localizado no ponto A da Figura 4.2. A Figura
4.34 mostra os valores pontuais de tensao equivalente sobre o
ponto (-0,0021; 0,0042) para os 8 passos de carga da andlise nao linear,
utilizando-se a malha local MC1, para b =1, 2 e 3no PLeb =1
no PGI e no PGE. Pode-se perceber os resultados concordam com os

anteriores.
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Tabela 4.11: Valores de deslocamentos na dire¢ao y (mm) do ponto C
e erro relativo (entre parénteses) referentes ao PGE. Problema elasto-
pléstico.

uy (er (uy)) - MC1  uy (e (uy)) - MC2

Problema b local Ponto C Ponto C
Co 1 0,2492 (5,55 %) 0,2493 (5,50 %)
Ck3 1 0,2492 (5,54 %) 0,2495 (5,43 %)
Co 2 0,2524 (4,36 %) 0,2525 (4,29 %)
Ck3 2 0,2520 (4,49 %) 0,2522 (4,42 %)
Co 3 0,2528 (4,20 %) 0,2530 (4,12 %)
Ck3 3 0,2525 (4,31 %) 0,2527 (4,23 %)

Referéncia 3 0,2639 0,2639

A Tabela 4.11 mostra os valores de deslocamentos (em mm) na
dire¢do y do ponto C da malha global (ver Figura 4.2(a)) e os erros
relativos obtidos pelas andlises CO e Ck3, para diferentes graus b. Os re-
sultados sao referentes as malhas locais MC1 e MC2. Pode-se notar que
a convergéncia de ambas as formas do MEFG é evidente quando o grau
b aumenta, e novamente, somente para b = 1 os valores obtidos pelo
MEFG9~C* exibe erros menores do que os obtidos pelo MEFG9/~¢0,

Alguma influéncia da suavidade das funcées C* também pode ser
vista pelo aspecto geométrico da zona de processo, para diferentes graus
b. As Figuras 4.35, 4.36 e 4.37 mostram as distribui¢oes dos pontos
de integragao onde a condi¢ao de escoamento foi alcangada, para o
carregamento completo, com b = 1, 2 e 3, respectivamente, e malha
local MC1. As figuras comparam os desempenhos do MEFG9/~CF ¢
MEFG9=¢0 considerando-se o alto gradiente do campo de deformacoes
que ocorre na zona plastica. Os resultados sugerem uma habilidade
maior das funcoes de aproximacao com continuidade interelementar
arbitraria para representar a zona de processo, quando comparada com
as fungoes C, principalmente para baixos graus de aproximacao b (ver
solugdo de referéncia na Figura 4.38).

Um resultado interessante que corrobora com os anteriores é que

dentre as andlises Ck, a Ck2 é a que representa pior a zona de processo.
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Figura 4.35: Pontos de integracao cuja condi¢ao de escoamento foi
alcangada no final do carregamento para grau local b = 1 e malha local
MC1: a) CO; b) Ckl; ¢) Ck2; d) Ck3.
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Figura 4.36: Pontos de integracao cuja condi¢ao de escoamento foi
alcangada no final do carregamento para grau local b = 2 e malha local
MC1: a) CO; b) Ckl; ¢) Ck2; d) Ck3.
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Figura 4.37: Pontos de integracao cuja condi¢ao de escoamento foi
alcangada no final do carregamento para grau local b = 3 e malha local
MC1: a) C0; b) Ckl; ¢) Ck2; d) Ck3.
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Figura 4.38: Solugao de referéncia: pontos de integracao cuja
condicao de escoamento foi alcancada no final do carregamento.

Percebe-se que alguns pontos de integracao plastificam no entorno da
primeira camada de elementos para Ck2 e este nimero diminui na me-
dida em que b aumenta. Desta forma, fica fortalecida a hipétese de que
os piores resultados sao obtidos pela andlise Ck2 porque ela apresenta
uma zona de transicio C*-C? na regido de enriquecimento do PG, onde
se encontram os nés que recebem enriquecimento.

A Figura 4.39 mostra as distribui¢des dos pontos de integracao onde
a condicao de escoamento foi alcangada, para o carregamento completo,
com grau b = 1 e malha local MA1. Assim como no caso anterior,
o MEFGY~Y* representa melhor a zona de processo (ver solucio de
referéncia na Figura 4.38), exceto para a analise Ck2.

Assim, pode ser visto que no caso de aproximagdes de graus mais
baixos, mesmo para malhas grosseiras, o MEFG9~¢* consegue uma
melhor representacio da zona plastica, se comparado ao MEFG9!~¢0,
Neste sentido, no caso de materiais eldsticos, sabe-se os padroes adequa-

dos de refino de malhas que devem ser aplicados perto desses pontos.
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Figura 4.39: Pontos de integragao cuja condigao de escoamento foi
alcangada no final do carregamento para grau local b = 1 e malha local
MA1: a) C0; b) Ckl; ¢) Ck2; d) Ck3.
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No entanto, para outros tipos mais gerais de detalhes geométricos, ou
no caso de materiais elastopldsticos, a definicado de um refino de malha
6timo poderia ser uma tarefa dificil. A partir desses fatos, parece ser
interessante utilizar as fungoes de regularidade mais elevada em torno
de reentrancias, ou outros detalhes geométricos, nos problemas elasto-

plésticos.
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Capitulo 5

Consideracoes finais

Neste trabalho foi proposta uma abordagem para acoplar o MEFG-
C* ao MEFGY', 0 chamado MEFG9/=C* a fim de comparar seu desem-
penho ao do MEFGY classico. Foram modelados problemas bidimen-
sionais lineares eldsticos e elastopldsticos, que contemplam singulari-
dade de tensoes (dominio em formato L). Desta forma, a anélise elasto-
pléstica apresentou plasticidade confinada em uma pequena regiao do

dominio global, ou seja, na vizinhanga do vértice reentrante.

O MEFG9'=C* foi formulado utilizando-se funcoes PU C* no proble-
ma local (PL) e fungoes PU C° nos problemas globais inicial e enrique-
cido. Assim, foram geradas funcoes de enriquecimento global-local a
partir de funcoes de aproximacio com continuidade interelementar C*,
com o propésito de analisar o efeito da regularidade da PU no de-
sempenho das aproximagoes. Somente a solugao local foi usada como

enriquecimento no problema global (PG).

O PL foi enriquecido uniformemente por fungoes polinomiais e utili-
zou-se trés niveis de refino de malha, sendo um regular e dois geométri-
cos. Com relacio a regularidade das funcdes do PL, as funcdes CF
foram distribuidas de trés maneiras distintas nas camadas de elemen-
tos, sendo que em duas delas hd uma zona de transicao de funcdes C*
e funcoes CY. Além disso, buscando-se reduzir o efeito das condigoes

de contorno nao exatas no PL, fez-se o uso de zona buffer.
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Para medir a qualidade de aproximacgao dos métodos, foram usadas
medidas globais e locais de erro, por exemplo, através de valores de
energia de deformagao global e valores pontuais de tensoes. De acordo

com os resultados obtidos, as principais conclusoes sao:

- Levando-se em consideragao o nimero de graus de liberdade em-
pregados, verificam-se erros menores com o uso do MEFGY cldssico
(MEFG9/=€0). Em geral, os menores erros obtidos com o MEFG9/~¢*
ocorrem para a andlise que usa funcées C* apenas na regido do PL
equivalente & zona de enriquecimento do PG. Assim, considerando o
maior custo na utilizacdo da regularidade elevada, ji que as fungoes
C envolvem maior nimero de graus de liberdade e suas derivadas sao
de dificil integracao, julga-se apropriada a aplicagao das fung¢oes suaves
apenas em regioes convenientes do modelo.

- As andlises com e sem zona buffer em geral apresentaram taxas

de convergéncia bem préximas, com alguma vantagem do MEFG9!—¢*

quando comparado ao MEFG9 0,

A maior diferenga apresentada
para o uso ou nao da zona buffer ocorreu com a malha local sem refino
geométrico, na qual as maiores taxas foram obtidas com a utiliza¢ao da
zona buffer. No entanto, considerando que esta malha nao representa
bem a singularidade no vértice reentrante e foi utilizado apenas refino
polinomial, tais resultados podem nao ser confidveis, ao menos préximo

a reentrancia.

- Considerando que o nimero de graus de liberdade do PG néo se
altera quando se utiliza o MEFG9~¢* ou 0 MEFG9 =0 resolveu-se
comparar estes dois métodos por meio da variacao do grau b (o grau
polinomial de reprodutibilidade da base) utilizado no PL. Ao confrontar
as medidas locais e globais de qualidade da aproximagao utilizadas,
verifica-se que os resultados obtidos com 0 MEFGY/~¢? se aproximam
mais do valor analitico (ou de referéncia) com o refino p (local). No
entanto, os custos sao reduzidos para menores valores de b e quando b
=1, 0 MEFGY%~C* apresenta erros menores. Este resultado corrobora
com o de [15] e indica uma habilidade das fungoes suaves para baixos

graus de aproximacao.
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- Uma distribuigdo mais suave do campo de tensoes (equivalentes)
pode ser visualizada quando sao usadas funcoes de enriquecimento
global-local obtidas pelo MEFG-C*, para grau b = 1. Além disso,
este método fornece melhores aproximacgoes para os valores de ten-
soes equiva-lentes, principalmente na vizinhanga do vértice reentrante,
quando b = 1.

- Os resultados também sugerem que a continuidade de alta ordem

das fungdes CF presentes no MEFG9!—CF

, com derivadas nao constantes
no interior dos elementos, possui uma habilidade maior para representar
caracteristicas localizadas, como a zona de processo, quando comparado
a0 MEFG9~¢% mesmo com malha grosseira e principalmente para
baixos graus de aproximagao b.

- Dentre as respostas obtidas pelo MEFG9'~C* para b = 1, observa-
se que os maiores valores de erro ocorrem para a andlise que tem a zona
de transicio C*-C? do PL na regiao equivalente aquela do PG onde se
encontram os nés a serem enriquecidos (andlise CK2). Os menores
valores de erro também ocorrem num caso em que o PL apresenta
zona de transicio C*-C°, mas esta zona fica mais distante dos nés
que recebem enriquecimento (andlise CK3). Uma possivel justificativa
para a andlise que utiliza apenas fun¢ées C* no PL (anélise CK1) nao
apresentar os melhores resultados, pode estar associada & integragao
das condigoes de contorno, devido & incompatibilidade das fungoes no
contorno do PL e do PGI, j4 que o tltimo usa somente funces C°.
Além da andlise Ck3 aproximar melhor a solucdo, ela apresenta um
custo reduzido quando comparada & andlise CK1, pois a quantidade de

funcoes C* utilizada é menor.

5.1 Sugestoes para trabalhos futuros

Neste trabalho, utilizou-se apenas funcoes de enriquecimentos poli-
nomiais e refino de malha para representar a singularidade do problema.
Desta forma, o uso das funcoes PU suaves no problema local ofereceu

certa vantagem com relacio as funcdes PU C°, mas somente para o
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grau b = 1. No entanto, nos resultados obtidos por [9], que além do en-
riquecimento polinomial, utilizou fung¢des de enriquecimento singulares
para representar a singularidade da ponta da trinca, percebeu-se uma
melhor representacao do enriquecimento singular com o uso de fungoes

PU suaves.

Neste contexto, propoe-se estudar o problema em formato L utilizan-
do-se fungdes de enriquecimento singulares apropriadas ao modelo [79],
buscando-se investigar possiveis diferencas de precisao entre o MEFG9!
classico e 0 MEFG9'~C%  Além deste estudo, também sugere-se mode-
lar descontinuidades e singularidades em problemas bidimensionais da
mecanica da fratura eldstica linear e elastopldstica, com plasticidade
confinada. Assim, o enriquecimento serd realizado tanto com fungdes
polinomiais quanto com fungoes de Heaviside e assintéticas (como suge-
rido por [47]) para o caso de discretizagao de trincas. As singularidades
plésticas serao representadas pelos campos Hutchinson-Rice-Rosengren
(HRR) [81], capazes de capturar razoavelmente deformacoes elastoplds-
ticas numa concentracao de tensdes em problemas planos, desde que

seja utilizada a relacao constitutiva nao linear.

Com relagao a andlise global-local, propoe-se a implementacao de

uma estratégia adaptativa para a escolha do dominio local.

A fim de reduzir custos com relacido a regularidade elevada, con-
siderando que as fungoes C*° envolvem maior nimero de graus de
liberdade e suas derivadas sdo de dificil integracao, sugere-se realizar
estudos numeéricos utilizando-se fungoes de aresta polinomiais, com re-
gularidade limitada k£ minima. Portanto, as fun¢oes PU resultantes
serao pelo menos k-vezes continuamente diferencidveis e as fungoes de
aproximacao terao a mesma continuidade, desde que os enriquecimentos
também sejam pelo menos C*. Os trabalhos de [10] e [11] analisaram
modelos de placas de Kirchhoff e Mindlin e compararam fungoes de
aresta polinomiais (Equacao (2.54)) e exponenciais (Equacdo (2.52)),
com a utilizacao de enriquecimento polinomial. Seus resultados apon-
tam que as fungoes mais facilmente integradas sao aquelas baseadas

nas fungoes de arestas exponenciais e polinomiais de segunda ordem.
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Embora esta tltima seja restrita & continuidade C', ela requer menos
esfor¢o computacional e leva a uma precisao razodvel.

De acordo com [5], um dos aspectos mais dificeis da modelagem
numérica é validar os resultados e assegurar que um dado modelo seja
adequado para um problema particular. Com base nisto, nos ultimos
anos, tem-se realizado esfor¢os para desenvolver estimadores de erro a
posteriori (utilizando informagoes obtidas durante o processo de solugao
do problema e dados fornecidos), que além de prover informagoes sobre
a qualidade das solugoes, guiam a andlise para a reducao do erro com-
putacional. Neste sentido, sugere-se utilizar um método residual em
subdominio para calcular estimadores de erro do tipo residual livre de
fluxo [82, 83, 84, 85] em andlises global-local. Este método é baseado
no conceito de particao da unidade e na solugao de problemas em sub-
dominios locais, que s@o nuvens de elementos. A vantagem desta técnica
é que nao se faz necessario calcular saltos de fluxos nas interfaces dos
elementos para o cdlculo do residuo, nem realizar qualquer equilibrio
de fluxo nos elementos, como proposto por [86] e utilizado por [64].
O método apresenta um embasamento matematico aceitdvel, bons re-
sultados em diversos testes publicados, principalmente nos problemas
planos, e possui uma estrutura de dados usual do cédigo de elementos
finitos, podendo ser facilmente adaptado & estrutura do MEFG-C° e
do MEFG-C*.
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Apéndice A

Descontinuidade em
MEFG: trincas

Modelar descontinuidades com o MEF ¢ incomodo devido & neces-
sidade de atualizar a topologia da malha para coincidir com a geome-
tria da descontinuidade, mesmo nas situagoes que sao as mais comuns,
em que a descontinuidade se desloca ou muda de forma ao longo da
evolugao do carregamento [48]. Isto ocorre porque as aproximagoes poli-
nomiais seccionalmente diferencidveis, usadas neste método, nao sao a-
dequadas a estes tipos de problemas [87]. No contexto da mecénica dos
sélidos, quando esta descontinuidade é relacionada a uma funcgao, re-
presenta, por exemplo, uma trinca e quando relacionada a sua derivada,

pode representar uma interface material [2].

No caso de modelagem de trincas, a singularidade da ponta da trinca
precisa ser devidamente representada pela aproximacao, o que no MEF
cléssico é realizado através do refinamento local da malha. No entanto,
o numero de graus de liberdade pode crescer drasticamente, especial-
mente em aplicacoes tridimensionais. Além disso, o cdlculo incremental
de um crescimento de trinca precisa frequentemente de remalhamento
e reprojetar a solucao obtida em uma nova malha nao é somente uma
operagao custosa [45], mas também pode ter um problemé&tico impacto

na qualidade dos resultados [3].
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Em resposta a estas deficiéncias do MEF convencional, utiliza-se o
MEFG com fungoes de enriquecimento singulares e descontinuas, onde
as descontinuidades podem atravessar elementos de qualquer maneira,
reduzindo a necessidade de remalhamento, usando-se malhas fixas e
simples. Esta caracteristica é bastante 1til para problemas de evolucao

de trincas e de avanco de frente de zona plastificada, por exemplo.

Para métodos enriquecidos, faz-se a distin¢ao entre enriquecimentos
em todo o domfnio ou apenas em sub-regioes locais. Enriquecimentos
globais sao usados quando a solugao pode ser considerada globalmente
nao suave, como nos casos de solu¢ao ondulatéria de alta frequéncia.
No entanto, muitas solugoes com propriedades nao suaves, tais como
descontinuidades, linhas com singularidades e singularidades pontuais,
sao fendmenos locais e, entdao, é natural aplicar o enriquecimento em

subdominios locais, atingindo um subconjunto de nés [45].

No contexto da mecénica da fratura eldstica linear (MFEL), o en-
riquecimento é aplicado na vizinhanga da trinca, com campos assintéti-
cos proximos & ponta da trinca e fungoes descontinuas para representar
a descontinuidade no deslocamento através da linha da trinca. Esta
técnica explora a propriedade da partigdo da unidade citada em [26],
permitindo que fungoes de enriquecimento locais sejam facilmente in-
corporadas na aproximacao de elementos finitos. Desta forma, a apro-
ximagao padrao de EF ¢é enriquecida na regiao de interesse por fungoes

locais em conjungéo com graus de liberdade adicionais [49)].

A seguir, sao revisadas as equagdes que governam um problema bidi-
mensional de elasticidade linear, com material homogéneo isotrépico

num dominio trincado  [49].
Considera-se o dominio 2 € R? limitado por ' (Figura A.1).

O contorno I' é composto dos conjuntos I'p , I'y e ', tais que
I'=TpulyUT.,Tpel'y (I'p NT'y = D) sdo as partes do contorno
nas quais sao definidas, respectivamente, as condi¢bes de Dirichlet e
Neumann e I'; é a linha da trinca cujas superficies internas sao livres

de tracao. As equagoes de equilibrio e condigoes de contorno sao:
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Figura A.1: Dominio trincado.

Vie+b=0 em Q,

u=1ua ) em ['p, (A1)
o-n=t em [y,
oc-n=0 em I'ev e -,

em que n é o vetor normal externo a I'y, o é o tensor de tensoes de
Cauchy, b é o vetor de forcas de corpo, @l e t sdo deslocamentos e
tragoes prescritas, respectivamente. Aqui, s@o considerados pequenos
deslocamentos e pequenas deformacoes.

A forma variacional do problema pode ser colocada como:

Encontrar u € U (Q) tal que:

// ld:cdy—// vIbi d:cdy+/ vItl.ds, VYveV,
'n

(A.2)

sendo U o espago das funcoes cinematicamente admissiveis:

U={ueX:u=1tem I'pe descontinua em I'.} (A.3)

e V o espaco de fungoes teste:
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V={veX:v=0em I'pe descontinua em I'.}, (A4)

sendo que X estd relacionado a regularidade da solugao e [, é a espes-
sura do corpo eldstico (na diregao z), considerado aqui como constante.

Uma caracteristica particular das aproximagoes locais é a selegao
apropriada dos nés a serem enriquecidos e a escolha das funcoes de
enriquecimento correspondentes. Tipicamente, o enriquecimento locali-
zado reduz o nimero de nés enriquecidos, ou seja, enriquece nds em um

subconjunto N* C N, onde N é o nimero de nés total do dominio.

No caso de trincas, dois conjuntos de nés sao definidos para serem
enriquecidos de forma diferente, os enriquecidos por fungoes descon-
tinuas através da linha da trinca e aqueles enriquecidos por campos

assintéticos préximos & ponta da trinca.

Para uma trinca cujas localizagoes das pontas 1 e 2 (Figura A.2)
sao denotadas pelas coordenadas x1 e 2, respectivamente, e sua geome-
tria é denotada por I'., os conjuntos nodais enriquecidos sao J, K e
K, (contidos em N*). Os conjuntos K; e Ky consistem dos nés cujo
fechamento do suporte contém as pontas 1 e 2 da trinca, respectiva-
mente, e sdo enriquecidos por fungoes assintéticas, jé que os campos
de tensoes e deformacoes sao singulares nestes pontos. O conjunto J
consiste dos nés cujo suporte (ndo o fechamento do suporte) é inter-
ceptado pela trinca e nao pertence a K7 ou Ky [49], sendo enriquecido
por fungoes descontinuas. O suporte do né i, representado por w;, é o
conjunto aberto dos elementos conectados ao né e o seu fechamento @;

¢ o conjunto fechado que inclui seu contorno [48].

Para materiais frageis no contexto da mecanica da fratura eldstica
linear (MFEL), as aproximagoes das componentes do campo de deslo-

camentos up(x) tém a seguinte forma:
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Figura A.2: Enriquecimento local. Os nés circulados sao enriquecidos
com a fungdo salto (formam o conjunto J) e os nés enquadrados com
fungoes assintéticas (formam os conjuntos K7, associado ao né 1, e Ky,
associado ao né 2).

ne(k)

up(x Zuz%+zbj% x) + Z‘Pk Z aj B (x) | +
i€l jeJ keK, =1
S o (S MR )
ke Ko =1

(A.5)
em que u; sdo os graus de liberdade cldssicos (deslocamentos nodais)
do 16 i, @, sao as fungdes PU associadas ao né i, ne (k) é o mimero

de fungoes de enriquecimento do né k e by, ak e aff

sao parametros
nodais correspondentes as fungoes de enriquecimento H (x), Fl1 e Fl2,
respectivamente. A funcao H (x) é a fun¢do de Heaviside, descontinua
através da linha da trinca e constante em cada um de seus lados, sendo

definida num sistema de coordenadas locais como:

H (o) 1 paray >0
x,y) =
Y —1l paray <0

onde os eixos locais sao alinhados com a ponta da trinca, ou seja, o
eixo local = ¢ colinear & trinca e y ¢ normal a ela. Os conjuntos F}!
Fl2 consistem das fungbes que geram campos assintéticos proximos as

pontas das trincas 1 e 2, respectivamente, e sao dadas por [47]:
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Figura A.3: Fungoes de enriquecimento Fj (x), [ = 1,2,3,4, para a
ponta da trinca para materiais frageis no contexto da MFEL: (a) Fy (x);
(b) F3 (x); (¢c) F3(x) e (d) Fy(x). (Fonte: [45]).

Fy (x) = {\/rsen (g) : /T cos (g) sv/rsen (4) sen (0);

Vreos (§) sen(0)},
(A.6)

onde (r,0) sao as coordenadas polares locais cujo sistema tem origem
na ponta da trinca e 6 ¢ medido a partir de um eixo tangente a trinca
existente. A representagio grafica da Equagao (A.6) pode ser vista na
Figura A.3. Nota-se que a primeira fungao na Equagao (A.6) é descon-
tinua através da trinca, sendo continua e bem comportada no dominio
em volta da descontinuidade. As outras trés fungdes sao continuas e
adicionadas para melhorar a precisao nos problemas de fratura elastica
com malhas relativamente grosseiras [2]. Nota-se que estas fungoes de
enriquecimento representam a descontinuidade no campo de desloca-
mentos e a singularidade em suas derivadas, uma vez que as tensoes e

as deformagoes sao singulares, mas nao os deslocamentos [45].

Quando sao usados véarios enriquecimentos por nd, precisa-se de
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x (b)

- elementos reprodutores

elementos de transigio
e conjunto nodal N'*

Figura A.4: Subconjunto nodal N*; (a) mostra os elementos repro-
dutores e de transigdo como uma consequéncia da escolha de N*; (b)
mostra que as fungoes ¢, sao uma PU nos elementos reprodutores, mas
Zje n+ #; # 1 nos elementos de transigao.

cuidado especial para assegurar que o espaco de aproximagao resultante
ainda seja linearmente independente [45].

Os conjuntos K7 e Ko também podem ser aumentados de modo a
incluir todos os nés dentro de um raio caracteristico na ponta da trinca
associada, onde supoe-se que a regiao dos campos assintéticos préximos
a ponta da trinca dominem a solugao [49].

Pelo fato de apenas um subconjunto de nds ser enriquecido, cada
elemento do dominio é classificado da seguinte forma: (i) elemento
nao enriquecido, (ii) elemento reprodutor, se todos os nés do elemento
sao enriquecidos, ou (iii) elemento de transigao, se alguns dos nés do

elemento sdo enriquecidos. A Figura A.4 ilustra esta situagao.

A.1 Descontinuidade elastoplastica

Nos ultimos anos, 0o MEFG tem sido usado com sucesso na MFEL.
Mas, no contexto da mecanica da fratura elastopldstica (MFEP), faz-se
necessério identificar solugoes assintdticas adequadas para enriquecer as

bases das fungoes de aproximagao, ja que aquelas usadas na MFEL nao
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sdo apropriadas para resolver problemas de fratura néo linear. Assim,
a singularidade do campo na ponta da trinca na MFEP ¢ diferente
daquela da MFEL e depende das caracteristicas do encruamento do
material. Isto implica que as propriedades do material poderiam ser
incorporadas no desenvolvimento de uma nova ou melhorada base de

fungoes enriquecedoras [88].

Nos trabalhos de [89] e [88], usam-se campos HRR (Hutchinson-
Rice-Rosengren) [81] para representar as singularidades pldsticas. Esses
campos HRR sao aproximados por uma expansao de Fourier truncada,
usada para extrair a base de enriquecimento elastopldstico. Também
propoe-se adicionar estas funcoes de enriquecimento sobre uma par-
ticdo da unidade (PU) de nés livres de malha, para se ter flexibilidade
quanto & dimensao da regiao enriquecida e fazer com que o efeito do
enriquecimento seja desvinculado do grau de refinamento da malha,

melhorando aspectos de convergéncia, como evidenciado por [3].

Considerando a lei de Ramberg-Osgood, que é usada para descrever
a curva tensao-deformacao nao linear, e supondo as deformagoes elds-
ticas negligencidveis quando comparadas com a deformacgao pléstica,

tem-se a equagao [88]:

3 Oeq n-t Sij
Eij = 5&50 —, (A?)

oo 00
que representa a lei de encruamento do material, onde a é uma cons-
tante do material, n é o expoente de encruamento do material, g e o
sao, respectivamente, as deformacoes e tensoes de referéncia, oo, ¢ a
tensao equivalente de von Mises e s;; ¢ a parte deviatérica do tensor

de tensoes.

A Equagao (A.7) leva aos campos HRR que sdo campos assintéticos
na ponta da trinca. Assim, os campos de deslocamentos na ponta
da trinca podem ser representados pelas fungoes HRR, geradas pela

seguinte base
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/(D) { sen (§);cos (§) ;sen (§) sen (6) ;cos (§) sen (6) ;
sen () sen (30); cos (%) sen (36)

(A.8)
Desta forma, acrescentou-se sen (§) sen (36) e cos () sen (36) na
base de fungoes de enriquecimento (Equagao (A.6)), melhorando a
aproximagao. Os resultados de [88] indicam que a nova base de fungdes
é capaz de capturar efetivamente deformacoes elastopldsticas em uma
concentragao de tensoes. E, de acordo com [89], dentre outras bases,
a Equacao (A.8) ¢ a melhor na andlise de fratura elastopldstica para
modo misto em MEFG, sendo acoplada a um esquema de iteragao como
o de Newton-Raphson (no calculo do equilibrio global) e um esquema
de retorno radial para escoamento pléstico (no cdlculo das deformagoes

plésticas irreversiveis).
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Apéndice B

Plasticidade para estado
plano de tensoes

No caso de estado plano de tensoes, como algumas componentes
de tensao sdo prescritas (033 = 723 = 713 = 0), nao se pode mais
aplicar o algoritmo de integragao tridimensional genérico, na qual todas
as componentes de tensdao sdo desconhecidas. Desta forma, pode-se
utilizar um esquema implicito no qual sao usadas equagoes constitutivas
projetadas sobre tensoes planas. As restrigdes sao aplicadas em nivel
de ponto de Gauss.

Aqui, o esquema implicito utilizado é o modelo de von Mises proje-
tado sobre tensoes planas, com encruamento isotrépico linear. A seguir,
apresenta-se o modelo e seu algoritmo de integracao correspondente.

Relembrando que S é o espaco vetorial de tensores simétricos de
quarta ordem, devido a sua simetria ele tem dimensao igual a seis
(dim[S] = 6). Assim, o subespago de tensoes planas, denotado por
Sp C S, ¢ obtido de S, pela aplicagao de trés restrigoes adicionais,
como S, :={0 € S| o33 =723 =713 =0}

Similarmente, o subespago dos tensores deviatéricos, denotado por
Sp C S, é definido como Sp :={s€ 5 | s13 =523 =0, tr[s] = sgx
= 0}. Portanto, dim[S,] =dim[Sp] = 3.

A notacao vetorial para o e s é, respectivamente

161
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T T
032[011 022 012} € 512[811 522 812}

Em notagao matricial, s é dado por s :=dev]o| = Po, onde

L 2 =1 0
P=c| -1 2 0. (B.1)
0O 0 6
Os tensores de deformacoes €¢,eP,e € S, na forma vetorial, sao
T
dados, respectivamente, por se::[ €§1 €59 5y | , ePi=[el; €b,

T
Yo" ee ::[ €11 €22 Y12 ] :

Para comportamento eldstico isotrépico linear, sabe-se que 7553 =
v5, =0e €53 = —7% (€41 +€5,). Além disso, da incompressibili-
dade pléstica, tem-se ef; = — (el +¢eb,) € como s13 = s23 = 0, segue
que efy = ehy = 0. Portanto, e33 = €53 + &43.

Assim, as equagoes do modelo de von Mises projetado sobre tensoes

planas, com encruamento isotrépico linear, sao dadas por:

e=¢e"+¢€",

oc=C:le—¢"],

’YZO, fgov ’Yfzoa

onde C ¢é matriz constitutiva eldstica para o estado plano de tensoes,
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dada por (2.9).
Para a construgao do algoritmo de integracao, é mais conveniente
usar a forma quadrédtica da fungao de escoamento. Logo, faz-se a

seguinte substituigao:

1 1
= 50'TP0'— g(ay + H'a)?

é? = 4Po, (B.2)

/2
&= gO’TPO'

B.1 Algoritmo de integracao e mapeamento
de retorno

O algoritmo de integracao para o modelo de von Mises projetado
sobre tensoes planas é anédlogo ao caso tridimensional, iniciando-se pelo

estado teste:

e teste  __ e . teste __ e teste __ P\ .
el = &b +Ae; ol =Cel [T =C (e,4 — €0);
1 T 1
teste  __ . teste __ teste teste 1 teste\2
an+1 = Qp; n+l1 - 5 (Un+1 ) Pan+1 - g(ay +H an+1 ) .

Caso seja verificada a evolugdo da plastificagdo, ocorre o estado
corretor plastico (etapa de corregdo). Para isto, inicialmente faz-se
teste

necessdrio obter uma relagao entre as tensoes 0,41 € 0,771, a partir

da relagao constitutiva o1 = F (€n+1 — Eﬁ-q-l)» obtendo-se:

o1 = A (&) aleite, (B.3)
com A (A~)=E(Ay) C!, onde E(Ay) = (C_l—I—A'yP)_1 repre-
senta uma matriz tangente eldstica (algoritmica) modificada.

Para o caso de elasticidade isotrépica, a matriz constitutiva C e a

matriz projecao P tém os mesmos subespacos caracteristicos, ou seja,
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estas matrizes possuem os mesmos autovetores e portanto, sao facil-

mente diagonalizdveis. Assim, aplicando a transformacao ortogonal:

N )
V22
_ 1 1
Q=1-u = 0|
0o 0 1

obtém-se as seguintes representagoes diagonais para P e C:

£ 00
P'=QPQ'=|0 1 0
0 0 2
€
== v 0
=QcCcQ’ = v o 2u 0
0 0 pn

E, nesta mesma base, a expressao para A (A~) pode ser simplifi-

cada, com a seguinte representacao diagonal:

A*(Av) = (CT4aP) ol =
3(1—v 0 0
3(1—v)+EAy
0 sy O
0 0 o

A correspondente representagao vetorial para as componentes do

tensor tensdo teste (notagao de Voit) é

1 teste teste
75 (15 + 0557)
teste * teste __ teste teste
onil T =Qo = \/—(02 —o15")

teste
012

Utilizando-se as transformacgoes acima, o multiplicador pléstico de

Lagrange A~y é determinado for¢gando-se a condi¢ao de consisténcia no
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tempo t,,41, ou seja, fazendo-se

2
2
oy + H' (an + §€n+1 (A’Y)>] =0,

frtt = 31 (A7)~ 3

onde
Eni1 (A7) = o Poun
— (o%) AT (A9) P A (M) ol
= (o) A Pl
(oteste 4 o.teste)2 (otgste — teste) +2(0 teste)2
6 [1 + :fTA—Z_)} (14 2pA7)?

Para atualizar a férmula dada pela Equacao (B.3), A (A«v) pode

ser expressa na simples forma explicita:

% (Au + Aj,) % (A7 —A3) 0
A(Av)=QTA*(Ay) Q= 3 (A7 —A3) 3(A; +A3) O
y 0 A%

(B.4)
Assim, tem-se o seguinte algoritmo para elastoplasticidade em es-

tado plano de tensoes com encruamento isotrépico linear:

1) Calcula estado teste (preditor eldstico):
Dado Ae e as varidveis de estado em ¢, calcula o estado eldstico
teste

e teste__ _e . teste __ teste__ e teste
T =€, +Ag; a7 = ap; 0,7°= Cel, [

2) Testa consisténcia pléstica:

gzeitle _ (ateste + t2<—;éste)2 + % (0_5625156 o teste) 492 ( teste)2

=
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1
teste . __ ~ ¢teste
5€ Jn+1 25n+1

2
2 tes
_ _|_H/ ( §€Zej_tle>‘| S 0’

(entao passo eldstico)

W

o conjunto (+),,; = (), e CF,=C,
finaliza.

Sendo (passo pléstico, vé para (3)).

3) Mapeamento de retorno (estado de correcao):

Impoe-se a condicao

1 1
Jnt1 = §€n+1 (Ay) — 3

2
oy +H' <Oén+ ;fn-s-l(A'Y))] =0

Para resolver esta equac¢ao em A-~y, pode-se usar novamente o es-

quema iterativo de Newton-Raphson.

4) Atualizacao das varidveis

/2
Onpt1 = A(A’Y) ffiﬁe, Qpg1 = oy + Ay §§n+1 (A’Y);

ery = e+ AYPo,
5) Calcula o médulo tangente eldstico (algoritmico) modificado

E(A9) = (C'+AyP)

6) Calcula o operador tangente elastopldstico algoritmico:

QP == (= P Un+1) ® (= P Un+1)
- = 2¢H’

oh P EP oni + 55y
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7) Atualiza a deformacao €33, ,

— e p
€33,11 = €33,., TE33,,,
1%
e - v e e —
633n+1 - 1—v (511n+1 + 5227L+1)
p I p
633n+1 - (611n+1 + 622n+1>

Finaliza.

1%

E

(Ulln+1 + Uzan)



