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Resumo

Na industria é cada vez maior o espaco ocupado por materiais
poliméricos, algumas caracteristicas peculiares que esses materiais
apresentem os fazem atrativos, como boas propriedades mecanicas e
maior facilidade na fabricacdo. Estas aplicagcbes tem requisitado uma
maior capacidade de modelar e prever o comportamento dos polimeros,
por isso, é necessario que se desenvolvam teorias mais aprofundadas
sobre o tema. Neste trabalho expfe-se de maneira detalhada o
desenvolvimento de duas teorias do continuo para a deformacéo elasto-
viscoplastica de materiais sélidos amorfos, tais como os polimeros. Para
gue se compreenda de maneira clara as teorias mostra-se desde a
concepcao da ideia principal por tras das mesmas, passando por todo seu
desenvolvimento matematico, até se chegar na aplicagdo dos modelos
constitutivos para materiais especificos. Introduzindo-se uma variavel
interna que representa o volume livre local associada com certos estados
metaestaveis é possivel capturar o comportamento altamente ndo linear
presente nas curvas de tensdo versus deformacdo desses materiais.
Nessas teorias leva-se em conta a dependéncia da energia livre de
Helmholtz na parcela plastica do gradiente da deformacdo FP em uma
maneira compativel termodinamicamente. Essa dependéncia acaba por
levar a um backstress na regra de fluxo, permitindo capturar o fenbmeno
de escoamento reverso do tipo Bauschinger presente nesses polimeros
amorfos quando descarregados apds se atingir deformagdes inelasticas.

Palavras-chave: Modelo constitutivo, soélidos amorfos, polimeros,
material viscoplastico.






Abstract

The space occupied by polymeric material in industry is growing over
time, some peculiar features that these materials shows make them quite
attractive, like good mechanical properties and easier manufacturing.
Such applications made a request for a better knowledge about modeling
and prediction of polymers behavior, hence, it’s necessary the
development of accurate theories about the theme. This work shows in
details ways the development of two continuum theories for elastic-
viscoplastic deformation of amorphous solid materials, such as
polymeric. For a better understanding of these theories it’s shown since
the conception of the main idea behind those, going through their whole
mathematical development, until the application of these models for
specific materials. Introducing an internal state variable that represents
the local free volume associated with certain metastable states, we are
able to capture the highly non-linear stress strain behavior shown in the
curves of these materials. These theories explicitly accounts for the
dependence of the Helmholtz free energy on the plastic deformation
gradient FP in a thermodynamically consistent manner. This dependence
leads directly to a backstress in the flow rule, allowing to capture the
Bauschinger type reverse yielding phenomena observed in amorphous
polymeric solids upon unloading after large plastic deformations.

Keywords: Constitutive model, amorphous solids, polymers,
viscoplastic materials.
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1. INTRODUCAO

E cada vez maior o espago ocupado na indUstria por materiais
poliméricos na fabricacdo e projetos dos mais diversos produtos. Esse
crescimento se deve a algumas caracteristicas que esses materiais
apresentam, como, certa facilidade na fabricacdo e moldagem de
produtos com geometrias mais complexas, boa resisténcia mecanica, e
em algumas aplicagdes por apresentarem boas propriedades de
isolamento térmico e elétrico.

Grande foco tem sido dado ao desenvolvimento e concepg¢éo de
materiais e componentes de alto desempenho mecénico. Materiais como
os polimeros termoplasticos possuem a capacidade de sofrer grandes
deformacOes e elevada absorcdo e dissipacdo de energia antes de sua
ruptura (elevada ductilidade e tenacidade). Exemplos de aplica¢do s&o:
componentes eletrodomeésticos, eletronicos, automotivos, tubulagdes,
janelas de seguranca, dispositivos que devem dissipar a energia frente a
impactos, blindagens.

Uma éarea que tem se destacado e se expandindo é o uso de
materiais poliméricos biocompativeis para fabricacdo de implantes. Um
possivel tratamento indicado para o caso de uma fratura 6ssea € a
fixacdo dos fragmentos por implantes de parafusos. Esses implantes
metélicos sdo recomendados até a regeneracdo da fratura e depois
devem ser removidos. Porém, durante a remocdo dos implantes pode
ocorrer lesdes ao tecido Gsseo, 0 que acarretard em outros futuros
problemas. Visando diminuir os possiveis efeitos adversos do uso de
implantes metalicos, tem-se desenvolvido implantes bioabsorviveis que
proporcionam certas vantagens, como menor rejeicdo do corpo humano
ao objeto introduzido e auséncia da necessidade de remocgdo dos
implantes.

Estes tipos de aplicacdes tem gerado uma forte demanda no
aumento da capacidade de modelagem e desenvolvimento de modelos
adequados a descrever o comportamento de materiais quando
submetidos a cargas elevadas que acoplam diversos mecanismos
dissipativos, sendo estes normalmente tratados de maneira separada,
como: viscoelasticidade, viscoplasticidade, acoplamentos térmico,
sensibilidade do modelo a certos parametros.

Modelos que incorporem os fendmenos citados dependem do
ajuste de determinados parametros, de modo que defina a resposta para
um material real especifico, sendo que estes parametros devem ser



obtidos a partir de dados experimentais. A identificacdo destes
parametros € normalmente realizada associando o modelo constitutivo
proposto a dados experimentais junto com uso de técnicas de andlise
inversa (minimizacdo de erro numérico/experimental).

O presente trabalho de dissertacdo insere-se no contexto acima
mencionado, visando expor algumas teorias na area de modelagem e
simulacdo do comportamento mecéanico de materiais ndo lineares
viscoelasticos e viscoplasticos com o objetivo de representar materiais
poliméricos termoplasticos. E mostrado o desenvolvimento de dois
modelos constitutivos voltados a capturar o comportamento altamente
ndo linear presente nas curvas de resposta tensdo versus deformacdo de
materiais solidos poliméricos amorfos analisando suas caracteristicas e a
sua dependéncia a um conjunto de pardmetros de controle



2. OBJETIVOS

O objetivo do trabalho consiste em apresentar uma analise
comparativa do comportamento de dois modelos relevantes na literatura
para simulacdo do comportamento de materiais termoplésticos em
estado vitreo (temperatura de trabalho inferior & temperatura de
transicdo vitrea do material, sendo esta a temperatura abaixo da qual um
polimero apresenta um comportamento mais fragil e acima da qual o
mesmo apresenta um comportamento mais de um liquido viscoso)
submetidos a um regime de deformagcéo finita.

A motivacdo para este estudo reside na crescente aplicacio
destes polimeros na area médica, em particular seu uso em implantes.
Observa-se um aumento do seu uso para substitui¢des de dispositivos
gue anteriormente eram fabricados com materiais metalicos. Dentre os
materiais poliméricos mais utilizados citam-se: PLA (possui a
caracteristica de ser um material bioabsorvivel), PEEK (poli ariléter
cetona), UHMWPE (utilizado em acetabulo de proteses).

O escopo do presente trabalho dard énfase a modelos
isotérmicos que buscam capturar comportamentos tipicos da fase vitrea
dos termoplasticos. Sendo assim, o objetivo principal do trabalho é
expor uma abordagem tedrica que conclui em dois modelos
constitutivos voltados a representagdo do comportamento mecéanico de
materiais solidos poliméricos amorfos. Visa-se expor desde a ideia
principal por tr&s da teoria, o seu desenvolvimento matematico, as suas
hipdteses, quais sdo 0s parametros materiais e porque eles foram
escolhidos, aplicacdo desses modelos na obtencdo de curvas de resposta
ndo lineares tensdo versus deformacgdo desses materiais poliméricos
concluindo com uma analise de sensibilidade aos parametros de
controle, de maneira a entender sua capacidade de representar curvas
experimentais.






3. REVISAO BIBLIOGRAFICA E FUNDAMENTACAO DA
TEORIA

3.1 DESCRICAO QUALITATIVA DE POLIMEROS

Um polimero é uma molécula de cadeia longa a qual é formada
pela composicdo de inimeras unidades repetidas, estas unidades sdo
denominadas de mondmeros. O processo de unido e a criagdo de uma
ligagdo entre essas unidades necessita do fornecimento de calor, presséo
e/ou catalisadores, sendo este processo chamado de polimerizacdo.
Sendo assim, os monémeros sdo a menor unidade repetitiva dentro da
cadeia do polimero. A composi¢do quimica e a topologia das cadeias
poliméricas conferem determinadas propriedades especificas a cada tipo
de polimero.

A Figura 1 ilustra esse processo de polimerizacdo para o caso
do mondmero etileno. Durante o processo a ligacdo covalente dupla
entre os carbonos é quebrada em ligacdes covalentes simples, gerando
assim a unidade basica que sera repetida inUmeras vezes dentro da
cadeia longa e criando a molécula do polietileno.

o TEETRITRNTIT

Calor, pressao

1 catalisador
H H H H

Mero
Figura 1 - Processo de polimerizagéo do polietileno. Moura, 2012.

Uma forma muito comum de classificar os polimeros é dividi-
los em trés grandes grupos: elastdmeros, termorrigidos e termoplasticos.
Sendo que, os termoplasticos ainda podem ser classificados em
materiais cristalinos e amorfos.

As ligacBes nas moléculas de um termopléstico sdo fracas, de
modo que quando estes materiais sdo expostos ao calor sofrem um
amolecimento e retornam a sua condi¢do inicial ao serem resfriados a
temperatura original. Sendo assim, sdo capazes de amolecer e endurecer
guando submetidos a variacBes térmicas repetitivas (dentro de certos
limites).

Dentro do grupo dos termoplasticos eles sdo divididos de
acordo com a morfologia de seus arranjos poliméricos, podendo ser



definidos em estruturas amorfas, cristalinas e combinagdes dessas duas
(estrutura semicristalina, esferulita). A Figura 2 ilustra as diferencas
presentes dentro de morfologia.

Figura 2 - Morfologia das cadeias poliméricas: a) amorfo, b) cristalino, c)
esferulita. Moura, 2012.

Pequenas moléculas e ions contribuem para formar um arranjo
regular das moléculas em formas de placas de 10 a 20 nm de espessura
com uma estrutura cristalina (conforme Figura 2 b). Cadeias poliméricas
gue ndo conseguem ser arranjadas de maneira regular para formar placas
cristalinas sdo denominadas de estruturas amorfas.

A disposicdo dentro das estruturas amorfas dificulta o
deslizamento de um enredo molecular sobre o outro, porém permite que
partes da cadeia possam rotacionar dentro da massa. Portanto, estruturas
amorfas apresentam temperaturas de fusdo mais baixas e menor rigidez
do que disposices cristalinas.

Em baixas temperaturas o movimento molecular nas regides
amorfas € restrito a vibragdes e as cadeias ficam “congeladas”, ou seja,
impedidas de rotacionar ou se mover no espago. Esta condicdo €
conhecida como estado vitreo da regido amorfa. Sendo assim, este
estado leva a um comportamento rigido e fragil como um sélido
cristalino, mas mantendo a desordem molecular de um fluido.

Termoplésticos ao serem aquecidos até atingir determinada
temperatura, na qual partes das cadeias amorfas (de 20 a 50 4tomos de



comprimento) sdo capazes de se mover, atinge-se a temperatura de
transicdo vitrea. A partir da qual o material comeca a apresentar um
comportamento tipico dos elastdmeros. Os polimeros amorfos no estado
elastomérico (rubbery) sdo moles e flexiveis.
3.2 COMPORTAMENTO MECANICO DOS POLIMEROS

O comportamento tipico de um corpo de prova termoplastico

submetido a um ensaio de tracdo a velocidade de deformacdo e
temperatura constante pode ser visualizado na Figura 3.
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Figura 3 - Curvas de tensdo-deformacéo para velocidades e temperaturas
constantes.

Altas taxas de deformacéo e/ou baixas temperaturas acabam por
diminuir a liberdade de movimento das cadeias moleculares do material,
tornando 0 mesmo mais rigido e mais propenso a apresentar uma fratura
de carater fragil, como visto pela curva a da Figura 3. Para temperaturas
suficientemente  baixas, 0 mecanismo de deformagdo ocorre
exclusivamente devido ao estiramento reversivel das cadeias
poliméricas, sofrendo pouca influéncia de comportamentos viscosos e
irreversiveis. Ja em temperaturas mais elevadas, a taxa de deformacéo
possui uma forte influéncia nas tensdes.

As curvas b e ¢ da Figura 3 apresentam claramente um pico na
curva de tensdo deformacdo, o valor da tensdo nesse pico pode ser
definido como a tensdo limite de escoamento. Para niveis de deformacéo
abaixo do valor do pico, as cadeias poliméricas ndo apresentam um



deslizamento relativo entre elas, havendo a possibilidade de retorno a
configuragdo inicial do material quando descarregado. Para valores de
deformacdo mais elevados, as cadeias poliméricas comecam a deslizar
entre si, gerando deformag6es permanentes no material.

Nesta regido de deformagdo os corpos de prova costumam
apresentar uma forte localizacdo das deformagdes, acabando por gerar
uma estric¢do que se desloca ao longo do corpo de prova. As moléculas
se orientam na direcdo do estiramento, direcdo esta do deslocamento,
atingido um ponto méximo de orientacdo, ocorre um endurecimento ao
estiramento e posterior ruptura, apresentando deformacdes da ordem de
10 a 20%. Em temperaturas mais elevadas, a regido de deformacdo
permanente de estabiliza a um nivel de tensdes quase constante para
uma ampla faixa de deformagdes.

Em geral tanto 0 médulo de elasticidade quanto a tensdo limite
de escoamento diminuem com o aumento da temperatura ou com a
diminuicdlo da velocidade de deformacdo. Em temperaturas
suficientemente altas e taxas de deformacédo suficientemente baixas, o
material apresenta o comportamento monotdnico como mostrado na
curva d.

A geracdo de uma curva tensdo-deformacdo para materiais
termopléasticos a partir de um ensaio mecénico possui dificuldades
particulares. Devido a formacdo da regido de estricdo (cuja amplitude
cresce rapidamente e, diferentemente do comportamento tipico
apresentado pelos metais, esta frequentemente se desloca) o controle da
taxa de deformagdo durante o ensaio do ponto material que se deseja
capturar, bem como a geometria da se¢do transversal do corpo de prova,
se tornam tarefas dificeis de serem realizadas com a precisdo necesséria.
Estas dificuldades tém produzido controvérsias sobre a real intensidade
ou mesmo existéncia do amolecimento do material ap6s este ultrapassar
a tenséo limite de escoamento.

O comportamento do material quando no descarregamento apos
ultrapassar a regido de escoamento ocorre seguindo a curva mostrada na
Figura 4. Percebe-se uma diminuicdo no modulo de elasticidade
aparente, indicando a ocorréncia de dano no material.

No intuito de superar estas dificuldades observa-se na literatura
uma ampla linha de modelos constitutivos de caracteristicas
fenomenoldgicas elaboradas para a reproducéo de curvas experimentais.
No presente trabalho se propfe realizar uma revisdo de um conjunto
representativo destes modelos com o intuito de compreender e avaliar
suas caracteristicas e escolhas de arquitetura.
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Figura 4 - Curva de tensdo-deformacao seguida do descarregamento do

material. Adaptado de Anand e Gurtin, (2003).
3.3 MODELOS CONSTITUTIVOS

Ao longo dos Ultimos 30 anos um esforgo consideravel tem sido
dedicado em desenvolver modelos constitutivos que representem o
comportamento elastico-viscoplastico de materiais poliméricos, tanto
abaixo quanto acima de suas temperaturas de transi¢do vitrea. Modelos
mais recentes tem abordado o problema de acoplamento termomecénico
e consequentemente permitido a representacdo do comportamento de
transicdo entre estas condigdes.

Dentre as diferentes abordagens, foi escolhido um conjunto
inicial de trabalhos, todos de autores destacados na literatura sobre o
assunto. Citando estes em ordem cronoldgica tem-se, Boyce et al. 1988,
Arruda et al. 1993, Arruda et al. 1995, Bergstrom et al. 1998, Bergstrom
et al. 1999, Boyce et al. 2000, Bergstrom et al. 2002, Mulliken et al.
2006, Richeton et al. 2007, Anand et al. 2009, Ames et al. 2009,
Srivastava et al. 2010.

Nesta linha de trabalhos destacam-se as seguintes
caracteristicas:

Observa-se a utilizacdo de modelos reoldgicos baseados em
dois ou trés bracos em paralelo onde um deles contempla um
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comportamento hiperelastico (reversivel) e outro onde se considera uma
cinematica de decomposicao multiplicativa do gradiente da deformacao
F em parcela elastica F¢ e outra dissipativa, viscoelastica ou
viscoplastica FP. Esse tipo de comportamento pode ser visto na Figura
5.

Figura 5 - Modelo reolégico de bragos em paralelo.

A utilizacdo de varidveis internas permite definir diregdo e
amplitude do escoamento viscoeléstico e/ou viscoplastico em fungéo do
tipo de mecanismo dissipativo descrito.

Observa-se também a inexisténcia, em certos modelos, da
cléassica separacdo de uma regido de comportamento totalmente elastica
de outra plastica ou viscoplastica, mediante a utilizacdo de um critério
de limite de escoamento, tipico de modelos para materiais metalicos.
Neste contexto varios destes modelos podem ser classificados dentro do
grupo de modelos viscoelasticos ndo lineares.

Boyce et al. 1988 avalia a dependéncia de leis constitutivas, que
consideram o comportamento de grandes deformacdes inelasticas em
polimeros, sobre a influéncia da taxa de deformacdo, temperatura e
pressdo no escoamento do material, bem como o amolecimento ou
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encruamento na deformacdo verdadeira pos-escoamento. Assim, esse
trabalho desenvolve um modelo constitutivo tridimensional baseado nas
estruturas macromoleculares desses materiais e no mecanismo de
escoamento pléstico que engloba essas dependéncias.

Arruda et al. 1993 analisa como a resposta a grandes
deformacges em polimeros amorfos é afetada pela orientagdo das
cadeias moleculares dentro do material polimérico durante deformacéo
plastica, sendo que, a orientacdo das redes moleculares € um processo
altamente anisotropico. Assim, a resposta mecanica observada é uma
funcdo dependente do estado de anisotropia desses materiais. Um
sistema tridimensional de molas de borracha que é capaz de capturar a
dependéncia do estado de deformacdo do encruamento é usado para
desenvolver um modelo de varidveis tensoriais internas da evolugdo da
resposta anisotrépica do polimero.

Arruda et al. 1995 estuda a importancia em se entender 0s
efeitos termomecanicos acoplados que aparecem em polimeros que
ocorrem durante condicOes de carregamento de impacto a processos de
deformacéo. Esses efeitos sdo analisados variando-se as taxas de
deformacdo e temperaturas impostas ao material. Resultados
experimentais foram simulados utilizando um modelo constitutivo
tridimensional da reposta inelastica de polimeros vitreos em grandes
deformacBes em conjunto com uma andlise termomecéanica acoplada em
elementos finitos. O modelo considera que parte do trabalho devido a
deformacdo ineldstica age como uma fonte de calor durante as
simulagdes.

Bergstrom et al. 1998 e Bergstrom et al. 1999 utilizam dados de
investigacdo experimental detalhada para desenvolver um modelo
constitutivo que consiga representar o comportamento mecanico de
materiais elastoméricos, conhecidos ser dependentes da taxa de
deformacdo e exibir lacos de histerese sobre carregamentos ciclicos. A
fundagdo do modelo é que o comportamento mecénico pode ser
decomposto em duas partes: uma rede de equilibrio correspondente ao
estado que é visto em testes de longa duracdo de relaxacdo de tenséo e
uma segunda rede que captura o desvio ndo linear dependente da taxa do
estado de equilibrio.

Boyce et al. 2000 apresenta um modelo constitutivo para o
comportamento  tensdo-deformacdo do PET  (poly (ethylene
terephthalate)) para deformacBes finitas em temperaturas acima da
temperatura de transicdo vitrea. Nesse regime de temperatura o
comportamento do PET é fortemente dependente da taxa de deformacéo
e temperatura do material. O modelo leva em conta esses efeitos no
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comportamento tensdo-deformacdo modelando a competicdo existente
entre 0 processo de orientagdo molecular e o processo de relacdo
molecular.

Bergstrom et al. 2002 compara a capacidade de diferentes
teorias (por exemplo, teoria de plasticidade J,) em reproduzir
comportamentos mecanicos apresentados pelo UHMWPE. O UHMWPE
ao ser submetido a um estado de deformagdo monotonicamente
crescente, seu comportamento mecénico é caracterizado por uma
resposta elastica linear seguida de um escoamento distribuido e
encruamento em grandes deformagfes. Durante a fase de descarga de
um processo ciclico de deformacéo, a resposta é caracterizada por uma
recuperacdo ndo linear devido a liberacdo de energia armazenada
internamente. Adicionalmente, um modelo hibrido é proposto, o qual
incorpora algumas caracteristicas das teorias anteriores.

Mulliken et al. 2006 realiza uma investigacdo experimental e
analitica combinadas para estender o comportamento mecanico de dois
polimeros amorfos, policarbonato e poli(metil metacrilato), em
diferentes taxa de deformacéo, variando de 10* a 10* s*. Um modelo
constitutivo baseado fisicamente para grandes deformagdes de
termoplasticos foi estendido para englobar condicdes de alta taxa de
deformacdes.

Richeton et al. 2007 desenvolve um modelo constitutivo
robusto tridimensional fisicamente consistente para descrever a reposta
finita mecanica de polimeros amorfos sobre uma larga faixa de
temperaturas e taxa de deformagdes, incluindo a regido de borracha
(rubbery) e para taxa de carregamento de impacto. O modelo
termomecénico é baseado em uma aproximacao elastica-viscoplastica
reoldgica, onde os efeitos de temperatura, taxa de deformacéo, e presséo
hidrostatica sdo levados em consideracéo.

Anande et al. 2009 apresenta a formulagdo de uma abordagem
elastica-viscopléstica termomecanicamente acoplada para modelar a
dependéncia da taxa de deformacdo e temperatura em grandes
deformacdes sobre materiais poliméricos amorfos. Ames et al. 2009 é a
continuagdo deste Ultimo paper onde se conduzem experimentos de
grandes deformagdes em compressdo em trés diferente materiais
poliméricos amorfos: PMMA (poly(methylmethacrylate)), policarbonato
e Zeonex-690R (cyclo-olefinpolymer), em uma faixa de temperaturas
variando desde a temperatura ambiente até temperaturas pouco menores
do que a temperatura de transicdo vitrea de cada material,e em uma faixa
de deformagfes compressivas verdadeiras excedendo 100%.
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3.4 CINEMATICA BASICA DE DEFORMACOES FINITAS

Um meio continuo, ou um corpo continuo, pode ser visto em
uma escala macroscopica como um corpo que possui uma distribuicdo
continua de particulas em um espaco delimitado por uma determinada
regido. Em um espaco euclidiano a posicdo de uma particula é definida
por trés coordenadas, assim, P = P(xq, x5, X3).

Pode-se apresentar o movimento de um meio continuo através
de duas descricOes: a descricdo material (Lagrangeana), na qual as
variaveis independentes sdo descritas pelas posices das particulas X
escolhidas em uma configuracdo de referéncia (tempo t =0), e a
descricdo espacial (Euleriana), sendo as varidveis independentes
descritas pelas posicfes das particulas x escolhidas na configuracao
atual no tempo t.

Considere um corpo na sua configuragdo de referéncia
ocupando uma regido Q, do espaco e uma particula X dada pelas
coordenadas X = X(X;,X,, X3), considere também o0 mesmo corpo na
sua configuracdo atual ocupando uma regido Q e uma particula x dada
pelas coordenadas x = x(xq, X3, x3).

O movimento de cada particula do corpo continuo pode ser
descrito através de uma fungdo continua X que leva cada ponto da
configuragdo de referéncia para a configuracao atual no tempo t. Assim,
tem-se que,

x=X(X,1t) 1)

Portanto, cada particula na descricdo espacial pode ser descrita
por uma particula na descricdo material e pelo tempo t, essa relagéo €
biunivoca, evitando-se assim que haja ruptura de um ponto em dois ou a
colapsacdo de dois pontos. Dessa maneira, pode-se obter a relacdo
inversa, obter os pontos na configuragdo material através dos pontos na
configuragdo espacial, por,

X =X"1(x1) (2)

A Figura 6 ilustra o corpo na sua descricdo material (lado
esquerdo) e espacial (lado direito), bem como a func¢do de mapeamento
X.

O gradiente da funcdo de mapeamento gera o tensor F, o qual é
referido como o gradiente de deformac&o, sendo dador por,
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ax;
F=vX ; Fij = 5%, @)

E sendo o J definido como o Jacobiano, representado a
deformacgédo volumétrica do corpo e dado por,

J=detF>0 @)

Current

Reference configuration
configuration

Xz e1
Figura 6 - Configuragdes e movimento de um corpo continuo. Adaptado de
Holzapfel, 2000.

Considere um vetor material dX dado pela diferenca das
posicdes de duas particulas do corpo na configuracdo de referéncia, e
um vetor espacial dx dado pela diferenca das posi¢cbes de duas
particulas do corpo na configuracéo atual, pode-se mostrar que,
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dx = FdX (5)
Sendo que a inversa dessa relacdo também é valida,
dX = Fldx (6)

Assim, percebe-se o tensor F mapeia vetores na descricdo
material para espacial, e sua inversa F~1 mapeia vetores na descricdo
espacial para material.

Considere a decomposicao polar do gradiente de deformacéo F,

F=RU=VR @)

onde, R é um tensor que representa a rotacdo do corpo mapeando
vetores materiais em espaciais, e U e V sdo tensores simétricos positivos
definidos denominados de tensores de deformacdo a direita e esquerda,
respectivamente. Os tensores U e V representam a deformagdo pura
sofrida pelo corpo, sendo que o tensor U opera sobre vetores materiais e
o tensor V opera sobre vetores espaciais.

Definem-se agora os tensores de Cauchy-Green a direita C e 0
Cauchy-Green esquerda B, dados por,

C=U*=FTF (8)
B =V?=FFT 9)

Um tensor muito Util em aplicacdes € o tensor de deformacéo de
Green-St. Venant, dado por,

E=§(FTF—1)=%(C—1) (10)

Note que o tensor E desaparece, € nulo, quando o corpo nao
sofre deformacdo, sendo apenas submetidos a movimentos de corpo
rigido, como rotagdes e translacBes. Esta propriedade é essencial para
um tensor conseguir representar de fato uma medida de deformacgéo do
corpo. O tensor E é um tensor material, pode-se definir também um
tensor de deformacdo espacial como,

e=-(—-FTFY)=_(I-b) (11)
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Onde, e é um tensor espacial conhecido como tensor de
deformacéo de Euler-Almansi.

Pode-se também, quando necessario, obter as taxas de
deformacdo dos tensores apresentados, sendo a taxa do gradiente de
deformacéo F dado por,

(X, ) = 20 _ 3 (G0 _ 9 (W)

at  at\ ox T ax\ ot
F(X,t) = 2228 = Gradv(X,t) (13)

onde, o vetor Y = V(X,t) é o vetor de velocidade material de uma
particula pertencente ao corpo, pode-se obter também o vetor de
velocidade espacial v = v(x, t), sendo estes dados por,

X (X,t)

VX, t) = o

(14)

VX, t) =V(X " 1(xt),t) = v(xt) (15)

O gradiente do vetor velocidade espacial pode ser dividido em
sua parte simétrica e antissimétrica por,

v (xt)

gradv = "

=D+W (16)
onde, o tensor D € a parte simétrica e é denominado de tensor da taxa de

deformacdo, e o tensor W é a parte antissimétrica denominado de tensor
da taxa de rotacdo ou tensor da vorticidade.
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4. MODELOS ELASTICOS VISCOPLASTICOS
4.1 MODELO DE ANAND E GURTIN 2003
4.1.1 INTRODUCAO

Polimeros e metais sdo frequentemente classificados em
cristalinos e amorfos (e combinacdes) dependendo do arranjo
geométrico em que moléculas (no caso de polimeros) e &tomos (no caso
de metais) estdo distribuidos na correspondente microestrutura. Quando
estes apresentam uma distribuicdo desordenada, sdo comumente
referenciados como amorfos ou vitreos (glassy) em contraste com as
distribuicGes ordenadas ou estruturadas, referenciadas como cristalinas.

Ha  particularidades importantes nos mecanismos
microestruturais dos polimeros e metais amorfos que se refletem no seu
comportamento macroscopico quando submetidos a deformaces
inelasticas, ou plasticas.

O trabalho de Anand e Gurtin 2003 desenvolve uma teoria do
continuo para deformac@es elasticas-viscoplasticas de soélidos amorfos.
Sua teoria tem como um dos seus fundamentos decomposicdo
cinemética de Kroner-Lee, F = F¢FP, do gradiente de deformacdo F
nas suas partes elastica e plastica, F¢ e FP, respectivamente.

Este modelo se caracteriza por utilizar duas variaveis internas
para definir a evolucdo do fluxo pléstico. A principal delas, s, representa
a resisténcia molecular ao fluxo plastico, vinculando-se fortemente ao
conceito de viscosidade. Esta resisténcia evolui ao longo do processo
afetada por uma segunda variavel interna, n que representa uma medida
do volume livre intermolecular existente nos materiais amorfos.
Novamente, esta segunda varidvel interna evolui ao longo do processo
de deformacdo. Na literatura da area, atribui-se a variacdo deste volume
livre o comportamento altamente ndo linear da curva tensdo-
deformacéo, na regido que precede o pico de escoamento, e eventual
posterior amolecimento durante a deformacao do material.

Em termos de comportamento fenomenolGgico, este modelo se
caracteriza por representar adequadamente a regido inicial com
comportamento viscoelastico, uma segunda regido com amolecimento
ap6s o pico de tensdo e forte escoamento (em carregamentos
monotbnicos), e evidente efeito Bauschinger tipicamente observado em
polimeros amorfos quando descarregados ap6s grandes deformacdes
plasticas.
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A teoria apresentada pelos autores é extremamente cuidadosa
em satisfazer principios de objetividade, satisfacdo da segunda lei da
termodinadmica e restricdes impostas pelas propriedades de materiais
amorfos.

E importante destacar, entretanto que os aspectos principais do
comportamento deste modelo podem ser esquematizados mediante 0
modelo reoldgico unidimensional proposto por Haward e Thackray
(1968), visto na Figura 7, onde se percebe as principais contribui¢fes
observadas no comportamento em grandes deformacfes de polimeros
vitreos. Neste, utiliza-se uma mola linear para representar as interaces
intermoleculares elasticas, um amortecedor viscoso ndo linear para
modelar o escoamento macroscopico dependente do tempo, e uma mola
ndo linear que pode ser estendida finitamente, conhecida como mola
borracha elastica de Langevin, para descrever o subsequente
encruamento devido ao alinhamento da rede de macromoléculas
construido do emaranhado das moléculas do polimero. O alinhamento
das cadeias da rede da origem a uma tensdo entropica ou a um chamado

backstress no material.
SO

nonlinear nonlinear
viscous T Langevin
dashpot spring

linear
spring

Figura 7 - Representacéo de Haward e Thackray (1968) para modelo
constitutivo. Retirado de Anand et al. 2006.
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Esse modelo tem sido trabalhado no presente para sua forma
tridimensional por diversos colaboradores, entre eles Parks et al. (1985),
Boyceet al. (1988), Arruda et al. (1993), Wu e van der Giessen (1993),
Anand e Gurtin (2003).

4.1.2 CINEMATICA DO MODELO

Considera-se um corpo homogéneo Q o qual delimita uma
regido do espaco em uma configuracdo de referéncia fixa, e sendo X um
ponto material arbitrario de Q. Sendo assim, 0 movimento de  pode ser
mapeado através de uma fungdo suave dada por x = X'(X,t). A partir
desta define-se o gradiente da deformacéo, velocidade e gradiente da
velocidade, dados por,

F=VX an
v=X (18)
L = gradv = FF~! (19)

Admite-se que o gradiente da deformacéo é decomposto usando
a expressao de Kroner-Lee,

F = FeFP (20)

Onde, FP representa a deformacdo local de segmentos dX na
configuragdo de referéncia para segmentos dl = FPdX na configuracdo
relaxada devido a mecanismos plasticos. O tensorF€ representa o
mapeamento de segmentos dl na configuracdo relaxada para segmentos
dx = F¢dl na configuracdo deformada devido a mecanismos elasticos.

Usando esta decomposicao e apds manipulagdes simples, pode-
se escrever o gradiente da velocidade como,

L=L¢+ FeLPFe™" (21)
Com,

Le = Fepe ™" (22)

LP = FPFp~" (23)
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Definem-se também os tensores taxa de deformacdo e taxa de
rotacdo, elastico e plastico, como as partes simétricas e antissimétricas
dos respectivos tensores gradiente de velocidade,

D¢ = simL® (24)
Weé = skwlL¢ (25)
DP = simL?P (26)
WP = skwLP 27
L¢ = D¢ + We (28)
LP = DP + WP (29)

Duas hipoteses cineméticas sdo feitas a cerca do escoamento
plastico. A primeira, € que 0 escoamento € incompressivel, e portanto,

detF? = 1 (30)
trl? = 0 (31)

A segunda hipotese postula que o escoamento € irrotacional, tal
que,

WP =0 (32)
Sendo assim, chega-se que,
LY =wr (33)
FP = DPFP (34)
Com DPsendo desviador.
Utiliza-se também a decomposicdo polar para as parcelas

elastica e plastica do gradiente de deformac&o:

F¢ = R°U® = V°R® (35)
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FP = RPUP = YPRP (36)
Como FP é isocorico o Jacobiano fica,
J = detF = detF¢ (37)

A satisfacdo de objetividade em relagdo a mudancas de
observador é adotada como condicdo essencial a ser satisfeita.
Mudancas de observador sdo transformacGes do espaco observado que
se traduzem numa mudanca da fungdo mapeamento da forma

XX, t) > X*(X,t) = Q)X (X, t) + q(t) (38)

Sendo Q(t) uma rotacdo (tensor ortogonal prdprio) e q(t) um
vetor para cada instante t. Assim,

F - F* = QF (39)

As configuracOes de referéncia e relaxada sdo independentes da
escolha de tais variagfes do observador e assim, os campos F? e DP sdo
invariantes sob transformacbes definidas pela equagdo 38. Como
consequéncia desta observacdo, se obtém a seguinte lei de
transformacéo:

F¢ - QF¢ (40)
Tal que,
L - QL°Q" + QQ" (41)
D¢ - @D°Q" (42)
we - QweQ" +QQ" (43)

4.1.3 PRINCIPIO DAS POTENCIAS VIRTUAIS

Denota-se Qgpara a configuragdo ou dominio de referencia
ocupado pelo corpo indeformado e Q(t) = X (£, t) para a configuracéo
ou dominio do corpo deformado. O termo subdominio é usado para
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referenciar uma sub-regido arbitraria P, de ,que deforma com o corpo,
tal que, P(t) = X (P,y, t).Seja n um vetor unitario normal & superficie
dP apontando para o exterior de P(t).

Admite-se que no instantetem um tempo fixo escolhido
arbitrariamente, arbitrario, os campos X, FP e, portanto, F¢ sdo
conhecidos. Considera-se também que os campos v, L¢ e DPsdo taxas a
serem especificadas de forma independente, mas consistentes com a
equacdo 21. Denotam-se 0s campos virtuais como &, L¢ e DP para
diferenciar dos campos associados com a evolucdo real do corpo e o
conjunto velocidade virtual generalizada como,

V = (%,L¢ DP) (44)

E consequentemente o gradiente de velocidade virtual,

L =1I¢+ FelPFe? (45)

Seja a poténcia virtual externa definida como o produto das
forcas externas pela correspondente velocidade virtual (inclui forgas
inerciais) e dada por,

Were = [, t(n) - Fda + [, f-Tdv (46)

Com t(n) & forca de superficie e f forca de corpo atuando
sobre o contorno e interior do subdominio P(arbitrario),
respectivamente, para todo tempo, V t.

Um dos aspectos caracteristicos da presente formulagdo é
admitir a-priori que a Potencia Virtual Interna é composta pela adi¢do de
duas parcelas. A primeira, dada pelo produto do tensor tensédo T,
definido como par conjugado com L€. A segunda é dada pelo produto,
entre 0 tensor denotado micro-tensdo interna TP que forma par
conjugado com DP. Assim, escreve-se a potencia interna como
(definigao),

Wine = [, (T - L +]7'T? - DP)dv (47)

O termo J~! se faz necessario porque o trabalho dado por
TP - DP é medido por unidade de volume na configuracio relaxada, mas
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a integracdo ¢ feita na configuracdo deformada. Admite-se que TP é
simétrico e deviatorico, ja que DP é simétrico e deviatorico.

O Principio das Potencias Virtuais consiste na satisfacdo de dois
postulados:
(1) Equilibrio de potencia interna e externaW,,; = W;,;em todo
subdominio e para todas as velocidades virtuais generalizadas.
(2) Objetividade: Dada qualquer subdominio P e qualquer velocidade
virtual, W;,,; € invariante para qualquer mudanca de observador.

Fazendo uma breve manipulacdo algébrica, mostra-se que as
consequéncias da satisfacéo de (1) e (2) sdo que:

a ) Todo ponto deve satisfazer as equacdes de balango local
ttn)=Tn (48)
divT+f=0 (49)

E consequentemente T revela ser o tensor de Cauchy com
propriedade de simetria

T=TT (50)

b) Definindo o Tensor de Mandel S e seu desviador S, como,
s =JFe"TFe " (51)
So = symo(S) (52)

Onde symy(e) é o operador que fornece a parte simétrica e
deviatérica do argumento, chega-se a igualdade

So = TP (53)

Que representa um balango entre a micro-tensdo TP (tensor
definido na configuracdo intermediaria) e a tensdo (macroscopica) de
Cauchy T reescrita na configuracdo intermediaria na forma do Tensor de
Mandel.
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4.1.4 RESTRICOES TERMODINAMICAS

Considera-se neste modelo uma teoria puramente mecénica
baseada na segunda lei da termodinamica, a qual requer que o0 aumento
temporal na energia livre yde qualquer parte P seja menor ou igual ao
trabalho despendido em P:

fp Y)Y < Wexr = Wine (54)

Dada a arbitrariedade de P, o resultado deste principio é a
inequacdo da dissipacgéo local,

Y—JT-D¢—TP.DP <0 (55)

Essa equacdo incorpora restricbes a ser imposta no modelo
constitutivo

415 TEORIA CONSTITUTIVA

A fundamentacdo tedrica dada em Anand (2003) para
uma base de modelos constitutivos parte de uma condicdo genérica onde
se admite o uso de um ndmero arbitrdrio nde variaveisinternas § =
(8%,82,...,8™) e as seguintes equacdes de estado e evolugdo com
dependéncias genéricas da forma

¥ =P(Fe,FP) (56)
T = T(F¢, FP) (57)
TP = TP(F¢,FP,DP,§) (58)
§ = h'(F°,FP,DP,§) (59)

A satisfacdo das restricGes impostas pela Objetividade Material
(invariancia em relagdo a mudanca de observador) e da Segunda Lei da
Termodinamica assim como particularizagbes de grau de isotropia
material permite reduzir e ajustar as dependéncias destas leis em relagdo
aos seus argumentos. Mostra-se a seguir as consequéncias da imposicéo
destas restricoes.
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Objetividade:

Usando argumentos classicos de invariancia destas equacdes em
relagio a uma mudanca no observador vé-se que FP e DP sdo
invariantes, enquanto F¢ — QF¢. Assim, a objetividade reduz o
conjunto de equagdes anteriores, e as dependéncias tomam a forma
especifica,

¥ =P(U°, FP) (60)

T = ReT(U¢, FP)Re” (61)
TP = TP(U¢, FP,DP,§) (62)
& = hi(U°,FP,DP,§) (63)

Isotropia material:

O grupo de modelos ¢ limitado para materiais amorfos, para 0s
quais o grupo de simetria de material corresponde a todas as rotacGes da
configuragdo de referéncia e relaxada, em forma independente. Ao
impor esta restricdo, a rotacdo plastica RPé eliminada e a dependéncia
das equacdes acima se reduz a,

¥ =1p(C°, BP) (64)

T = FeT(C®,BP)Fe" (65)
TP = T?(0) (66)

§ =h'(0) (67)

Onde representa a seguinte lista de argumentos, O =
(C¢, BP,DP, §&)e as fungdes Y, T, TP e h' devem ser cada uma isotrpica
em relagéo aos seus argumentos.

Consisténcia termodinamica:
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A taxa de variacdo da energia livre, considerando seus
argumentos é,

._517, . 317, .
= C+- - BP (68)

Usando a simetria da derivadady/dC® e considerando que o
tensor DPé simétrico e desviador, mostra-se que,

) = (2F° g—feFeT) - D + 2sim, (:—i B) - DP (69)

Substituindo este resultado na inequagdo de dissipacdo local
chega-se a,

{F"’ <2 2 JT(ce, BP)) FET} -D° + {2symy (2L BP) - TP(@)} - DP < 0 (70)

Essa inequacdo deve ser satisfeita para todos os valores de
C¢,BP,D¢ & e DP admissiveis. Como D€ aparece como um termo
linear, seu coeficiente deve desaparecer, gerando o resultado,

T = 2J-1F¢ (%) FeT (71)

Definindo o tensor denominado de backstress,

.
Sback = 25ymo (5 BP ) (72)

Chega-se a desigualdade
YP(©)-DP >0 (73)
Onde, formula-se a seguinte equacao,
Y?(0) = T"(®) — Spack = So — Sback (74)
Sendo que esta é a tensdo originada pelo escoamento plastico, e

que produz dissipagdo ndo negativa com DP, dessa maneira, por
conveniéncia, transforma-se a tensdo de Cauchy para a configuracdo
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intermediaria, obtendo um tensor conhecido como Segundo Tensor de
Piola Kirchhoff na Configuracéo Intermediaria:

ay(ce,BP)

Te = JFe 'TFe T =2 v (75)
De forma que, usando as equagfes 51, 52 e 53 tem-se,
TP = Sg = symo(C°T®) = 2sim, (C° 2% ) (76)

E importante notar a sutil diferencia que existe entre as
transformagfes do tensor de Cauchy para a configuracdo intermedidria,
dadasporT€esS.

4.1.6 PARTICULARIZAGAO PARA MATERIAIS AMORFOS

Com o objetivo de limitar o modelo para caso de materiais
amorfos, o modelo utiliza uma energia livre da forma,

P(C®, BP) = 4°(C°) + YP(BP) (77)

com,
YP(BP) = W) =0,  W(1)=0 (78)
P = Z\ErBP = Z|vP| (79)

O escalar AP define uma medida do estado de deformagdo
plastica instantanea. Assim, usando as equagfes 75 e 77 se obtém,

e _ o 0¥°
T _Zace

(80)

1 0w
Svack = BBy, K= S5 (81)

O escalar u atua como um fator de proporcionalidade entre o
tensor de deformacédo plastica e a tensdo S;,.«. Para finalizar, é preciso
definir uma forma constitutiva para a tensdo Y? provocada pelo fluxo
plastico. Este modelo propde a seguinte dependéncia:
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YP(©) = £(A)|DP|™1DP, o<m<1 (82)
Nesta equacdo busca-se separar a funcdo £(A) > 0 dependente
da lista de variaveis de estado A = (C¢ BP,¢) da velocidade de

deformacdo pléastica mensurada pelo tensor DP. Substituindo esta
equacdo constitutiva em 74, se tem a regra de fluxo,

So — uBh = £(A)|DP|™"1DP (83)
Para um expoente m > 0, esta regra de fluxo pode ser invertida,

de maneira a se obter uma expressao explicita para o tensor DP na
forma,

(1-m) _
DP = k(W)[So — 1uBY| ™(So—uBY), k(A= ) (84
ObservacOes experimentais indicam que polimeros com uma
resposta elastica pequena sdo bem representados com uma forma de

energia livre quadratica em termos do tensor de deformacdo de Green-
Lagrange, isto é,

$°(C®) = GIE§|> + S K|trE®|? (85)

Ee = %(ce -0 (86)

Onde, G e K sdo o mobdulo elastico de cisalhamento e

volumétrico, respectivamente. Sendo assim, as partes esférica e
desviadora de T* ficam,

¢ = 2GE§, trT¢ = 3KtrE® (87)

Por outro lado, se as deformacdes elasticas sdo suficientemente
pequenas no sentido que,

U¢=C¢=~1I F€¢~=R° (88)

Entdo, é valido igualar o tensor de Mandel S, e o tensor T§ e
escrever,
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S ~T¢~ R®'TR® (89)
So ~ TS = 2GE§ (90)
T~ — é trT® (92)

Sendo 7 a pressdo hidrostatica.

Como uma hip6tese simplificativa da teoria, admite-se que a
lista de variaveis de estado A = (C¢,BP?,§) se reduz a A = (1, AP, n,s)
sendo s e n duas varidveis internas. A primeira representa a resisténcia
intermolecular ao escoamento plastico. A segunda, n, é um parametro
associado ao volume livre local, ou seja, o volume livre intermolecular
existente em materiais amorfos. Este volume livre afeta a resisténcia ao
fluxo e, portanto, a varidvel interna s. O modelo considera que a
evolucdo dessas varidveis internas ocorre segundo fungdes diferenciais
do tipo,

$ = h(m, A?,n,s,|DP|), s(X,0)=s, (92)

n=g(mA,n,s,|DP|), n(X,0)=0 (93)
A regra de fluxo plastico é, portanto, reescrita na forma,

T§ — uBb = £(m, A",n,s)|DP|™~1DP (94)

Com a inversa dada por,

(1-m)
DP = k(m, %,1,5)|TS — uB?|  '™(TS—uB?)  (95)

Nota-se que o tensor DP ¢ proporcional ao tensor T§ — uBb.

O parametro de material s, representa a resisténcia inicial ao
escoamento. A funcdo h pode tomar valores positivos (encruamento) ou
negativos (amolecimento). O volume livre n tomado a partir de um valor
inicial n = 0, para um estado virgem do material.

Para completar o modelo constitutivo para um caso particular de
algum material amorfo é preciso identificar os seguintes parametros e
funcdes: {G,K, ¥, k,h, g,50}.
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4.1.7 RESUMO DO MODELO

O modelo proposto pelos autores considera as seguintes
variveis:

Tensor de Cauchy: T =TT

Gradiente da deformagéo: F, detF > 0

Parte plastica do gradiente de deformacédo: FP,detF?P = 0
Resisténcia isotopica ao escoamento plastico: s > 0
Volume livre: n

Parte elastica do gradiente de deformacéo: F¢ = FFP™', detF¢ > 0
Tensor de Cauchy-Green a direita elastico: ¢ = Fe' Fe
Deformagcdo de Green-Lagrange: E® = 2(C® —I)

Par conjugado a deformagio elastica: T¢ = R¢' TR®
Pressdo: m = —trT®

Tenséo desviadora: Tg = T¢ + nl

Tensor de Cauchy-Green a esquerda plastico: BP = FPFPT
Parte desviadora de BP: BY = BP — (trBP)I

Alongamento plastico efetivo: AP = % trBP

A partir destas, é possivel calcular as seguintes grandezas:

1. Energia livre:

Y =9 +yP (96)
° = G|Eg|? +%K|trEe|2 97)
YP(BP) = T(AP) =0, Y1) =0 (98)
2. Tensor de tenséo:
T® = 2GE§ + (KtrT®)I (99)

3. Regra de fluxo:
A equagdo de evolugdo para FP,

FP = DPFP, FP(X,0) =1 (100)
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Com DP definido pela regra de fluxo,

1-m)
D? = k(m, AP, n, s)|T3 - uBg| /m(TS - ,uBg) (101)

Onde,
1 07
4. Equac0es de evolucdo para as varidveis internas s e n:
$ = h(m, A?,n,s,|DP|), s(X,0)=s, (103)
n=g(mP,ns,|DP]), n(X,0)=0 (104)

4.1.10 ESCOLHA DE FUNCOES PARA APLICACAO EM UM
SOLIDO POLIMERICO AMORFO (POLICARBONATO)

Os autores especializam o modelo proposto para descrever o
comportamento do policarbonato quando submetido a deformagdes em
temperatura ambiente e pressdo atmosférica. Sdo propostas duas formas
especificas para o potencial de Helmoltz plastico.

Para valores pequenos a moderados de AP, é adequado utilizar a
expressdo do modelo neo-Hookean,

PP = u={(*)? - 1} (105)

Com u sendo 0 modulo de backstress.

Entretanto, para valores elevados de AP, considera-se 0 modelo
de Langevin-inverso que assegura a representacdo do enrijecimento
devido ao estiramento das cadeias poliméricas.

=t )+ in(2) - B-m(2)] oo

x =1 (%) y=L1 (i) (107)
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Onde £ ¢é a inversa da funcdo de Langevin, definida como
L(°) = coth(e) — (o)~t. Essa segunda forma para ¥P envolve dois
parametros materiais: ug, € 1. Nesse caso, 0 modulo do backstress é
dado por,

A\ p—q (AP
= =) LT 108
K= Hr (3/1p) (AL) (108)
Onde se observa que p — o se AP - A,, como L™ 1(z) - oo se
z - 1.
Para facilitar a notacéo, se introduz uma tensao de cisalhamento

equivalente e uma taxa de deformacdo cisalhante plastica equivalente,
dadas por, respectivamente,

- _ 1 P
T=—|T§ — uBg| (109)
vP = /2| Dj| (110)
Para definir a fungdo ¢ sdo usados dois novos parametros de

material: a taxa de deformacéo cisalhante pastica de referéncia v, e um
parametro de sensibilidade a pressdo a. Denotando a constante

C=vV2(vV2/v))" (111)
Propde-se a seguinte forma para ¢
(m, 2P,n,s) =C(s+am) >0 (112)

Entdo, apds movimentagdo algebrica,

e_ P
DP =P (%) (113)
P = T \/m 114
v - VO (S+aT[) ( )

Finalmente define-se a forma das equagdes de evolucdo das
varidveis internas s e n:
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$=hy (1 - S(%) VP (115)
0= go(=—1)v" (116)
(M) = sep[1 + b(Ney — )] (117)

Onde {hg, go, Scv» b, ey} S0 pardmetros materiais. A solugdo
do sistema acoplado satisfaz os seguintes limites,

S =S¢y (118)

N =Ny (119)
Conforme,

t—> oo (120)

As condicdes iniciais sdo s = sy en = 0, com,
So <8 < s (14 bney) (121)

Consegue-se observar que 7 cresce monotonicamente até seu
valor de equilibrio 7.,, enquanto s cresce monotonicamente até um pico
e depois decresce monotonicamente para seu valor de equilibrio s,
onde se captura assim o0 pico de escoamento observado na resisténcia ao
escoamento.

Os comportamentos descritos para o volume livre n e a
resisténcia ao escoamento s podem ser vistos nas Figuras 8 e 9,
respectivamente.

Para o modelo constitutivo conseguir representar 0
comportamento previsto é necessario fazer o ajuste dos parametros
materiais. Os pardmetros a serem determinados séo:

1. Os modulos elasticos de cisalhamento e volumétrico (G,K),
respectivamente, na parte elastica da energia livre.

2. O parametro u na formulagdo do neo-Hookean, ou os parédmetros
(ug, A,) na formulacdo da funcéo inversa de Langevin, na parte plastica
da energia livre.
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3. Os parametros {vo, m, @, hg, 9o, Scv» P, Newr So NA regra de fluxo e nas
equacdes de evolucdo para (s, 7).

x 10°

0.6~

Volume livre

0.2~

0 r r r r r
0 0.2 0.4 0.6 - 0.8 1 1.2
Deformacéao

Figura 8 - Variacdo do volume livre n ao longo da deformacao.

Os autores sugerem que os valores de (G,K) podem ser
determinados medindo-se 0 mddulo de Young e a razdo de Poisson do
material em um experimento de compressdo e utilizando relagcfes de
conversao de elasticidade isotropica para obter os modulos elasticos de
cisalhamento e volumétrico. Os parametros {v,, m} sdo estimados em
um experimento de compressao com variagdes na taxa de compressao, e
0 parametro de sensibilidade a pressdo a é estimado a partir de
experimentos de compressdo sob pressdes hidrostaticas superpostas. Ja
0s parametros {hg, 9o, Scv» b, New» Sot € (Ug,A,) podem ser obtidos ao se
ajustar uma curva apropriada de tensdo-deformacdo em compressdo para
grandes deformagdes. Uma vez estimado os valores de (ug,A;) 0 valor
de u na formulagéo de neo-Hookean para 1P pode ser facilmente obtido
fazendo-se AP = 1.
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45 3 3 3 3 T

Resisténcia ao escoamento s [MPa]

20 r r r r
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Deformacéao
Figura 9 - Variacao da resisténcia ao escoamento s ao longo da deformacao.

Os valores dos parametros utilizados neste trabalho foram os
mesmos testados em Anand et al., 2003, sendo eles,

G = 0,857 GPa
K = 2,24 GPa
Ug = 11,0 MPa
A, =145
vy = 0,0017 s71
m = 0,011
a = 0,08
hy = 2,75 GPa
go = 6,0x1073
Sey = 24,0 MPa
b =825
Ney = 0,001
So = 20,0 MPa

1 = 16,95 MPa
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Para efeitos de andlise de comportamento do modelo e de
sensibilidade da resposta ao valor dos seus parametros de material, foi
implementado uma versdo incremental do modelo baseada em
Integracdo Explicita de Euler. Esta integracdo define o seguinte
algoritmo constitutivo incremental:

Dado o estado no instante t,, caracterizado pelas varidveis de
estado {F, F¥, s,,n,.1,.}, calcula-se,

Pela decomposicédo de Kroner-Lee,

Fe=F"'F, (122)
ce =Fe'Fe (123)
ve =./ce (124)

Pela decomposicéo polar,
Re = Feue™ (125)

O tensor de deformacdo de Green-St. Venant elastico e sua
parte desviadora,

Eg=-(Ca—1D) (126)
20 = ES — S (trEQ)I (127)

A parcela elastica do tensor de tensdo de Cauchy e sua parte
desviadora,

TS = 2GESy + K(trES)I (128)
5 =T § (trTe)I (129)
A tensdo de Cauchy,

T, = ReT¢RST (130)
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O tensor plastico, sua parte desviadora, tensdo de backstress

T
BY = FhFh (131)
6, = Bs — S (trBO)I (132)
Zy =T§ — uB;, (133)
Ty = |76, —uB} | (134)
n =7z 100~ HPo,
_ 1/
D _ Tn m
Vn = Vo (sn+arrn) (135)
py "™/,
pP="nn___— 7 (136)

- 2(sn+ann)1/m n

8,(Mn) = Seu[1+ b(Mey — M)l (137)

Sendo os incrementos das variaveis,

p
ADP = Atzv?”Zn (138)
As = Atho (1- §n§;n)) vP (139)
An = Atg, (SS—" —1)v} (140)

Para a evolugéo do gradiente de deformacéo plastico FP utiliza-
se 0 mapeamento exponencial,

Fp

t+1 = exp(ADPFY) (141)

Sp41 = Sp + As (142)

Nn+1 = NMp + 47 (143)
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E assim da-se um passo na integracdo numérica explicita,
avancando paran + 1, e reiterando o loop para cada novo passo.

A Figura 10 mostra uma curva tensdo por deformacdo obtida
utilizando o modelo constitutivo apresentado e o respectivo codigo em
Matlab. A simulagdo procura representar um corpo sendo submetido a
uma tracdo simples em um Unico eixo, para tanto é aplicado um
gradiente de deformacdo com a seguinte forma,

1+c 0 0
P

0 0
F=| 1+c |
. 0 1|
l \/1+CJ

Onde ¢ representa o alongamento sofrido pelo corpo a cada
instante de tempo t. Percebe-se que o detF = 1 para todo t, ou seja, 0
corpo esta sempre submetido a uma deformacéo isocorica. No grafico
nota-se uma regido inicial aproximadamente linear, sendo que logo ap6s
esta a curva tensdo deformacéo apresenta um comportamento altamente
ndo linear. Atinge-se um pico na tensdo, o qual é logo seguido de um
amolecimento do material, antes do mesmo comegar a encruar
novamente a medida que se deforma plasticamente.

Na Figura 9 ha duas curvas sobrepostas, sendo que uma
representa 0 modelo constitutivo quando utilizado o formato de neo-
Hookean para o valor de u (linha pontilhada) e outra para 0 modelo
constitutivo quando se utiliza o formato da funcéo inversa de Langevin
para o parametro u (linha continua).

Nota-se que para o formato de neo-Hookean, ap6s o pico na
tensdo, a regido de encruamento segue um comportamento quase linear
crescente. Ja para o formato da funcdo inversa de Langevin a curva
apresenta um comportamento de crescimento logaritmo para a regido de
encruamento.

Todas as curvas de tensdo versus deformagdo mostradas nessa
secdo 4.1 se referem a componente de tensdo T(1,1) do tensor de
Cauchy e a componente de deformacdo E(1,1) do tensor de Green-St.
Venant.
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Figura 10 - Tensdo versus deformagdo para diferentes formulaces de pu.
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Figura 11 - Tensdo versus deformacio para diferentes formulagdes de p,
com descarregamento da carga.
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A Figura 11 retrata as curvas de tensdo por deformacao obtidas
utilizando o mesmo cddigo implementado com o modelo constitutivo,
utiliza-se também um gradiente de deformagdo F isocérico que visa
tracionar o corpo em uma dire¢do. Porém, nessa simulagdo houve um
descarregamento da carga até se atingir um valor de tensdo nulo.
Novamente observa-se duas curvas sobrepostas, uma para o formato de
neo-Hookean (linha pontilhada) e outra para a funcdo inversa de
Langevin (Linha continua). A simulacdo exibe um escoamento reverso
guando descarregado devido ao desenvolvimento do backstress.

A Figura 12 mostra uma curva experimental obtido realizando
um ensaio de compressdo simples em um corpo de prova de
policarbonato. O experimento se deu até um nivel de deformacédo de 0.9
e depois descarregado até tensdo nula. Oberserva-se claramente o
escoamento reverso dado por um backstress, o que confirma os
resultados obtidos pela simulagao.

150 T T T

—

00

Stress, MPa

(42
(=}

0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Strain
Figura 12 - Curva tenséo por deformagcéo para policarbonato em um ensaio

de compressao simples. Adaptado de Anand et al, (2003).
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4.1.11 ANALISE DE SENSIBILIDADE DO MODELO AOS SEUS
PARAMETROS DE CONTROLE

De modo a se tentar entender melhor como o modelo se
comporta se escolheu alguns pardmetros materiais do mesmo e faz-se
uma pequena variagdo em cima dos valores originais desses parametros
selecionados. Dessa maneira, realiza-se uma andlise de sensibilidade,
onde se analisa também como estdo inseridos esses pardmetros no
modelo reoldgico. O intuito de realizar essa analise de sensibilidade é de
se tentar visualizar como cada um desses parametros influi em certas
caracteristicas peculiares sobre a curva tensdo versus deformacéo.

Na Figura 13 se observa como a varia¢do do pardmetro uy afeta
a resposta do encruamento nas curvas de tensdo versus deformacdo. O
valor original da variavel no modelo é ur = 11 MPa, assim, faz-se uma
variagdo acima e abaixo desse valor.. Sua dependéncia explicita se d& na
parcela pléstica da energia livre na forma com a funcdo de Langevin,
atuando assim na regra de fluxo.

Tensao T [MPa]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Deformacgao
Figura 13 — Curva tenséo versus deformacéo para o policarbonato, com
variacdo do parametro rubbery modulus pg.
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Figura 14 — Curva tensdo versus deformacéo para o policarbonato, com

variagdo do parédmetro network locking stretch 4;.

Ja a Figura 14 mostra como a variacdo do parametro A,
consegue alterar a resposta que 0 modelo apresenta nas curvas de tensao
versus deformagdo. A fungdo de Langevin possui um comportamento
particular, apresenta valores baixos até se atingir um determinado valor
no seu argumento quando comecga a apresentar um crescimento quase
assintético na vertical. Portanto, insere-se essa funcdo no modelo para
atuar de maneira a garantir que o modelo ndo possa deformar
indefinidamente. O valor original do elongamento de saturagdo A, =
1,45, Ao diminuir este valor, as tensdes aumentam rapidamente ao se
acercar ao novo valor de elongamento. Ja ao aumentar este parametro, o
impacto sobre a curva de encruamento é menor.

A Figura 15 mostra a resposta ao pardmetro v,, que consegue
transladar muito sutilmente a curva. Com valores mais elevados de v, a
curva tende a se deslocar para baixo. Ja na Figura 15 observa-se que o0
expoente m que atua sobre a taxa de deformacéo plastica consegue fazer
com que a curva sofra uma translagdo vertical na faixa de deformacéo
indo desde o pico de escoamento até o inicio do descarregamento. A
medida que o valor de m aumenta, aumenta a dependéncia com a taxa
de deformacéo e as tensGes sofrem um aumento.
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Figura 15 — Curva tenséo versus deformacéo para o policarbonato, com
variagdo do parédmetro v,.
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Figura 16 — Curva tenséo versus deformacéo para o policarbonato, com
variagdo do parametro m.
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Figura 17 — Curva tenséo versus deformacéo para o policarbonato, com
variacao do parametro a.

120 T T T

————— hO = 1500
100 | ——h0 = 2750 1
——-h0 = 4000

80

60

Tensdo T [MPa]

40

20

0 | I | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Deformacéo

Figura 18 — Curva tenséo versus deformacéo para o policarbonato, com
variagao do parametro hy.
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Figura 19 — Curva tenséo versus deformacéo para o policarbonato, com
variacao do parametro s.,,.
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Figura 20 — Curva tenséo versus deformacéo para o policarbonato, com
variacao do parametro b.
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Figura 21 — Curva tenséo versus deformacéo para o policarbonato, com
variacdo do parametro n,,.
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Figura 22 — Curva tenséo versus deformacéo para o policarbonato, com
variagdo do parametro g,.
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Figura 23 — Curva tenséo versus deformacéo para o policarbonato, com
variagdo do parédmetro s,.

Na Figura 17 percebe-se que o pardmetro «, ndo exerce
nenhuma influéncia significativa sobre a curva, ou seja, variando-se a a
curva nao sofre alteracBes visuais perceptiveis. Na Figura 18 percebe-se
que o parametro h, consegue realizar um deslocamento lateral do pico
de escoamento, porém, muito levemente, quanto menor o valor de h,
mais para a direita 0 pico se encontra. A Figura 19 mostra que o
pardmetro s, translada verticalmente a curva na regido a partir do pico
de escoamento, aumentando-se o valor de s, essa faixa é deslocada
para cima. Para 0 m também se observa esse comportamento, porém,
nesse caso a sensibilidade é mais acentuada.

A Figura 20 mostra a influéncia do parametro b, este possui
uma caracteristica interessante, ele ndo altera de maneira significativa a
deformacdo onde ocorre o pico de deformacgdo, porém, ele altera o
valore da tensdo do pico. Para valores maiores de b a tensdo atinge
valores mais elevados. Na Figura 21 observa-se que o pardmetro 7,
também altera a magnitude do valor de tensdo do pico de escoamento,
guando de aumenta n,, 0 valor do pico tende a crescer, e essa influéncia
é desse parametro é maior do que de b.

A influéncia do pardmetro g, pode ser vista na Figura 22,
percebe-se um efeito peculiar desse pardmetro sobre a curva tensdo
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versus deformacéo, variando-se o valor de g, consegue acentuar ou
atenuar a ndo linearidade presente ap6s o pico de escoamento. A medida
que os valores de g, aumentam a curva tende a apresentar um
comportamento cada vez mais linear na regido seguinte ao pico. Na
Figura 23 nota-se que o pardmetro s, ndo possui nenhuma influéncia
muito significativa sobre o comportamento da curva tensdo versus
deformacdo, ou seja, sua varia¢do altera muito pouco as caracteristicas
da curva.
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4.2 MODELO DE ANAND E AMES 2006
4.2.1 INTRODUCAO

Embora o modelo anteriormente estudado é capaz de
reproduzir a reposta de polimeros amorfos quando submetidos a grandes
deformacdes elasticas viscoplasticas de uma maneira razoavelmente
aceitavel, apresenta dificuldades em prever a resposta viscoelastica ndo
linear desses materiais para niveis de tensdo menores que a tensdo que
os autores denominam de “macroescoamento” a tensdo maxima de
resisténcia anterior a um amolecimento local, frequentemente descrita
como tensdo limite de escoamento.

O trabalho desenvolvido por Anand e Ames (2006) busca
manter a capacidade de reproducéo dos efeitos de grandes deformaces
inelasticas observadas ap6s este pico, mas a0 mesmo tempo poder
reproduzir os efeitos observados com estes materiais nas regides
anteriores a ele, com comportamentos classicos de viscoelasticidade.

O novo modelo (ou a versdo melhorada do anterior) é baseado
no modelo reolégico generalizado de Kelvin-Voigt de viscoelasticidade
linear classica. Recorda-se que o elemento de Kelvin-Voigt de
viscoelasticidade linear consiste de uma mola e um amortecedor
arranjado em paralelo, e a cadeia generalizada de Kelvin-Voigt consiste
de diversos desses arranjos colocados em série. Tais modelos
conseguem representar de maneira razodvel varios aspectos da
viscoelasticidade linear de materiais poliméricos. Sendo assim, Anand e
Ames buscaram estender o modelo classico generalizado de Kelvin-
Voigt para a ordem de deformag6es finitas ndo lineares, e também levar
em conta o encruamento sofrido devido ao alinhamento da rede de
macromoléculas quando submetida a grandes deformacg®es, seguindo
Haward e Thackray (1968). O modelo reolégico que configura uma
adaptacdo do modelo anterior esta exposto na Figura 24.

E bem conhecido que a resposta de materiais poliméricos é
altamente dependente da temperatura. Contudo, o trabalho desenvolvido
por Anand e Ames restringe-se a atengdo na formulagdo de um modelo
para situacdes isotérmicas abaixo da temperatura de transi¢do vitrea
desses materiais.



50

422 GENERALIZACAO DO MODELO CONSTITUTIVO
TRIDIMENSIONAL

Os autores propem um modelo com dois bracos A e B
dispostos em paralelo. No braco A ha (N + 1) elementos Kelvin-Voig
representando 0s micromecanismos inelasticos que sdo arranjados em
série juntos com um elemento de mola. No brago B h4 uma Unica mola
n&o linear de Langevin.

ey

f/A\‘.- SN N N N

R |

[
DO (O | ufUJ viscopla_s-tic
macro-yield
. ( il .
D g1 ;]g T nonlinear
Ug Langevin
viscoelastic ;

I./—U: |
M

: spring
micro-
mechanisms
DFe (L % “m
% B
(U=UU’?, 6,) U, o= o4+ op (U, op)

Figura 24 - Representacéo unidimensional reolégica do modelo constitutivo
proposto. Nota-se que nenhuma das molas apresentadas, ou 0s
amortecedores sdo lineares.

Da lista de ¢ = 0, ..., N micromecanismos inelasticos, escolhe-
se 0 micromecanismo indexado por @ = 0 para representar a reposta que
domina o escoamento inelastico macroscopico proprio de tensGes
elevadas, enquanto os micromecanismos indexados por a = 1, ..., N sdo
escolhidos para representar os detalhes mais finos da resposta
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viscoelastica ndo linear para tensdes baixas ou moderadas. O braco A
admite a decomposicdo de Kroner-Lee,

F = FeFP (144)

Onde o gradiente de deformagdo F é separado em parcelas
elastica e viscoplastica, F€ e FP, respectivamente.

Da mesma forma que no primeiro modelo, o tensor de spin
plastico seja identicamente nulo, WP = 0, tal que,

FPFP~l =P = pp (145)
p? = prT (146)
trD? = 0 (147)

Entretanto, partindo-se de teorias anteriores para materiais
poliméricos, admite-se que. DP é dado pela soma de (N +1)
micromecanismos, tal que,

D = ¥ 0P = S ou N ()
trNP® =0 (149)

| Np<a>| -1 (151)

@ > (152)

Onde os tensores simétricos e deviatoricos NP com norma
unitiria denotam diregbes do escoamento plastico para cada
micromecanismo, e v® as associadas taxas escalares de escoamento.
Desta forma, se introduzem conjuntos de variaveis internas para
descrever o comportamento dissipativo do modelo. Define-se uma lista
de (N + 1) campos escalares,

s=(s©,sW,s@ . s (153)
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Que representam a resisténcia molecular ao escoamento plastico
de cada micromecanismo ineléstico, e outra lista de (N + 1) campos
tensoriais simétricos,

A=(AD,AD A@ AWy (154)

Que representam uma medida da deformacdo de cada
micromecanismo. Estes tensores mapeiam vetores na configuracdo
relaxada para vetores na mesma configuracdo. Finalmente incorpora-se
também uma variavel interna adimensional escalar n que representa o
volume livre local. Estas variaveis internas estdo relacionadas com as
outras variaveis de estado listadas a seguir:

Densidade de energia livre por unidade de volume na configuracéo
relaxada: y
Tensdo de Cauchy: T, T =TT
Gradiente da deformagéo: F, ] = detF >0
Parcela pléstica do gradiente da deformagdo: FP, detFP =1
Parcela elastica do gradiente da deformacéo: F¢ = FFP™' detFe >0
Decomposi¢do polar de F¢: F¢ = R¢U®
Decomposicéo espectral de U¢: U¢ = Z?f=1 Af,r,; ®rp
Deformago elastica logaritmica: E¢ = ¥3_,(In A3 )rp ®rp
Parte distorcional de F: F* = J~1/3F
Tensor de Cauchy-Green a direita correspondente & F*: C* = F*" F*
Tensor de Cauchy-Green & esquerda correspondente a F*: B* = F*F*"
Variaveis internas tensoriais simétricas: A = (4, ..., AM)
A@ — g@T
Variaveis internas escalares: s = (s(®, ..., s™)
s@ >0
Volume livre:

A Energia livre é definida como

¥ =Pe(E®) + W(C) +IN_0 €@ (4@, )  (155)

Onde,

Y = G|E§|? + K|trE®|? (156)
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Corresponde a energia acumulada na mola elastica do braco A,
com mddulos volumétrico e cisalhante G > 0 e K > 0 respectivamente.
A contribuicdo W(C*) corresponde ao acumulo energético na mola de
Langevin, tendo como argumento um alongamento (distorcional)
equivalente,

18 Ve (157)

De maneira que a energia adota a forma,

¥ = upAf [(;_L) x +1In (si:hx) - (i) y~In (si:h y)] (158)

Sendo,
x =L (%) (159)
y=L"1 (A—lL) (160)

E £7! é a inversa da funcdo de Langevin, L(°) = coth(e) —
(o)~1. O parametro material up é chamado de mddulo elastomérico, e
A, é chamado de alongamento de travamento da rede (network
lockingstretch).

Finalmente, as energias acumuladas em cada um dos
micromecanismos £(® (A, n) utiliza os alongamentos efetivos,

2@ gt %\/ trA@ (161)

E adota-se a forma simples de tipo neo-Hookean,

£@) = ‘u(a)%{(ﬂ(a’))z _ 1} (162)

Com um médulo elastico denominado de médulo de backstress
dependente da variavel volume livre local,

'u(a) = ‘a(a)(n)’ a = 0, ’N (163)
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A tensdo, da mesma forma que no caso anterior, é dada pela
contribuicéo de cada brago:

No brago A, a tensédo é definida por uma lei linear do tensor de
deformacao elastica logaritmica E®,

T, =] 'Re(S§R" (165)
Sendo,
S% = 2GE§ + K(trE®)I (166)

Enquanto no brago B, o modelo de Langevin imp&e um limite
para as deformacdes isocoricas totais:

Tp =] 'upBj (167)

Com,
us = pa (2) £ (£) (168)

Deve-se observar que cada modelo de micromecanismo
contribui na formacdo de uma tenséo vinculada chamada de backstress,

$\@ = u@a@, g =0,.,N (169)

Que tem influéncia na taxa de fluxo inelastico DP e

consequentemente na deformacdo inelastica FP mediante as equacgGes
cinematicas

FP = DPFP (170)

FP(X,0) =1 (171)

O tensor de fluxo DP e formado pela contribuicdo dos
elongamentos de cada micromecanismo mediante a lei de fluxo,
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(590~ (SSers)
DP = 21&’:01,(0!) (Tﬂ (172)
@ _1_
(@ — T \m@
V@ =y, (s(a) MPH) (173)
Onde,
—(a) — 1 |rcey. _ (cl@®

E uma medida de tensdo de cisalhamento equivalente para cada
micromecanismo, e,

m=—trs (175)

E uma medida da pressdo média normal. A quantidade v(®
pode ser considerada como uma taxa de deformacéo pléstica cisalhante
equivalente para 0 a-ésimo micromecanismo é tomada em uma forma
de lei de poténcia, onde v, > 0 é uma taxa de deformacéo cisalhante de
referéncia. O pardmetro 0 <m(® <1 permite ajustar o nivel de
sensibilidade a taxa de deformacdo. Quando m* — 0 se atinge o caso de
comportamento plastico, isto é, independéncia da taxa de deformag&o.
No caso contrario, se m® = 1 se recupera um modelo de viscosidade
linear.

As medidas tensoriais de deformacdo inelastica A® seguem,
segundo os autores, a seguinte equacdo diferencial como proposta de
evolucéo:

A@ = pp(@) g(@) 4 g(@) pp(a) (176)

AD(X,0) =1 (177)

Finalmente, a resisténcia ao fluxo do primeiro mecanismo
(aquele que controla o fluxo plastico dito macroscépico) s©@ e n

seguem 0 mesmo sistema de equacdes diferenciais ordinarias acopladas,
ja proposto no modelo estudado de 2003 dos autores, que permite
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modelar o processo de amolecimento que se observa para deformagdes
finitas:

5@ =ny(1- §(f,§27)) o (178)
1= go CE—Z; - 1) v(©® (179)

Com,
§O@) = 55 [1+ b(ey — )] (180)

Neste sistema, {ho, go,s;‘?,b, Tlcv} sdo parametros de material.

Os valores iniciais de s© e ) sdo denotados s, n;.

As variaveis escalares internas associadas as resisténcias ao
fluxo dos micromecanismos restantes s(® sdo admitidas constantes,

s@ = Sl-(a),

a=1,..,N (181)

Onde si(“) denotam seus valores iniciais.

Finalmente o0os mddulos elasticos dos micromecanismos
responsaveis pelos valores de backstress 1@ evoluem com o volume
livie n de maneira a representar que o modulo eléstico destes
mecanismos diminua a medida que o volume livre aumenta com a
deformacdo. Assim, seguem uma lei do tipo

(@)

p@ =c@ (1 - “(;) U (182)
Hsat

p@n) = u@ (183)

Nesta Gltima equacdo diferencial se utilizam os valores iniciais
#1@ quando n assume seu valor inicial n;. As constantes de material
c >0 e uggg > 0. Escolhe-se um valor para o modulo elastico de
saturacdo menor que o inicial ,uggg < ,ui(“), tal que u® decresca até seu

valor final yg‘;‘g enquanto o volume livre 7 cresce.
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Os parametros/fungBes constitutivos que precisam ser
especificados sao,

0 0
{G: K:#RIAL'Vo'm(“)»“p' ho'go»sc(v):b» Nevs Si( >,m,5i<a)’#l§a),C(a)lﬂggg}

4.2.3 APLICACAO DO MODELO PARA O POLIMERO PMMA

Nesta secdo descrevem-se detalhes da implementagdo do
modelo constitutivo acima descrito. Para isto foram utilizados os
parametros de material que os autores identificaram para reproduzir o
comportamento mecanico do solido polimérico amorfo PMMA
(polimetilmetacrilato).

Anand e Ames 2006 ndo fazem mencao ao tipo de integracéo
utilizada para a obtencdo da versdo incremental do modelo proposto.
Entretanto, como as aplicagbes envolvem o uso do cédigo ABAQUS
explicito, interpreta-se que a regra de integracdo seja também explicita.
Assim, por simplicidade, foi utilizada esta regra de integracdo para a
montagem de um algoritmo implementado em linguagem Octave e
disponivel no apéndice B deste trabalho.

O procedimento segue 0s seguintes passos: Dado o estado no
instante t,,, dispde-se dos valores das grandezas F,, Fh, A%, s&, 0., ug.
Com estas, calcula-se:

O jacobiano do gradiente de deformacéo,

J = detF, (184)

Pela decomposi¢do de Kroner-Lee

FS = F,F" " (185)
B¢ = FeFeT (186)
ce =Fe'Fe (187)
U =./cg (188)

Pela decomposic¢éo polar,
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R = FoUg™! (189)
E com esta, o tensor de deformacéo logaritmo,
E; =-InUs (190)
E a sua parte deviatdrica fica,
5, = E%— —tr(E )] (191)

O gradiente isocdrico e os tensores de Cauchy correspondentes,

F, =] '*F, (192)
c,=F,F; (193)
B, =F.F." (194)

Com estes calculam-se os alongamentos efetivos,

Ay = \F trc;, (195)

pLES \F trA% (196)

A tensdo no brago A é dada assim por,
Sf, = 2GEe + K(trEg)I (197)
Ta, = 'R(S5,)RE" (198)
A tensdo no braco B,

B, = B, —>tr(By)l (199)

n

= e (25) £7 (22) (200)



—7-1 *
Tg, =] "ts,Bo,
A tensdo total no modelo é dada pela soma,
Tn = TA‘rl + TBn
As tensdes internas backstress nos micromecanismos,
l;“ackn = M%Ag
e _ ce 1 e
(SAn)O - SAn - Etr(SAn)I
1
(Sgackn)o = Sgackn - gtr(sgackn)l
= 1 e a
=75 |(SAn)0 - (Sbackn)0|

T, =— % tr(sg,,)

E com estes o fluxo plastico,

1

a _ ?% m(@)
Un ="Vo sZ+a,m
nTApTn

Dpa — Ur(f <(Sfln)0_(sgackn)o>
n

2Ty

a
D} =X4-o D
ADY = AtDP
. a a
A% = Db A% + A%DY,

§1(12 = ng[l +b(Mey — nn)]
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(210)
(211)
(212)

(213)
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59 =ho(1- %) 00 (214)
in = go (3~ 1) v (215)

cv

A atualizacdo das variaveis internas segue diferentes
alternativas. Para o caso da atualizacdo do gradiente de deformacdo
plastico FP utiliza-se um mapeamento exponencial como forma de
preservar a isocoricidade durante a integracdo:

Fﬁ+1 = exp (ADprl) (216)

J4 para as outras varidveis, adota-se a regra de integracdo
explicita de Euler,

Mn+1 = Nn + 47 (217)
sd.i=s2+As (218)
ﬂ$1+1 = un (219)

Para 0os mecanismos a > 0 tem-se que,

ca . a _ ud N .
s = e (1= £5) i, (220)
54, = 5@ (221)

Os valores dos pardmetros materiais utilizados nesse trabalho
foram obtidos de Anand e Ames (2006), considerando um
micromecanismo principal (a¢ = 0) e trés subsidiarios (a =1,2,3)
sendo eles,

G = 1580 MPa
K = 4120 MPa
Ug = 14 MPa
/’{L = 1,65
p) =0 MPa

1,23 _
u;” " = 3500 MPa
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1o, = 0 MPa
1l = 1100 MPa
uz, = 400 MPa
us, =200 MPa

s) =35 MPa
s} =13 MPa
s? =23 MPa
s} =33 MPa
sd =34 MPa

¢l =45.10® MPa
c?2=1,8.10° MPa
c3=1,3.10° MPa

VO = 0,0005 «5_1
ho = 4500 MPa
go = 0,009
b =825
ni =0
Ney = 0,001
m® = 0,0065
mb2? = 0,19
a, = 0,204
A simulacéo representa o caso de um elongamento isocdrico do
tipo,
1+c 0 0
0 ! 0
F= Vite
1
0 0
Vi+c

Onde ¢ representa o alongamento sofrido pelo ponto a cada
instante de tempo t.

A Figura 25 mostra a evolucdo da variavel interna de resisténcia
ao escoamento s® ao longo da deformacdo aplicada na simulagéo.
Percebe-se na figura que existem quatro curvas: s°, s!,s? e s3, uma
curva para cada indice a«. Como esperado, apenas o primeiro
mecanismo, que visa controlar o comportamento viscoplastico do
modelo, muda ao longo do tempo sendo que 0s outros permanecem
constantes (por definigao).
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J4 a Figura 26 mostra a evolucdo da varidvel interna volume
livre n ao longo da deformacé&o.
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Figura 25 - Evolucdo da resisténcia ao escoamento s ao longo da
deformacéo. Sao apresentadas para os 4 micromecanismos, a« = 1, 2, 3,4.

A Figura 27 mostra uma curva de reposta da tensdo axial de
Cauchy versus deformacdo para a deformacdo imposta. Percebe-se que a
reposta do polimero quando solicitado possui um comportamento
altamente ndo linear, apresentando trés regides distintas. No comeco da
curva ha uma regifo nio linear prévia a um pico na tensio. E nesta
regido em que os micromecanismos (a > 0) sdo chamados a atuar e
controlar os aspectos tipicos de viscoelasticidade. A partir do pico de
tensdo, ocorre um forte escoeamento e comegca a Se observar o
escoamento viscoplastico macroscopico. Neste modelo, o valor deste
pico e as caracteristicas do amolecimento que sdo controladas pela
evolucdo acoplada da resisténcia ao escoamento s e volume livre 7.
Finalmente, para valores elevados de deformagdo, o alinhamento das
cadeias poliméricas é representado pela mola de Langevin, provocando
um rapido aumento nos niveis de tensao.
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Figura 28 - Curva de tenséo real versus deformacéo real para PMMA em
um ensaio de compressdo monotonico. Adaptado de Anand e Ames (2006).

Na Figura 28 observa-se uma curva de tensdo real versus
deformacdo real para o polimero PMMA (polimetilmetacrilato) em um
ensaio de compressdo monotdnico simples até se atingir uma
deformacdo total de 100%, seguida de um descarregamento total até
nivel zero de tensdo. Os experimentos foram conduzidos sob condicoes
isotérmicas em temperatura ambiente (abaixo da temperatura de
transi¢do vitrea do polimero) e em uma taxa de deformacdo baixa de
—0,0003s~1. As tensdes e deformagbes compressivas sdo plotadas
positivas. O descarregamento da curva apés 100% de deformacéo
mostra o fendmeno conhecido como conhecido como efeito
Bauschinger.

A Figura 29 retrata uma curva tensao versus deformacéo obtida
utilizando o algoritmo implementado neste trabalho segundo uma
deformacdo imposta axial jA mostrada. Na curva obtida através da
simulacdo também se observa um escoamento reverso no
descarregamento, como Visto na curva obtida através dos experimentos,
devido ao desenvolvimento do backstress. Como segundo Anand e
Ames (2006), os experimentos foram conduzidos a uma taxa de
deformacdo constante, foi adaptada a evolugcdo do gradiente de
deformacdo F de maneira a que seja capaz de gerar uma deformacéo
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total no corpo que apresente uma taxa de deformacdo constante. (ver
apéndice C deste trabalho)

Todas as curvas de tensdo versus deformagdo mostradas nessa
secdo 4.2 se referem a componente de tensdo T(1,1) do tensor de
Cauchy (somando-se as parcelas nos bracos A e B) e a componente de
deformacédo E(1,1) do tensor de deformacdo logaritmico de U.
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Figura 29- Curva tensao versus deformacéo para PMMA obtida através do
cdédigo com descarregamento até nivel zero de tenséo.

Mais uma vez de modo a se tentar entender melhor como esse
modelo se comporta, escolheram-se alguns pardmetros do mesmo para
realizar um estudo de sensibilidade.

Na Figura 30 se observa a influéncia do pardmetro ug nas
curvas de tensdo versus deformacdo. Realizando variacGes ao redor do
valor up = 14 MPa, se observa como esperado aumentos de tensdo para
aumentos no valor do pardmetro apenas para valores elevados de
deformacéo, dado que este pardmetro modifica a mola de Langevin.

Em forma similar, ao diminuir o elongamento de saturacéo, se
observa aumento de tensdo para os mesmos valores de deformagdo,
como mostrado na Figura 31.
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Figura 30 - Curva tensdo versus deformacéo para o policarbonato, com
variagdo do parametro rubbery modulus pg.
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Figura 32 - Curva tensdo versus deformacdo para o PMMA, com variacéo
do parametro v,.
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Figura 34 - Curva tensdo versus deformacgéo para o PMMA, com variacgéo
do parametro hy,.

120 T T T

Tenséo T [MPa]

-20 : : : : : :
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7
Deformacao
Figura 35 - Curva tensédo versus deformacgdo para o PMMA, com variacao
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Pelas Figuras 35 e 38 percebe-se que 0s parametros hy € a,,
respectivamente, exercem muito pouco ou quase nenhuma influéncia
sobre o comportamento da curva de tenséo versus deformacao.

Ja o parametro v, consegue fazer com que a curva sofra uma
translacdo vertical, com um efeito inversamente proporcional,
aumentando-se o valor de v, a curva tende a se deslocar para baixo,
como pode ser visto na Figura 33. A Figura 34 mostra os efeitos do
pardmetro g,, este possui a caracteristica de acentuar ou diminuir a ndo
linearidade apresentada pela curva na regido apés o pico de escoamento.
Quando se aumenta o valor de g, a ndo linearidade tende a tornar mais
evidente.

Nas Figuras 36 e 37 nota-se que 0S pardmetros b e 1.y,
respectivamente, conseguem alterar o valor da tensdo que ocorre no pico
de escoamento, alterando também um pouco a forma caracteristica desse
pico. A medida que se aumenta o valor de b e/ou 1, 0 valor da tens&o
no pico tende a aumentar também, percebe-se que a sensibilidade da
curva a essa variacdo é mais acentuada ao parametro n,,, do que a b.



71

5. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi realizado um estudo, implementacéo e analise
de sensibilidade aos parametros de material de dois modelos escolhidos
na literatura pelas suas propriedades de representar o comportamento
altamente ndo linear da curva tensdo versus deformacdo que materiais
solidos poliméricos amorfos apresentam, quando submetidos a
deformac@es finitas. Essas teorias sdo desenvolvidas e aplicadas em
simulacBes nas quais se busca reproduzir o comportamento mecénico
desses materiais viscoelasticos e viscoplasticos nao lineares.

Para tal foi realizado um estudo inicial sobre o comportamento
de materiais poliméricos e suas propriedades buscando um maior
entendimento de como o arranjo dessas cadeias e suas forcas interferem
no comportamento macroscépico do material e influéncia em seu
comportamento nao linear.

A principal dificuldade exposta que as teorias alvos buscavam
vencer é justamente o fato de o comportamento dos materiais estudados,
solidos poliméricos amorfos, ser altamente ndo linear, exibindo algumas
caracteristicas distintas, quando comparados com outros materiais mais
usuais, como ago por exemplo. Dentre algumas teorias estudadas os
modelos de Anand e Gurtin (2003) e o de Anand e Ames (2006) foram
os selecionados pela sua habilidade de reproduzir as curvas de resposta
tensdo versus deformacdo de maneira satisfatoria o comportamento dos
materiais alvos quando comparados a ensaios experimentais.

Ambos os trabalhos possuem a mesma base conceitual e similar
representacdo reoldgica: uma mola de saturacdo (Langevin) e um
sistema mola-amortecedor com propriedades dependentes do nivel de
deformacdo para permitir a representagdo de dois fendmenos:
comportamento  viescoelastico para deformacBes pequenas ou
moderadas e uma deformacdo viscoplastica macroscépica para
deformacdes elevada. Ambos os fenbmenos ocorrem em forma
simultanea embora com amplitudes diferentes dependendo do nivel de
de deformacdo. Neste aspecto, ambos os modelos se diferenciam dos
modelos elasto-plasticos ou elasto-viscopléasticos nos quais existe uma
regido de deformagdo puramente elastica e uma superficie de
escoamento a ser atingida. Esta superficie inexiste no presente modelo,
havendo deformacdes inelésticas em todo instante do processo.

Ambos o0s modelos estdo baseados na utilizagdo de duas
variaveis internas importantes: resisténcia ao escoamento s e volume
livre 1, que, acopladas mediante um sistema de equagdes diferenciais
ordinérias, sdo capazes de capturar o pico de tensdo e posterior



72

amolecimento do material. A utilizacdo do modelo de Langevin
(baseado na deformacdo plastica na proposta de 2003 e na deformacéo
total em 2006) completa 0 comportamento ao permitir reproduzir o
travamento do material para deformacdes elevadas.

O modelo constitutivo de Anand e Ames (2006) se diferencia de
outros modelos ja existentes na literatura (Parks et al. 1985, Boyce et al.
1988, Arruda e Boyce 1993, Wu e van der Giessen 1993) e em
particular do modelo de Anand e Gurtin 2003 por buscar contemplar o
comportamento do material na sua fase inicial de deformacdes pequenas
ou moderadas onde o0 comportamento viscoelastico domina.

A implementacdo dos modelos neste estudo permitiu
compreender melhor a influencia que os parametros de material
utilizados possuem no desempenho do mesmo. As curvas de resposta
tensdo versus deformacdo obtidas com a simulagdo foram comparadas
com as curvas obtidas experimentalmente (retiradas do trabalho de
Anand e Ames (2006)), onde se observou uma boa correlagdo e também
0 aparecimento de escoamento reverso quando descarregado a nivel zero
de tensdo devido ao desenvolvimento de um backstress.

Este trabalho, de cunho fortemente académico, teve um carater
formativo para o autor e facilitard a execucdo de outros trabalhos em
andamento na equipe de pesquisa onde ser visa adaptar os modelos
estudados em um marco tedrico de modelos variacionais preservando,
entretanto, as boas caracteristicas dos modelos estudados.

Ainda visando trabalhos futuros deseja-se testar estes modelos
na identificacdo de pardmetros de material em um conjunto de polimeros
amorfos de relevancia tecnolégica como o UHMWPE (ultra high
molecular weight polyethylene), PEEK (polyether ehter ketone), e
PLDLA (poly lactic acid) muito utilizados em aplicacfes médicas.
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APENDICE A

Programa escrito em Matlab utilizando o modelo constitutivo
para materiais sélidos poliméricos amorfos, calibrado para o material
policarbonato, utilizando a teoria de Anand e Gurtin (2003).

% Programa para calculo de Tensoes em modelo de
Anand 2002

clear all;

clc;

o)

$ close all;

%dados Fp, Fe, F, s, eta
%Parametros materiais
G=857;

K=2240;

mu=16.95;

MUr=11;

lambdal=1.45;
ni0=0.0017;

m=0.011;

alpha=0.08;

h0=2750;

scv=24;

b=825;

etacv=0.001;

g0=6e-3;

s0=20;

deltat=le-4;
I=eye (3,3);
sl1l=s0;

etal=0;
Fpl=eye (3,3);

cl = 0.8;
nincl = 10000;
c2 = 0.6;

ninc2 = 5000;
ninc = nincl+ninc2;
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for j=1

S=s
eta

Fp=

if

end

if

end

fp

Fe=

:nincl

1;
=etal;

Fpl;

j<=nincl

cjl=(cl*j)/ (nincl);

F = [ 1+cjl 0 0

0 1/sgrt (1+cjl) 0

0 0 1/sqrt (1+cjl)1;

j>nincl
cj=cjl+((c2-cl)*(J-nincl))/ (ninc2);
F = [ l+c] 0 0

0 1/sgrt (1+cj) 0

0 0 1/sqgrt (1+cj)1;

= inv (Fp);
Fxfp;

C=F'*F;

E=0

Ce=
Ee=

[e,
E1l
E2
E3

Lam2 = diag(Lam2
Lam

Ue
ue
(1/Lam (
Re

.5*(C-1I);

Fe'*Fe;
0.5* (Ce-I

=e(:,1)
=e(:,2)
= e(:,3)

sqrt (Lam2(:)) ;

= Lam(1l)*El + Lam(2)*E2 + Lam(3)*E3;
(1/Lam(1l))*E1l + (1/Lam(2))*E2 +

) *E3;

Fe*ue;

)

w1



Ee0=Ee- (trace (Ee)/3)*I;
Te=2*G*Ee(0+K*trace (Ee) *I;
T=Re*Te*Re';

pi=-(1/3) *trace(T);

Bp=Fp*Fp';
Bp0=Bp-(1/3) *trace (Bp) *I;

$modelo langevin MU

lambdaP=(1/sqrt (3)) *sqgrt (trace (Bp)) ;

pl=lambdaP/lambdal;

if abs(pl)<0.84136
L=1.31446*tan(1.58986*pl)+0.91209*pl;

elseif abs(pl)>=0.84136 & abs(pl)<l
L=1/(sign(pl)-pl);

end

mu=MUr* (lambdal/ (3*lambdaP) ) *L;

Z=Te-mu*Bp0;
tal=(1/(sqgrt(2))) * (norm(Z, 'fro'));
nip=ni0* ((tal/ (s+alpha*pi)) ™ (1/m));
Dp= (nip* (tal” ((1-

m) /m)) /(2* ((s+alpha*pi)~(1/m)))) *Z;

deltaDp=deltat* (nip/ (2*tal))*Z;
stio=scv* (1l+b* (etacv-eta));
deltas=deltat*hO0*nip* (1-s/stio);
deltaeta=deltat*g0*nip* (s/scv-1);

M=exponencial (deltaDp) ;
Fpl=M*Fp;

sl=s+deltas;
etal=etat+deltaeta;

sigma (3)=T(1,1)-T(2,2);
W(3)=T(1,2);
P(j)=T(2,2);
x(J)=E(1,1);

flowresistance (j)=s;
freevolume (j)=eta;
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end

figure (1)

hold on

plot (x,sigma, 'r'")

xlabel ('Deformacao')
ylabel ('Tensdo T [MPa]')
grid off

figure (2)

plot (x, flowresistance, 'r')

xlabel ('Deformacao')

ylabel ('Resisténcia ao escoamento s [MPa]')
grid off

figure (3)

plot (x, freevolume, 'r')
xlabel ('Deformacao')
ylabel ('Volume livre')
grid off
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APENDICE B

Programa escrito em Matlab utilizando o modelo constitutivo
para materiais sélidos poliméricos amorfos, calibrado para o material
PMMA, utilizando a teoria de Anand e Ames (2006).

o)

s Programa para calculo de Tensoes em modelo de
Anand 2002
clear all;
close all;

%dados Fp, Fe, F, s, eta
%$Parametros materiais
G=1580; %MPa

K=4120; %MPa

MuR=14; %MPa
lambdal=1.65;

Mui (1)=0.0;

Mui (2)=3500;
Mui (3)=3500;
Mui (4)=3500;
MuCVv =0.0;
MuCVv =1100

Co(4)=1.3e6;
ni0=0.0005;
h0=4500; S%MP
g0=0.009;
b=825;
phii=0;
phiCv=0.001;
m(1)=0.065;
m(2)=0.19;
m(3)=0.19;

TMPa

%MPa
%MPa
TMPa
TMPa

TMPa

%MPa
%MPa

’

TMPa

%MPa

%MPa
$sh-1
a
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m(4)=0.19;
alphaP=0.204;
deltat=le-4;
I=eye(3,3);

Alnl=I;
A2nl=I;
A3nl=I;
Adnl=I;

phinl=phii;

Muinl (1)=Mui (1) ;
Muinl (2)=Mui (2) ;
Muinl (3)=Mui (3) ;
Muinl (4)=Mui (4) ;

Fpnl=eye (3,3);

sinl (1)=si(1);

cl = 1;

vl = 0.008;
nincl = 1000;
c2 = 0.8;

v2 = 0.008;
ninc2 = 500;
ninc = nincl+ninc2;

[vcj, vdeltat] =
loadhistory(cl,vl,nincl,c2,v2,ninc?2);

for j=l:nincl
Fp=Fpnl;
Al=Alnl;

A2=A2nl;
A3=A3nl;



A4=A4nl;

phi=phinl;

si(l)=sinl (1);

cj

1)=Muinl (1) ;
2)=Muinl (2) ;
3)=Muinl (3) ;
4)=Muinl (4) ;
vej () -1;

deltat = vdeltat (j):;

F = [ 1+cj 0 0
0 1/sqrt (1+c3) 0
0 0 1/sqrt(l1+cji)1;
fp = inv (Fp);
Fe=F*fp;
Je=det (Fe) ;
J=det (F) ;

Fasterisco=(J" (-1/3)) *F;
Casterisco=Fasterisco'*Fasterisco;
Basterisco=Fasterisco*Fasterisco';

U

u

(1/Lam
R

(3

e(:, (z
= diag(Lam2
= sqgrt(Lam2(:));

Lam(1l) *E1l + Lam(2)*E2 + Lam(3)*E3;
(1/Lam(1l))*E1l + (1/Lam(2))*E2 +

)) *E3;

F*u;

’

C
1
1,2
3
)

E=logaritmo (U) ;

Ce=Fe'*Fe;

83
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$Ee=0.5* (Ce-1I);

[ee, Lame2] = eig(Ce);
Eel = ee(:,1)*ee(:,1)"';
Ee2 = ee(:,2)*ee(:,2)"';
Ee3 = ee(:,3)*ee(:,3)"';
Lame2 = diag(Lame?2);
Lame = sqgrt(Lame2(:));

Ue = Lame (1) *Eel + Lame (2)*Ee2 + Lame (3) *Ee3;

ue = (1/Lame(l))*Eel + (1/Lame(2))*Ee2 +
(1/Lame (3)) *Ee3;

Re = Fe*ue;

Ee=logaritmo (Ue) ;

lambdabarra=(1/sqrt (3)) *sqgrt (trace (Casterisco));
Eedev=Ee- (1/3) *trace (Ee) *I;
Sae=2*G*Eedev+K*trace (Ee) *I;
sigmaA=(J" (-1)) *Re*Sae*Re’;

pl=lambdabarra/lambdal;
if abs(pl)<0.84136

Langevin=1.31446*tan (1.58986*pl)+0.91209*pl;
elseif abs(pl)>=0.84136 & abs(pl)<l
Langevin=1/ (sign (pl) -pl);
end

Basteriscodev=Basterisco-
(1/3) *trace (Basterisco) *I;

sigmaB= (J" (-
1)) *MuR* (lambdal./ (3*lambdabarra) ) *Langevin*Basteris
codev;

sigma=sigmaA+sigmaB;

Sbackl=Mui (1) *Al;
Sback2=Mui (2) *A2;
Sback3=Mui (3) *A3;
Sback4=Mui (4) *A4;

Sbackldev=Sbackl-(1/3) *trace (Sbackl) *I;
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Sback2dev=Sback2-(1/3) *trace (Sback2) *I;
Sback3dev=Sback3-(1/3) *trace (Sback3) *I;
Sback4dev=Sback4-(1/3) *trace (Sback4) *I;

Saedev=Sae- (1/3) *trace (Sae) *I;
Zcompll=Saedev-Sbackldev;

Zcompllnorm=sqgrt (Zcompll (1,1)"2+Zcompll (1,2) "2+Zcom

pll(1l,3)"2+Zcompll (2,1)"2+Zcompll (2,2) "2+Zcompll (2,

3)"2+Zcompll (3,1) "2+Zcompll (3,2) *2+Zcompll (3,3)"2);
Zcompl2=Saedev-Sback2dev;

ZcomplZ2norm=sqgrt (Zcompl2(1l,1) "2+Zcompl2(1,2) "2+Zcom

pl2(1,3)"2+Zcompl2 (2,1)"2+Zcompl2 (2,2) "2+Zcompl2 (2,

3)"2+Zcompl2 (3,1) "2+Zcompl2 (3,2) "2+Zcompl2 (3,3) "2);
Zcompl3=Saedev-Sback3dev;

Zcompl3norm=sqgrt (Zcompl3(1l,1) "2+Zcompl3(1l,2)"2+Zcom

pl3(1,3)"2+Zcompl3(2,1)"2+Zcompl3 (2,2)"2+Zcompl3 (2,

3)"2+Zcompl3(3,1) "2+Zcompl3 (3,2)"2+Zcompl3 (3,3)"2);
Zcompl4=Saedev-Sbackddev;

Zcompl4norm=sqgrt (Zcompl4 (1,1) "2+Zcompl4d (1,2) "2+Zcom
pld (1,3)"2+Zcompl4d (2,1) "2+Zcompl4d (2,2) "2+Zcompld (2,
3)"2+Zcompld (3,1) "2+Zcompld (3,2) "2+Zcompld (3,3)"2);

talbarra(l)=(1/sqrt(2)) *Zcompllnorm;
talbarra(2)=(1/sqrt(2)) *Zcompl2norm;
talbarra (3)=(1/sqrt(2)) *Zcompl3norm;
talbarra(4)=(1/sgrt(2)) *Zcompl4dnorm;
pie=(-1/3) *trace (Sae) ;

for i=1:4

ni(i)=ni0* ((talbarra(i)/ (si(i)+alphaP*pie)) ™ (1/m (i)
))

end

Dpl=ni (1) * (Zcompll/ (2*talbarra(l)));
Dp2=ni (2)* (Zcompl2/ (2*talbarra(2)));
Dp3=ni (3)* (Zcompl3/ (2*talbarra(3)));
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Dp4=ni (4) * (Zcompld/ (2*talbarra(4)));
Dp=Dpl+Dp2+Dp3+Dp4;

deltaDp=deltat*Dp;
M=exponencial (deltaDp) ;
Fpnl=M*Fp

Dpl*Al+Al1*Dpl) ;

Alnl=Al+deltat* )

Dp2*A2+A2*Dp2) ;
)
)

A2nl=A2+deltat™*
A3nl=A3+deltat*
Adnl=Ad+deltat*

’

Dp3*A3+A3*Dp3
Dp4*A4+A4*Dp4

— e~ o~ —~

’

stio(1)=sCV(1l)* (1l+b* (phiCV-phi)) ;

sinl (1)=si(l)+deltat*h0* (1-
si(l)/stio(1l))*ni(1);

phinl=phi+deltat*g0* (si(1)/sCV(1)-1)*ni(1);

for i=2:4
Muinl (i)=Mui (i) +deltat*Co (i) * (1-
Mui (1) /MuCV (i) ) * ( (phinl-phi) /deltat) ;
end

sigmaplot (j)=sigma(1l,1);
x(J)=E(1,1);

end

figure (1)

hold on

plot (x,sigmaplot, 'r'")
xlabel ('Deformacao')
ylabel ('Tensdao T [MPa]')
grid off
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APENDICE C

Subrotinas utilizadas por ambos os cédigos, tanto da teoria de
Anand e Gurtin (2003) como a teoria de Anand e Ames (2006).

Subrotina que calcula a derivada da fungdo $ em relacdo a
variavel s.

function [dgds] = dsdotds(Seq,s)
delta=le-6;
s0=s;

sl=s+delta;

g0=sdot (Seq, s0) ;
gl=sdot (Seq, sl);

dgds=(gl-g0) /delta;
end

Subrotina que calcula a derivada da funcdo $ em relacdo a
variavel o.
function [dgdSeq] = dsdotdSeqg(Seq, s)
delta=le-6;
Seq0=Seq;

Segl=Seqgtdelta;

g0=sdot (Seq0l, s) ;
gl=sdot (Seql, s) ;

dgdSeg=(gl-g0) /delta;
end

Subrotina que calcula a exponencial de um tensor.

function [B] = exponencial (A)
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[e, Lam2] = eig(A);
El = e(:,1)*e(:,1)"';
E2 = e(:,2)*%e(:,2)";
E3 = e(:,3)%*e(:,3)";
Lam2 = diag(Lam2);

Lam = exp(Lam2(:));

B = Lam(l)*El + Lam(2)*E2 + Lam(3) *E3;
end

Subrotina que avalia a fungéo f num ponto.
function [fn] = f(Seq,s)
global A epsilon m

fn=A* ((sinh (epsilon*Seq/s)) "~ (1/m)) ;

end

Subrotina que calcula o logaritmo de um tensor.
function [B] = logaritmo (A)

[e, Lam2] = eig(A);

El = e(:,1)*e(:,1)";

E2 = e(:,2)*e(:,2)';

E3 = e(:,3)*e(:,3)";

Lam2 = diag(Lam2) ;

Lam = log(Lam2(:));

B = Lam(l)*El + Lam(2)*E2 + Lam(3) *E3;
end

Subrotina que avalia a fun¢do g num ponto
function [g] = sdot (Seq,s)

global A epsilon m hO a stio n
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Sasterisco=stio* ((sinh (epsilon*Seq/s)) " (n/m));
if s<=Sasterisco
h=h0* ((1-(s/Sasterisco)) "a):
elseif s>Sasterisco
h=-h0* (((s/Sasterisco)-1)"*a);
end

g=h* (A* ((sinh (epsilon*Seqg/s) )" (1/m)));
end

Subrotina que calcula a histéria do carregamento.
function [vcj, vdeltat] =

loadhistory(cl,vepsl,nincl,c2,veps2,ninc?2)
%calcula historia de carga

ninc = nincl+ninc2;
vc) = zeros(ninc,1);
vdeltat = zeros(ninc,1);

epsl = log(l+cl);
depsl = epsl/nincl;
deltatl = abs (depsl/vepsl);

for 1 = 1l:nincl
epsilon = i*depsl;
vcj (i) = exp(epsilon);
vdeltat (i) = deltatl;
end

eps2 = log(l+c2);
deps2 = (eps2-epsl)/ninc2;
deltat2 = abs (deps2/veps2);

for 1 = 1:ninc2
epsilon = epsl+i*deps2;
vci (nincl+i) = exp(epsilon);
vdeltat (nincl+i) = deltat2;
end



